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SUI SISTEMI TRIPLI ORTOGONALI NELLO SPAZIO EUCLIDEOQ,
E SUI SISTEMI NORMALI DI CIRCOLL

Memoria di Pasquale Galapso (Palermo).

Adunanza del 14 aprile 1907.

La presente Nota non & che una parte di alcune mie ricerche che pubblichero
prossimamente intorno alla teoria generale dei sistemi tripli ortogonali nello spazio
euclideo, in cul vengono utilizzati gl'invarianti del gruppo delle trasformazioni conformi.

L’idea di studiare la teoria da questo punto di vista viene suggerita dalla ben nota
proprietd che Pinversione per raggi vettori reciproci irasforma un sistema triplo ortogo-
nale in un nuovo sistema triplo ortogonale, congiunta coll'altra che le tre famiglie di
LAME formanti il sistema triplo ortogonale si tagliano mutuamente secondo le linee di
curvatura.

In questo lavoro & fatto appena un cenno del modo con cui pud esser trattata la
questione dal nuovo punto di vista, giacché esso & piu specialmente destinato allo studio
d’un caso particolare, cioé del caso in cui le trajettorie ortogonali a una- famiglia di
LaME siano circoli; in questo caso particolare la teoria dei sistemi tripli ortogonali non
differisce della teoria dei sistemi normali di circoli (sistemi ciclici) come risulta da un
noto teorema di RiBaucour *).

Per quanto riguarda la teoria generale vengono stabilite le seguenti proposizioni:

Se

ds* = H}duw 4 H;dv* 4 Hdw*,
¢ Pelemento lineare dello spazio riferito a un sistema triplo ortogonale qualunque, e si

pone:
H H

0 =-- 61 — Hl,
gl'invarianti fondamentali di una superficie w — cost. rispetto alle trasformazioni con-
formi dello spagio **), si possono esprimere per @ , ©, e le loro derivate rispetto alle va-

*) Braxcar, Legioni di Geometria differenziale, vol. II, pag. 159.
*) Vedi la mia Nota: Suglinvarianti del gruppo delle trasformazioni conformi dello spazio [questi
Rendiconti, t. XXII (1906), pp. 197-213: pag. 200, form. (B), (C)1.
Rend. Circ. Matem. Palermo, . XXII (1907), — Stampato il 7 maggio 1907 43
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riabili u, v e rispetto al parametro w mediante

w =0

0’0, 0,
-+ 2@1———aw2 — 20, T

;2) — 20,

‘:)2
+ ©

triplo ortogonale.

Fra glinvarianti fondamentali di un sistema triplo ortogonale intervengono relagioni

differenziali, che ponendo :

e si dimostra altresi che sono sufficienti, cioé:

o) 0, a (
za——w(log Q)’ Q :(-)x—a(log

le formole :
3]
)

)
0 (1 dlogo,
dv\6e, oJv

a@r)z 0, (36,\’
,\ow, 0, \ow )"’

Risultati analoghi si hanno per una superficie # = cost., € per una superficie
v = cost., per il che © e O, vengono chiamati gl'invarianti fondamentali del sistema

z-_L_[é(j_@%>+_i 190\ 196, 196, dlog,Jlogh,
370,0,|0u\0, du ov\®, ov/| O ow o, ouw ow QJw
— 2 azex a-'x ’ I aex ;
L=—el—20 204 (57) + (5 50)
. 2 0’e, 06,\’ 1 060\*
Iz-——gzlj—zezw_}—(aw) +(®;—E’)’
I __Olog® dlog®, 1 96,
+7 9v  dw 8, dvow’
I __Olog®,dlogd, 1 0o°6,
5T 94 ow 0, Judw’
assumono la forma :
0 (1 I)—— I 0log®,
il ) =5 5
0 (1 JA T 0logo,
a—«u(@—ls e  ou ¥
0,25 =22 (e,1),
' ou ow: '
(4)
ol. —a——(O 1)
23y OQw: 24
1 d/ 0 (1 I
®, ow (911((9_I )7
1 9, 91 I
6, dw— “3u\e, ‘*)’

)

Se due funzioni O , O, soddisfano al sistema di equazioni differenziali (A), esistono
effettivamente oot sistemi tripli ortogonali (definiti a meno di movimento), per ciascuno dei

quali gl'invarianti fondamentali calcolati per u ¢ v si riducono appunto alle funzioni @, G,.
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Applicando questi risultad gencrali al caso di particolare interesse in cui le traiet-
torie ortogonali alle superficie w == cost. siano circoli, si trova che in tal caso doven-
dosi annullare le funzioni I, I, I, il sistema (A) diventa:

9, ._1_862 -0 _i i a__é)l —
dw\©e ou) 7’ aw(Q—au =%

%({_a_ej)_@ae, o 36, 98,090,

. ), O 2wt ‘aw Sw ow =9
0, 0,
dw’ ~ 3w °

Ne risulta che gl'invarianti fondamentali per un sistema ciclico hanno la forma:
. 2
91’—q)uw +q)xzw+d)13’
- 2
@2——@“10 +®22w+®23’
in cui le @, sono funzioni di # e v solamente soddisfacenti al sistema di equazioni:

a(I)ZI I a¢22 a(p

I 1 23
® Ju @, ou @ ou’

1 0, 1 9%, 1 9%,
(8) ® oJv @, dv @  Jv ’

21 22 23

5 (1 9%, o (1 9®,
au< aui)"{"ﬁ(a’_z;_é‘v— =28,0,— ¢, 0, 20,0,

Sicche il problema della determinazione dei sistemi ciclici equivale all'integrazione
del sistema (B).

I procedimento sopra stabilito coincide col procedimento noto *), qualora si cer-
chino i sistemi ciclici normali a una superficie data, giacché per lintegrazione del si-

stema (B) si pud in particolare procedere nel modo seguente.
Si assuma una superficie qualunque S, riferita alle linee di curvatura colle due

forme quadratiche differenziali:
Edvw 4 Gdv*,

Ddu* 4 D"do?,

e si determini una funzione ausiliaria D dall’equazione :

C o’ I ) alogi/Ei(__ dlogyG o ‘)
(©) oudv\®_ )~ 0dv OJu T du  ov )

Si determinino altresi otto altre funzioni @, successivamente dalle formole :

(D) _(DB(C_‘_‘/.(:Eau( ) +Zglaav( \)dv]g,

*) Braxcst, L c., vol. I, pag. 147.
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(C costante arbitraria)

o =ao {E,
(Dzs - (I);;VE,
I I a(p, 2 I a([) 2
& — &> o 33 o 33
40 [ »t ((D” ou ) + (d’23 ov ’
— D
®,=a,/E— ik
. D'I
(Dzz = q)pVG - V—a)
8<I>3x
ou
(1] L= (1)) s
I 13 ad)s.;
ou
8‘1)3,
ov
O =@ .
21 23 ad)”
ov
Le sei funzioni
(bn’ ('sz’ d’r;’
(I)“, (Dzz’ (I)Zj’

soddisfaranno al sistema (B), e se la superficie di partenza S & qualunque ne daranno
Iintegrale generale.

Adunque la principale difficoltd del problema consiste nell’integrazione dell’equa-
zione di 2° ordine (C) *), giacche dalla (D) si avrd con una quadratura la funzione
®_,; dopo di che la determinazione delle rimanenti ®,, si compie con soli calcoli alge-
brici e di derivazione.

Integrato nel modo sudetto il sistema (B), si deducono le tre funzioni H,, H,, H,
che intervengono nell’elemento lineare dello spazio riferito ad un sistema ciclico, e si

trova:
H — (an +®12w+q),3
| S 2 ’
¢ w --l—(I)Szw-l-([)33
H —-d)“wz_l—(bzzw_l"q)z;
F 2 )
(I)ﬂw _I_(I);zw_l_q)”
I
H =
i e w e wt P
quindi :
(E) ds* = ((D“wz—l—(an"l_(pz;)zduz+(‘Dz,w2+¢22w+¢2;)zdvz+dwz

(q)31w2 + q);zw + (1)33)2

*) Cfr. BraxcHy, L c., vol. II, pag. 149, form. (V).
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ia quale mette miglior luce sulla effettiva forma che assume lelemento lineare dello
spazio riferito ad un sistema ciclico.

Infine supposto note le coordinate x_, y , g, di un punto della superficie S come
funzioni di # e v, e supposto noti altrest i nove coseni direttori

70 0 (¢]
‘Xx7 Yx’ Zx!
o 0 (]
Xz’ Yz) Zz’
o (°] (]
X, Y, Z,

del triedro principale di S, vengono ricavate in termini finiti le coordinate di un punto
della superficie generica ortogonale ai circoli in funzione di %, v, w sotto la forma:

. st waq)s;Xo w 0P 33X0 Xo
x—xo—}-z‘p;; (B; ou +(l) Qv +((D32w+2¢’33)

— +£Izw w aq)”Y"-f-—a—ﬁW + (o w—}—zd) )Ye
Y= The |6, ou 52 s/ |

) 8(1)” o w 0P 33 70 0
z—zo+ & ou AT a5 At Bew 295

23

Queste formole fanno conoscere la pil generale superficie ortogonale ai circoli
dando a w un valore arbitrario; in particolare per w = o danno la superficie iniziale S.

§ I. Gl’'invarianti fondamentali dei sistemi tripli ortogonali,
rispetto al gruppo delle trasformazioni conformi.

1. Per determinare nel modo pilt generale un sistema triplo di superficie ortogo-
nali, basta assumere tre funzioni H,, H,, H, di tre variabili #, v, w soddisfacenti al

sistema di equazioni:

*H 1 0H,0H, 1 90H o

5:(;8#117}— H,ow ov +H ov aw
(1) OH, 1 aH 9H, , 1 0H,0H,
owou H au ow +H ow au’

o°H 1 HOH, 1 9HOH,
oudv Ha'v ou | H,du ov’

0 (1 0H, 0 (1 0H, 1 0H 0H,
W(“‘,a >+a_(ﬁav>+fﬁaw Sw =9
d (1 9H, o (1 dH, 1 0H,0H,

) W(ﬁ‘a‘”)Jra‘w(H afw)+H28u e
d (1 8H, d oH, 1 0H 9H,
W(““J)"‘E_(H 8u)+H’av Fo =
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e integrare il sistema completo nelle funzioni incognite X , X , X :
- “ 2

0X, 1 0H, iy o 0H, ¥
du ~ H,dov _HEEE‘;’
oX, 19dMH
(3) v = H aa X
0X, 1 JH,
dw ~ H, ou
0X, I aH‘X
e H Jv
oX, 1 0H, 1 0H,
@ 5o T T Houw s T H ou
o0X, 1 iﬁ
ow  H, dv
0X, 1 0H,
W ’H"a“
0X, 1 OH
) 81} H aw 2
oX, 1 8H3X 1 0H,
dw — H ou’*  H, dv
ad opportune condizioni iniziali, cioé¢ determinando tre sistemi integrali
X, X, X,
Yx? Y27 Y;’
Z,’ Zz7 Z;?

che formino i coeficienti di una sostituzione ortogonale.
In questo modo le coordinate d’un punto dello spazio, come funzioni delle varia-
bili u, v, w, saranno date dalle formole :
S’ dx=H X du-+ HX,dv+4 H X dw,
vdy =H Y du-+ HY dv+ HY dw,
dzx =H Zdu -4 H,Z,dv+HZdw,

6

e si avra:
) dx* +dy' +d? = H}dw + H}dv' + H;dw* *).

2. Ricordiamo che Pinversione per raggi vettori reciproci cangia un sistema triplo
ortogonale in un nuovo sistema triplo ortogonale; per questa ragione introdurremo

nella presente memoria gl'invarianti delle superficie rispetto al gruppo delle trasforma-
zioni conformi **) che calcoleremo per una famiglia di Lame.

*) BiancHi, Lezioni di Geometria differenziale, vol. II, pag. 478.
*) Vedi la mia Nota: Suglinvarianti, etc., loco citato, pag. zo00; form. (B), (O).
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Denotando con A, A" i coeflicienti della seconda forma fondamentale per una su-
perficie w = costante, abbiamo da formole note:

A _19oH A 104,
H —~  How’ H = How’
sicché gl'invarianti o, Q espressi dalle formole:
__H, A A" N A
THHTH T HH H

assumono rispettivamente la forma:

H, (olog H, odlogH, __£ ‘0 log H, alogHz).
o H3 ow ow - H ow dw )’
ossia, ponendo:
HI —— Hl
®) @1=ﬁ37 Gz—ﬁ'a

scriveremo definitivamente :
_ o [Olog®, dloge, . dloge,  olog®,
) “’—02( dw T ow )’ “—@1( dw dw )

Prima di procedere al calcolo dell’invariante ’# conviene eliminare dal sistema di
equazioni (1), (2) tenendo conto delle (8) le funzioni H , H,; cost il sistema (1),
(2) diventa:

0" H, __%_?_Ii?ﬂ L&G)ZGHS g (.t 00,086, 1 0%,
dvow  H ov dw + 0, dw 0v (O 6, S0 dw @Tavaw)’
oyl SH 2 OF0H, | 10090, L 1 36,36 1 F6,
oudw  H ouw dw ' O, dw du i\0,0, du a_w~.(:):auaw)’
0*H, 2 0H0H, I a@laH; 1 86,0H,
Sudv —H 9w 9v T 6 v ou T8, ou v
(.)zazlogH3 0,0 log H, 66 (alogH})2 1 00, ©,00)\0logH,
s, ) +o.0.(5a) 5 5 —oon) vu

6, oJu’ 9. 9ov
190, ©,96,)\0logH, 36, 50, \0log H,
+(—®—afv O2 av) ov +( Tow +®’8w) ow

1 96 196, . 36,36,
+au(@ au)+av(@ a«u)+ 5w ow = ©

() _I_azlong-fj R azlong3 i(6105;1{‘;) .%Q_@ialog H
0, O0v * Qw o ou 0> ou ou
1 00, 0logH, 5@ JdlogH 56,
G- PAY ow OJw dw O
azlogH 1 0*log H, (alogH) 1 96, Olog H|
o, ow’ 0, ou (92 ov ®’ du Ou

1 96, alogH 00 dlogH 30

+(~): av v ow Jw aw
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) . ) 0% log H,
E risolvendo queste ultime rispetto Aahfv’—z’ avremo :
<9210gHJ I (alogH) R ez(alogH; ’_ 1 @ (dlog H \*
9v* T 2 \| 0w 2\ dw 2 e ou
(12) 1 80, 0log H, e 30, alogH 0, 56, 0log H,
o, av - dv 2 aw ow  © 0u ou

5 O[080, 30, 0180 9 (1030,) 30,0,
2 O 0w 'ow®  ou\©, ou ov\ 8, dv ow ow |

Possiamo altresi da questa formare un’equazione in cui compariscono soltanto
H, e, e, tnendo conto delle (8); otterremo cosi:

6’10ghl__1__(é910gH|)2 1 O (alogH‘)z_{_(Mog(-)2 alog@‘)along

ov* 2 ov 2 O\ Ou ov ov ov
©; (Olog®, Jdlog® \ologH, 1 o along)2 6 dlog H,
—02< ou ou ) ou 2\ dw 0% 3w

1 Oalo @?2—@2_3 I 80) 9 _I!@&l, 00, 00,
2 O 20w’ 'ow’ Ou ou azr 0 0v) Oow dw

+L‘92_1* 1 (dlog® \* Rape dlog®,\* 1 O (dlog®,\*
® 0v 2 \ 0dv 2\ Jw 2 O\ ou
__dlog®, dlog e, (_)Zalogé)l alog@z_{_G)jalog@,aloge2
ov ov +e: ow ow 0! Ju ou
Se ora confrontiamo questa con la (28) della mia citata memoria, e teniamo pre-

sente I'espressione di o per © e ©, data dalle (9), troveremo per la funzione ] la
formola :

00,\* I {00,)° 1 (00’ 2 0’0, 2 00,00,
]—(aw)"”@_j(é‘z?) —‘@(W) +Eav 6.6, v dv
+ 0, o 0’6, o 0’0 0 ({100, 0 (1 00, 00,00,

o, | 0w S EGT,&:)—% ©,0v) OJwow]

Da questa in forza delle (32) della mia citata memoria facilmente dedurremo I'e-
spressione di " sotto la forma seguente:

. o (1 dloge, 0 Ialog0>
W= 20’57(@1 Ju ) 2%?(-2 3v

(13)
0°0, 0°® 0, (00, . {906,\*
t205ui T 205w T e (aTu) (-)z(aw)'
Frattanto risulta che glinvarianti o, Q, W per la famiglia di Lamt w = cost. si
esprimono per le funzioni @ , @, e le loro derivate, e le (9), (13) danno le effettive

espressioni; similmente accadrd per le superficie # = cost. e v == cost.; per questa ra-
gione chiameremo ©, ¢ ©, glinvarianti fondamentali del sistema triplo orwgonale.

3. Ora vogliamo ricercare le equazioni differenziali a cui debbono soddisfare due
funzioni ® , ©_, affinche si possano assumere come invarianti fondamentali per un si-
stema tl‘lplO ortogonale.
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Posto per brevitd :

I d/1 96 1 00
Is 99[61;(@ atl)+av(@ av)]

1 0°0, 1 00, _l_alogOI@logG)2
0, 0w 6,0u’ ow oJw ’
(14)

RRG, 38\ 1 90,\°
L=—ein =20 50+ (53) +(5:5%):

0’0 00,\ , [ 1 96,\’
I, =—@0] — 20— 2 — =
2 273 2aw2+(aw> +(@x au)’
sostituiremo al sistema di equazioni (10), (11) il sistema equivalente che si ottiene ri-

solvendo rispetto alle derivate seconde della funzione H_, ed avremo:
)

o’logH;  ologH ologH = 5loge, dlogf,  3logd dloge, 1 &6,

ovdw ~ dv  ow ow  ov v oJw O ovow’
0’logH, . ologH | dlogH, olog®, dlogH| olog®,dlogd, 1 0J%,
udw ~—  Ou ow ow  Ou -t ou ow O, duow’

azlogHj_alogHsélogH3 dloge JdlogH  gloge, 0logH,
dudv ~—  Ou v v ou ou ov '’

0’ log H, 1 (JlogH\® 1 (Jlog HY’ 1 [OlogH)\* 1

WZ?( aw_) _E(Tu—) 'aﬁ(—ar> +< 5

ow
+ H,  .0loge dlogH, @ dloge, dlogH,
au au 1 aw Tw —622:_ av av

1 00\’ 1 00\’
+5 -6 - (65) ]
azlogH;_ I (alogH;)2 I Oz(@logH})2 1 O <alogH3>2

v = 2

o*log H, I (8 log H,)’ I dlog H)\? 1 @ folog Ha)2
e (2 e L 3
(15) - ou 2 ou 2 ! 2 9]\ ov

ov 2 Cow 2 @T ou
dlog®, dlog H o ,dlog®, alogH 2 3log o, alogH
ov ov  * Jw  dw @f ou ou

- ) - (200]

Perverremo alle condizioni richieste, imponendo le condizioni:

d <8210gH3) o (0'log H
du\ dvow | — BTU dudv )’

o {9 log H) (82 log H,
8‘< oudw /

Judv )
o (9’logH, o*log H,
au( ow’ ) < auaw>
o (0 logH, o*log H,
W( ow’ ) 810( ovow )

Rend. Circ. Matem. Palermo, 1. XXIII (1907). — Stampato il 7 maggio 1907. 43
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) (azlogH3> d (azlogHs)
ov ou’ T 0u \ duov J’
d <azlogH3) o (a?logHi)
ow\ o« T ou \ duow J’
o (0°log H, o (9'log H,
35 5) = 25 (ress)

w
o (9logH, o (0°log H
du\ o7 T 9v \ duov )’
e sostituendo per le derivate seconde le loro espressioni date dalle (15); cosi operando

dopo opportune trasformazioni troveremo:

9 ( I olog® dlogd, 1 %9, 1 00, ( 1 Jlogb,dloge, 1 0'6,
ou\®, oJv Jw  006,0v0w 0, ov (-(I ou  Jw ‘@lezauaw)’
9 ( 1 Jlog®,alogs, 1 9, \)_ 1 90, 1 Jlog®, ologs, 1 0°0,
ov\®, oJx oJw ©6,0udw/ O, du (@2 ov Jw _(-)l(-)z&vaw)’
19L 1 3 (106,008 0 &8,

2 Ou dw\®, dudw O, ) ’
1oL g i(x 96,00, 6, aw-),)
(16) 2 G’U 0 aw

/

10l 100 0/(1060,
TGv__E):avé—u(—@—,W)’

1 0], _@.i(Lalog@zalog@l 1 82@2)
2 dw  '0u\®, oJu OJdw ~ 6,0 dudw/’
101, — e i( 1 Olog®,dlogd, 1 82(-)[)
2 dw  0v\®, Jv OJw 0,6,0vow/’
1 0l 1 060,0 ({106),

e =" sraile ) O

Inversamente, se due funzioni ® , O, soddisfanno alle relazioni (16), il sistema
di equazione (15) & illimitatamente integrabile; assumendo una soluzione H, di questo
sistema e le funzioni H,, H, date dalle (8), saranno soddisfatte le equazioni di LamE
(1), (2) e il sistema triplo ortogonale ¢ pienamente determinato a meno di movimenti
nello spazio.

§ II. I sistemi ciclici.

4. Applicheremo i risultati del paragrafo precedente alla ricerca dei sistemi ciclici,
considerando il problema dei sistemi ciclici come caso particolare del problema precedente
in cui le linee # = cost., v = cost. siano circoli.

*) Di queste equazioni soltanto sei sono indipendenti, giacch¢ la quinta e I'ottava seguono rispet-
tivamente dalla quarta e dalla terza in forza delle (14).
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Denotando con do il differenziale dell’arco di linea % = cost., v =cost., avremo:
de = H 3 d w,

e per il raggio di prima curvatura avremo l'espressione:

w= (@) + (@) + (@)

ossia:
I I 8X3>2 oY\? 9Z.\*
F_F:[(W +5) +(®)]
X
aw} (5), e analogamente per
Y, Z,, otterremo dopo riduzione:
I 1 OlogH\" ; dlogH\?
o w=lirae) i)

Denotando altrest con
COS A, COS[, COSY

i coseni direttori della binormale, avremo:
(1 dlogH, 1 OlogH,
H ou T H v i)

e le analoghe per cosp, cosv; donde derivando rispetto a w e tenendo presenti le

(3 (4):
acoslz_[R 0 <I alogH3> OR 1 alogH;]X

COSh — —

ow ow\H Jdu dw H, du
3 ologH\  9R 1 dlogH,
+|:Raw(H T ov ow H, dv X,
Cid posto afhinché le linee u = cost., v = cost., siano piane occorre che si abbia:
dcosh ocosp dcosv
dw ow O dw 9

e per conseguenza:
o (1 ologH, OR 1 OlogH,

Raw(ﬁa—u) t3wH ou —°
) ( alogH) OR 1 OlogH,

dw\H, ov JwH, dv
Pili particolarmente, affinche le linee # = cost., v = cost. siano circoli, occorre ag-

giungere alle due relazioni precedenti la condizione:

aR

_

( logH>
( logH)

0.

e le precedenti diventano:

0,

(18)

0.

Vo °J|@
A=
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Inversamente, se sono soddisfatte queste condizioni, si avrd dalla (17):

oR
dw ¥
e i coseni direttori della binormale risulteranno indipendenti da w; le linee u = cost.,
U = COSt. saranno curve piane a curvatura costante e percio circoli.
5. Cid posto dalle (18) eseguendo la derivazione indicata, e tenendo conto delle
(8), si ricava:

d (I alogH’) 1 [6210gH3 0 logH, (810g@l GlogH5>1
)

ow\H dou ) H|oudow  du ow dw
o (1 0lgHY [ [dlogl dlogH (3loge,  OlogH,
ow\H, 0dv ~ H,l dvow  9dv ( ow ow ):l’

ed eliminando in forza delle (15) le derivate seconde di H,, le precedent diventano:

3 <1 aIOgH3)_ I (c?log@zalog(-)I I 82@2)
)

dw\H, ou ) HN\ ou oJw 6, 0udw

0 (1 alogH;)__ 1 (aloge)lalog@2 I az(-),)
’

dw\H, dv /~ H\ 0v odow 8 d0vdw

(19)

sicche le condizioni caratteristiche per un sistema ciclico si possono scrivere sotto la
forma seguente:
0log®,0log®, 1 0°0

(20) Su ow _ ©,0udw
° Olog® dloge, 1 o6, _
dv  Jw 0, 0vow '
ed esprimono che le espressioni:
1 00, 1 .06,
(21) 0, on’ 8, ov’

sono funzioni delle variabili # e v soltanto.
Se ora nelle (16) teniamo conto delle (20), esse diventano:

o1, o1,
Ju 9 v 9
ol, o1,
5—1;):0’ Sw ¥

e le prime due esprimono che I ¢ funzione della sola w.

Intanto si osserva che per un cambiamento del parametro w, ©, e ©, restano mol-
tiplicate per una funzione di w; mentre I, verrd incrementata di una funzione arbitraria
della variabile w; ond’¢ che senza ledere la generalitd possiamo ritenere che la I, si an-
nulli e cost avremo per la determinazione dei sistemi ciclici il seguente sistema di equa-
zioni differenziali:
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o (1 09, o0 (1 00 eC) 82 06, 00,
(22) 8_ﬁ<—®"aﬁ>+5_v((~) 3’17) ~O’8w 85w T e e O

e,
ow’ ©
0’0,
ow’ o

Possiamo liberarci dalla variabile w assumendo I'integrale generale delle due ultime
sotto la forma:
0 =¢ v+ wil P
(23) I 1 , + 12 + 137
62 - d)zlw + (an + q)z;’

in cui @, ¢ funzione di # e v solamente, ed obbligando ad essere soddisfatte le prime
tre, in questo modo si vede facilmente che le sei funzioni ®,, debbono soddisfare alle

equazioni:
10, 10®, 1 oe,,
®, ou ~ @, ou @ ou’
10®, 1090, 1 00
(24) == ’
®, ov @, Jv P, ov

8 I aq)23 1 84)3 . @
a—u [i1) ou _I—a'(} Qv '—2(1)11 23_([)12(1)22_'_2(1)13(1)2;

13 25
Viceversa, se queste sono soddisfatte, le funzioni © , ©, date dalle (23) verifiche-
ranno le (22).

§ III. Le superficie ortogonali ai circoli.

6. Per la determinazione delle superficie ortogonali ai circoli occorre integrare il
sistema completo (15).

A tale scopo osserviamo anzitutto che in forza dellannullarsi della funzione I, e
in forza della (17), la quarta delle (15) si puo scrivere:

9*log H, 1 (9log H)\’ ,
25) e = ()
e ammette lintegrale generale:
I 2
(26) 'E‘:(I)“"LU +®32w+ q)33’

3
in cui le funzioni @, @, ®_ delle sole variabili # e v sono legate alla funzione R

31?
dalla relazione:
) I
(27) 40,0 = @), 4
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Derivando la (26) rispetto alle variabili #, v, w, otteniamo:

alogH3_ H oe, o, 0P
ou 814 v+ 5 alt “w on )’
olog H o oo o,
8 b= —2 g 32 w4 33
(28) ov H;(av“+av“+av)’
dlog H,
aw = —H;(2®;1w+(bgz)7
e osservando che le espressioni:
1 OlogH 1 Olog H

O H ou ’ (-)ZH; ov
debbono risultare per le (18) indipendenti da w, concludiamo che si dovrd avere:

1 8‘1)3, _ I aq)sz _ I a(bss
®. dou @, OJu _tIJls ou ’
I G(D;l 1 SCD;Z 1 afbn
¢, ov @, Jv _tl)z} ov

Cid posto consideriamo la superficie ortogonale ai circoli w = o, per la quale
conserveremo le consuete notazioni.

(29)

Avremo :
VE = (8, H), = %,
VG =(0,H),= i}

]

D’altra parte si hanno dalle (29) le relazioni:
o, o 0P, o & 0P

. 12 2 __ T2 33
ou & ou’ ov ®  QJv’

13 23
che tenendo conto delle precedenti si possono scrivere :

o, alog d)”
| 5= (%= 7):
(1) ( o, 810g<l> D
P
av ( )

e, imponendo la condizione :

3 ad);z ;. a«pp)
ﬁ(au)_ﬁ(av ’
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si trova:
(32) 9*log @ _ olog® dlog® Jlogy/E dlog®, Jlogy/GOlog®,
- Quov Ju dv 9w ou ou ov '’
ossia :
9’ 1\ OlgtEd (1 dlogy/G o [ 1 )
G Fusw (q>—) = ‘arm(a:) T iau—a*v(q,j, -
Inoltre dalla (27), dalle (29) e dalle (30) si ricava:
(34) (I)l; = (l)}}‘/?’
(35) q)z; = ®33VG,
6 & — I & (Iaq)332 Iaq)ssz
(3 ) 31_‘4(1)33 32+ al_; au + 6; a,v b
— D
¢ = (D, /E — =
(37) 2 2 b VB
. DI'
8 o =0 16— =
(3 ) 22 3 VG,
oD,
. onu
(39) (I)u - ‘Duaq)” )
ou
od
Qv
(40) (sz - Qz;é?};
dv

E utile per il seguito delle presenti ricerche stabilire due altre espressioni per le

funzioni @ e @, che si deducono dalle (32), (31); (34), (35), (36), (37), (38), (39),
(40), per derivazione.

A tale scopo consideriamo la (36) e deriviamo rispetto alla variabile , tenendo
presenti le (31), la (32) e la (35); avremo:
a<1>“ I a(bss ®? ( 1 8‘1’33)’ ( 1 a@”)z
ou 49 du » Tt @, ou + ®, Jv
(Dsz a([)n D 1 a(ps: o ( 1 a(pss)
(41) + 2(D§; ou ((D” o f) +7¢1’7¢—3: ou du &)“: ou
+ 1 9%, (ad)”alog . JlogyE°P )
20, @ 0v \du OJv ov  ou /'

33
Similmente :

aq);x 1 9¢, % ( I aq)ss)z ( I ad’ss)i‘
ov __4(1); 0v T (D_x; ou + (D_z’ ov

¢, 00, D" 1 9%, 9 ( L ad)s;)
(42) + 2@ 9v (d)f’ o ?) + 2@, ® dv Jv\b, Jv
+ I __ad)ss (’a([)” 9 log (Dz_; alogVEa(pn)
2010, du \ Ov  OJu ou dv /J’

33
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donde in forza delle (39), (40) possiamo ricavare le funmom ® , @, sotto la forma

Seguente

( )g 20, ¢, = Vﬁ% (q)i%(—[:;) + o aa(z”a;?

U s (et
|00, =3 (0 ) o w ae

(44) 3 1 al:p

3s>—__ (Lacb”)l]_ , l/E#.
e, ov e

—4{VEG| @* S 1
( + 1 32 + q)” au
)
7. Siamo ora in grado di dimostrare il teorema fondamentale per la teoria gene-
rale dei sistemi ciclici; cioé:
Partendo da una superficie qualunque S riferita alle linee di curvatura, colle due
forme quadratiche differenziali:

(45) %Edu’—l—de’,

Ddw* 4 D"dv*

¢ da una solugione @ dell'equazione di secondo ordine (33), si avranno dalle (31), (34),
(35), (36), (37), (38), (39), (40) altre otto funzioni @, ; assumendo le sei funzioni:
3@11, o, @

13
o, b, b,

227 23

(46) "

21?
si aurd una solugione delle (24), ¢ in conseguenza ponendo:

SGx - (I)nrwz + q)xzw + t,‘)1;7
( t:,2 — (sz w1 + q)zzu’ + d)zs’

(47)
saranno soddisfatte le (22); inoltre la funzione:

I
(48) o W wtd

sara una solugione del sistema completo (15).
Infatd dalle (34) e (35) derivando e tenendo presenti le (34) e (35) medesime

H —
3

si ricava:
d (1 aﬁﬁ <Ia¢ )__——8(1 0P\ | =9 aﬁﬁ
éﬂ(tl‘_h ou . +av @ Jv _VGE (I_); ou +1Eav ov
1 09,3YG | 1 9% 3yE
+;IT Gzt Qu Q. 81} dv

1 0V G
+au (1/]5‘ ou

Inoltre dalle (37), (38), (43), (44) si ha:

1 aVE)‘

)+8a (VG v
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=V 5) e 5
2([)”(1)2;— 2 22+2‘D (D au ® Ju + av ¢, ov

1 ))a‘/G 1 aq)”a“/E ——DDII
+(i¥[_; ou ou ' &, 0v dv  YEG’

ne segue per l'equazione di Gauss relativa alla superficie S, la relazione:
3 (I 8®,,) 3 (1 acb,,)
S\ : =l ———) =29 i)
ou (I)x; ou —I_ ov (1)2; ov 2 ”(1)23 2, 22+ 2@, 2,,

che ¢ la terza delle (24).
In secondo luogo deriviamo la (38) tenendo presenti le (31) e le equazioni di
Cobazz1 relative alla superficie S; avremo:

de, 931G _8log¢,3( D D 3YG
5u =0 T10—57 “’ﬂ—ﬁ)

Yy D alogl/ﬁ alogtbn)
_VG((D“—T)( ou + on ’

e per le (34), (35), (37):

Similmente si ricava:
1 a (Dlz — _I_ 0 4)13
@, dv ~ @, dv
In terzo luogo consideriamo la (43) e (44) che in forza della (34) e (35) potremo
anche scrivere:

yo — L 8(1 olog® )+ 1 Olog®, ; 9yE
" au VE oOu (D;;VG ov /G Ov

I8 [ 2 (P04 1 (PE%)] e
du G ov ¢ yE’

I a( 1 Olog® ) 1 alog(D”Lal/E

(D_am ﬁ ov (Dw‘/E ou F ou

VG o I (alogtbn)z <alogd) ) ., D"

w0 BT E\ TS ) T\ Taw )] TR,
e deriviamo la prima di queste rispetto a v, tenendo presenti le (31), (32) ¢ le equa-
zioni di Copazzi relative alla superficie S; avremo:

oD, ( 1 9YE | {E dlogd,, )
=20 |—
ov “\yG ov ' yG ov

+¢I>”11/G alc;gf, [Gu(VIEac;/f) T 50 ; (VIG agf) %]’

e in forza dell’equazione di Gauss:

2
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19%, 1 oVE @ ologd
Y VG dv ' G ov

D’altra parte dalle (34) e (35) abbiamo:
1 00, 1 OYE | {E Olog®

@, av T Y6 ov "y ov

quindi concludiamo:
1 a(p” I a¢l3
¢, dv @, 0v

Similmente ricaviamo:
1 00, 1 09,
tb Bu 5‘—3 ou ’
ed & cosi dimostrata la prima parte del teorema.
Resta ancora a provare che la funzione H, definita dalla (48) soddisfa al sistema
completo (15).
Infatti derivando la (48) rispetto a # e tenendo presenti le (31), (34), (37), (39),
(47), si ottiene:

e, logH I atD”
(49) _,_57, —_ @l H; 65‘—3 au b
similmente

0 logH o.H o

Ancora derivando la (48) rispetto a w, qu1drando e tenendo conto della (48)
medesima si ricava:

dlog H)\* s
aw - H;(q);z - 4(1)51(1)33) + 4H3(D3I’

che per la (36) si pud scrivere:

(alOgH3)2_ H H (I a(D”)’ (I ad)”)z
(51) _aw - 4 3(D3X - 3 6:3 au + (I)_.‘,s a,v *

Cid posto consideriamo la (43), che per le (34), (35), (36), (37) si pud anche
scrivere:

a(l aq)”) 1 9%, 9% 4 o, oo O @
—f — — 2 2 9 — —
ou (I)13 ou ([)z3 ov Jov T Rl + 32 T 12 2 33 C1r
e consideriamo altresi la relazione:
1 96,0H, 1 0°0
Tow ow T H ow
che si deduce dalle (47) e (48) per derivazione.
Combinando quest’ultima colla precedente avremo :

0 ( I ad’,;) I a‘pua‘p 1 96 0H, 1 80

Ju\d_ Ju @ dv J0v _H p) aw+H dw 200,

T +20,0, =20, 0, — O ¢, f20 O,
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ovvero per la (51):
d ( I a(D;;) 1 0@, 00 1986, o0H, I 9°6 8, <alogHs)’
Ju\®_ ou @ dv ov Hzaw ow +H ow’ ""sz ow
@H}(Ic}“b) (16033)2
T N\er ) T\s e )
ad)” 1 00, . P
> sostituiamo le loro espressioni ricavate

Se per le quantitd — q) Su —: 5

dalle (49) e (50), r1cordlamo che:
100, 1 00,
e, 0v @, dv'’

23

otterremo :
1 9'logH, I olog H \* 1 dlog®, 0log H, 1 08, dlogH
) H ow 20, H ou 0,.H ou ou _9§H3§17 ov

1086, olo gH 10'9, , 0, (alog H3)’ o, (c’)logH3)2
——H dw dw +H ow’ +2H3 CJw 20, H, Y ’

che ¢ la quinta delle (15).
Similmente si ricava la sesta delle (15).

In secondo luogo deriviamo la (51) rispetto a w, avremo
1 09,

0*log H, o H — H’ (1 oo ) ( )
5w =% &, ou) T\&, 50/
e questa per la (51) medesima e per le (49) e (50) si pud scrivere

dlog H)\*

a’logHs_ I (alogH})2 I (alogHs)2 1 ( )
dw / 207 ou T 207\ 0v ’

ow* 2

che ¢ la quarta delle (15).
In terzo luogo osserviamo che per le (49) e (50) le espressioni

1 Odlog H, 1 Olog H,
©.H ou ' ©H Jv

)

sono indipendenti da w; eguagliando a zero le loro derivate rispetto a w si ottengono

la prima e la seconda delle (15).
0
e deriviamo rispetto a v tenendo conto

Infine consideriamo I’espressione
P & 5u
"

della (34); avremo: N
o ( 1 99, ) I (a2 log @, glog yE dlog (I)”)
?

dv &Tsau :f/-E‘ dudv Qv ou

inoltre per la (34) e (35) avremo altresi:
1 0P, 1 0%, I alogQ,;(alogd’;,_,_alogi/é)
)

@, ou ®, dv {E 0v ou du
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segue per la (32):

) ( 1 a«b”): ; 90, 1 0O

dv 3: ou ®, ou @, Ov’
. . ad);; I aq)“ . .
ed in questa sostituendo per @— S0 81)') le loro espressioni ricavate dalle

(49) e (50) e ricordando che

ricaviamo :
o'logH  dlogH dlogH  3loge, alogH dlog®, 0log H,
dudv  Ou ov + ov T+ ou dv ’

che & la terza della (15) e cosi il teorema ¢ dimostrato completamente.
8. Frattanto risulta da quanto sopra & detto che la principale difficoltd della deter-

minazione dei sistemi ciclici consiste nell'integrazione dell’equazione di secondo ordine
(33); per una funzione @ che soddisfa a questa equazione il sistema (31) & illimita-
tamente integrabile e la determinazione della funzione ®,, si compie con una quadra-
tura mediante la formola:

e+ [ Fsla ) +%”aav(«:> )i

dopo di che si avranno le rimanenti ®,, successivamente dalle (34), (35), (36), (37),
(38), (39), (40) con soli calcoli algebrici e di derivazione.
Le funzioni fondamentali H,, H,, H, saranno date da:

(Dllwz + ¢12w + q’l}
e w e, wt o]
o, w4 o, w+t P
(53) H = . + + 2, :
o w4+ @, wt @,

(52) P, =®,

3 == 2 2
w0, wA P,
¢ Pelemento lineare dello spazio riferito al sistema ciclico assume la forma:

G4 dsZ—(‘D"wz+“’nw+‘1’x;)2du’+(¢“w + ®.w -+ ©,)d0 +dw’
& B (¢, w' + @ ,wf o)

In particolare per w = o si ha:

ossia per le (34) e (35):
ds* = Edw 4 Gdv*,

che & lelemento lineare della superficie iniziale S.
9. Per completare quanto abbiamo esposto daremo Iespressione del raggio del cir-
colo, e delle coordinate di un punto della superficie generica ortogonale ai circoli.
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A tale scopo assumiamo la (17) ed in questa teniamo conto delle (49) e (50);
avremo:

. ' acb”)z <1 30, )
G4 e (6757‘ o, 5

1 23

che fa conoscere il raggio del circolo.
Denotiamo inoltre con x, y,, 7, le coordinate del punto P, della superficie iniziale
S, da cui esce il circolo (%, v) e denotiamo con:

0 0 0
Xx) Yx, Zl’

0 (Y (o)
X27 Yz’ Zz?
0 0 (]
X;’ Y;’ Z;’

i coseni direttori del triedro principale della superficie S nel punto P ; dedurremo fa-
cilmente le espressioni dei coseni direttori della normale principale al cu’colo nel punto
P_ dalle formole di FrenET; avremo cosi:

cos 8X> _ < I aH;) o ( I aH;) o
r (H Sw ““’n[ AT ASREAY: rrl R
e le analoghe per cosw, cos{; e per le (53):
cosf r 0P, I oo —BXe

3
e le analoghe per cosmn, cos{.

Volendo infine le coordinate x, y, %, di un punto P della superficie generica orto-
gonale ai circoli, occorre integrare il sistema completo (3), (4), (5); perd si giunge
pitt speditamente al risultato per via geometrica introducendo l’angolo ¢ d’inclinazione
del raggio del circolo passante per P sulla normale principale al circolo in P,; avremo
cosi:

x = x, -+ RcosE (1 4 cost) R X! sent,
(56) = ¥, -+ Rcosn(1 4 cos?) -+ R Y} sent,

x =2, 4 Recos{(1 4 cost) 4 R Zsent,
in cui la funzione incognita ¢ semplicemente ¢.

Per determinarla deriviamo queste ultime rispetto a w, avremo:

ax a o al
57) W*—Rcosisenta—w—[-RX osté__

colle analoghe in y e z; da cui quadrando e sommando:
. Ot
=R (5)
Si conclude percid che la funzione ¢ dovrd determinarsi dall’equazione:

ot +1
8 R_.._:_— z —
(59) dw ¢ w4 ¢ w4

Per togliere Pincertezza del segno si osserva che le (56) dinno la superficie ini-
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-5 sicché per w == o si deve avere t = %. Ora dalla (57) abbiamo:

ox ot .
(a‘a)o—“(%);xs’

ma d’altra parte si deve avere:
ox' X
— ) = H°X° = X
(a .w)o 373 't T
33
dunque la (58) dovrd scriversi nel modo seguente:
ot — 1
ow @, w40 w0 °

e ammette I'integrale generale:

)

M essendo funzione di # e v solamente.
Ora osserviamo che dovendosi avere per w = o, t = =, potremo ritenere senza
ledere la generalitd che per w = o la tunzione M si annulli ed essendo essa indipen-

R

dente da w sard identicamente nulla; quindi avremo:

t
(59) ‘g_‘—R( — T )
da cui per la (36), (54), (48):
H;w
Rsent = EF(‘D”W + 2 ‘D,;)a

33
2

Hw
1—{—cost_ R“

dopo di che sostituendo nelle (56) e tenendo conto della (55), facilmente si ricavano
le coordinate di un punto della superficie generica ortogonale ai circoli sotto la forma:

H~w'-wa o
X = xo 2([)33 alt + q, 33X2 + ((I);z'w + 2 (1)33) X}]’
wa"wa(b ! wa 0P,
@ (y=n+t5a e s ite 5o Y°+<¢>3zw+z¢”>Y]
33 &
H‘u/—wa wa
- 3 il 33 70 3) (] ) 0
Z._' z.o 2(1) au _I—‘D a 7 +(q)3zu +2(D33)Z;]'

Queste formole dénno Ia pit generale superﬁc1e ortogonale ai circoli ponendo per
w un valore arbitrario; in particolare per w = o ddnno la superficie iniziale S.

Palermo, 25 marzo 1907.

Pasquare CaLaPso.




