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SUI SISTEMI TRIPH 0RTOGONALI NELLO SPAZI0 EUCLIDE0, 
E SUI SISTEMI NORMALI DI CIRCOLI. 

Memoria di P a s q u a I e 13 a I a p s o (Palermo). 

Adunanza del 14 aprile 19o7. 

La presente Nota non ~ che una parte di alcune mie ricerche che pubblicher6 
prossimamente intorno alia teoria generale dei sistemi tripli ortogonali neUo spazio 
eudideo, in cui vengono utilizzati gl'invarianti del gruppo deLle trasformazioni conformi. 

L'idea di studiare la teoria da questo punto di vista viene suggerita dalla ben nota 
propriet~ che l'inversione per raggi vettori reciproci trasforma un sistema triplo ortogo- 
hale in un nuovo sistema triplo ortogonale, congiunta coll'altra che le tre famiglie di 
LAM~ formanti il sistema triplo ortogonale si tagliano mutuamente secondo le lime di 
curvatura. 

In questo lavoro ~ fatto appena un cenno del modo con cui pub esser trattata la 
questione dal nuovo punto di vista, giaccM esso ~ pith specialmente destinato allo studio 
d 'un caso particoJare, cio6 del caso in cui le traiettorie ortogonali a una-famiglia di 
LAM~ siano circoli; in questo caso particolare la teoria dei sistemi tripli ortogonali non 
differisce della teoria dei sistemi normali di circoli (s#temi ciclici) come risulta da un 
noto teorema di RIUAUCOUR *). 

Per quanto riguarda la teoria generale vengono stabilite le seguenti proposizioni: 
Se 

ds' -~- I t~du ~ + H~dv ~ + H~ dw ' ,  

k l'elemento lineare dello spazio riferito a un sistema triplo ortogonale qualunque, e si 
pone : 

gl'invafianti fondamentali di una superficie w = cost. rispetto alle trasforma~ioni con- 
formi dello spa~io **), si possono esprimere per O ,  O~ e le Ioro derivate rispetto alle va- 

*) BIAycm, Lezioni di Geometria differenziale, vol. II, pag. I59. 
**) Vedi la mia Nora: Snfl'invarlanti del gruppo ddle trasforma~(ioni conformi dello spazio [questi 

Rendlconti, t. XXII 09o6), pp. i97-213: pag. 2oo, form. (B), (C)]. 

,Rend, Cir~. Matem. Palermo, t. XXllI (x9o7) . -  Stampato il 7 maggio ~907. 4a 
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riabili u, v e rispetto al parametro w mediante le formole : 

o~ - -  0 log , , ~ log , 

I V =  2 ~ " -b-;u O u i3 03v ] 

03'o~ 03'0, 0,(030 4' o,/03o 4' 
+ 2o, 03 w---~ - 2 0 , - f ~ ,  + ~ \ 03w!  - ~ \ 0 3 w 1 "  

Risultati analoghi si hanno per una superficie u - - cos t . ,  e per una superficie 
v - -  cost., per il che O e O vengono chiamati gl'invarianti fondamentali del sistema 
triplo ortogonaIe. 

Fra gl'invarianti fondamentali di un sistema triplo ortogonale intervengono rela~ioni 
differen~iali, cbe ponendo : 

o ~~176 i 030 V 
I' - -  - -  0~ I3 - -  2 ' 03w~ - -  k 03w ] + O~ 0 3 v ] '  

'I o ~o,  (030 A' (~ ~"-,X' 
I , = - - O ,  3 - - 2  , 0 3 w , - l - \ 0 3 w  I + 4 O u l '  

03 log O, 03 log O~ i 03' O, 
I = Ov a w  O, O v O w '  

15 03 log O, 03 log 0 I 032 02 

= Ou Ow O~ O u O w '  

assumono la forma : 

0 i I ~ logO, i 

03 I I 03 log O,/- 

x 03' o, 0 log o 03 log O. 
o~ 03w ~ +  03w c)w 

c913 ~ 2 
0 , - 7 /  

(.4) O I  

02 Ob J - -  2 

x 03I, 
- - - - ~ 2  
O 03w 

I 03I 
2 

O, 0 3 w -  

e si dimostra altresl che sono sufl-lcienti, cio[: 

F-u I~ , 

Se due fi~nKioni O ,  O~ soddisfano al sistema di equa@ni differen~iali (A),  esistono 
effettivamente co ~ sistemi tripli ortogonali (definiti a meno di movimento), per ciascuno dei 
quali gl'invarianti fondamentali calcolati per u e v si riducono appunto alle funzjoni 0 , 0 ~. 
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Applicando qtlcsti risultati gencrali a! caso di particolare interesse in cui le traiet- 
torie ortogonali alie superficie w --=- cost. siano circoli, si trova che in tal caso doven- 
dosi annullare le funzioni I ,  I ,  I5, il sistema ( d )  diventa: 

a,.-q o, 8~/+~ % 8~,/--~ ' 

I c) O ~  
% ~ 7 ]  = o ,  

0202 00,08. 
- -  e '  F-~-Sw~ + a w  a w  = ~  

�9 6W~ --- o, aw~=o. 
Ne risulta che gl'invarianti fondamentali per un sistema ciclico hanno la forma: 

O~ - -  a~ w ~ + ,t, w _jr_ ai% , 

in cui le r sono funzioni di u e v solamente soddisfacenti al sistema di equazioni: 

(B) ~ 0a,, i 0r i 0%~ 

+ = 2 * , . . ,  - . , . . . .  + 2 . , , % .  

Sicch~ il problema delia determinazione dei sistemi ciclici equivale alt'integrazione 

del sistema (B). 
I1 procedimento sopra stabilito coincide col procedimento noto *), qualora si cer- 

chino i sistemi ciclici normali a una superficie data, giacch~ per l'integrazione del si- 
sterna (B) si pub in particolare procedere nel modo seguente. 

Si assuma una superficie qualunque S, riferita alle linee di curvatura colle due 
forme quadratiche differenziali: 

Edu" + Gdv' ,  

Ddu" + D"dv 2, 

e si determini una funzione ausiliaria *33 dall'equazione : 

Si determinino altresi otto aitre funzioni q ~  successivamente dalie formole : 

( D ) *3, - -  ~a , 3 C + - ~  d u + --G ~---~ 

*) Bt~,Ncm, 1. c., vol. II, pag. I47. 
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(C costante arbitraria) 

0,3 - -  033 1@, 

[ )] I , 2  I C~ t1)33 I 0(II33 
0" - -  4"3~ 32 + Ou + Ov ' 

3 3 

. ~  = .3= 1/]- F D 

% = %l /c -  - - -  
D,, 

"21 ~ *22 ~ *23 } 

0u 
x3 C~ *33 

c3u 
c3 .  3x 
c3v 

* i t  --" *13 ~ , 3 3  

0v 
Le sei funzioni 

soddisfaranno al sistema (B), e se la superficie di partenza S ~ qualunque ne daranno 
l'integrale generale. 

Adunque la principale difficolt~t del problema consiste nell'integrazione dell'equa- 
zione di 2 ~ ordine (C) *), giacch~ dalla (D) si avr~ con una quadratura la funzione 
*32; dopo di che la determinazione delle rimanenti ~k si compie con soli calcoli alge- 
brici e di derivazione. 

Integrato nel modo sudetto il sistema (B), si deducono le tre funzioni H,  H 2 , H 3 
che intervengono nell'elemento lineare dell. spazio riferito ad un sistema ciclico, e si 
trova : 

H I - -  
3x W + "32W + *33 

%~w~-C-*=w+ * .  
H ~ = .  w 2 + . 3 2 w + . . ,  

I 

H 3 - - ,  2 1 
3, w + *32 w + * .  

quindi : 

(6)  d e =  
l 2 ( .  ~ 2 + .  ~ + . ) ~ , t , , 2 + ( % ~ 2 + .  ~ +  . ) a r  2 

. 2 (%, ~2 + %2 ~ + .) 

*) Cfr. BIANCm, 1. c., vol. II, pag. I49, form. (V). 
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ia quale metre miglior lute sulla effettiva forma che assume l'elemento lineare dello 
spazio riferito ad un sistema cidico. 

Infine supposto note le coordinate Xo, yo, ;G di un punto della superficie S come 
funzioni di u e v, e supposto not/ akresl i nove coseni direttori 

XT, 
X ~ 2) 

x~, 

del triedro principale di 5, vengono ricavate 
delia superficie generica ortogonale ai circoli 

H 3 w  F w O3 033XO w _ _  
~ = ~ o + ~ - - ~ , ~ L ~  3 o3. '+% 

H 3 w [ ' w  o30,3yo wO3033 
Y - -  Yo + 2 o i ~  L(, 3~ ' + �9 o3v P +  ( 0  

H 3w [ ' w  O3033 w 03 033 
Z =~o+~,~--k~,  O3,, z~ + 0  o3v Z~+(% 

i1o, Z o) 

r ~ z ~ 

r~, Z~, 

in termini finiti le coordinate di un punto 
in funzione di u, v, w sotto la forma: 

o3 033 x: �9 ,)x~7 O3 V --~ (032 ~b' -7[- 2 3 ~ 

~0 )r  ~ 
+ " 'd' 

~ +  20 )z~7. 33 j 

Queste formole fanno conoscere la pifl generale superficie ortog0nale ai circoli 
dando a w un valore arbitrario; in particolare per w - -  o &tnno la superficie iniziale S. 

I. Gl'invarianti fondamental i  dei s is temi tripli ortogonali,  
rispetto al gruppo delle trasformazioni  conformi. 

L Per determinare nel modo pi6 generale un sistema triplo di superficie ortogo- 
nail, basta assumere tre funzioni H ,  / 4 ,  H 3 di tre variabili u, v, w soddisfacenti al 
sistema di equazioni: 

(i) 

OO"H, I OOH, OOH, x OOH3OOH , 
OOvoow - -  H, oow o3v + H 3 oov oow' 

OO"H: i O3H, O3H:+ i O3H, OOH: 
oowoou - -  H 3 oou oow H, oow oou ' 

OO" H 3 I OO H OO H 3 I OO H 2 OO H 3 

oouoov - -  H oov OOu + H~ oou O3v ' 

(2) 

O3 H A ~ OO H 4 

[ ~ OO H , ~ o3 ( ~ o3 ~ 4 

a [~  ooH 4 { ,  aH,~ 

OOH, OOG 
2 q'- H, OOw oow o, 

I OOHOOH, 
O) + H~ OOu oou 

I aH,  OOH, _ o, 
+ H~ o3v o3v 
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e integrare il sistema completo helle (unzioni i~cognite X ,  X~, X :  

(3) 

c ) X , _  I c)H x ~ I c)H, x3, 
Ou H coy H~ c)w 

Ov - -  H Ou 

O X , _  ~ 8 H 3 x  ' 
Ow - -  H Ou 

(4) 

c)X 2 _ i 8H, 
O. --1-12 Ov X ,  

ON 2 I 8 H 2 x  I 3 H 2 x  
Ov - -  H 3 ~  ~ H, bu  " 

O X  z I OH 3 

(s) 

8 X  3 I OH~x 
Ou - -  H Ow " 3 

OX 3 I 8 H ~ x  

OX~ I OH~ 
Ow - -  H~ - ~  X' 

I OH 3 
n  x2, 

ad opportune condizioni iniziali, cioh determinando tre sistemi integrali 

X ,  X ,  X 3 , 

g , , r ~ , r ~ ,  

Z,, 
che formino i coefficienti di una sosfituzione ortogonale. 

In questo modo le coordinate d'un punto dello spazio, come funzioni delle varia- 
bili u, v, w, saranno date dalle formole: 

! d x = H ' X ' d u ' J - H ~ X * d v + H 3 X 3 d w '  
dy - -  H Y, du + H~ Y~dv + H 3 Y3dw, 

(6) I dz = U Z d. + U Z.d  + H Z 
e si avr~: 
(7) dx ~ + d f  + dff - -  H:du ~ -+ H~dv ~ n t- H~dw = *). 

2. Ricordiamo che l'inversione per raggi vettori reciproci cangia un sistema triplo 
ortogonale in un nuovo sistema triplo ortogonale; per questa ragione introdurremo 
nella presente memoria gl'invarianti delle superfide rispetto al gruppo delle trasforma- 
zioni conformi **) che calcoleremo per una famiglia di LAMI~. 

*) BIANCHI, Lezioni di Geometria differen~Me, voL II, pag. 478. 
**) Vedi la mia Nota: Sugl'invariant6 etc., loco citato, pag. 200; form. (B), (C). 
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Denotando con A, 
perficie w = costante, abbiamo da formole note: 

A I OH, ,5" 
H ~aw'  n2 

sicch~ gl'invarianti o~, [~ espressi dalle formole: 

H 2 -~ • 
H H H 2 ' 

assumono rispettivamente la forma: 

~" i coefficienti della seconda forma fondamentale per una su- 

H 2 (0  log H 2 c) log H,'~ 
~ = ~ _  o~ -~; 1' 

ossia, ponendo : 
H 

(8) o = H-~' 
scriveremo definitivamente : 

0 log 02 c) log O, "~ 
(9) '~  aw ~; 1' 

OHm. 
H 3 0 w '  

~ ~ H A" A 
H~H2 n,' 

H (c) log H, 
=H33 c~w 

H2 

q - - O  [Ol~ 

0 log H2~ 

aw !" 

Prima di procedere al calcolo dell'invariante Pc" conviene eliminare dal sistema di 
equazioni 0 ) ,  (2) tenendo conto delle (8) le funzioni H ,  //2; cosl il sistema 0 ) ,  
(2) diventa : 

c32H3 2 c~ H 3 c~ H 3 I 0 0 2  c~ H 3 1" I c~ O ~ cD O z 

OvOw - H 30v  Ow -+- O~ Ow c)v + H3 _ ~00~  Ov Ow 
O*H3 OH3 c)H 3 c~O, c)H3 ( i O0  00, 

0o) ~ 8uOw - -  ~ 0~ c)u, + o Ow Ou + H3~O,-O 2 Ou Ow 

02H3 2 cgH~cgH 3 i 00, (?H~ ~ 002 (?H~ 
C) U (~ V - -  H 3 o~ u O~ V ~- O ~ c) v O u "3r- O,  c) u O V ' 

0202 log H 3 02 log H 3 [OlogH3~2 [ c) O 2 
O, Ou 2 + O, I~ I o2 av +o,o2~-  ~ ) +  o a. 

(I0 

+( 

0 ' 0 , )  
O, OvOw ' 

02 OuOw J' 

O_~ 00 ,~0  log H 3 

I 00 ,  0, 0 g ~ 0 1 o g H 3  (0  002 0 O0,~OlogH~ 
o2 av o~av]  a ~  + \  ,F~- + ~F-~! aw 

+ o F . !  + o2 ov + O ~ O w  = ~  
 'logH, O'log , o ( log  y  logH I I 80 ,  

o~ av + o~ aw----~-+ o-~. ?-. / + o~ a.  a. 
i (30~ O log H (3 O, O log H 3 02 O2 

O~ Ov Ov + Ow c~w + Ow 2 - o ,  

(32 log H 3 ( log H'~  2 0 0, o~ log H O ~ log H 3 I O .0 I 

i c~ O, 0 log H 3 c~ O 0 log H c~ ~ O, 
~- 0~ Ov Ov Ow Ow ~ - -  

~2 + "+ - o .  
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032 log/-/3 
E risolvendo queste ultime rispetto 03v2 , avremo: 

,032 log/ t  t I (~  log J-/3~' I (03 log/-/~' 
=~ \ 03v !-2~ 03~' l 

I O: (03 log H3 ~2 

O= 030~ 03 log H I 03 0 ,  0 log H 3 03 O 2 0 log H 3 
02) -~ o~ av av 2a~, aw O, au au 

+ i  o~r oa~o o a=~ a i i ao~ a i ao~] [ O0, 

Possiamo altresl da questa formare un'equazione in cui compariscono soltanto 
H ,  0 ,  02, tenendo conto deUe (8); otterremo cosi: 

032 log I-I ' i 03 log u ~2 i o: (03 log u,~2 + ( 03 log o 03 log o ~ 03 log H 
03 v ~ - - 2  \ 03v ! 2 o : \ ~5+ ! \ 03v 03v ] 03v 

0: [031og0~ 031og 0, ) 031og Hi I 0:(031og/-/[~ 031ogH, 
~ - g ; ,  03. 03. 2 03~ !--0,02 03---4- 

+I O~ 7 o ,  F%o~~ 03~% 03 ( L O 0 2 ~  03 I 03~-o, 03~2 03\o,,, 03, ,1_~( 03o,~v1 03o 03o~]03~, 03 
I 03'0, I ~0310gO ) 2 _ _ @  )2 2 ( ) 0=~c)logO, I O~ 031og0, 2 

b 0 t OV 2 2 \ ~V 2\ 03fZ' 2 0~ 03lg 
03 log 0 03 log 0 2 + O: 03 log O, 03 log 0 2 O: 03 log 0 03 log O~ 

- -  O ~  03v 03w 03w -Jr- O: 03u 03. 

Se ora confrontiamo questa con la (28) della mia citata memoria, e teniamo pre- 
sente l'espressione di co per O e O~ data dalle (9), troveremo per la funzione ] la 
formola : 

p o . y  ~ p o  4 '  ~ r ~ 03'0 ~ 03o03o. 
1 =  \ 03 ~o ! -F ~ \ 03 ,+ ! - -  ~ \ 03 ~ ! + o a v ~ o, o~ 03v 03v 

03 , 0320 2 C ~ 03~,  o, o 2 ~  o 
+ ~  ,03~, 03,,\0 03,,1 \ o ,  03~1 03w 03~ " 

Da questa in forza delle (3 2) della mia citata memoria facilmente dedurremo l'e- 
spressione di W sotto la forma seguente: 

~ ( I  031og0.) 0~,( I  031og0.) ~" - -  2 0  kV 20~ O 03u O 2 03v . 

03)  
~o • (03o42_ o, p o  A 03'o 0 3 -  (0 2 o 

"1- 2Oi 03w2 

Frattanto risulta che gl'invarianti o~, l~, W per la famiglia di LAM~: w ~ cost. si 
esprimono per le funzioni O ,  O~ e le loro derivate, e le (9), (I3) dAnno le effettive 
espressioni; similmente accadrA per le superficie i~-----cost, e v ~ cost.; per questa ra- 
gione chiameremo O e O~ gl'invarianti fondamentali del sistema triplo oi~ogonale. 

8. Ora vogliamo ricercare le equazioni differenziali a cui debbono soddisfare due 
funzioni O I , O ,  affinch~ si possano assumere come invarianti fondamentali per un si- 
stema triplo ortogonale. 
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Posto per breviti: 

(~4) c~O, 
I = - -  o~I - -  2 0 - ~  

sostituiremo al mstema di equazioni (io), (i 
solvendo rispetto alle derivate seconde della 

Os) 

'- + 

I 3 2 O, I o30~ 3 log O, O log O, 
o Ow' O~Ow ~ + O ~  O ~ '  

p~  [• V 
+ \ a ~ ]  -t- \ o .  o r / '  

p~ [2oo.V 
+ \ a w l  + \ e  a , ] '  
I) il sistema equivalente che si ottiene ri- 
funzione H ,  ed avremo: 

8~logH c~logH 01ogH 3 0logo 01ogH 3 0logo 01ogO~ 
8vOw - -  &, 8w + Ow &, + &, cgw 

O~logH3 c~logH~ cglogH cglogO c~log/-/3 01ogO~ologO 
+ aw Ou + Ou Ow 

i 8~0, 
0 8vOw ' 

I 0 2 0 2  

Oudw - -  8u Ow O~ 8uOw ' 

O ~ log H 8 log H 3 0 log H 3 O log O O log H 3 0 log O~ 0 log H 3 
8 ~  8~ ~v + ~ F~- F au av ' 
8' log H 3 i /81ogH,~" I (8 logH ~' 

c ~ 2 1 0 g H 3  i ( c ~ 1 0 9 8 3 ~ 2  i O 2 [ 0 1 0 g S 3 ~  2 

0 log O 0 log H 3 c9 log O c9 log H 3 
+ O,. Ou o~ aw a w -  0 2 av Ov po) ,0ovn 

- \ 6 - ~  - - \o  a v / j '  
0"logH, I (~logH~' (01~ I O:(cJl~ 

av" -- 2 av ! - - - ~ o ~  a~, ] 2 o~ k 8;, ] 
+ 0 log O~ c~ log H 3 I.)~ 0 log O~ 0 log H 3 0 ~  0 log O, 0 log H 3 

Ov Ov - -  ~ - cgw - 8 w  - -  0 } 8 u  Ou i 

I I [ ~ ~)2~ 2 I ooX7 +T[.- \a~! o ~ j  
Perverremo alle condizioni richieste, imponendo le condizioni: 

I /c3 log H3~" I 
) , 

o~ (0 log H~ = 

O~ 8 log 0 0 log H 3 

3 .  \-~v-O~?,-! 3 ~, \ bT, FF ] '  
(0 ~ log H'~ 0 [ c)~ log H3' ~ 

~ v \  ~ ; ~  J = ~ \  ~ v  ] '  
0 (8~l~ c3 (8[logH3' ~ 

Cv-\ aw ] = a w k a v a w / '  
Rend. Circ. Malem. Palermo, t. XXIII (I9o7). --  Stampato il 7 maggio 19o 7. 43 
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0 (021OgH3] (02 l~ H3'~ 
o r \  37~ ~ ] = ~Ti \ -8~bv ] '  

Ou, ~ Ou ~ ] =-8Z  \ OuOw ] '  
logH  (0 logH 4 

0 (0' log H3" ~ ~ (cT log H3' ~ 
0 . .  0 v~ l =  ov \ -Svdbv l '  

e sostituendo per le derivate seconde le loro espressioni date &lie 05) ;  cosl operando 
dopo opportune trasformazioni troveremo: 

0 [ I  0logo 0logO. i 020 ~ _  i 00 [ i  01ogO.0LogO 
N ~ , ~  av o~ o &  ovo~,l-  o2 ov \ v~ a. o~, 
0 ( I  OlogO201ogO , I 0202] i 0 0 , ( I  OlogO, OlogO 2 

-~ 6 N- b-~ --oo,0u0w]--6 Ou o, Ov Ow 

I 013 I 0 [ I 0 0 , 0 0 ,  O. 02.02 
2 O u - -  0 ~ \ g ) ~  OuOw 0 2 0 u O w ] '  

I 013 I 0 [ I  0 0 , 0 0 ,  02 ~2(~ 
065 2 Ov o2ow\o Ov 0~ <OvO~,l' 

! 01, , 00, 0 [ . 0 0 2 ~  
z Ov - -  o, Ov 0 . ~ 0 7 ; !  ' 

i 0I, - - 0  c) [ I_ OlogO2,:)logO ' , &O, ] 
2 O w - -  'Ou\O,  Ou Ow O 0 2 0 u O w ! '  
I O/2 0 0 / ! O l ~ 1 7 6  I 020, ~ 
T2 ~ -- 20v \ % Ov Ow o o~OvOw]' 

I 0 / ,  m I 002 0_0 [ I 0 0 , ~  
--i- Ou o Ou Ov\o~ b v l  *)' 

Inversamente, se due funzioni O ,  02 soddisfanno alle relazioni (I6), il sistema 
di equazione (,15) 6 i[limitatamente integrabile; assumendo una soluzione J-it 3 di questo 
sistema e le funzioni H ,  H date &lie (8), saranno soddisfatte le equazioni di LAM~ 
(I), (2) e il sistema triplo ortogonale ~ pienamente determinato a meno di movimenti 
nello spazio. 

O 0 . OuOw ] ' 

i 020, 
0 0 . c)vSw ] ' 

w II. I s i s temi  ciclici. 

4. Applicheremo i risultati del paragrafo precedente alia ricerca dei sistemi ciclici, 
considerando il problema dei sistemi ciclici come caso particolare del problema precedente 
in cui le linee u = cost., v - -cos t ,  siano circolL 

*) Di queste equazioni soltanto sei sono indipendenti, giacch~, la quinta e l 'ottava seguono rispet- 

tlvamente dalla quarta e daUa terza in forza delle (14). 
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Denotando con de il differenziale deU'arco di linea u--cost . ,  v--~:ost., 0yremo: 

de -= H3dw , 

e per il raggio di prima curvatura avremo l'espressione: 

-~ = \ - ~ 1  + \-2g-~! + \Tg/.] ' 
ossia : 

I I [ ( ~ } ) - "  ( 0  Y , ~ '  [ 0 3 Z , ~ ' q  

R' - - H ~ . . _ _ _ .  + \ 0 3 w /  + \ 0 3 w 1 3 "  
03X 3 

Se ora per ~ poniamo la sua espressione data datte (5)~ e analogamente per 

Y3, Z3' otterremo dopo riduzione: 

( I  ( logH~'~ 2 
+ /-/, 03v 1" 

I 03 logH~'~ 
, 7 -  "~ Lr F-~ ! (17) 

Denotando akresi con 
cos k, cos It, 

i coseni direttori della binormale, avremo: 
COS V 

I 031ogH 3 I ~ \ 
cos .=-R x, 

e le analoghe per cos ~., cos v; donde derivando rispetto a w e tenendo presenti le 

(3), (4): 
03cos). [R 0 3 ( i  031ogH,~ c ) R i  03log H,1 

0 3 ~ - -  ~ H, O~ ] + Ow H, ~ d  x" 

nt_[ R o3 ( I  031ogH,] 03R I 031ogHq 
a; ix .  

Cib posto affinch6 le linee u = cost., v--cost . ,  siano plane occorre che si abbia: 
03 cos k 03 cos ~ 03 cos 
- -  ~ -  O ,  - -  O ,  ~ O ,  

Ow 03w 03w 
e per conseguenza: 

_ ~ (  ~ 03 logH3" ~ 03R i 031og/-/3 
- -  ~ - O ,  R -H, 0u  / nt- 03w H 03u 

~ w { I  01~ 03R i 031ogH 
R \ ~ . - - 0 v  .... ] + 03 ~ H. 0 3 ~  - -  o. 

Pifl particolarmente, affinch[ le linee u = cost., v --- cost. siano circoli, occorre ag- 
giungere alle due relazioni precedenti la condizione: 

03R 
o, 

03w 
e le precedenti diventano: 

~ 0 3 , 1  = 0 ,  
08) 

! = o. 
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Inversamente, se sono soddisfatte queste condizioni, si avr~. dalla (I7):  

0R 
- -  O, 

0 w  

e i coseni direttori della binormale risukeranno indipendenti da w; le linee u = cost., 
v = cost. saranno curve piane a curvatura costante e percib circoli. 

5. Ci6 posto dalle (I8) eseguendo la derivazione indicata, e tenendo conto delle 
(8), si ricava: 

0 ( 1  

0 ( I  0 l~ H3" ~ 1 [%log  lar 3 0 logH3 (0  logo ' 0 log H3"~" 1 

ed eliminando in forza delle 0 5 )  le derivate seconde di H3, le precedenti diventano: 

09) 
b ~ w ( I  01~ x (c) logOi01ogO ~ 1 ~t- ) ,~  

sicch~ le condizioni caratteristiche per un sistema ciclico si possono scrivere sotto la 
forma seguente : 

0 l o g o  2blogO, I 02@~ = o ,  
(20) Ou aw % OuOw 

0 log 0 0 log 0 2 I c3 2 0~ 
Ov Ow 0 0 v O w - -  o, 

ed esprimono che le espressioni: 

1 002 I 0(') x 
( 2 I )  0 0 U  ' 0 2 0 V  ' 

sono funzioni delle variabili u e v soltanto. 
Se ora nelle (16) teniamo conto delle (2o), esse diventano: 

a 13 013 
- -  = O,  ""-  O,  
0 u Ov 

OI 0 I  2 
O, ~ O, 

Ow Ow 

e le prime due esprimono che 13 ~ funzione della sola w. 
Intanto si osserva che per un cambiamento del parametro w, 0 e 0 2 restano mol- 

tiplicate per una funzione di w; mentre 13 verr~i incrementata di una funzione arbitraria 
della variabile w; ond'~ che senza ledere la generalit~t possiamo ritenere chela 13 si an- 
nulli e cosl avremo per la determinazione dei sistemi ciclici il seguente sistema di equa- 
zioni differenziali: 
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o o A 
0 03 u ] - -  o, 

o 3v l  = ~  
~ (  I 03 ~)I ~ 03 ( I  03 ~)I ~ 03201 03202 03~1 03~2 

(2.2) 0 ~ -  ] -~- 0-V 02 ~ -  ] - -  02 b-~2 - -  ~)' ~ - ~  -Ji- 03 gO 03 go "-- O, 

033 0, 
03 go3 ~- O~ 

0320~ - -  o. 
03w 3 

Possiamo liberarci dalla variabile w assumendo l'integrale generale delle due ultime 
sotto la forma: 

l = . w  + r  (23) o. r 
O~ = %xw2 + r + %3, 

in cui r  ~ funzione di u e v solamente, ed obbligando ad essere soddisfatte le prime 
tre, in questo modo si vede facilmente che le sei funzioni r debbono soddisfare alle 

I 0302, I 0 r  I 03r 

equazioni: 

(24) 

r 03U - -  r 03~ - -  r 03U 
1 03r I 03r ~ I 03r 

r 03v --a~2 03v r 03v 

~ (  I 03(I)23~ ~_V( I 03r I[~j ~ ! + ~2~ 03'~J "~" 2(I) 11"2' - -  ~1) I~r + 2 r 1 6 2  

Viceversa, se queste sono soddisfatte, le funzioni 0, ,  0~ date dalle (23)verifiche- 
ranno le (22). 

III. Le superficie ortogonali  ai circoli. 

6. Per la determinazione delle superficie ortogonali ai circoli occorre 
sistema completo (I5). 

A tale scopo osserviamo anzitutto che in forza dell'annuUarsi della funzione 13 
in forza della (17), la quarta delle 0 5 )  si pu6 scrivere: 

0 2 log H 3 I (03 log H3'~ 2 I 2 
( 2 0  03go2 - 2 . ~-~ ] 2R 2 H , '  

e ammette l'integrale generale: 
I __  ~ ,I,U 2 (26 )  //3 - -  * , ,  + r w + r  

in cui le funzioni r 
dalla relazione : 

(27) 

integrare il 

e 

r r delle sole variabili u e v sono legate alia funzione R 

I 2 
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(28) 

Derivando la (26) rispetto alle variabili u, v, w, otteniamo: 

O3 l~ H3 ( ~  O3032 O3033 ~ 
o , ,  . = - -  H . - . .  w~ + - a T -  ~, + - 8 7 _  ! 

o31ogH 3 ( ~  o3O32 o30 ] 
o3v --  H . _ _  w 2 + ~ F - w + - j T -  ] 

o3 log H 3 
o3w - -  H3(20 , 'w  + 0320' 

e osservando che le espressioni: 
i o3 log H 3 

0 H 3 o3 u 
i 0 log//3 

' O, H 3 ~ v 

debbono risultare per le (I8) indipendenti da w, concludiamo che si dovrh avere: 

(29) 

I O303~ - I 003~ - -  I 0033 

I I o303, - I 003~ I O3033 
O2~ 0v - - O  0v --O23 ~v 

Ci6 posto consideriamo la superficie ortogonale ai circoli w z o, per 
conserveremo le consuete notazioni. 

(30) 

Avremo : 

O i:l 
1/f i ' - - (O H )  o = O  ' 

33 
0 

23 W = (e~/-/~)o = %, 

D [ ~  ( O3H, .O30,,-1 

v [i  (o 7 
f ~  - ~ ,  "~F-~-~ + ~ - ~ ] J o  = % ' V ~ -  % 

D'akra parte si hanno daUe (29) le relazioni: 

O3032 O~2 O30~3 O303~ '~'2~ 
o3u - - O  o3u ' Ov - - O  x3 23 

che tenendo conto delle precedenti si possono scrivere : 

(30 I ( ~ 
O30~ o31og �9 03~ 

o 3 u -  o3u -E ' 

i O3032 o31ogO33 
c)v --  o3v (Oj - - ~ ' ) ;  

O3 033 

O3~O ) 

e, imponendo la condizione: 

la quale 
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si trova : 
0' 01ogCp 3 01og . 01ogl/E 01,gO 01og|/Gr (32) log (1)33 3 (1),3 

OuOv - -  O z ~  Ov - -  cgv 0 .  33+ Ou Ov 
ossia : 

(33) 
O" ( ~ _ )  01og1@0 {__[3) Ologl/G-O (_~3) 

O u a v  - -  Ov c3u -t- Ou Ov " 

Inoltre dalla (27) , dalle (29) e dalle (3 o) si ricava: 

(34) (1), 3 = (1)331/~', 
(30 (1),3 = (1)33 r 

(36) (1)3'- 4(1)1)33 " @ 3 0u ] + 0 v  ' 

(37) �9 = 03~ I/~" - -  - -  

( 3 8 )  (1),2 = (1)3. fG - - - -  

0(1) 3I 

0 u 
( 3 9 )  o 1 = o  '30(1) 

33 
0 u 

0(1)3, 
av 

(4 o) (1)2, "--- (1), 3 0(1)33 
av  

D 

1/~" 
D , t  

I~ utile per il seguito delle presenti ricerche stabilire due altre espressioni per le 
funzioni (1)i, e �9 che si deducono dalle (32), (3I), (34), (35), (36), (37), (38), (39), 
(4o), per derivazione. 

A tale scopo consideriamo la (36) e deriviamo rispetto alla variabile u, tenendo 
presenti le (30, la (32) e la (35); avremo: 

E I; )( )] 0~03, - I 0(1)33 (1)2 0(1)33 + I 0(1)33 

0 ~ - - -  4(1);3 Ou 3.J- 13 au  0~3 av  
032 00~3 ( D) I 0(1)33 ( I ~033) 

z 0033 (0033 01~ O33 
2 0 ~ 3 0 3 3  

0 log l/b: 0 �9 '~ + 
0v 0 u l " 

[ )] I 0 0 3 3  {i)2 0(1)33 I 0 0 3 3  

4 ~ Ov 3.+ Ou + 'fi Ov 33 x3 23 

(41 ) 

( 4 2 )  

m _ _  

Similmente : 
00  3 I 

0v 

( ) (1)32 0(1)33 ~32 ~ I 0033 o~ I 0(1)33 
- t -20  ~ 0v 2~230 . 0v 0v ~3 av 33 

I (9(1)3, r  0 1 o g 0 .  F 0 1 o g l / ~ 0 0 , ]  
+ z o ~ o  3-57 \ O r  au " ~ -~ l '  
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donde in forza delle (39), (4 o) possiamo ricavare le funzioni q~ , q,2, sotto la forma 
seguente : 

2q, q, = IIG \q, ~ Ou ) + q, Ov Ov 
(43) =3 { + [ (I Oq,3,~ 2 (1 ~q,33.'~21 1,/~ D 

+ f ~  '~'~:- < , ~ , , !  + < , a v j _ l - -  %-̀  r 

(44) q,'~ 
+ T t l E - G  * ~ +  ~,3 0u ] - -  ' ~ 3 - O ~ ] J - - q , 3 ~ l l E  " 

7. Siamo ora in grado di dimostrare il teorema fondamentale per la teoria gene- 
rale dei sistemi cidici, cio~: 

Partendo da una superficie qualunqu, e S r{ferita alle linee di curvatura, colle due 
forme quadratiche differen~iali : 

l Ed u  ~ -~- Gdv ~, 
(45) D d u , +  O,,dv ~, 

e da una soluzione q'~3 dell'equazione di secondo ordine (33), si avranno dalle (3I), (34), 
(35), (36), (37), (38), (39), (4 o) altre otto funzioni *;k; assumendo le sei funzioni: 

(46 ) 

si avra una soluzione &lle (24) , e in consegue~lza ponendo: 

(47) 
,/,U a t%=%,  +,I, ~ ,+%,  

saranno soddisfatte le (22); inoItre la fun~ione: 

I 

sara una soluzione del sistema completo (15). 
Infatti dalle (34) e (35) derivando e tenendo presenti le (34) e (35) medesime 

si ricava : 

L + 

+ q' a ,  Ou + ~ Ov av  
I t :23 

Inoltre dalle (37), (38), (43), (44) si ha: 
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2 0  0 . - - o . % 2 +  20,~02, = a,~\o,, 3Z I + r  %~ -Or ! 

p,l~ c~o. a l /U ~ O o . o l l E  DD" 
,~ Ou O. + 0 av Ov I/EG ' 

ne segue per l'equazione di GAuss relativa alla superficie S, la relazione: 

4,, %; D-~ I 
the ~ la terza dene (24). 

In secondo luogo deriviamo la (3 8) tenendo presenti le (3I) e le equazioni di 
CODAZZI relative aUa superficie S; avremo: 

0 0 .  �9 0t/G- l~ O33 0I/G- 
O u -  32 0---u + I /UOEu - ( 03~ ~E) D E Ou 

--I/G( O3~ 7 ) ( 0  log I/G- ~ l~ 0,3'~ 

e per le (34), (35), (37): 

Similmente si ricava: 

I 00~2__ I 00~ 3 

�9 r)u 0,3 r?u 

I 0(11,2 I 0 0 , 3  

022 Ov *~23 Ov 

In terzo luogo consideriamo la (43) e (44) che in forza della (34) e (35) potremo 
anche scrivere : 

20,, -- O33(9 u 

VG [+:~ ..iL ' (01~ i~ 

01ogO33' ~ i 01ogr I 01/~" 
3;  / - t  . r av r ov 

I ( 3  1og_O33~2 I (B log*33'~l *3, D 
e a .  / +~- 3; s j -E~- f ,  

0 3, D" 

% 3 1 ~  ' 

e deriviamo la prima di queste rispetto a v, tenendo presenti le (3x), (32) e le equa- 
zioni di CODAZZt relative alla superficie S; avremo: 

0 . , ,  ( I 01/~" 1/~" r176 

, o ~ l o g * , , [ ~  i 01/6;~ 0 I 

e in forza dell'equazione di GAuss: 
Need. Gim. Macem. Palermo, t. XXII I  0907).  - -  Stampato il 7 maggio i9o 7. 

0 r + D D" 1 
a v r  

44 
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i 0 %  i 01/ZF 1/~ 01og%~ 
%~, Ov - - f ~  Ov -~ ~/~ Ov 

D'altra parte dalle (34) e (35) abbiamo: 

I 0"1", 3 I c)l/E 1/~" 0 l o g O  
�9 1,=3 Ov --I/G Ov -t g ~  Ov ' 

quindi condudiamo : 

Similmente ricaviamo : 

I c)O,,  I 0"1", 3 

%, Ov - -  ,1,=3 Ov 

I c) O,, I 00=3 

O,x Ou 0,3 c)u ' 

ed ~ cosl dim.strata la prima parte del teorema. 
Resta ancora a provare che la funzione ~ definita dalla (48) soddisfa al sistema 

completo (I5). 
Infatti derivando la (48) rispetto a u e tenendo presenti le (3I), (34), (37), (39), 

(47), si ottiene: 
01~ 3 I 0"1"33 

( 4 9 )  0 u - -  O,  - H30,3 Ou ' 
similmente 

0 l~ O I 003~ 
(so) 0v = - -  =H36 

23 
Ancora derivando la (48) fispetto a w, quadrando e tenendo conto della (48) 

medesima si ricava: 

( 0  logH '~= __ H=(O 2 O33) -It- 4H3Ov 
Ow I 3- ~=--40~ , 

che per la (36) si pu6 scrivere: 

3~-  ! = 4 / / 3 0 3 x - -  3[_\,1,,3 0u ] -3V ~3 

Ci6 post. consideriamo la (43), che per le (34), (35), (36), (37) si pu6 anche 
scrivere: 

O ( I (~O33 ~ I I~O,3 0033 
0U ~ ~ -  ] + "i'=23 c~v C~V 2 "i'3I "l'IJ + "i'121[~[~I2" --  2 1~[~33 "i''I = O~ 

e consideriamo altresl la relazione: 

I 0 0 , 0 H  3 I 0 ' 0 ,  
H;0~],] 0 ~  + H 3 0 ~  2 + 2OI'i'3' Z 21~3i 1[~,3- ([[~3='i'i2 + 2"i'33 I~[)ii, 

che si deduce dalle (47) e (48) per derivazione. 
Combinando quest'ultima colla precedente avremo: 

0 (OI ~ 0"1"33 ) + O  =I 0")O,30033 I c)O OH..~ i 0~O 
Ou 3 0u  ~3 0v  Ov - H~" Ow 0, .  -~-H3 0 w  ~' j-  
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ovvero per la ( I : ) :  

0 ~ 0 . , ,  + . ,  Ov Ov = H ' a w  aw + H 30w" + - ~  Ow] Ou 't,~3 Ou , 3 -  3 
O, H3[ (  I 0*33 )" ( I  0*33) '  ] 

+-~- *,3 0~- + ~ .  0~ " 

: 0*33 : 0*33 
Se per le quantit~i *,3 0u ' *,3 0v sostituiamo le loro espressioni ricavate 

dalle (49) e (50), e ricordiamo che: 

: 00~ I 0 " ,  3 

O~ Ov --*~3 0v ' 
otterremo : 

c)* logy3 (0 log H 3 ]" 0 log O, 0 log ~ 0 O, c) log H 3 I I I I 

--O,TH 3 0,, + 2 0 , H  3 N,. ] -k-OH, 0,, 0u O~//3 0v 0v 

, ooolog  , o, ( tog_-4' 
- - H 3 0 w  aw + H 3 O w ~ + T ~  Ow / 

che ~ la quinta delle (15). 
Similmente si ricava la sesta delle (I5). 

o, (alog 4  
+ 2o;/4 3 av I' 

In secondo luogo deriviamo la (50  rispetto a w, avremo: 

Ow" ---2"3'H3-- 3Lk*,3 Ou "-t- ~3 Ov ' 

e questa per la (5:) medesima e per le (49) e (5o) si pu6 scrivere: 

O'logH, i /01ogH,]  ~ I (01ogH3' ~' i (01og/-/~' t '  
. . . . .  2 9 Ow ~ ~ \ ~ l 20, 1, au l 2o.2 FF l 

che+ la quarta delle (t5). 
In terzo luogo osserviamo che per le (49) e (5o) le espressioni: 

I 01ogH 3 I 01ogH 3 
O ~  Ou ' o,H 3 av ' 

sono in~lipendenti da w; eguagliando a zero le loro derivate rispetto a w si ottengono 
la prima e la seconda delle (IS). 

Infine consideriamo l'espressione 33 e deriviamo rispetto a v tenendo conto 
*~3 Ou 

della (34); avremo : 

: 0*33 I ( 0  log 33 

inoltre per la (34) e (35) avrerno altresi: 

0 log 1/E 0 log *" 1  
Ov -~u 1' 

i 0* ,  3 i 0.,3__ : O log * .  ( O log * .  Ologl/C.'~ 
% au % 3 0 v  I/E Ov Ou + -~u ] 
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segue per la (32): 

c)v 3 c)u - -O ,3  o~u O23 o~v ' 

I 
ed in qucsta sostituendo per ~,3 

(49) e (50) e ricordando che 

~'33 I o~* 
3~ le loro espressioni ricavate dalle 

c~ u ' O~ o~ v 

O~3 Ou O, Ou ' 

log H 3 ~ log H 3 ~ log O, ~ log H 3 c3 log O 2 ~ log H~ 
~ u ~ v  - -  ~u Ov + Ov ~u + 8u Ov ' 

ricaviamo : 

~" log ~ 

che ~ la terza della (15) e cosl il teorema 6 dimostrato completamente. 
8. Frattanto risulta da quanto sopra ~ dctto che la principale difficoM della deter- 

minazione dei sistemi ciclici consiste nell'integrazione dell'equazione di secondo ordine 
(33); per una funzione ,I,33 che soddisfa a questa equazione il sistema (31) ~ illimita- 
tamente integrabile e la determinazione della funzione r si compie con una 'qua&a- 

tura mediante la formola: 

(s2) %= = % c + T ~  d,, + - g ~  dv ; 

dopo di che si avranno le rimanenti ,t,~k successivamente dalle (34), (35), (36), (37), 
(38), (39), (4o) con soli calcoli algebrici e di derivazione. 

Le s fondamentali H, ,  112, H~ saranno date da: 

(s3) 

a,,,w~ + ,t, x2w + a,,~ 

H, - -  a~3, w2 + a~  w + r ' 

% , w  ~ + %~w + *. 
1-12 = .3,  w ~ + "3~ w + *33 ' 

I 

H3 = *3, w2 -Jr- "3~ w + *33 ' 

e l'elemento lineare deUo spazio riferito al sistema ciclico assume la forma: 

2 ~-d 2 + % w  + % y d v  2 + d ~  �9 ( , , ,w  + % ~ , + % )  ,, +(,I,~,~, 2 
(s4) ,~s2= (1~ 2 (1) 2 ( . ~  + % ~ +  33) 

In pardcolare per w = o si ha: 

02 ~2 
~3du2 jr_ 23. d s 2 =  ~ -  6~-av , 
33 33 

ossia per le (34) e (35): 
ds 2 =  E d u  2 + Gdv  2, 

che ~ l'elemento lineare della superficie iniziale S. 
9. Per completare quanto abbiamo esposto daremo l'espressione del raggio del cir- 

colo, e delle coordinate di un punto della superficie generiea ortogonale ai circoli. 
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A tale scopo assumiamo la (17) ed in questa teniamo conto detle (49) e (50); 
avremo : 

)' (.: ) (54) a.. + c~v ' K 

che fa conoscere il raggio del circolo. 
Denotiamo inoltre con Xo, Yo, Zo le coordinate del punto Po della superficie iniziale 

S, da cui esce il circolo (u, v) e denotiarno con: 
X o, yo, Z,O, 

x o, ro, z o, 
X o yo Z o 

3) 3 ) 3 7 

i coseni direttori del triedro principale della superficie S nel punto Po; dedurremo fa- 
cilmente le espressioni dei coseni direttori della normale principale al circolo nel punto 
Po dalle formole di FRENEX; avremo cosi: 

( ) E( cos ~ I a X I a H ~ 1 
_ - - + x : , +   oX:j, R /t3 a w  o 33 H, ~U-/o H, 

e le analoghe per cosz, cos [ ;  e per le (53): 

cos~ I 0+33 1 O + , X  o 
(55) R = 4 , 3  ~ ;  X~ + % , O 7  =' 

e le analoghe per cos ~, cos [. 
Volendo infine le coordinate x, y, zo di un punto P della superficie generica orto- 

gonale ai circoli, occorre integrare il sistema completo (3), (4), (5); per6 si giunge 
pifl speditamente al risukato per via geometrica introducendo l'angolo t d'inclinazione 
del raggio del circolo passante per P sulla normale principale al circolo in Po; avremo 
cosi: 

t X --- X o + R C O S ~ ( I  + COSt) + R X~ sen t, 
(56) Y - -  Yo + R cos~(x -{- cost) -t- R ~ sent, 

= do + g cos [ ( i  + cos t) + g Z ~ sen t, 
3 

in cui la funzione incognita ~ semplicemente t. 
Per determinarla deriviamo queste ukime rispetto a w, avremo: 

(57) aw = - -  Rcos~sent  q-- RX~cost , 

colle analoghe in y e Z; da cui quadrando e sommando: 

08) 

Si conclude perci6 chela funzione t dovni determinarsi dall'equazione: 

R O t  _ +1 

3, w + % ~ w + % 3  

Per togliere Hncertezza del segno si osserva che le (56) d~mno la superficie ini- 
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ziale per t = r~; sicch~ per zc '---o si deve avere t = :=. Ora dalla (57) abbiamo: 

~ . X 3 ~  
o o 

ma d'altra parte si deve avere: 

Ox) _LX o. 
o 33 

dunque la (58) dovri scriversi nel modo seguente: 

8t - -~ 
R - -  2 9 

a w  O3, z~, + O3~w + 033 

e ammette l'integrale generale: 

- , 

M essendo funzione di u e v solamente. 

Ora osserviamo che dovendosi avere per w ~ o, t - - 7 : ,  potremo ritenere senza 

ledere la generalkA che per w - -  o la funzione M si annulli ed essendo essa indipen- 

dente da w sara identicamente nulla; quindi avremo: 

- - - - R  3 _ _  33 + O3 ~ , 
2 

da cui per ia (36), (54), (48) : 

R s e n t - -  3 tt,3z v + 2 0 3 3  , 
2 033 

H fs 
I + c o s t ~ - - - - - -  ' 

2 0  R ' ;  33 

dopo di che sostituendo helle (56) e tenendo conto della (55), faci[mente si ricavano 

le coordinate di un punto della superficie generica ortogonale ai circoli sotto la forma: 

x - -  x o + 2 % 3  La"3 �9 _ ' 

H , " [ ' ~ ~  o ~ ~  (60) x = Vo+ Y~,,L~ ~; r, + % a~ , 3 ,  

- ~o +~-*~.__H3~F~OO'LOw3 ~; z; + 0 3~a%z~ "" 
Queste formole dAnno la pifi generale superficie ortogonale ai circoli ponendo per 

w un valore arbitrario; in particolare per w - - o  &lnno la superficie iniziale S. 

Palermo, 25 marzo 19o 7. 
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