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Uber die einer ebenen Kurve dritter Ordnung um-
und einbeschriebenen Vielecke.

Von Hermann Oppenheimer in Neustadt a. H. (Rheinpfalz).

Herr Picquet hat im H4. Heft des ,Journal de Iécole
polytechnique® (Jahrgang 1884) die Zahlen der der €, um- und
einbeschriebenen Polygone bestimmt, Im Laufe dieser Unter-
suchung hat Herr Picquet unter anderem nachgewiesen, dafl in be-
liebiger Nihe jedes einzelnen Punktes einer C, ein reeller oder
imagindrer Eckpunkt eines solchen Polygons sich befindet. Wenn
diese Vielecke nun auf der C, in solcher Menge vorhanden sind,
so ist gewill die Frage berechtigt, ob sich nicht mehr iiber sie
sagen lifit, als das, was eine ausschlieBlich auf ihre Anzahl gerich-
tete Untersuchung ergeben kann. Uber das eine oder das andere
dieser Polygone findet man ja wohl vereinzelte Betrachtungen in
der Literatur. Aber eine systematische Untersuchung ihrer geo-
metrischen Eigenschaften ist bis jetzt noch nicht angestellt worden.
Ich glaube daher, daf die vorliegende Arbeit, die eine solche Unter-
suchung bezweckt, einiges Interesse in Anspruch nehmen darf, —
Ich werde zunichst eine geometrische Sichtung der Gesamtheit
aller Vielecke nach bestimmten Kategorien vornehmen, deren ich
drei feststelle: jedes Vieleck gehort einer dieser Kategorien an, Ich
werde mich dann mit jedem dieser drei Typen beschiftigen und
seine geometrischen Eigenschaften erortern; sodann die Zusammen-
hinge der Vielecke eines Typus unter einander priifen und die
geometrischen Beziehungen, die zwischen zwei verschiedenen Typen
existieren. Die Picquetschen Zahlen werde ich vervollstindigen,
insofern ich die Zahlen fiir die Vielecke jeder Kategorie feststellen
werde. Auch die Picquetschen n-Ecke, deren Zusammengehorig-
keit lediglich auf der gleichen Seitenzahl beruht, lassen, wie ich
zeigen werde, eine Kinteilung in bestimmte Gruppen zu. Ich werde
feststellen, wie viele Gruppen aus reellen und imaginiren Viel-
ecken gemischt sind, und wie viele nur imaginire Vielecke ent-
halten.

Die Untersuchungsmethode stiitzt sich im wesentlichen auf
die Punktpaarsystemringe, die ich in meiner Abhandlung ,Uber
die durch Punktpaarsysteme einer C, veranlafiten Kurven und ihre
Zusammenhinge® im XII. Jahrgang dieser Zeitschrift erortert habe.
Um nun die Lektiire der vorliegenden Arbeit nicht an die Kennt-
nis der genannten Abhandlung zu kniipfen, werde ich eine kurze
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Zusammenstellung der dort abgeleiteten Sitze iiber Pungtpaar-
systeme der Inangriffnahme unseres eigentlichen Themas voraus-
schicken.

I. Man erbilt ein beliebiges Punktpaarsystem einer C,;, wenn
man zwei beliebige Punkte P und @, auf der Kurve als ein Punkt-
paar P — ¢ auswihlt und dieses Punktpaar P, — ¢ von simt-

licben Punkten der C; aus auf: dieselbe projiziert; ist z. B. S
irgend ein Punkt der C; und projiziert man P, — @, von S aus

S

auf die Kurve, so daf§ also P, der dritte Schnittpunkt von SP, @,
der dritte Schuittpunkt von §¢Q mit der C; ist, so ist P, — @, ein
weiteres Punktpaar des Systems. Ist nun S, der Tangentialpunkt
von P, und projiziert man P, — @, von S, aus, so erhilt man das
Punktpaar @ — P, das also auch dem System angehort. Dabei
fallt @ in unendliche Néhe von P,. Ein Punkt P, ist also ein
Punkt zweier dem System angehoriger Punktpaare; die zwei anderen
Punkte liegen mit dem Tangentialpunkt S, von P, in einer Geraden
Ich habe mich so ausgedriicki: faft man einen Punkt als Eck-
punkt P auf, so entspricht ihm der Nullpunkt ¢, fafit man aber
denselben Punkt als Nullpunkt @’ auf, so entspricht ihm als Eck-
punkt ein Punkt P/, Allgemein: gehoren P, — @, und P, — @,
demselben System an, schneiden sich also P, P, und @, @), in einem
und demselben dritten Punkt S der C;, und ist P, Eckpunkt,
@, Nullpunkt, dann ist umgekehrt P, Nullpunkt und ¢, Eckpunkt.
Durch Charakterisierung der Punkte eines einzigen Punktpaares
eines Systems als Eckpunkt und Nullpunkt ist diese Charakteri-
sierung also fiir alle Punktpaare desselben festgelegt. — Zwei
Punktpaare eines und desselben Systems nannte ich gleichnetzig.

IL Ist P— @ gleichnetzig P — P’, also der dritte Schnitt-
punkt S von QP mit der C; der Tangentialpunkt ven P, dann
sagte ich: das Punktpaarsystem (P’ — ¢)) ist untergeordnet dem
Punktpaarsystem (P— ¢)). Es ergab sich sodann, daf, wenn man
zu P und @ resp. die Tangentialpunkte S und 7'zeichnet, S— T
ebenfalls dem Unterordnungssystem (P’ — () angehort; aus dieser
Tatsache ergibt sich durch Spezialisierung leicht, dafl, wenn P¢
eine Tangente der C, ist, mit P als Beriihrungspunkt, und wenn
B der Tangentialpunkt von @ ist, Q — R ebenfalls P— @ unter-
geordnet ist, wihrend P— R als Projektion von P— @ von ¢
aus gleichnetzig mit P— ¢ ist. Sind ferner P, — @, und P, — @,
gleichnetzig, im tibrigen beliebig, schneiden sich also P, F, und
©Q, @, in einem Punkte S der C, und verbindet man pun F, mit
@, und F, mit @, so liefern die dritten Schnittpunkte dieser zwei
Verbindungslinien, P, und @], wieder ein Punktpaar F,— @, des
Unterordnungssystems. Das hat seinen Grund in der allgemeinen
Erzeugharkeit eines Punktpaarsystems durch zwei andere, die wir
am Ende des folgenden Paragraphen zu ersrtern haben.
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1II. Verbindet man die zwei Punkte P, ¢,  jedes Punkt-

paares eines Systems durch gerade Linien, so umhiillen alle diese
Linien P, @ eine Kurve sechster Klasse K. Dem System aller

Kurven K, die von allen moglichen Punktpaarsystemen geliefert
werden, gehoren sowohl die drel Cayleyschen Kurven, als auch
die C; selber an. Besonders fruchtbar war die Untersuchung der
gemeinsamen Tangenten zweier solchen Kurven K. War G, eine
solche gemeinsame Tangente mit den Schnittpunkten 4, B, C, so
gehort diese Tangente sowohl der Kurve K (4 — B), wie der
Kurve K (B— C), wie auch der Kurve K (4 — C) an. Die Pro-
Jektion der Punkte 4, B, C von den neun Wendepunkten der
Kurve aus ergab neun weitere gemeinsame Tangenten der drei
Kurven, &,, ..., ®,; und wenn man eine dieser Tangenten wieder
von den neun Wendepunkten aus projizierte, so ergaben sich anfer
G, noch acht weitere gemeinsame Tangenten G, — G,. Die zwei
Tangentengruppen G, ..., G, und @, ..., &, gehoren also allen drei
Kurven K, K (4—B), K(4— C) und K(B— C), an. Ich nannte
solche drei Kurven drei Tripelkurven. Ich zeigte nun aber, dab
je zweil dieser Kurven, K(4 — B) und K {4 — ), noch zwei
weitere Gruppen von je neun Tangenten, ¢, —g, und ¢, — g,
gemeinsam haben, die sie nicht mit der K (B— C), sondern mit
einer anderen dritten Kurve teilen, K (b -—¢). Ich habe den Satz
kurz so ausgesprochen: Zwei Kurven K(A— B) und K (4 — C)
haben zwei Tripelkurven, K(B— () und K (5 -— ¢). Eine Ausnahme
davon machen die C, selbst und ihre drei Cayleyschen Kurven,
die ebenfalls zu den Kurven K gehoren: von diesen vier Kurven
wird das System aller K umbhiillt; mit jeder derselben hat also
irgend eine Kurve K nur 18 Tangenten gemeinsam und die 18 zu-
gehorigen Beriihrungspunkte. — Anstatt von den gemeinsamen
Tangenten der Kurve K (4 — B) mit der C; zu sprechen, wird im
folgenden sich auch die Ausdrucksweise finden: ,Die gemeinsamen
Tangenten des Systems (A4 -— B) mit der C,% —

Ich moufi nun noch zwei Methoden erwihnen, wie man zn
zwel beliebigen Punktpaaren die Punktpaare der beiden Tripel-
systeme konstruieren kann, wobei ,Tripelsystem“ einen ihnlichen
Sinn hat, wie ,Tripelkurve.

IIa. Ist ABC ein der C, einbeschriebenes Dreiek, so sind
A —B, 4— C, B— C Punktpaare dreier Tripelsysteme; ersetze
ich 4 — C durch das zweite zu A4 gehorige Punktpaar des Systems
A—C, 4— C, unter Beibehaltung von 4— B, so ist B— ('
ein Punktpaar des zweiten der zwei Tripelsysteme, die zu den zwei
Systemen 4 — B und 4 — C gehéren.

IIb. Sind 4, — B, und 4, — B, Punktpaare zweier beliebi-
ger Systeme und bestimmt man die dritten Schnittpunkte, resp. A
und By, der Linien 4, 4, und B, B, mit der C,, so ist 4, — B,
ein Punktpaar des einen Tripelsystems; bringt man aber die Linien
A, By und 4, B, zam dritten Schnitt, so erhilt man das Punkt-
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paar a, — b, und dieses gehort dem zweiten zu A, — B, und
A, — B, gehorigen Tripelsystem an.

IVa. Von besonderem Interesse sind die Punktpaarsysteme,
die mit ihrer Unterordnung zusammenfallen. Bedeuten w,, w,, w,
drei in einer Greraden liegende Wendepunkte, so ist der Tangential-
punkt von w, wieder w,; ebenso ist es bet w, und w;. Da nun
nach Il die Tangentialpunkte der zwei Punkte eines Punktpaares
ein Punktpaar des Unterordnungssystems ergeben, so fillt also das
Punktpaarsystem (w;, — w,) mit seinem Unterordnungssystem zu-
sammen. Ks gibt vier solche sich selbst entsprechende Systeme =,
entspreshend der Tatsache, dafl durch w, vier Linien gehen, auf
denen drei Wendepunkte liegen; eines von diesen Systemen setzt
sich aus reellen Punktpaaren zusammen; ich habe es mit 3’ be-
zeichnet. ‘

IV 4. Sind in dem der O, einbeschriebenen Dreieck P @ I P— @)
und P— F' gleichnetzig, daun ist nach I1I. @ — P' ein Punktpaar
des Unterordnungssystems. Nun fillt ein System X mit seiner
Unterordnung zusammen; sind also P— @ und # — P’ Punktpaare
eines dieser vier Systeme, so gehirt @ —- P’ demselben System an.
Es ist also eine Eigentiimlichkeit, die nur diesen sich selbst unter-
geordneten Systemen zukommt, dafl ihre Punktpaare sich zu Drei-
ecken PQ P’ gruppieren, so dal P— @, P— P' und @ — P’ gleich-
netzig sind. Man erhilt z. B. alle derartigen Dreiecke des Systems 2,
wenn man das ausgeartete Dreieck der in einer Geraden liegenden
reellen Wendepunkte w,, w,, w; von simtlichen Punkten der C;
aus projiziert.

Zwei solche Dreiecke, PQP' und P, Q, P] sind in dreifacher
Weise perspektivisch zn einander gelegen: schneidet PP, die C,
in dem dritten Punkte E,, PQ, in B,, PP in R;, so projiziert
sich von jedem dieser 3 Punkte, R, K,, B,, das Dreieck PQF"
in das Dreieck P, ¢; P|. Ich habe diese Dreiecke ,merkwiirdige“

Dreiecke genannt.

1. Die gemeinsamen Tangenten der Kurven K der Systeme 3
mit der €, biden die Dreiecke, die der C, um- und einbeschrieben
sind. Am Schlusse der erwihnten Arbeit im Jahrgang XII der
Monatshefte fiir Mathematik und Physik habe ich diese Dreiecke
untersucht.  KEs liegt nun nahe, nach der Existenz von System-
ringen zu fragen, derart, dafl, wenn S, ein Punktpaarsystem be-
deutet mit den Unterordnungen Sy, S;---Sny Suyy, Spqr wieder mit
S, zusammentfillt. Solche Systeme bilden nun die Grundlage der
nachfolgenden Untersuchung. Wir werden sehen, daf} die Kurven K
dieser Systeme mit der C; gemeinsame Tangenten haben, welche
Seiten von der C, um- und einbeschriebenen Vielecken sind.

2. Sei 4, — B, ein Punktpaar eines Systemrings von n-Gliedern,
so daB also, wenn A, der Tangentialpunkt oder der Unterordnungs-
punkt von A, ist, 4; die Unterordnung von A, u. s. w.,, ebenso
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die sukzessiven Unterordnungen von B, die Punkte By, B;---B,, B, T
sind, 4, , — B, , gleichnetzig ist mit 4, — By, so sind zweierlei
Arten der Gleichnetzigkeit von 4, — B, und 4, ,, — B, ., denk-
bar: 4, und 4, 4, konnen gleichartige Punkte sein, also z. B.
beides KEckpunkte, dann sind B; und B, , Nullpunkte. Dann

schoeiden sich also nach I 4, B, , und B, 4, , in einem und

demselben dritten Punkte der C;. Es kann aber auch die Gleich-
netzigkeit derart sein, dafl 4, und B, , A einerseits und B, und

A, ., anderseits von derselben Art sind; dann schneiden sich also
4, 4, und B, B, in einem und demselben dritten Schnittpunkt

mit der C,. Es soll nun folgender Satz bewiesen werden, der die
Grundlage fiir die nachfolgenden Betrachtungen bildet:
Ist g, , die »* Unterordnung von 4,, b, ,, die n*® Unter-

ordnung von B, und das Punktpaar 4, — B, gleichnetzig mit seiner
nte» Unterordnung, und zwar von der Art, dahh 4, e, ,und B, b,

sich in einem Punkte der C, schneiden, dann ist die Gleichnetzig-
keit bei jedem anderen Punktpaar des Systems (4, — B,) und seiner
ntn Unterordnung von derselben Art: gehort z. B. 4] — B, diesem
System an, und ist die ‘n** Unterordnung von 4] o, ,, die von
B b, ,, dann schneiden sich auch 4 «, , und B4, in einem
Puankte der C,, nicht aber kann die Gleichnetzigkeit zwischen
A\ — Blund @, , — b, derartig sein, dal 475 ,, und Ba,
sich in einem Punkte der C, schneiden.

Zum Beweise dieses Satzes gehe ich noch einmal auf die
fundamentalen Beziehungen zwischen den Punktpaaren eines Punkt-
paarsystems ein. Gehort 4 — B irgend einem Panktpaarsystem S
an und ist der Anfangspunkt A Eckpunkt, der Endpunkt B Null-
punkt — den ersten Punkt eines Punktpaares will ich Anfangspunkt
nennen, den zweiten Endpunkt — so erhalte ich bekanntlich simt-
liche Punktpaare von S, wenn ich 4 — B von simtlichen Punkten
der C, auf die C; projiziere; ist aber @ — b eine dieser Projek-
tionen, dann ist der Anfangspunkt a Eckpunkt und der Endpunkt b
Nullpunkt. Projiziere ich nun @ — b chenfalls von sdmtlichen
Punkten der C, aus auf die C,, so erhalte ich simtliche Punkt-
paare, die ich bei der Projektion von A — B erhalten hatte, noch
einmal, aber in anderer Anordoung ihrer Punkte: ist 4, — B eine
dieser Projektionen von @ — b, dann ist in diesem Punktpaare 4
Nullpunkt und B, Eckpunkt. Ich nenne die Projektionen von
A— B, in denen der Anfangspunkt Eckpunkt ist, die Mannig-
faltigkeit 1 und die Projektionen von @ — b, in denen der Anfangs-
punkt Nullpunkt ist, die Mannigfaltigkeit II; die Mannigfaltigkeit I
umfabt die Punktpaare @ — b, die Mannigfaltigkeit II die Punkt-
paare 4 — B. Die Beziehung zwischen einem Punktpaare 4 — B
und einem Punktpaare ¢ — b ist nun derartig, daff 4ae und Bb
sich in einem Punkte der C, schneiden. Wirsagen kurz: 4 — B
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und @ — b sind perspektivisch. Zwei Punktpaare derselben Mannig-
faltigkeit aber, 4, — B, und 4, — B,, sind nicht perspektivisch,
sondern 4, — B, und B, — A4, sind perspektivisch; ebenso verhalt
es sich mit zwei Punktpaare ¢« — b, ¢, — b, und a, —b, 1 a, — &,
ist perspektivisch b, — @,. Ist nun ein Punktpaar p — ¢ perspek-
tivisch zu einem Punktpaar 4 — B und ein zweites Punktpaar
R — § perspektivisch zu einem Punktpaar a —é, so ist klar:
p— q gehort der Mannigfaltigkeit I und B — S der Mannigfaltig-
keit IT anj also ist p — ¢ auch wieder perspektivisch zu R -— \N;
also: sind zwei Punktpaare zu einander perspektivisch und jedem
dieser Punktpaare ist wieder ein Punktpaar perspektivisch, so sind
die beiden letztgenannten Punktpaare auch wieder unter sich per-
spektivisch.

Nach diesen Erklirungen gestaltet sich nunmehr der Beweis
unseres Satzes aullerordentlich einfach (Fig. 1).

Die n auf einanderfolgenden Unterordnungen von A, seien
Ay, 45---4,, a,,, die von B By, B;,---B,, b, ; ebenso die
von @ @y ag---a A, die von b0}, b, -.-0; B, . Schneiden
sich nun A, «; und B, ¥) in einem Punkte M der C,, dann schneidet
A4 a, die Kurve zum drittenmal in dem Tangentialpunkt von M,

er heife N. Denn die Verbindungslinie der Berithrungspunkte
zweier Tangenten und die ihrer Tangentialpunkte liefern durch
ihre dritten Schnittpunkte wieder eine Tangente; die Tangenten
sind in unserem Falle 4 A, ¢;a] und MN. Aber ebenso liefern

auch die Tangenten B, B, und &b wieder eine dritte Tangente,
und da B 5] denselben Punkt M ausschneidet, wie A4 ), weil
A, — B, und a] — #} perspektivisch sind, so istalso die dritte Tan-
gente zu B, B, und &5, mit M N identisch; alsosind 4, — B, und
a, — b, auch perspektivisch, mit N als Projektionszentrum. Gerade
so beweist man weiter, daff auch folgende Punktpaare perspektivisch
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b

sind: 4, — B, und ¢; —b,, A, — B, und of —b;--va,, ,—0b, .,

und 4,.,— B, - Nun sind nach Voraussetzung A4, — B, und
O,y —0, , perspektivisch; zu A, — B, ist aber wieder nach
Voraussetzung o) — &] perspektivisch und jetzt eben haben wir be-
Wi‘esen, dab @, ,, —b,,, und 4 —B | ‘perspektiviscb sind.
Die Punktpaare a;—»b, und 4, — B, sind also zwei unter
sich perspektivischen Punktpaaren, resp. 4, — B, unda,  ,—0b,
perspektivisch; also sind sie auch wunter sich perspektivisch:
a4, und b B 1, schneiden sich in einem und demselben Punkte
der C,, und das war zu beweisen. ‘

Ks ist klar, dal} dieser Beweis auch den anderen Fall in sich
faBt: ist die Gleichnetzigkeit von A4, — B, und der nt® Unter-
ordnung 4, — B, 4, derart, dafl beide Punktpaare derselben
Manr{ig‘faltlgkeit angehoren, also 4, — B, und Bn‘ +1—~4ﬁ 41 per-
spektivisch sind, so besteht dieselbe Art der Gleichnetzigkeit bei
Jjedem Punktpaar des Systems (4-— B) und seiner nt® Unterord-
nung; denn wire z. B. diese Gleichnetzigkeit bei einem dieser
Punktpaare, E, — F, und seiner n*» Unterordnung, I/, , , —F,
von der erstbesprochenen Art, gehorten diese zwei Punktpaare

E —F und E ,  —F .  also verschiedenen Mannigfaltigkeiten

an, dann miilite dieselbe Art der Gleichnetzigkeit, wie eben be-
wiesen, bei jedem Punktpaar des Systems und seiner n*" Unter-
ordnung vorhanden sein, was doch bei 4, — B und 4, _, — B, |
nicht der Fall ist,

Anmerkung. Wir wollen einen Systemring von der Art,
daB 4, — B, und 4 41— B, ., perspektivisch sind, einen System-
ring erster Art nennen und einen von der Eigenschaft, dal
A, —B, uwd 4, ,— B, +, derselben Mannigfaltigkeit angehorten,
also 4 — B, und B, — A4 1 Perspektivisch sind, einen System-
ring zweiter Art.

3. Betrachten wir nun die gemeinsamen Tangenten eines
Systemrings zweiter Art, S, S, 8,.--S, S, — wo S, ein Punktpaar-
system, S,,8;-.- 8, , S, die sukzessiven Unterordnungen von S,
bedeuten — mit der C,. Ist 4, — 4, ein Punktpaar von S;, und ist
zugleich 4, 4, eine Tangente der-(, mit 4, als Bertthrungspunkt
und A4, als Tangentialpunkt, und ist 4, der Tangentialpunkt zu 4,,
so ist (s. Einleitung IT) Punktpaar 4, — A, dem Punktpaar 4, — 4,
untergeordnet; also gehtrt 4, — A, dem System S, an und 4, 4,
ist eine der gemeinsamen Tangenten von S, mit der Cj; ebenso
1st, wenn A, der Tagentialpunkt von A4, ist u. s. w., A4, 4, eine
gemeinsame Tangente von S, mit der C, w.s. w. 4, .4, ist
wieder eine gemeinsame Tangente von S, mit der C;. Da nun
nach Voraussetzung der Systemring S, S, --- S, S, von der zweiten

Art ist, soschneiden sich 4, 4 4o und 4, 4 | in einem und dem-

1
n -1
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selben Punkte der C; denn A, , ist die n* Unterordnung von
4, und 4, , ist die n* Unterordnung von 4,; ebenso schneiden

sich in demselben Punkte der C; 4, 4, , und 4,4 ., -,
‘An4~1 A2n+2 und An+2 AQn—l—l’ Apn—H A(p + )42 und Apn—}—Z A(p—l—l_)n—i—l,

Es fragt sich nun, wieviele Seiten dieses der C, um- und einbe-

schriebene Vieleck A, 4,-.- 4 4n+1 A, g Ay Ay Ay
4, 4,, A4, 5 4,,,, - im allgemeinen haben kann, dessen

Seiten gemeinsame Tangenten der Systeme § mit der C, sind,
z. B. die Seiten 4, A, 4 4 A A A

. 29 “TauA41 “Taf 2 oand-1“Toands " pud1 Tpate
gemeinsame Tangenten der C; mit S,. Da nun 4,4 ., und
4,4, ., sich in einem und demselben Punkte M der C, schneiden
' (s.. Fig. 2), so sind auch die Punktpaare
A‘1 —TAn , und 4, -—_A'n_*_2 gleiehnetzig: Nun
verbindet aber die Linie 4,4, ,, die Be-
rithrungspunkte der Tangenten 4,4, und
An+1 An+2 mltelnan.der, die Lmle' AzAn+2 die
zugehorigen Tangentialpunkte also ist das Punkt-
paar 4, — A ., dem Punktpaar 4, —4d,
untergeordnet, anderseits aber auch gleich-
netzig; also gehoren diese zwei Punktpaare
einem System =X an (s. BEinleitang IV), das
mit seiner Unterordnung zusammentillt, und
)  dessen gemeinsame Tangenten mit der C, Drei-
ecke liefern, die der C; um- und einbeschrieben sind. Ebenso
aber wie 4, — A4 ist anch 4, — 4, ., ein Punktpaar dieses

Ny n-1 -1 K R
Systems, ebenso auch A, yv—A,, . Daraus ergibt sich aber

ohne weiteres, dalb 4, . mit 4, zosammenfallen mufl. Denn das
ist ja nach IIT0) eine REigentiimlichkeit eines Systems X, dal
drei aufeinanderfolgende Punktpaare eines solchen, 4, — A4

1 n-t17
A,y —4,, ,und 4, —4, . ein Dreieck ergeben, also

Agn+1 identisch ist mit 4,.

4. Die Zahl der Eckpunkte unseres Vielecks kann also 3#»
nicht iibersteigen. Es fragt sich aber, ob diese Zahl immer er-
reicht werden muf), ob auch wirklich drei solche aufeinanderfol-
gende Punktpaare von 2, A, — 4, ., 4, — 4, . 4, —4,
vorhanden sein miissen, und der Fall nicht eintreten kann oder
mufl, daB das Vieleck nur cines dieser Punktpaare enthilt, 4, — 4, , ..

Dann wiire es ein 2#-Eck; von jedem System des Ringes enthielte
es zwei Tangenten, resp. 4, A, und A4, ., 4 ., 4,4, und
A4,,,4,,, 0 s w. Eslafit sich nun aber leicht zeigen, daf} das
nicht der Fall sein kann, sondern dafl das Vorhandensein des Punkt-
paares A, — 4, ., auch das der beiden anderen, 4, , — 4, ., und
Ay, ,—A im Gefolge hat. Die Projektion unseres Vielecks
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A A4,.-- 4, - von einem Wendepunkt 2, aus ergibt wiederum
ein um- und einbeschriebenes Vieleck a u,-..a, , --- von der-
selben Zahl der Ecken, und wenn 4, — 4, ein Punktpaar von Z
ist (s. Fig. 3), so gehort die Projektion desselben a, —
selben System an.

Sind nun w, und w, die-
jenigen zwei weiteren Wendepunkte,
die die zwel zu w, gehorigen Punkt-
paare von X ergeben, w, — 1w,
und 1w, — w,, so ist eines dieser
zwei Punktpaare zu @, —a, ,, das
andere zu @, , , — @, perspektivisch;
es projiziert sich also z.B. ¢, —a,_ |
von A, ., aus in w, — w,, von A4,
aus in w,—w,. Nun fallen zwei
einer C; um- und einbeschriebene Vielecke offenbar zusammen,
wenn sie einen einzigen HEckpunkt gemeinsam haben. Es ist
aber @, . die Projektion von 4, von w, aus, ebenso die
Projektion von 4, , von w, aus, ebenso a, auch die Projektion von
A,., von w,aus. Die Projektionen des Vielecks A, A,--- 4

1
von den drei Wendepunkten w,, w,, w, aus fallen also in eine

einzige Projektion, in das Vieleck «, a,---@,, ,--- zusammen. Folg-
lich erhalten wir umgekehrt wieder einen Vieleckspunkt von
A A,... A, ---, wenn wir @, , von w, aus. projizieren. Dieser
Projektionspunkt X ist offenbar identisch mit dem Punkt 4, ..,
dessen Vorhandensein wir nachweisen wollen: X — 4, | ist per-
spektivisch zu @,  — a, mit w, als Projektionszentrum ; also sind

dem-

an+1

71 .
A4, —4,, , 4, ,,—Xund X— 4, Punktpaare von 3.
Unser Vieleck ist also ein 3n-Eck. — Wir wollen es ein

omerkwiirdiges“ 3» Hck nennen, zum Unterschied von einem ge-
wohnlichen um- und einbeschriebenen 3n-Eck, das einem System-
ring 3n** Ordnung angehort. Beachtenswert ist die Kigenschaft
eines solchen merkwiirdigen 3n-Ecks, daf es sich von je drei
Wendepunkten aus in dasselbe Vieleck projiziert. Die Zusammen-
gehorigkeit der drei Wendepunkte, die dieselbe Projektion liefern,
ist dadurch gegeben, daB die Punktpaare, die sie veranlassen, dem
System 2 angehoren.

Als einzig mogliche Vielecke eines Systemringes zweiter Art
ergeben sich also n-Ecke und merkwiirdige 3n-Eeke. Bevor wir
ihre Zahl und ihre gegenseitigen Beziehungen erdrtern, wollen wir
die Vielecke untersuchen, die ein Systemring der ersten Art ver-
anlafit.

5. Bei einem solchen schneiden sich 4,4, ,, und 4,4, .,
in einem und demselben Punkte w» der C, (Fig. 4). Dabel ist



80 Hermann Oppenheimer,

M " 1 te . ¥ Y te
wieder A71+1 die n'* Unterordnung von 4, und AnJl_2 die n* von 4,.

Ist A, A4, eine Tangente mit Bertthrungspunkt in 4,, dann ist also
auch 4, A4 , eine Tangente und ihr Bertihrungspunkt ist 4, , .

Velbmdet man aber die Beriihrungspunkte zweier Tangenten durch
eine Gterade, ebenso ihre Tangentxalpunkte 50
liefern die dritten Schnittpunkte der zwei Ver-
bindungslinien bhekanntlich wieder eine Tan-
gente, von der der dritte Schnittpunkt der
einen Verbindungslinie der Berithrungspunkt,
wihrend der andere der Tangentialpunkt ist;
fallen diese zwel Punkte aber in einen zu-
sammen, dann wird diese Tangente eine
Wendetangente: also ist % in unserem Falle
ein Wendepunkt. — Wir wollen ein solches
Fig. 4. Vieleck 4, 4, -+ Asn, von dem die Diagonalen

A4, .4, 4,,, A A4 - durch einen

Wendepunkt  gehen, das sich also von diesem Wendepunkt aus
in sich selbst projiziert, ein zentrales Vieleck nennen. Das hier
in Frage kommende Vieleck ist offenbar ein 2xn-Eck. Das folgt
ohne weiteres aus der Eigenschaft, dali eine Seite desselben, 4, A

und ihre n' Unterordnung 4, ., 4, ., perspektivisch zu einander

liegen, mit einem chdepunkt w als Projektionszentrum. Wiire
die Tanoente 4,,,,4,, , verschieden von der Ausgangstangente

4, 4,, so miilite d1ese Tangente AMJHAZ”+2 zar ntr Uberord-

nung perspektivisch liegen; diese nt® Uberordnung ist aber die
Tangente 4, , 4 und deren Projektion von w aus ist die

-2
Tangente 4, A, mit der also 4 zusammenfallen muf,

2n-11 A2n+2
Anmerkung. Ist @ die n** Unterordnung von 4, dann nenne
ich umgekehrt b die n* Uberordnung von a.

6. Sind w,, w,, w, wieder drei in einer Geraden liegende
Wendepunkte und projizieren wir das zentrale 2n-Eck 4 4,..-4, 4

207717
das sich von dem Wendepunkt e, aus in sich selbst projiziert,
von w, aus, so erhalten wir z. B. als Projektion der Geraden
A,wy 4, die Gerade A7w, A7, ;. Wir sehen: es ergibt sich ein

zent1 ales 2n-Eck 4] A] — A" A" mit w, als Zentrum. Ein System-

2n
ring erster Art Lefelt also 9 zentrale 2n-Ecke; jeder Wendepunkt
-ist von einem solchen Vieleck umgeben; zwei dieser Vielecke mit
den Wendepunkten . und w; sind perspektivisch zu einander.
Das Projektionszentrum ist der Wendepunkt w,, der mit den Wende-
punkten w, und wg in einer Geraden liegt.

Wir sind also zu folgenden Ergebnissen gekommen:

Die gemeinsamen Tangenten von Punktsystem-
ringen S, 5, .- 8, S, mit der C3 gruppieren sich zuViel-
ecken,die der C;um-und einbeschrieben sind. Solcher
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Vielecke sind dreierleiArten moglich: n-Ecke, merk-
wiirdige 3n-KEcke und zentrale 2n-Ecke.

7. Bs ist nun der Nachweis der Existenz dieser vorerst nur
als moglich erkannten Vielecksgattungen zu fiihren.

Was die einfachen n-Ficke angeht, so hat, wie schon eingangs
erwihnt, Herr Picquet diesen Nachweis bereits gefiihrt und ihre
Anzahlen bestimmt. Ich will den Parameterausdruck, der diese
Anzahlen enthilt, in Kiirze noch einmal ableiten, weil ich ihn
spiter fiir die Irorterung der Zahlen der merkwiirdigen 3 n-Ecke
nbtig haben werde, zunichst aber an der Hand dieses Ausdruckes
zeigen will, dafl sich die Gesamtheit aller Vielecke von derselben
Seitenzahl in bestimmte Gruppen teilen laBt.

Denken wir uns in der bekannten Weise — s. Clebsch-
Lindemann, Vorlesungen iiber Geometrie, Bd. I, S.600 — die
Punkte der €, dureh Parameter elliptischer Funktionen dargestellt,
derart, dafl einem Wendepunkt % der Parameter O zukommt, so
ist, wenn der Parameter eines Punktes p ist, der des Tangential-
punktes — — 2p, der des nichsten Unterordnungspunktes — 4 p
u. 8. w. DBei einem um- und einbeschriebenen #-Eck mull die
{n - 1) Unterordnung wieder mit dem 1.  Punkt zusammenfallen ;
wenn also p der Parameter dieses ersten Punktes ist, so muf} die Glei-

chung bestehen : (— 1)" 2°p = p(mod v, 0"), oder (— 1)" 2" p — p=0;

pl—1)"1"—1]=0(mod w, w); p= L
(_ 1)” 2VL —_ 1

beliebige positive oder negative ganze Zahlen sein konnen und o
und o' die Perioden der Kurve sind. Von der Gesamtheit der in
diesem Ausdruck enthaltenen Vieleckspunkte sind aber, wenn man nur
die Eckpunkte der eigentlichen Vielecke haben will, die 9 Wendepunkte
abzuziehen, deren einer z. B. sichergibt, wenn man % und &' = 0 setzt.
Ist nun = der Parameter eines solchen Vieleckspunktes und
projizieren wir diesen Punkt von den 9 Wendepunkten der Kurve
aus, so erhalten wir je einen Eckpunkt von 9 weiteren n-Ecken.
Die Parameter dieser neun Punkte sind enthalten in dem Ausdruck

, wobei % und &'

! 12
ad w oW . . .
— ( m—- 5 -+ 'T)’ wo o und o irgend eine von den drei Zahlen
e

0, 1, 2 bedeuten. Projizieren wir — m wieder von simtlichen
Wendepunkten aus, so erhalten wir die gleichen Werte der eben
erhaltenen Paramenter, aber mit positivem Vorzeichen; das gibt
also wieder neun Vielecke; eines derselben ist das Ausgangsvieleck,
von dem ein Eckpunkt den Parameter s hat. Man kann sich
nun leicht davon iiberzeugen, daff, wenn man einen anderen von

den in dem Ausdruck — (m—{— %9 -+ ulg\w’) enthaltenen Punkten an
Stelle des Punktes — m von den neun Wendepunkten aus proji-
ziert, man dieselbe Punktgruppe, m—- a—??—]— %‘D_’, erhilt. Also:Die
Zahl simtlicher der C; um- und einbeschriebenen

Monatsh, fiir Mathe iatik u, Physik, XVIIL Jahrg. 6
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n-Ecke lalt sich in Abteilungen von je 18 n-Ecken
teilen. Diese 18 n-Ecke teilen sich wieder in zwei
Gruppen, 4 und B; jedes Vielek der Gruppe 4 ist
perspektivisch zu ]edem Vieleck der Gruppe B in
bezug auf einen der Wendepunkte. — Ich will der Kiirze
wegen, anstatt von dem durch den Parameter # gegebenen Punkt
eines Vielecks, von -einem Vieleck m sprechen. Bedeutet nun m
eines der reellen Vielecke, so sind folgende Vielecke der Abteilung,

zu der m gehort, reell: von der Gruppe 4 m, m—{—g , m—{—2—ul,

von der Gruppe B —m, — m— 5r M —%, die anderen zwolf

Vielecke der Abteilung sind imagindr. Es fragt sich nun, ob es

nicht Abteilungen gibt, deren simtliche 18 Vielecke imaginir sind.

Die Antwort auf diese Frage ist leicht zu finden. Ist m ein reelles
ko

Vieleck, so ist sein Parameter in dem Ausdruck - (————)~2— . ent-
halten; er heifle (—;11;1—;%—— dann ist ein imaginires Vieleck der
Abteil d hort, e B ¥, d
eilung, zu der m gehor , WO irgen
85 g ) (—1)y2" —1 3 g

eine positive oder negative Zahl sein kann. Ist pun # eine gerade
Zahl, so wollen wir sie = 2¢ setzen: ist die Zahl » ungerade, so
wollen wir fiir dieselbe 2p-~1 setzen; im ersten Fall ist der

Nenner (— 1)"2"—1=2""—1, im zweiten Fall = — (2°? 7" |- 1);
nun ist bekanntlich sowohl 2°? — 1 oder (2%)7 — 1, als auch 2711
durch drei ohne Rest teilbar.

(@) — 11— D= (@) L (@) ... 1
(9271 L 1]:(2-1)= 2% — 221 1.2 ~% .. L ...L1

Der Nenner ist also unter allen Umstinden durch drei teil-

bar. Ist nun (_—1)~——32——j—1:s und bringen wir den Parameter
L. L k o o
unseres imagindren Vielécks — ~t- auf den Nenner
(—1)"2*—1 3
. ko so .
[(—1)"2"—1], so erhalten wir (——-17—2,‘—1, Daraus erkennen wir:

alle Parameterwerte von n-Eckspunkten, in denen
der Koeffizient von o nicht durch s ohne Rest teil-
bar ist, gehoren solchen imagindren =n-EKcken an,
deren Abtellung lauter imagindre n-Ecke enthilt
Es gibt also Abteilungen mit sechs reellen und zwolf imaginéren,
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und solche mit lauter imaginiren n-Ecken. — Es ist nun leicht zu
zeigen, dafl imaginire Abteilungen auch zu imaginiren System-
ringen gehoren, zu solchen Ringen, deren Systeme keine reellen
Punktpaare haben. Ist @ — & ein Punktpaar, das einem System S,
angehort, mit resp. den Parametern ¢ und 4’ und sucht man zu
irgend einem Punkte ¢ der C,, mit dem Parameter ¢/, den zuge-
hérigen Punkt 2, mit dem Parameter «', so daf ¢— 2 und ¢ — &
perspektivisch sind, also @ ¢ und b« sich in demselben Punkte ¢ der
C, schneiden, dann ist fiir diesen Punkt als dritten Sehnittpunkt der
Geraden @ ¢ mit der C, der Parameter — — (a' -} ¢'), weil aber der
Punkt d auch auf b liegt, so ist sein Parameter auch = — (' 4~ 2');
also ist — (@' - ¢") = — (&' +2') (mod o, w'),also &’ =a' ¢ — ¥'.
Ist nun @b eine Tangente der C, mit @ als Berithrungspunkt, dann

ist b'==-—24a'; also ist dann «' =3« }-¢'; bedeutet nun aber a
ein n-Eck einer imaginiren Abteilung, die also keine reellen Viel-
ko ko'

ecke enthilt, so ist ¢’ von der Form ?v_{__,,,,,/,.,, wo f'in k' nicht

ohne Rest enthalten ist. Setzen wir diesen Wert ein, dann erhalten
3 3k o . .
= Zw -+ S -+ ¢. Ieh will also nun zeigen, daf, wenn
auch c¢ reell ist, der zugehorige Punkt = doch imaginiir ist; dann
ko +3_k’_ai' g
e J !

ist aber nur dann nicht imaginir, wenn der Koeffizient von o',

N eine ganze Zahl ergibt; die andern beiden Glieder, 2 und ¢

wir: «

hat S, offenbar lauter imaginire Punktpaare. 2’ ==

«

7

<y 4 .

sind ja nach Voraussetzung reell, Da nun 7 keine ganze Zahl

. k . . \

ist, so kann 37 nur eine ganze Zahl sein fiir den KFall, daff /=3
ko | Fo

ist. Aber o :—6~—{— 3

ko . . . .
von der —— ein reelles Vieleck ist, wihrend wir vorausgesetzt
e

wiirde ein Vieleck der Abteilung sein,

haben, @' soll einer imaginsiren Abteilung angehéren; / kann also
nicht ='3 sein und 2’ ist imaginir. Also: Ist ¢ b eine Tangente
eines Systemrings mit lauter imaginiren Vielecken und bestimmt
man zu einem reellen Punkte ¢ der C, den entsprechenden Punkt
des Systems (¢ — b), so erweist sich z als imaginér. Stmtliche Punkt-
paare aller Systeme des Ringes bestehen entweder aus zwel imagi-
néren Punkten oder enthalten einen reellen und einen imaginiiren
Punkt. Das folgt daraus, daB man durch fortgesetates Unterordnen
von einem System des Ringes zu jedem anderen gelangen kann.
Ein imaginires System hat aber auch eine imaginire Unterordnung.

Anmerkung. Wie wir in 6 gesehen haben, enthilt eine
Abteilung zentraler 2 n-Ecke nur neun Vielecke, die sowohl die
Gruppe A, wie die Gruppe B bilden,

g
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8. Nun erhebt sich die Frage: existieren in Wirklichkeit anch
die merkwiirdigen 3 #-Icke, die wir in 3. beschrieben haben?

Ihr Vorhandensein lifit sich durch den Nachweis der Be-
ziehung zeigen, in der sie zu den um- und einbeschriebenen
n-EBcken stehen. Kin um- und einbeschrichenes #-Eek heifie
A 4,--- 4, A, eines von den der C, um- und einbeschriebenen

Dreiecken P, P, P,, und zwar gehore dasselbe dem Punktpaar-
system 2’ an. Zeichnet man nun den dritten Schnittpunkt von
A, P, mit der C,, @, ebenso den von 4, F, Q,, dann ist @, ¢,
ehenfalls eine Tangente der C,; und WennA “der Beriihrungspunks
der Tangente 4, A2 ist und P, der der 'la.novente P, P,, dann
ist @, dev Beriihrungspunkt der Tangente Q1 Q- Zoichnen wir
nun ebenso zu 4, 4, und P, P, die dritte Tangente @, ¢),, so ist
diese natiirlieh die Unterordnung von @, ¢,. Konstruieren wir so
weiter, bis wir wieder zu 4, 4, zuriickkommen, und setzen den
Prozef§ fort, so wird jetzt, wenn nicht # eine durch drei teilbare
Zahl ist, 4; A, nicht wieder mit P, P, zusammenkommen, sondern
entweder mit £, P; oder mit P, P“ je nachdem n#=1 (mod 3)
oder n =2 (mod 3) ist. Ist Jeut A, A, mit P, P, zu verbinden,
und erhilt man als dritte Tangente Q; Q),, so ist leicht Zu erkennen,
daff @, — @, gleichnetzig mit @ — @), ist, ohne daf natiirlich die
Punktpaare 1dentlsch sein konnen. Sei in P, — F, P, Eckpunkt,
P, Nu!lpunkt dann ist also in P, — P, P, Eckpunkt und P, Null-
pum&t Verbindet man also einmal A, mit P, und A, mit B,
ein anderes Mal 4, mit P, und 4, mit P,, so ist klar, daﬁ beide
Male 4, mit einem KEckpunkt, 4, mit dem zugehtrigen Nullpunks
eines Punktpaars von X' verbunden ist; die zwei Tangenten Q, Q,
und §; @, gehoren also derselben Trlpelkurve an (s. Lmlextung IILa);
Q,— Q, und Q) — @ sind gleichnetzig. — Setzen wir den Kon-
struktionsprozell weiter fort, bis wir wieder zu A4, 4, kommen, so
wird dieses Mal die Verbindung von 4, 4, und P, P, an die Reibe
kommen und eine Tangente @/ @) ergeben, und erst wenn wir in
der Fortsetzung der Konstruktion das dritte Mal zu 4, A, zuriick-
kommen, wird es sich treffen, dall 4, 4, wieder mit P, P, zusam-
menkommt, also wieder die dritte Tangente 0, @, sich ergibt.
Wir haben also das 3 n-Eek @, 0,...0,Q,0,...0 Q. Q.. .Q"

erhalten, in welchem @, — @, Q) — Q’ Q) — Q) blelchnetmg sind,

29

chenso Q, — Q., ¢, — @, Q”— Q, u. s w.

8a) Die Vollstindigkeit erfordert noch den Nachweis, dafl
jedes merkwiirdige 3 n- Fek durch unsere Konstruktion erzeugt
werden kann. Nehmen wir zu diesem Zwecke an, daf in dem A1ran-
gement der vorausgehenden Konstruktion ), Qz- QO Qe
das gegebene Vieleck sei, und zwar ein beliebiges merkwiirdiges
3 n-Kek, so laBt sich' umgekebrt zeigen, dafl dieses Vieleck in
Velblnduncf mit einem um- und einbeschriebenen Dreieck P, P, P;
ein um- und einbeschriebenes n-FEck 4, 4,... 4, hefert Ist nim-
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lich Q. Q,---Q, Q,-.-Q @/ ein beliebiges merkwiirdiges 3n-Eck,
dann sind die Dreiecke @, @ @7, @, @, Q) --- merkwiirdige Drei-

ecke (s. Einleitung 1V 8); also liegen z. B. die Dreiecke P, P, P,
und @, Q) @ drelfaeh perspekt1v1sch zu einander; es schneiden

sich also P, Q, P, @, P, ¢ in einem und demselben auf dem

C, he@enden Punkte A,. Zeichnen wir nun die Gerade P, @,
und 1hren dritten Schmttpunkt A, mit der ¢, und die suk?esswen
Unterordnungen dieser Geraden. P9 4, P, Q, Ay, Py Q, Ay,
P, Q, A, u. s. w., dann handelt es sich dalum, was fir ein Viel-
eck die Punkte A, A, A, A, .. bilden, ob ein 3n-Eck oder ein
einfaches n-Eck. Da[é die” 37@“’ Unterordnung @, P, A, wieder
Q, P, A, ist, ist selbstverstindlich. Ist nun aber = ‘__1(mod 3),
so kommt bei der Bildung der Unterordnungen I, @, P, @,

P @Q,---Q, mit P, zusammen und veranlafit die Verbindungslinie

Q. Pz, ebenso kommt @, mit P, zusammen und liefert Q) F,; aber
@, P, @ P, und Q7 P, schnexden sich doch in ecinem und dem-
selben V1eleckpunkt A,; ebenso die Unterordnungen @, P,, @, P,

und @) P, in 4, u. s. w.; es ist somit klar, dafi die Punkte

A, Ay ... ein elnfaches n-Eck bilden, da ja dle Linien ¢, P,
Qo PQ, Qg Py QP u s w. dieselben’ Vleleckspunkte Ay, A,
ausschneiden, wie wie Linien Q) P,, @, P, @, P, u. s. w. und dle

Linien @ P, Q] P, u. s. w.

Ist aber Sn=2 (mod 3), dann trifft in der Reihe der Unter-
ordnungen von P, @, @/ mit P, und @, mit P, zusammen, dann
4Bt sich also das Dreieck P P P, nicht zur Konstruktlon des
n-Hecks beniitzen; dafir aber die Projektion von P, P, P, von
einem Wendepunkt aus, etwa p, p, ;. Denn gehoxen die Punkt-
paare @, — @, @, — 7, Q7 — Q, der Punktpaarmannigfaltigkeit I,
die Punktpaare P, — Pg. P, — P,, P, — P, der Mannigfaltigkeit IT
an, dann gehort dle PrOJektlon der letzten drei Punktpaare, p, — pa,
Py — P3y P — py wieder der Mannigfaltigkeit I an, also schnelden
sich in den zwei Punktpaaren @, — Q und p,—p, @, p, und
Q. p, in einem Punkte A, ; durch diesen Punkt Al geht dann
wegen der dreifachen Perspektivitit der Dreiecke @, @ @) und
PP, Ps 2uch @7 p,. Aber wenn n=2 (mod 3) ist, und wenn man
p, wit @, verbindet, p, mit @, u.s.w., dann kommt gerade ¢ mit p,
und Q] mit p, zusammen. Also schneiden wieder von den Ge-
raden p, @, p, Q,--+, die das Vieleck 4, 4,-..auf der C, aus-
schneiden, je drei, p, @, p, @), p, @, denselben Punkt, 4, aus.
Wir erhalten also wieder ein einfaches n-Eck.

9. Wir haben uns nun mit der Frage nach der Existenz
zentraler 2n-Ecke zu beschiftigen. Diese Brage beantwortet sich
am einfachsten dadurch, dafi wir die Parameter fiir die Eckpunkte
der zentralen 2n-Feke aufstellen die irgend einen Wendepunkt,
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z. B. den mit dem Parameter o, als Zentrum haben — wobei iiber
die Parameter dieselben Festsetzungen gelten sollen, wie friiher.
Ist  der Parameter eines solchen Vieleckspunktes und bestimmen
wir die Reihe seiner Unterordnungen, dann erhalten wir fiir die
nt Unterordnung den Parameter (— 1)7, 2°. x; die Verbindungslinie
des Ausgangspunktes mit seiner n‘® Unterordnung muff nun durch
den Wendepunkt mit dem Parameter o gehen:; also erhalten wir
die Gleichung:

—z—(— 1" z=0(mod v, v);

also ist /IC(D—{—‘]C'LO'

- (_ 1)1z+1 9" _ 17
wo k und %' irgendwelche ganze Zahlen bedeuten.

Im Falle, dal n eine ungerade Zahl ist, erhilt man offenbar
alle Werte dieses Ausdrucks, wenn man % und %' die Werte aller
positiven Zahlen von 0 bis 2"— 2 gibt; also im ganzen (2" — 1)*
Werte. Ist n gerade, dann ist (— 1"7' 9" negativ; der Nenner
heiffit dann — 2" — 1; man erhilt in diesem IFalle alle Werte
des Ausdrucks, wenn man sowohl % als auch %' die Werte aller
negativen Zahlen von 0 bis — 2" annehmen lift, 0 und — 2" mit-

gerechnet. Das sind im ganzen (2" - 1)" Werte.
In beiden Fillen ist also die Zahl der Werte, die der Aus-

druck —'Zﬂ—i—:if—o—w annehmen kann, = [(— 1)" 7} 2" — 1], Die-

(—1)" et —1
ses Quadrat gibt also die Zahl der KEckpunkte aller zentralen
2n-Ecke an, die den Wendepunkt mit dem Parameter 0 als Zen-
trum haben. In der Zahl dieser Eckpunkte ist aber dieser Wende-
punkt selbst mitgerechnet; sein Parameter ergibt sich aus dem

Ausdruck ——Ar]w:{:lhu— fir k=0, 5'=20. In der Tat 146t sich,
(___ 1)n+ 2)1 —1

wie mehrfach erwihnt, ein Wendepunkt als ein unendlich kleines

Vieleck ansehen. Die Zahl der eigentlichen Vieleckspunkte betragt

also in unserem Falle [(— 1)"7'2"— 1] — 1. Da ein 2n-Eck
2n Eckpunkte hat, ergibt sich durch Division dieses Ausdrucks
. ndlgn

dutch 2n dio Zahl der Vielcke: 1 = % "1 1 natirlich
jeder Wendepunkt Zentrum gleich vieler zentraler 2n-Icke ist,
mufl man diese Zahl wiederum mit 9 multiplizieren, um die Zabl
aller zentralen 2n-Ecke zu bekommen. Setzen wir z. B. n=2>5,
so erhalten wir die zentralen 10-Ecke. In diesem Falle ist

(=02 —1P=1 [(—12—1] 1 __
20 - 10 -

_ @11 (@112 141 __32.30_ .
D 10 I TV
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also betriigt die Zahl aller zentralen 10-Ecke 9.96 = 864. - Nicht
ganz so einfach gestaltet sich die Auswertung unseres Ausdruckes,
wenn 2 ein ungerades Vielfaches von der Eckpunktzahl anderer
zentraler Vielecke ist. Ist z. B. 2n=18=23.6, so ist in der Zahl

der Eckpunkte der zentralen 18-Ecke, (2° — 1) — 1, offenbar auch
die Zahl der Eckpunkte aller zentralen Sechsecke enthalten. Ist etwa
A, A, ... Ag ein zentrales Sechseck, dessen Zentrum z. B. der Wende-
punkt e, ist, dann bildet das Vieleck 4, 4,... 4;4, 4y... 4,4, 4, ... 4;
offenbar auch ein zentrales Achtzehneck: die 5. Unterordnung
von A, ist Ay, die 6. wieder 4,, die 7. 4,, die 9. 4,; folglich
geht, da ja 4,4,... 4,4, ein zentrales Sechseck ist, die Diagonale,
die 4, mit der 9. Unterordnung von A4, verbindet, durch w;;
ebenso die Verbindungslinie von 4, und der 9. Unterordnung
von A,, A; u.s. w. Um also nur die Zahl der Punkte der eigent-
lichen Achtzehnecke zu erhalten, muff man die Zahl m, veranlalfst
durch die zentralen Sechsecke, in Abzug bringen. s ist aber

m=(2"—1"—1=48. Also erhalten wir fir die Zahl der
Eckpunkte der eigentlichen zentralen Achtzehnecke, die w, als
Zentrum haben: '

@ — 17 —1—48=(2"— 1)) — 7" =261072.

Wollen wir, um ein weiteres Beispiel anzufiihren, die Zahl der
zu w, gehorigen zentralen Dreiffigecke bestimmen, so miissen wir
bedenken, dafi 30 sowohl = 5.6, als auch ==38.10 ist. Von der

Zahl {(2" — 1) — 1} ist also sowohl die Zahl m der Eckpunkte
der zentralen Sechsecke, als auch die Zahl # der Eckpunkte der
zentralen Zehnecke abzuziehen.

Die Zahl der Eckpunkte der eigentlichen Dreifiigecke, die
zu ), gehoren, ist also

= (2" — 1)2—1——m—n; m =48, n=(2"— 1> — 1 =960.

Also ist die Zahl der Eckpunkte aller hier in Frage kommenden
DreiBigecke: 1073676288 — 48 — 960 = 1073675280 folglich die
Zahl der Dreifiigecke, die einen Wendepunkt umgeben = 35789176.
Issn=2¢-1)r und » wieder = (2s-41)¢, wo n,q,r,s, ¢ po-
sitive ganze Zahlen sind und handelt es sich wieder um die Zahl
aller eigentlichen zentralen 2#- Ecke, so sind die zentralen 2¢-Ecke
wieder bei der Bildung der zentralen 2 r-Ecke zu berticksichtigen u.s. w.
Man vergleiche hiemit die Betrachtungen, die Herr Picquet bei
der Bestimmung der Anzahl der einfachen 7-Ecke in der am Ein-
gang erwihnten Abhandlung angestellt hat.

9a) Zu demselben Ergebnis kommen wir, wenn wir die Zahl
aller Systemringe erster Art feststellen. Da némlich, wie wir in 6)
geschen haben, ein Systemring erster Art neun zentrale 2u-Ecke
liefert, so mufl sich durch Multiplikation der Zahl aller dieser
Systemringe mit neun die Zahl aller zentralen 2n-Fcke er-
geben. Also muB die Zahl der zentralen 2n-Ecke, die einem
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der neun Wendepunkte zugehtren, identisch mit der Zabhl aller
Systemringe sein. Nun hat es keine Schwierigkeit, diese Zahl fest-
zustellen. Ist S:8:... S5, ein Systemring erster Art und B, — C;
irgend ein Punktpaar von S, sind ferner B, und C,., resp.
die #t® Unterordnungen von B, und C,, also B, ,— C,1, die
nt* Unterordnung von B, — C,, dann ist B, 1— C,., perspektivisch
zu B, — C, ; es schneiden sich B, B, und G, C, 1, in einem Punkte M
der C;. Ist nun der Punkt B,;; dem Punkte B, unendlich be-
nachbart, dann wird B1B,.; Tangente in B, und M ist der Tan-
gentialpunkt; B, — C, und B,~— C,4; sind dann die zwei zu B, ge-
horigen Punktpaare von §;. Dieses Zusammenfallen der Punkte
B; und B,., wird nun eintreten, sobald B, Eckpunkt eines um-
und einbeschriebener #-Ecks ist. Dann fillt M mit B, zusammen.
Durch diesen Punkt B, geht also auch C;C,4; und die Frage
nach der Zahl aller Systemringe erster Art ist nun offenbar iden-
tisch mit der Frage nach der Zahl aller Punkte C|, die zu ihrer
nter Unterordnung C,.. so gelegen sind, dali die Verbindungslinie
C1Cuyy durch B, geht. Ist nun der Parameter von C, x, dann

ist der von Chyy (— 1)"2"2 und der des dritten Schnittpunktes

von G Cpp— [+ (— 1)"2%2]; dieser Parameter muf} derselbe
sein, wie der von B,; ist dieser p, so ist also

z[(—1"7'2" —1]==p (mod v, v);
also

o e=LElodle
(— 1"ttt —1

Die Zahl der Werte, die dieser Ausdruck annehmen kann, ist

offenbar wieder [(—1)"7'2" — 1. Der Ausdruck gibt uns die
Zahl aller Systeme an, die Glieder von Systemringen #‘* Ordnung
und erster Art sind; dabei enthilt der Ausdruck aber jedes System
doppelt. Denn ebenso wie die #f¢ Unterordnung von B; —C; By—Cp,
ist, so ist die n'* Unterordnung von B;—C,... wieder B,—C;, da ja
B,—C; und B,—C, ., die zwei einzigen zu B, gehorigen Punkt-
paare won S, sind. Unter den Losungen der Gleichung «) findet
sich also sowohl C; als auch C,;;, obwohl beide Punkte ein
Punktpaar desselben Systems, S, liefern. Wollen wir also nur die
Zahl der Systemringe haben, so miissen wir, weil # Systeme zu
einem Ring gehoren und jedes System doppelt in der durch a) ge-

gebenen Zahl enthalten ist, [(—1)"""'2* —1]* durch 27 dividieren.

Anmerkung. Die Ubereinstimmung dieser Zahl mit der
Zahl der zu einem Wendepunkt w, gehirigen zentralen 2n-Ecke
ist noch in anderer Beziehung interessant. Die Punkte C,C, ...
.o+ Oy Cryy ... Copn Gy bilden ein um- und einbeschriebenes beliebiges:
2n-Eck; die dritten Schnittpunkte der Diagonalen €, Chy1, CoCy 42
u. s. w. bilden das n-Eck B;B;,... B,. Ein solches ,begleitendes®
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n-Yck gehort offenbar zu jedem um- und einbeschriebenen 2n-Eck
und unsere Gleichung o) gibt nun alle die Eckpunkte C derjenigen
2n-Ecke, die By B.... B, als begleitendes n-Eck haben. Das be-
gleitende n-Eck aber, das zu einem zentralen 2#n-Eck mit dem
Wendepunkt w, als Zentrum gehort, ist das unendlich kleine n-TEeck,
das in den Wendepunkt w, fillt. Iu der Tat geht der Ausdruck «)
in den im vorigen Paragraphen diskutierten Ausdruck iiber fiir
p=0.

10. Wir wollen uns nun noch genauer mit dem merkwiirdi-
gen Jn-Kek beschiftigen. Wir haben gesehen, daf es eine Anzahl
reeller der ; um- und einbeschriebener n-Ecke gibt; ebenso ist
bekannt, dal zwei reelle der C;, um- und einbeschriebene Dreiecke
existieren. Da nun ein merkwiirdiges 3n-Eck, wie wir in 8. ge-
sehen haben, sich aus der Verbindung eines %-Kcks und eines
Dreiecks ergibt, so existieren auch reelle merkwiirdige 3#%-Ecke,
Ein solehes, 4,4,... 4;,, legen wir der nachstehenden Betrach-
tang zu Grunde. A;— A,4y, Appr— Aony1, Asngp1—4; seien
also Punktpaare des sich selbst untergeordneten Systems X'. Die
Wendepunkte seien w, w', w”, w_, w,, w]; w,, w}, w;; und zwar seien
w—w,w—w' w, —w,w, —uw w,—w,, w,—w, Panktpaare
von 2’5 w, w', w" seien die drei reellen Wendepunkte, Dann ist
nach 4. die Projektion von 4, 4,... 4;, von w aus,

w(d, 4y Asx))=w' (4, 4y - Agp) =" (4, 4, -+ 43);
diese Projektion sei @, a; --- @3, sie ist natiirlich auch reell. Da-
gegen ist

wo (A Ay« Agy)==w, (4, Ay -+ As5,) =

— — D ) (@)
=w, (4, 4y --- 43,)=a; a, - a,,

. - . 7 ( v
imaginir; ebenso wg (A, Ay -+ Asa) =al” azﬂ T agf 7. Desgleichen
sind die Projektionen des zweiten reellen Vielecks «; a, --- as, von
w, und w; aus,

W (@ By -tg,) = A AL .. A und ws(a @y - a5 ==

AP YB YD
= AP AP ... 4

30
. o . . . . 4
imagindr. Mit w, (a, ay - a3,) ist wieder w_ (a, @, --- az,) und
" - . . ’
w, (@ ay -+ - az,) identisch ; ebenso mitws (@, a, -+ Agn) Wy (e, @y - Asn)
rr . . .
und w, (@, a, -~ a3,). Die beiden Vielecke Aia) Agx) ---Ag,“,f und
A(f )Aéﬁ ) Ag}; sind natiirlich verschieden von einander; denn sie

sind ja Projektionen eines Vielecks a, a, --- a;, von jedesmal drei
. r "
verschiedenen Wendepunkten aus: A(f) oeovon w,,w,, w, aus,

a
5 "
A(p-.-vonw 5

’ . . .
g Wy, w, aus,  Wir sehen also: eine Abteilung

b f B
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merkwiirdiger 3n-Kcke enthidlt sechs Vielecke, die
Gruppe 4 bestehtausden 3n-Ecken 4, .-, Ag“)---, Aiﬂ)---;
die Gruppe B enthidlt die 3n-Ecke a, --., aga)---. P

J 1
Auch hier ist, wie beim beliebigen n-Eck jedes Viel-
eck der Gruppe 4 perspektivisch zu jedem Vieleck
der Gruppe B. Die Perspektivitdt ist aber hier eine

dreifache; die drei Projektionszentren bildet eines
» . ’ 144
der drei Wendepunktstripel: w, ', w" oder w, w, w,

oder w, w}, w;. In unserem Falle, wo wir von einem reellen
Vieleck ausgegangen sind, ergab sich je ein Vieleck jeder Gruppe
als reell: die beiden Vielecke 4, --- und o, -..; die anderen vier
Vielecke sind imagindr. Dafl eine Abteilung gerade sechs Vielecke
enthilt, steht im Einklange mit der Tatsache, dafl ein System des
Ringes, S;, 18 Tangenten mit der C, gemeinsam hat, jedes Vieleck
der Abteilung aber drei dieser 18 Tagenten enthilt:

A1 Az, An+1 An+2, A2n+1 A2n+23 @y Qyy Apl-i Bnf2y Uontf1 Banie

u. s. w. Es gibt natiirlich aufer solchen Abteilungen, die zwei
reelle Vielecke enthalten, auch Abteilungen mit lauter imaginsiren
Vielecken. Die diesbeziiglichen Unterscheidungen kénnen wir uns
hier ersparen, da sie sich an der Hand des Parameterausdruckes fiir
alle 3n-Eckspunkte in ganz #hnlicher Weise wie beim #»-ck
bewerkstelligen lassen, Dagegen ist es fiir die nachfolgenden Be-
trachtungen notwendig, dafB} wir diesen Parameterausdruck feststellen.
Wir haben gesehen, dafi die Linie, die einen Eckpunkt eines um-
und einbeschriebenen 7-Ecks mit einem Eekpunkt eines um- und
einbeschriebenen Dreiecks verbindet, als dritten Schnittpunkt mit
der C; einen Eckpunkt eines merkwiirdigen 3#-Ecks liefert. Die
Parameter simtlicher n-Eckspunkte sind in dem Ausdrucke

Eo-k o

(ﬂ 1)7L. 27l S 1

enthalten, in dem % und 4 irgend welche ganze Zahlen bedeuten.
Setzen wir in demselben n =3, so erhalten wir die Parameter fiir
die Eckpunkte der um- und einbeschriebenen Dreiecke. Der bei
dieser Spezialisierung sich ergebende Ausdruck ist von der Form

1
Lo 'j;—lﬁ, wo ¢ und /' irgendwelche positive oder negative Zahlen
bedeuten ; es ergeben sich allerdings schon simtliche Dreieckspunkte,
wenn man !/ und 7' alle Werte von 0 bis 8 annehmen lifit, wobei
wir aber natiirlich auch die neun Wendepunkte erhalten. Bringen wir
diese in Abzug, so ergibt sich also als die Zahl der eigentlichen
Dreieckseckpunkte 72, im Einklang mit der bekannten Tatsache,
daB es 24 um- und einbeschriebene Dreiecke gibt. — Der gesuchte
Ausdruck fir die Parameter unserer 3n-Eckspunkte ist somit
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ko-+Fo +l(u—}—-l'm’
(— 12" —1 9
Nenner bringen, unter Beriicksichtigung des Umstands, dafl

(—172"—1] durch 3 teilbar jst, — T ™
[(—1)2"—1]3
sn und ' beliebige ganze Zahlen bedeuten. Dabei ist vorausge-
setzt, daB der Nenner [(— 1)"2" — 1] nicht durch 9 teilbar ist.
Die Teilbarkeit des Nenners durch 9 ist aber, wie man sofort er-
kennt, wenn man ihn durch (22— 1) dividiert, nur dann moglich,
wenn # durch 3 teilbar ist. Diesen Fall haben wir bei unserer
Konstruktion des merkwiirdigen 3n-Ecks ausgeschlossen. — Die
Frage, ob auch ein merkwiirdiges 3n-Eck existiert fiir den Fall,
daff n durch 3 teilbar ist, welche besonderen Eigenschaften ihm
zukommen und wie es sich konstraieren Lifit, will ich einer be-
sonderen Untersuchung vorbehalten. Der fiir uns hier in Frage

kommende Ausdruck _me o enthilt auch alle Wende-

: (=12 =173
punkte. Alle reellen Werte bekommen wir, wenn wir m’' = 0 setzen.
Es hat nun auch keine Schwierigkeit, die Gesamtzah] aller merk-
wiirdigen 37-Ecke festzustellen, da alle Werte, die der Ausdruck an-
nehmen kann, erhalten werden, wenn wir, im Falle n gerade ist, jeden
der Parameter s und ' die Werte der positiven ganzen Zahlen von

0 bis [(2"—1)-3 — 1] annehmen lassen; im Falle » ungerade ist,
jedem der zwei Parameter die Werte simtlicher negativer ganzer
Zahlen von 0 bis [(-——2"— 1) .34 1] geben. Die Zahl aller mog-

mw ——{—- m o

oder, wenn wir die Briiche auf einen

, wo wieder

— istalsoin beiden
[(—D"2"—1]-3

Fillen = [(—1)"2" — 1J* 3% Nun zeigt aber unser Parameter-

ausdruck in seiner urspriinglichen Form

L /L‘w—[—k'w' _{_lw—}—l'm'
(—1)"2"— 1 9

lichen Werte unseres Ausdruckes

dab er auch die Parameter der Kckpunkte simtlicher um- und
einbeschriebenen Dreiecke enthdlt. Man erhilt dieselben, wenn
man in diesem Ausdruck % und %' =0 setzt. Wenn man also nur
die Eckpunkte der eigentlichen merkwiirdigen 3#-Kcke baben will,
mufl man aufler den neun Wendepunkten noch diese 72 Dreiecks-
eckpunkte abziehen. Beriicksichtigt man dann noch, daf 3#n-Eck-
punkte zusammen ein 3n-Eck ergeben, so erhilt man als die Zahl
aller moglichen merkwiirdigen 3n-Ecke

9[(—12"—1F—81_ 3{[(—1'2"—1]—9}
3n - 7




92 Hermann Oppenheimer.

So ergibt sich z. B. als die Zahl aller merkmiirdigen 24-Ecke
die Zahl 24381, als die Zahl aller merkmiirdigen 15-Ecke die
Zahl 648.

11. Wir wollen nun ein merkwiirdiges 3#-Eck beziiglich der
Lage seiner Eckpunkte einer genaneren Betrachtung unterzichen.
Das Vieleck heifle wieder 4, 4, ... 43, 4,. Wir betrachten das
Dreieck A4, A,41 Asnp1, dessen drei Punktpaare A, — Anyy,
Apg1— Aengr und Aoy 1 — 4, einem der vier ausgezeichneten
Systeme, 3, angehoren, also gleichnetzig sind. Da 4, — 4,1, und
Ay — Agnq1 die zwei Punktpaare des Systems 3 sind, die zu 4,
gehoren, so geht die Verbindungslinie von 4,1 und A4s, 4, durch 4,,
den Tangentialpunkt von 4, (s. Einleitung I); also: je dreiEck-
punkte eines solchen Vieleeks A4, 4, ... 43, 4, Anry,
Asygs und 4, liegen auf einer und derselben Geraden,
die wir somit als eine Doppeldiagonale bezeichnen
konnen. Das Vieleck hat3nsoleche Doppeldiagonalen.
Durch jeden Punkt 4, gehen deren drei:

0() AL An+7c A27z+7c+17 \e) Ak A
v) A, 4 A

Etn—1 “Trdon—1

2u--1 Ak-{—n-}—l?

Auf zweien dieser Doppeldiagonalen, ) und ),
liegt ein Punktpaar von 3, von dem ein Punkt 4, ist;
diese Punktpaare heiflen 4 —4,1; und dynyz— Az Bel
der Doppeldiagonale y) liefern die andern beiden
Punkte, die sie aufler dz enthilt, dasPunktpaar von3,
A7;~}—n—1 — Ak—[—2n—1-

12. Wir wollen fiir das Vorhandensein dieser merkwiirdigen
Eigenschaft noch einen weiteren Beweis anfithren, und zwar des-
wegen, weil dieser Beweis die Doppeldiago-
nalen zugleich in den Tripeln ergibt, die zu
den einzelnen Eckpunkten gehtren, und weil
er den Ubergang zum zentralen 2x-Eck ge-
stattet. Sind in Figur ba 4,, 4,, 45, dngs,
Anys, Ay wieder ickpunkte eines Sn-Ecks
von dem von uns behandelten Typus, sind
also 4 — A4, und 4,5 — A,y perspekti-
visch, ebenso A4, — 4, und A,y;— Anys,
so ist folgendes der Fall: 4, — A, ist gleich-
netzig mit 4, — 4,, weil 4, 4, und 4, 4,
Anzs auf einander folgende Tangenten sind (s. Ein-
leitung II); ebenso ist 4,11 — A5 gleich-
netzig A,11— Anpe. Also sind auch fol-
gende Punktpaare perspektivisech: 1. 4, — 4, und A,y — Anys,
2) Al — ‘43 und An—]—l _— An_'_g.

Anmerkung. Aus dem, was wir iiher Punktpaare aus-
einandergesetzt haben, ergibt sich von selbst, daff, wenn A— B

Fig, ba.
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und ¢ — b perspektivisch sind und 4 — B’ das zweite zu 4 ge-
hiorige Punktpaar des Systems ist, B'— 4 und @ —& auch per-
spektivisch sind.

Aus 1. folgt, dali 4,4, ; und 4,4, sich in einem und
demselben dritten Punkte Z der C; schneiden, aus 2., daff 4,4,
und 4; 4,15 auch einen und denselben dritten Schnittpunkt er-
geben, der mit dem eben erhaltenen Punkt Z identisch sein mufl,
weil er ja auch wieder der dritte Schuittpunkt von A;4,, ist.
In Z schneiden sich also die Diagonalen A4;4,4., As4,45 und
As Anyo. Esist nun leicht zu erkennen, dal Z mit Asn. o identisch
ist. Projiziere ich n#mlich das Punktpaar 4,— 4, ., von 4, aus,
so projiziert sich A,y nach Z, A4, nach dem Tangentialpunkt 4,.
Z — A, ist also gleichnetzig mit 4; — 4,15 projiziere ich dasselbe
Punktpaar 41— 4,1, von A,y aus, so projiziert sich 4, nach Z,
Ajy1 nach dem Tangentialpunkt A, .05 also sind die beiden Punkt-
paare von 2, die zu Z gehoren, Z— 4, und Z — A,4,. Das merk-
wiirdige Dreieck von X aber, dessen eine Seite 4,4, ist, heifit
.AgAn+g Ag,l_i_g) also ist Z identisch mit A2n+2.

Wenn wir uns nun fragen, gibt es beim M
zentralen 2#-Kck etwas dhnliches, wie diese
Doppeldiagonalen und ihre Beziehungen, so
erledigt sich diese Frage durch einen Blick
auf die Iigur 55, der eine #hnliche Uber-
legung zugrunde liegt, wie der Figur Ha.
Sind Ay, Aoy Ay, Awyy, Auys Eekpunkte
eines zentralen 2n-Kcks, so schneiden sich 77
also die Diagonalen 4,4, , und 4,4, in
einem Wendepunkt der Kurve w. Da nun Anss
Ang1dnys und A, 04,5 aufeinander fol- Fig. 5b.
gende Tangenten sind, so ist A,i1— A,
gleichnetzig mit 4,11 — A,p2 und 4,— 4., und es schneiden sich
also 4,114 und 4,34, in einem und demselben dritten Punkte M
der Kurve. Also: In einem zentralen 2n-Eck 4,4,...4;...
vo.dydyyq.. . Asn Ay schneiden sichdieDiagonalen e dyqn_s
und Ay_1Azy,y: in einem und demselben dritten
Punkte M der C,.

Anmerkung. Dieser Punkt M gehort aber nicht auch
wieder dem Vieleck selber an; sondern, wenn A;dy... Ao, A:
dem Systemring S;8:... 8,5, angehort, so ist M Eckpunkt eines

andern zentralen 2n-Kcks; der zugehorige Systemring S S;...8. S,

wird in seiner Beziehung zu S;S;...8,S; in 14. erortert werden.

13. Wir haben in 4. gesehen, dafl ein merkwiirdiges 3n-Eck
A; 4> ... A3, Ay mit seiner Projektion von einem Wendepunkt w,
aus, w; (A1 4, ... A;» 4,), in dreifach perspektivischer Beziehung steht:
@01(A1A9. .. Ag nAl) war == w2(A1A2. . .Agn Al) — ws(AlAZ. . AS 77.A1);
wobei die Punktpaare w, — w,, w, — w,, w, — w, demjenigen ausge-
zeichneten System, 2, angehorten, von dem A;— A, 1, do— Apis...
Punktpaare sind.  Es diirfte nunmehr von Interesse sein, die ganze
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Gruppe der merkwiirdigen 37-Ecke ins Auge zu fassen, die einem
solchen System zugrunde liegen. Wir wollen zu diesem Zwecke
ein Punktpaar 4, — 4, von = auswiihlen und die sukzessiven Unter-
ordnungen desselben, A]— A\ A/— A, A/— A)... A" — 4"
betrachten ; Ai")—A;”) sei also die n' Unterordnung von A, — 4,.
Es fragt sich nun, welcher Art ist die Beziehung zwischen 4, — 4,
und 4% —A®? Sind 4, — 4, und A" — A% perspektivisch oder
A, — 4, und AP — A%? Die Antwort ergibt sich sofort, wenn
wir das Punktpaar «w, — w, des Systems betrachten, von welchem
w, und w, Wendepunkte sind. Nennen wir die nt Unterordnung
von w, w\”, die von w,w ", dann sind also w, — w, und 1" — w’”
gleichnetzig. Wiren nun w,-—w, und w” — " perspektiviseh,
dann  wiirden 4, ™ und w, )" sich in einem Punkte der C,
schneiden; nun fillt aber, weil »;, und w, Wendepunkte sind,
w™ mit w, und %" mit w, zusammen, also ist w, w'” die Wende-
tangente in w,, w, w;”) die Wendetangente in w,; zwei Wende-
tangenten der C, konnen sich aber nicht in einem Punkte der C,
schneiden, da ja die drei Schnittpunkte einer Wendetangente mit
der C; in den Wendepunkt fallen. Also sind w, — w, und w;")—wgn)
perspektivisch, Aber auch ohne Zuhilfenahme der Wendepunkte
ist diese Art der Perspektivitidt bei irgend einem Punktpaar 4,— A4,
und einer seiner Unterordnungen leicht zu erkennen. Da 4, und 4,
kein konjugiertes Punktpaar bilden, so konnen sich die zwei Tan-
genten in diesen zwei Punkten 4 A4) und 4, 4] nicht in einem
Punkte der C, schneiden. Da aber 4, — .4, und A; — 4, gleich~
netzig sind, miissen 4, — 4, und 4, — A perspektivisch sein, ebenso-
A;— A, und 4] — 4] u. s. w.; in allen diesen Punktpaaren sind
also 4, A}, A7... von derselben Art, alle diese Punkte entweder
Nullpunkte oder Eckpunkte. -— Losgelost aus dem Rahmen unserer-
Betrachtungen, lifit sich diese bemerkenswerte Eigenschaft einer ¢
etwa in folgender Weise formulieren:

Sind w, und w, irgend zwei Wendepunkte einer C; und pro-
jiziert man dieselben auf die C, von irgend einem ihrer Punkte
aus, so erhilt man zwel Punkte 4, und B,, die in folgender Be-
ziehung zu einander stehen: zeichnet man zu 4, und B, die Reihe
ihrer sukzessiven Tangentialpunkte, resp. di, ds,...4x 1, 4s, ...
veieAy, ... und By, By, ... B._1, Bi,... B,,... wo also &
eine beliebige positive ganze Zahl und 4; der Tangential-
punkt von 4;_; ist, und % irgend eine Zahl >k, dann schneiden
sich 4; B, und B4, in einem Punkte der C;. — Wir wollen nun
diese Betrachtungen fiir unsere 37-FEcke verwerten. In 4, 4,... 43, 4x
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ist 4y~ A,1, ein Punktpaar von 3, dy— Ad,.5, Az—Aurs...

- Ar—Apyry ... Ay— Auy, . .. dieReihe der Unterordnungen. In
diesen Punktpaaren sind also 4., 4y, A;... Ay... 4, ... gleich-
artige Punkte; es schneiden sich also z. B. A, 4,4, und 4,1, 4,
in einem und demselben Punkte der C;; daran ersieht man, daf 4,— 4,
und Ay, — 4,1, gleichnetzig sind, wnd zwar so, dab A—.A,
und A4, ,— Ay . perspektivisch sind. Also: Ein Punktpaar, ge-
bildet von irgend einer Diagonale 4.4, eines merkwiirdigen 31- Ecks,
Ar— A4,, ist wieder ein Punktpaar eines Systemrings nt* Ordnung

und zweiter Art. — Die Diagonalpunktpaare unserer Vielecke
werden im Zusammenhange im nichsten Paragraphen erbrtert
werden. — Sind nun in der Reihe der Punktpaare A;— 4,14,

Ay—Anys. .. die Anfangspunkte A;, 4,... Nullpunkte, so sind
in der Projektion des Vielecks von einem Wendepunk aus, in
Q102 ...03,0, die Anfangspunkte a;a,... Eckpunkte der be-
treffenden Punktpaare. Wir ersehen daraus: die Gruppe der
merkwiirdigen 3n-Ecke, die einem ausgezeichneten
System X angehoren, teilt sich in zwei Kategorien
von3n-Keken, resp. 4, 4,.. 4, A, AA) . A, A, A7A]..
72 ] ’ ’ ’ 7 ry i

. ASAAl"' und a1a2"a3na1’ a1a2..663n@17 a’lai" "a37zal‘
Alle'hier in Betracht kommenden Punktpaare der
-y ’ r ]

exjste‘n Kategorie, 4,—4, .., A,—A, ..., A1~f,.1ﬂ+1_,
Ayg—A . Al— A, A]—A,,.. gehoren der einen

Punktpaarmannigfaltigkeit von £ an, alle Punktpaare

’ ’ ’ ’ 17 1
a,l, %+1’ By gy mnns G— @ 0y Uy— @ oyeeny @) —Q
’

Gy —@,.,... der zweiten Mannigfaltigkeit. Daraus ergibt
sich eine merkwiirdige Beziehung zwischen einem 3n-Hck der
ersten Kategorie, A; A5.. 4;.. Asn 4, und einem beliebigen 3%~Eck
@ &y .., .. a a der zweiten, In dem Dreieck Ay Apar As,qs sind
die Eekpunkte Punkte des Vielecks 4, 4y .. Ay .. ds, A;, und die
Punk;cpaare Ae— Apyry, Apgr— Aonir, Aonyr— Ar sind Punkt-
paare von 2; #hnlich verhilt es sich mit dem Dreieck «; @ 1
nun sjind A,C—A/n T unld @ —a,, perspektivise}l, ebens<3 A4, T
-~A2§1+k und @, ,—a, ., Ay, —4, und @, —a;; also ist
das efne Dreieck o« 1@, , die Projektion des anderen, 4, 4, .,
Aznyx, von irgend einem Punkte M; der C; aus und wir kommen
zu folgendem Satze: ist 4y Ay.. A, A, ein 3n-Eck der ersten
Kategorie des Systems I, a,a,..a, @ ein solches der
zweliten Kategorie, sind ferner # und [ irgendwelche
i . . a
von einander unabhingige Zahlen zwischen 1 und 3,
d.ann schneiden sich 4,4, A,y 4,00, in
einem und demselben Punkte M, der C;.— Der Satz um-
falit natiirlich auch den speziellen Fall,” daf w,a, .. eine Projek-
tion von 4, 4, .. ist. Zeichnen wir die sukzessiven Unterordnungen
der Geraden 4, a M , A0 M, A raa M, ..., so ist klar,
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daf M M, eine Tangente der C, ist, da auch 4, 4, | uwnd a;a
Tangenten sind. Nun ist die %' Unterordnung des Geradentripels
A,.a, An+k“;¢+w Agn_%_k a, 4 das Geradentripel Aﬂ+ka;+l, {42R+k
Byuirs ASn—}—ka:;n-[—l:J aber 4, =4, und a“_l_l:a/f; folglich 1st
die n'* Unterordnung des Tripels mit dem Tripel wieder identisch;
somit M, M, .. ein um- und einbeschriebenes n-Fck. Also: ist
Az A1 einebeliebige Tangente irgend eines Vielecks
der ersten Kategorie, mit 45 als Berithrungspunkt,
@a,  eine Tangente eines Vielecks der zweiten Ka-
tegorie, mit ¢, als Bertihrungspunkt, dann schneiden
4,0, und 4, a  resp. Berithrungspunkt und Tangen-
tialpunkt einer dritten Tangente aus, M, M, . M, M, ist
eine Tangente eines um- und einbeschriebenen ein-
fachen n-Ecks.

Der Satz liafit eine merkwiirdige Verallgemeinerung zu. Wenn
wir ndmlich bei den Punktpaaren von = in gewohnter Weise die
Mannigfaltigkeiten I und Il unterscheiden, deren erste die Punkt-
paare 4— B, die zweite die zu diesen perspektivischen Punkt-
paare a—b umfaft, so lassen sich auch alle merkwiirdigen 3%-
Ecke des Systems, wobei # eine beliebige ganze Zahl sein kann,
in zwei Kategorien spalten: die erste Kategorie umfafit die Viel-
ecke, deren Diagonalpunktpaare A, — A, 1, As— A, 42 der Mannig-
taltigkeit I angehoren, die zweite diejenigen, deren Diagonalpunkt-
paare @i-—d,1, G2 — dpr2 Punktpaare der Mannigfaltigkeit II
sind. Ist nun z. B, 4,45... 45.. 45,4, ein merkwiirdiges
3n-Eck der ersten Kategorie, a;as....a;,0; ein merk-
wiirdiges 3p-Eck der zweiten, dann schneiden sich,
ihnlich wie beim vorigen Satze, Adia, Autntpiy,
Asntn@pp; in einem und demselben Punkte der O,

Es eriibrigt nun noch ein kurzes Eingehen auf die Bezie-
hungen zwischen zwei merkwiirdigen Vielecken derselben Kategorie.
Sind 4y Arty digon und @ @rypGitay zwel merkwiirdige Drei-
ecke und -schneiden sich -die Verbindungslinien Ax a;, Astrn @1t p,
Anyontiys, in demselben Punkte der C;, ist ferner das Dreieck
By Biyp Biysp eine Projektion des Dreiecks @ oy, aiysp, dann
sind die zwei Dreiecke A, Ap1, Ayen und By By Biys, von
der Art perspektivisch, dafl A, B, Apon Bitop, Aipon Bir, ein
Tripel von Geraden sind, die sich in demselben Punkte der C,
schneiden. Daraus ergibt sich folgender Satz:

Sind A;4,... 4, ... 43, 4, und B, B;... B,... B;, By zwel
merkwiirdige Vielecke derselben Kategorie ein 3#-
Eeck und ein 3p-Eck, dann schneiden sich die Ver-
bindungslinien 4,B;, 4yysBi1op, Arr2.Biy, in demsel-
ben Punkte der C,.

14. Tch will nun zeigen, daB, sobald uns ein merkwiirdiges
3n-Eek oder ein zentrales 2n-Eck gegeben ist, eine Reihe

’



Um- und einbeschriebene Vielecke der Cj. 97

weiterer Vielecke der gleichen Art sich ohne weiteres konstruieren
lassen. Zu diesem Zwecke beschiftigen wir uns kurz mit zwel
(Gtattungen von Systemringen, die sich aus einem um- und ein-
beschriebenen Vieleck unmittelbar ergeben. Ist A;4s..4n.. Az. ..
Ay A, ein um- und einbeschriebenes n-Eck, das dem Systemring
818z .. 8.8 angehort, und ist 4,4, irgend eine Diagonale des-
selben, so ist das durch diese Diagonale veranlafite Punktpaar, das
wDiagonalpunktpaar® 4;,— A4, auch wieder ein Punktpaar eines
Systemrings; denn die #*® Unterordnung von A ist wieder 4, und
die n** Unterordnung von A4, fillt wieder mit 4, zusammen. Es ist
dies wieder ein Systemring 2. Art, da wenn wir einen Augenblick
die n* Unterordnung von 4, mit 4, bezeichnen, die von A4, mit
A4;, A, A4, und 4, A sich nicht in einem Punkte der C; schneiden
konnen, weil ja 4,4, die Tangente in 4, ist, 4,4, die in 4,,
die Tangenten zweier Punkte sich aber nur bei einem konjugierten
Punktpaar in einem Punkte der, C; schneiden. Solche Systemringe
von Diagonalpunktpaaren veranlafit also ein gegebener Systemring
8, 8,...8. 8, so viele, als ein ihm angehériges um- und ein-
beschriebenes Vieleck von einem Punkte ausgehende Diagonalen
hat. Die von 4, ausgehenden Diagonalen des Vielecks 4, 4, .. 4, 4,
sind 4 4, A, 4,...4,4,.. A A _; dassind (n-3)-Diagonalen;
die zugehorigen Diagonalpunktpaare und ihre Systemringe sind
aber nicht von einander und dem Systemring S, S, ...S.S; un-
abhingig. Ist z. B. das Diagonalpunktpaar 4,— A, gegeben, so
wird es im allgemeinen, wenn k irgend eine positive Zahl <T# ist,
keine Schwierigkeit haben, das Punktpaar 4;— A4, des Ringes
818 ... 8,8, zu konstruieren: mit dem Punktpaar 4;— A, sind
auch die Punktpaare simtlicher Unterordnungen gegeben, also
auch Ap— A4y, die (k— 1)t Unterordnung von 4;— 4;, damit
aber auch das Diagonalpunktpaar 4,— 4,;_1; ebenso findet man
von dem Punktpaar 4;— Ay, ; aus das Punktpaar 4,— A4z,
u. s. w. Im allgemeinen wird aber die Reihe der Punkte A,
Asi—1, Asi—5.. alle Punkte des n-Ecks, also auch den Punkt
A, ergeben. So lassen sich von einem Diagonalpunktpaar aus alle
iibrigen und der gegebene Systemring konstruieren. Allerdings gibt
es Ausnahmefille; diese mogen einer besonderen Untersuchung
vorbehalten bleiben.

Die zweite Gruppe von Systemringen, die mit einem um-
und einbeschriebenen Vieleck A;d,.. 4,.. A, 4, gleichzeitig ge-
geben ist, wird veranlafit durch die dritten Schnittpunkte der Dia-
gonalen des Vieleckes. Ist A, der dritte Schnittpunkt von 4,4,
mit der Cj, so ist dieser Punkt offenbar auch ein Eckpunkt eines
um- und einbeschriebenen Vielecks. Dieses Vieleck heifit 4, ;
,A2,k+1A3’k+2 .. An,k-{-—n Al,k . Al,k Ag,k_,_l iSt dle dritte Tangente u
den zwei Tangenten 4,4, und Ap Ay, denn nach Voraussetzung
liegen A,, 4;, A;  auf einer Geraden, ebenso Ay, A1, Az rt1-
Soleher Vielecke gibt es #-3. Sie sind durch folgende Eckpunkte be-
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stimmt: Ay 5, Ay s, A1 5... Ayn—1; jeder dieser Eckpunkte ge-
hort einem der (n-3)-Vielecke an.

15. Besonderes Interesse bieten diese zwei Kategorien von
Systemringen bei unseren zwei ausgezeichneten Vielecken, dem
zentralen 2xn-Eek und dem merkwiirdigen 3#-Eck., Namentlich
lohnt es sich, die Frage aufzuwerfen, welcher Art die Vielecke
sind, die diesen Systemringen angehioren, wenn das Ausgangs-
vieleck ein zentrales 2n-Xck oder ein merkwiirdiges 3#-Eck ist.
Ist A4 — A4, ein Diagonalpunktpaar eines zentralen 2n-Ecks
Ay Ay An .. 4. . Ay, A, mit einem Wendepunkt w als Zentrum,
so ist die nf® Unterordnung dieses Punktpaares, A,in— 4.1,
gleichnetzig mit 4,—4,; denn es schneiden sich nach Voraus-
setzung, derzufolge das gegebene Vieleck ein zentrales ist, 4; 4, 1»
und 4; A»1; in dem Wendepunkt w. Daraus ergibt sich aber auch
die Art der Gleichnetzigkeit: A4,— 4; ist perspektivisch zu
Ay yn—A,y.. Die zu den Systemringen der Diagonalpunktpaare
gehtrigen Vielecke sind also wieder zentrale 2 # - Eicke. — Ebenso ein-
fach ist der Nachweis, dafl auch die zweite Kategorie von Vielecken
zentrale 2 - Ecke sind, z. B. das Vieleek Ay r 4o i1 ..« Aoprpon—1-

Ein Blick auf die Figur 6 zeigt, daf,, da 4, 4,1, und
Ar Ay yx sich in dem Wendepunkt w schneiden, auch die Linie
der dritten Schnittpunkte, As x Az 1,041, durch diesen Wendepunkt

gehen mufl. Also hat das Vieleck
A, Ak Ark AixAaraa ... die Eigenschaft, dal ein
Eckpunkt desselben, A4;; und seine
n*® Unterordnung A,.+1,.4% auf einer
Mnznrh Geraden liegen, die durch w geht. Alle
diese (n-3) Vielecke, 4, 5 ..., Ay, 4. ..,
Ay ooty oo Aoy, .., sind also
wieder zentrale Vielecke mit w als
Zentrum, 4
w 15a) Es liegt die Frage nahe,
was fiir einem Vieleck der dritte
Fig. 6. Schnittpunkt derjenigen Linie angehiort,
die nicht zwei Eckpunkte eines und
desselben Vielecks verbindet, sondern zweier beliebiger zentraler
2n-Eecke, Die zwei Vielecke seien A4; Ay .. Ap... Asn Ay und
B, B,...B,..By,B,, ihre Zentren resp. die Wendepunkte w und
w', der dritte Wendepunkt auf der Geraden ww' sei w”. Ver-
binden wir nun 4; mit B; und ist der dritte Schnittpunkt von
Ay B, mit der C; der Punkt C,, so ist leicht zu erkennen, daf
Cn wieder Eckpunkt eines zentralen 27n-Ecks ist, dessen Zentrum
der Punkt ' 1st. Zeichnen wir nimlich die n**® Unterordnungen
zu A, By, Cn, vesp. Augry Bagi, Cotm, 80 ist klar, dafl diese
drei Punkte auch wieder auf einer Geraden liegen, da die Tan-
gentialpunkte dreier Punkte einer C;, die auf einer Geraden liegen,
auch wieder Punkte einer Geraden sind, also auch die nt® Un-
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mit C, und #" in einer (teraden. C, gehort also einem zentralen
2n-Eek mit dem Zentrum #' an. Da somit die Verbindung
zweler zentraler 2#%- Ecke wieder ein zentrales 2#n-Eck ergibt, so
mufl umgekehrt die Verbindung eines zentralen und eines nicht
zentralen 2% - FEcks ein nicht zentrales 2#-Eck ergeben.

Der eben bewiesene Satz lifit noch eine interessante Ver-
allgemeinerung zu, die sich so aussprechen léifit: Verbindet man
einen Eckpunkt eines zentralen 2(2p-|1)-Ecks mit
einem Eckpunkt eines zentralen 2(2¢9-4-1)-Ecks, wo ¢
und pirgendwelche positive ganze Zahlen sind, so ist
der dritte Schnittpunkt der Verbindungslinie mitder
0, Eckpunkt eines zentralen 2s-Ecks, wenn s das
kleinste gemeinschaftliche Vielfache zu 2p--1) und
(2¢-+1)ist. Sind die Zentrendes 2(2p-1)-Ecksund des
2(2q¢-+1)-Ecks resp. wund «/, dann istdas Zentrumdes
2s-Ecksder Punktw”, wennw, w', w” auf einer Geraden
liegen. Der Beweis dieses Satzes ist genau derselbe, wie im
vorigen Falle, wenn nur die nt*» Unterordnungen der Punkte Ay,
B, C, durch die st Unterordnungen ersetzt werden. Es ist dabei
zu bedenken, dafi, da s ein ungerades Vielfaches von (2p—-1) und
(2¢-1) ist, die st Unterordnung von 4; mit der (2p--1)*= Unter-
ordnung dieses Punktes, ebenso die st Unterordnung des Punktes
B, mit der (2¢--1)t" Unterordnung desselben identisch ist.

1506) Es liegt nun die Frage nahe, was sich ergibt, wenn
wir zwel zentrale Vielecke miteinander verbinden, deren Ick-
punktzahl gegeben ist durch resp. 2a = p2° und 26 =n2"", wo
p und n ungerade Zahlen, ¢ und b beliebige ganze Zahlen > o
sind. Das eine Vieleck heille 4, 4, ... Ay1.. A2, A4;, das andere
B By...Bg1..By;B,; dann ist die Bedingung dafiir, dafi die
Verbindungslinien 4, B, C,, 4, B, C, ... mit ihren dritten Schnitt-
punkten mit der C;, C,, C, .. wieder ein zentrales Vieleck liefern,
die, dafl in der Reihe dieser Verbindungslinien, 4, B,, 4, B, ...,
auch die Linie A4y, Bsy: sich findet, d. h., daB nach gleich vielen
Unterordnungen von 4, und B, aus die Punkte 4., und Bsy,
erreicht werden. Denn die Verbindungslinien 4, B, und 4, B,
liefern mit ihren dritten Schnittpunkten ein Punktpaar C; — C,,
das ein Tripelpunktpaar zu 4, — 4, und B, — B, ist. Nun ist
Agy1— A,qs perspektivisech zu A4, — A,; ebenso Bgyi— Bsye
perspektivisch zu B, — B,; also wird auch das Punktpaar der
dritten Schnittpunkte zu A,.y; Bsr, und A,4 5 Bpye, wir wollen
es Cni1— Cpiy heillen, perspektivisch zu C; — C, sein. Finden
sich also in der Reihe der Linien A, B;, A, B,.. diese Linien
Aoy 1Big1y, Aug2Bpys, dann wird das Vieleck C, C,... Crnp1 Cups ...
ein zentrales sein, da ja C, — C, und Cpp1— Caya perspektivisch
sind. Nun wird der Punkt 4,4, von A4, aus nach a, 3a, Ha,....
(2¢--1) a Unterordnungen erreicht ; der Punkt B ebensonach 3,38,
terordnungen, Nun bilden die drei Geraden A; B, Cn, ww'w",

7%
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Auyx Boyi Coyn eine zerfallene C,; diese bildet mit der gege-
benen C; einen Kurvenbiischel, dessen Basispunkte die 9 Schnitt-
punkte der 3 Geraden sind: 4z, By, Cn., w, w', w", A,y
By Coym. Nach Voraussetzung aber, der zufolge A;4,..
und B, B, .. zentrale Vielecke sind, liegen auch 4;, w und 4,4
auf einer Geraden, ebenso auch B, w' und B,y,. Also bilden die
drel Geraden A, w A, i, B,w' B, y., Cpw" wieder einen Kurven-
biischel mit der C,, mit den 8 Basispunkten A, w, A, i, B, w,
B.i11, Cn, w'. Da diese 8 Punkte aber auch Basispunkte des erst-
genannten Biischels sind, so sind diese Biischel identisch, haben
also auch den 9** Basispunkt, C,y., gemeinsam. Dieser 9. Basis-
punkt mufl aber auch auf der 3. Geraden Cpw' liegen, die mit
den Geraden Apw A,4: und Byw' B, 1; zusammen eine Kurve des
Biischels bildet. Also: die n* Unterordnung von C., C,ym, liegt
5f...(2r—+1)¢ Unterordnungen. — Nach 2«, 44, ... Unterordnungen
kommt man wieder zu 4, zurtick, ebenso nach 28, 4% ... Unterord-
nungen von B, aus wieder nach B, . — Ist nun das kleinste gemein-
schaftliche Vielfache zu a==p.2" " und 3=n.2" """ y==5.2°F* 1
wo natiirlich, ebenso wie p und #, auch s eine ungerade Zahl ist,
so ist, da nach Voraussetzung 4>1 ist, a eine gerade Anzahl von

Malen in y enthalten, dagegen [ eine ungerade Anzahl von Malen;

niemals kann also die Gleichung bestehen: (2¢-+1)a=(2r-}-1)5,

wo ¢ und » irgend welche positive ganze Zahlen sind. Die Existenz

einer solchen Gleichung wire aber die Bedingung dafiir, dafi nach

gleich vielen Unterordnungen resp. von 4, und von B, aus ein

Zusammentreffen von A,4; mit Bgy; stattfinden und die Ver-

bindungslinie 4,4, Bsy1 sich ergeben wiirde. Wir sehen also:

Zwel zentrale Vielecke liefern durch ihre

Az 3 Verbindung beliebige, aber nicht zentrale

. Vielecke, wenn ihre Eckpunktzahlen den

A : Ay Faktor 2 in verschiedener Hiufigkeit ent-

Fig. 7. halten. Ebenso ist ohne weiteres klar, dafl

ein beliebiges nicht zentrales p-Eck und

ein beliebiges zentrales 2#-Eck im allgemeinen nicht wieder ein
zentrales Vieleck geben.

16. Wir wollen nun die Systemringe und zugehorigen Viel-
ecke erortern, die durch ein merkwiirdiges 3n-Eek 4, 4, ... 45, 4,
veranlalit werden; zuniichst die Systemringe der Diagonalpunkt-
paare. Wir haben schon in 13. gesehen, daf diese Punktpaare wieder
Systemringen n'** Ordnung und zweiter Art angehsren. Die zuge-
horigen Vielecke sind also entweder einfache 7-Ecke oder merk-
witrdige 3n-Kcke. Ich will nun zeigen, daB es eine Gruppe von
Diagonalpunktpaaren gibt, die n-Ecke liefert, wihrend alle anderen
3n-Ecke ergeben.

Sind 4,, A4,, A;, Ay (Fig. 7) aufeinanderfolgende Punkte
unseres 37 -Kcks und gehort 4, — 4, dem System S, des dem
Vieleck zu Grunde liegenden Systemringes S, S, .. S, S, an, 4, — 4,
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dem untergeordneten System S,, u.s. w., so ist 4; — 4, ebenfalls
ein Punktpaar von S, weil 4, 4, und A4, 4; aufeinanderfolgende
Tangenten sind (s. Einleitung 1I); die Unterordnung von 4, — 4,
ist A, — A,; dieses Punktpaar gehort somit dem System S, an.
Nun ist das erste Tripelsystem (s. Einleitung III), das zu S, und
S, gehort, S, selbst, da in dem Dreieck 4, 4, 4, A,—A4;, wie
eben erwihnt, S, angehort, wihrend A, — 4, und 4,— A, be-
ziehungsweise Punktpaare von S, und S, sind. Das zweite Tripel-
system zu S, und S;, S;, wird durch das Dreieck 4, 4, 4, ge-
geliefert, welches 4, — 4, mit dem Dreieck 4, 4, 4, gemeinsam
hat, wihrend A, — A4, das andere zu A4, gehorige Punktpaar von
S, ist (s. Einleitung IlTa); also gehort 4, -—4, dem zweiten
Tripelsystem zu S, und S,, S;, an. Bestimmt man nun die zwet
zu dem Wendepunkt w gehorigen Punktpaare von 8, w—3,
und w—; (s. Fig. 8), so ist U, der dritte Schnittpunkt von 2 %,
mit der (,, wie man sofort erkennt, wenn man w—3%, von dem
w unendlich benachbarten Punkte aus projiziert: der Wendepunkt
w projiziert sich in sich selbst und ¥ projiziert sich in den dritten
Schnittpunkt von w9,. Zeichnet man nun zu ¥, die Reihe der
Unterordnungspunkte, %A,, A, A, u. s. w., so ist leicht zu er-
kennen, daB das Vieleck % A, %, ... ein einfaches n-Eck ist. Da
nimlich siémtliche Unterordnungen des Wendepunktes w mit w selbst
zusammenfallen, ist die Reihe der Unterordnungen von w-—U,
w—3Ay,, w—U; u.s. w., ebenso die Reihe der

Unterordnungen von w—A; w—UA, w—A u. Az

. 27 3 Al 3
s.w. Die nt Unterordnung von w-—9, ist 10— W 1.
Nun ist der Systemring 5, S, .. S, S, dem w-—3; A, A
angehort, #'* Ordnung und zweiter Art; darans Af\" | /%
folgt, dafl w—W, 41 mit w— A, gleichnetzig ist,
und zwar so, dafl 9,1, und Y, von derselben Art
sind. Da aber die einzigen zwei zu w gehorigen
Punktpaare von S w—2, und w—2A, sind, U
und U, aber verschiedener Art sind, so mufl 9,1 w
mit U, zusammenfallen, Es ist nun leicht zu be- Fig. 8.
weisen, daf} dieses n-Eck % A, ... A, A, ein Viel-
eck des Systemringes S; 8, ....S S, ist, von dem, wie wir sahen,

A, — A, ein Punktpaar ist. Das ergibt sich aus der Betrachtung
der Dreiecke o w, und ¥, w,, welche ganz shnlich der vorhin
angestellten Betrachtung der Dreiecke A, 4, 4, und A4, 4, 4, ist.
Die beiden Dreiecke (s. Fig. 8) haben das dem System S, zuge-
horigen Punktpaare w—9, gemeinsam; »—9, und w— A sind
gleichnetzig und gehiren dem System §, an; also sind wieder
o, — U, und A, — A, Punktpaare je eines der beiden Tripelsysteme
von S, und S,. Da nun % — ¥ ein Punktpaar von S, ist, da
dieses Punktpaar die Projektion von w—%, von U, aus ist, so
gehort das andere Punktpaar, 9, — 9, , dem zweiten Tripelsystem, S|,
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an. Wir sehen also: das Diagonalpunktpaar 4, — 4, unseres
3n-Eecks 4, 4,... A5, A, gehort einem Systemring S S, ..
an, dessen Vielecke einfache n-Ecke sind. Betrachten wir
nun das Dreieck 4, 4, A; und die dreizugehirigen Punktpaare 4, — 4,,
A,—A4;, A, —4;, so sehen wir: A4, — 4, gehirt dem System
S, an, 4, — A, der dritten Unterordnung von S;, S, und A4, — 4,
einem de1 zwei Tripelsysteme von S, und S, ;. Ich will nun be-
weisen, daB auch der Systemring S;'S; . S” , dem das Punktpaar

A, — A, angehort, n-Ecke liefert. Hat man zwei der C; um- und
einbeschriebene - Ecke, 4,.4,..4,4, und B, B, .. B,,v B,, die
beziehungsweise den Systemringen S, S;.. 8,8, und T, T, .. T, T}
angehtren, und zeichnen wir die Linien A4, B, mit dem dritten
Schuittpunkt €, und 4, B, mit dem dritten Schnittpunkt C,, so
gehort das Punktpaar C; — C, dem einen Tripelsystem zu S, und
Ty, B,, an. Es ist nun klar, dafl, wenn man ebenso A; B, mit
dem dritten Schnittpunkte C,, 4, B, mit dem dritten Schnittpunkte
C, u.s.w. konstruiert, C; C, C; ... wieder ein n-Eck wird, das
dem Tripelsystemring R, R, .. R, B, angehort. — Die Bedeutung
des Wortes ,,Tnpelsystemung elmbt sich aus dem Ausammenhang
von selber. Projizieren wir nun B B,..B, B, von einem Wende-
punkt w aus und erhalten wir das Vieleck b by ..byb;, dann ist
b, — b, gleichnetzig mit B, — B,; aber wenn B Nullpunkt ist,
dann ist 6, Eckpunkt; wenn B, Nullpunkt ist, is’c b, Eckpunkt.
Bringt man also statt der Vielecke 4, 4,..4, 4, und B, B, .. B, B,
die Vielecke A4, 4,.. 4, 4, und 4, b,..56,b in Verbindung, indem
man wieder die Geraden 4,0, , A;b,... zieht, so erhilt man an
Stelle des Vielecks C, C,... C, C; ein Vieleck C; C, .. C, und es
ist klar, dab C,— C, dem zweiten zu S, und 7 gehorigen Tripel-
system, B, angehtort. Da dieses Vieleck C;C, .. C C,, weil ent-
standen aus der Verbindung zweievr #- Ecke, offenbar auch wieder
ein n-Eck ist, so konnen wir den Satz aussprechen: liefern zwel
Systemringe S;..S, und T).. T, einfache n-Ecke und greift man
irgend ein System aus jedem der zwei Ringe heraus, beziehungsweise S|
und 7, und bildet die zwei zu diesen Systemen gehorigen Tripel-
systeme, B und B, so sind das ebenfalls Systeme von Ringen
n'* Ordnung, R R,...R R und R R,..R I, und die zuge-
horigen Vielecke sind ebenfalls einfache n-Xcke. — Machen wir
von dieser Erkenntnis die Anwendung auf das Dreieck 4, 4,4,
so sehen wir, 4, — A, liefert, weil einem der 'lupelsysteme, Sy,
zu A, — A, und A, —A ano“ehorlo“ ebenfalls einfache »-Ecke.
So kann man nun toltfahlen “und die ganze Reihe der Dreiecke
A A 4,,, 4, AmA13 A A, A, ... ener dhnlichen Betrachtung
unterziehen In'4 L 7*110 zum Be1sp1el liefert, wie wir eben be-
wiesen haben, A, —A einfache n-Ecke, 4, —A10 ist die 6. Unter-
ordnung von A Ay, liefert also ebenfalls einfache #-Ecke, also
liefert das Trlpelpunktpaar A, — 4,, ebenfalls einfache #-Ecke.
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Also: die Diagonalpunktpaare A, —4,, 4, — A4,,
A, —A,...4 —A45,_sgehdrenRingsystemen an,die ein-
fachen-Eckeliefern Mankann das auchsoausdriicken:
4, verbunden mit allen den Punkten 4, deren Ord-
nungszahlkderKongruenzgeniigt: k=1 (mod 3), liefert
Diagonalpunktpaarsysteme mit einfachen n-Ecken.
Betrachten wir nun das Dreieck 4, 4, 4, sosehen wir: 4, — 4, ist ein
Punktpaar von S, veranlafit also 3%- Ecke; 4, — A, ist die zweite
Unterordnung von 4, — A,, einem Punktpaar von S, liefert also

einfache »-Ecke. Wenn aber die drei Punktpaare eines der C;-
einbeschriebenen Dreiecks Systemringen »'" Ordnung angehoren,
resp. A4, B und C und der Ring 4 3n-Ecke liefert, B aber ein-
fache n-Kcke, dann muff C auch 3n-Ecke liefern. Denn der
Ring A ist ein Tripelring zu B und C. Also miissen sich seine
Vielecke durch Kombination der Vielecke von B und C ergeben.
Aber ein 3n-FEck kann sich niemals aus der Kombination zweier
einfacher #-Ecke ergeben. Wenn also 4 3n-Ecke, B einfache
n-Ecke ergibt, mufl C 3n-Ecke enthalten. Dieses, angewandt auf
unser Dreieck 4, 4, 4;, ergibt, dall der Systemring, dem A, — 4,
angehort, 3n-Ecke liefern mufl, weil der Systemring (4, — 4;)
3n-Ecke und der Systemring (4, — 4;) einfache #-Ecke enthiilt.
— ,Systemring (4, — 4,)“ heifle der Ring, dem das Punktpaar
» — A, angehort. — Dieselbe Betrachtung Lifit sich nun auch
mit dem Dreieck 4, 4; A, anstellen und fiihrt zu dem FErgebnis,
daf der Ring (4, — 4,) ebenfalls 3n-FEcke enthilt. Also: die
Diagonalpunktpaare 4, —4,, 4, — A4,... liefern 3n-
Ecke; oder: 4, verbunden mit allen den Punkten
4;, deren Ordnungszahl ! durch 3 ohne Rest teil-
bar ist, liefert Diagonalpunktpaare, deren System-
ringe 3n-Ecke enthalten. Betrachten wir nun noch das
Dreieck 4, A, 4,, so erkennen wir: A4, — 4, liefert einfache
n-Ecke; 4, — A;, die dritte Unterordnung von 4, — 4,, liefert
3n-Ecke, also enthilt der Ring (A, — A4;) 3n-Ecke. Dieselbe
Betrachtung 146t sich mit den Dreiecken A, A, Ay, 4, Az 4, -
anstellen. In 4, 4; A; z. B. liefert, wie wir eben gesehen haben,
A — A, 3n-Ecke; Ad,— Ay ist die vierte Unterordnung von
A, — 4,, liefert also n-Kcke; also ergibt der Ring (4, — 4)
wieder 3n-FEcke. Wir kommen so zu dem Ergebnis: die Dia-
gonalpunktpaare 4 — 4,, 4, —4,, A, — A4, ... liefern
3n-Ecke. Man erhilt alle diese Diagonalpunktpaare,
wennman 4, mit allen Punkten 4. verbindet, deren
Ordnungszabl m der Kongruenz geniigt: m=2 (mod.3);
die Punkte 4;:, 4;, 4., die den genannten Kongruenzen geniigen,
ergeben aber simtliche Vieleckspunkte. KEs ist also gezeigt, dafl
auller einer Gruppe von Diagonalpunktpaaren, der Gruppe 4, — 4,,
A — A, .. A — A45,_», alle iibrigen 3%-Ecke ergeben.
Einfacher, wie die Frage nach den Vielecken, die von den
Diagonalpunktpaaren veranlallt werden, erledigt sich die Unter-
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suchung der Vielecke der dritten Diagonalschnittpunkte. Betrachten
wir wieder das merkwiirdige 3#%-Eck :

Al A2 . Ak Ak+1 e .An -An—{—l .. fin—{—k An+7c+1 . Azn A2n+1 ..
BN A2n+k Asmpryr. . Asn 4y

und zeichnen 4, , den dritten Schnittpunkt der Diagonale A, Ay
mit der C,; der Tangentialpunkt dieses Punktes ist 4s .1, der
dritte Schnittpunkt von A, 4;, die n'® Unterordnung A,. 1,4z, die
2n* Unterordnung Ay, 41, 2.+ 123 die 3 nte Unterordnung, Asn 1, 3n4-1
ist der dritte Schnittpunkt der. Verbindungslinie von A;,y; und
Asnqry aber Asppq ist identisch mit A, As, 4 identisch mit A;;
also auch Ajsn i1, :n4 % identiseh mit 4; . Wir haben es also wieder
mit einem 3n-Eck zu tun, vorausgesetzt, dafi nicht je drei Eek-
punkte in einen Punks zusammenfallen, z.B. A, i 4-p—1, Antp,npitp—1,
Az pontrtp—1, Wobel p irgend eine Zahl zwischen 1 und % be-
deutet, Nehmen wir an, es sel ein 3n-Eck, so ist aus Fig. 9 leichst
zu erkennen, daf) es ein merkwiirdiges 3% - Eck ist. Denn 4, — 4,
ist die (b — 1)* Unterordnung von 4, — A4, und gehort ebenso
wie A, — 4,1, dem ausgezeichneten System £ an; dann ist aber
das Tripelpunktpaar 4, »— 4,11 nyr eben-

Ant 4, falls ein Punktpaar von 2, weil zwei Punkt-
paare eines Systems entweder perspek-

tivisch liegen oder ein Punktpaar der

Ani+ ) Untererdnung ergeben, welche in diesem

T Falle wieder mit 2 zusammenfillt. Wenn
die Punktpaare 4, — A, und A — A4, 4 »
perspektivisch liegen wiirden, dann wiirde

Anpinek J, der Fall eintreten, daf Ay, Any1,nir

W und Adsnyqian+: zusammenfallen wiirden

Fig. 9. und ein einfaches #-Eck entstinde. Aber

in 13) haben wir gezeigt, dall ein Punkt-

paar eines Systems 3 und die simtlichen zugehsrigen Unterord-

nungen derselben Punktpaarmannigfaltigkeit angehoren, also nicht

perspektivisech liegen. Da nun das Vieleck die Diagonalpunktpaare

A v—Anpsndn, Ao — Anto ngrit, Az, eqo— At ntrga. .-

hat, welche Punktpaare von X sind, so ist es ein merkwiirdiges

3n-Eck, das demselben System I angehort, wie das Ausgangs-
vieleck,

16a) Die Vollstindigkeit erfordert eine kurze Erlduterung
der Frage, was fiir ein Vieleck entsteht, wenn man irgend ein
um- und einbeschriebenes p- Eck A4, 4, ... 4, A, mit einem merk-
wiirdigen 3n-Hek B, B, ... B;, B, verbindet; ob namentlich ein
solches Vieleck C, C,.., dessen Eckpunkte C,, C,.. resp. die
dritten Schnittpunkte von 4, B, 4, B,,.. mit der C, sind, auch
wieder ein merkwiirdiges Vieleck ist, oder nicht. Daf das erstere
der Fall ist, geht aus folgender Uberlegung hervor: es ist klar,
dall bei dem Vieleck 4,..4,4; die p* Unterordnung von 4,
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wieder mit 4, zusammenfillt,- ebenso auch die pgt¢ Unterordnung,
wenn ¢ irgend eine ganze Zahl ist; desgleichen ist auch, wenn »
ebenfalls eine ganze Zahl ist, die 3n#st* Unterordnung von B, in
dem 3n-Eck By .. Bs, By identisch mit B,. Ist nun pg=3s=3nr
und ist 3 s das kleinste gemeinschaftliche Vielfache zu p und 3 #, iiber-
dies p nicht durch 3 teilbar, dann ist das Vieleck C; G, .. ein 3s-Eeck :
nach 3s-maliger Unterordnung der Geraden 4, B; C;, und nicht friiher,
ergibtsich wieder diese Gerade. Ist ndmlich p nicht durch 3 teilbar, dann
mull ¢ diesen Faktor enthalten. Es sei g =23¢’, dannist p.3¢'=3s;
also pg'==s; ebenso ist Bnr=23s, also nr =s; folglich pg'=mnr.
Daraus folgt aber, dafi man nach pg'-maliger Unterordnung der
Gteraden A4, B, zu einer Geraden A4; B,,, kommt; denn die pg*®
Unterordnung von A, ist, wie schon erwihnt, wieder 4,; die
note Unterordnung von B, anderseits ergibt einen Punkt 5,..:,
der entweder mit B,.4, oder mit By, zusammenfallen mull; mit
Bs, 1.1 oder B, kann er nicht zusammenfallen, da ja 3s das kleinste
gemeinschaftliche Vielfache von p und 8% ist, also erst nach
3 s-maliger Unterordnung die Gerade A, B, wieder erreicht werden
kann, Nun sind aber in dem 3#n-Eck By B;y.. B: By B, — B,
B,yi1—Bnys, Byag1— Bsnys gleichnetzig mit gleicher Art der
Beriihrungspunkte B, Bny1, Bany1; also liefern die Linienpaare
A, B, und 4, B,, 4; B,x1 und A3 B,y2, A, Banyr und Ay By gs
mit ihren dritten Schnittpunkten auch wieder drei gleichnetzige
Punktpaare C; — G,, C;, 11— Citz, OCas41— Cayq0; aber das blofie
Vorhandensein zweier von diesen letztgenannten drei gleichnetzigen
Punktpaaren ist schon ein Beweis dafiir, daf C, C,.. ein merk-
wiirdiges 3s-Eck ist.

Anders verhilt sich die Sache, wenn p durch 3 teilbar
ist. Wir haben in 13) gesehen, daB simtliche merkwiirdigen
Vielecke, die zu einem System X gehtren, in zwei Kategorien sich
teilen. Ich babe schon dort festgestellt, daB ein merkwirdiges
3n-Eck der ersten Kategorie und ein solches der zweiten ein ein-
faches n-Eck ergeben. In derselben Weise liBt sich zeigen, dafB
ein merkwiirdiges 3n-FEck der ersten Kategorie und ein merk-
wiirdiges 3 p-Eck der zweiten, wenn p und » von einander ver-
schiedene positive ganze Zahlen sind, ein einfaches s-Eck liefern,
wenn s das kleinste gemeinschaftliche Vielfache zu p und # ist.

Eine zweite Ausnahme macht offenbar das gewshnliche, nicht
merkwiirdige 3 p-Eck. Verbinden wir ein solches, 4, 4, ... 43, 4,,
mit dem merkwiirdigen 3#n-Eck B;..B;, By und ist wieder 3s
das kleinste gemeinschaftliche Vielfache zu 37 und 3p, so dafl
3nr=3pq = 3sist, also nr = pg =s. Dann wird nach p g-maliger
Unterordnung der Geraden A4, B, die Gerade A,p.r1 B,n41 erreicht
werden, wo g entweder =1 oder == 2 ist, ebenso ». Wir wollen
annehmen, es bedeuten beide Buchstaben dieselbe Zahl, aiso ent-
weder beide 1 oder beide 2. Sind nun 4, 11— A4, 15 und Ayp 1 —
— Ayy 1o micht gleichnetzig mit 4, — 4,, dann wird auch
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Csir— Oy und Coyqy — Coypg, die Tripelpunktpaare zu resp.
Ap+1'—Ap+z, Bn+1 — Bn+2 und A2p+1 — A2p+2, an-|-1 — an-i—z
nicht gleichnetzig mit C, — C,, dem Tripelpunktpaar zu 4, — 4,,
B, — B,. also C, C,.. kein merkwiirdiges Vieleck sein. Der Beweis
erleidet keine wesentliche Verinderung, wenn wir annehmen,
Agptisel = Asp iy und Brpy1 = Bin41 oder umgekehrt, 4,, 1, =
= Ap41 und By p= Byyp1.

17. Ieh will zum Schlusse noch die Diagonalpunktpaare eines
nicht zentralen 2% -Ecks einer kurzen Betrachtung unterziehen, Das
Vieleck heile C, G, .. Con €. Eslifitsichnunleicht zeigen,
da B das Diagonalpunktpaar € — C,1, ein Punktpaar
eines Systemringes 1.Artist,der zentrale 2n-Ecke ent-
halt. Esseie, — d, gleichnetzig und perspektivisch zu C; — C, 1,
gehore also nicht derselben Punktpaarmannigfaltigkeit des Systems an,
wie C;— C, 1 1; dann sind auch die 1., 2.,...#»'* Unterordnungen
dieser Punktpaare wieder perspektivisch. Nunistdie #nt* Unterordnung
von (4 — Cpy1 Cugr— Ci, die von ¢ —d; sel ¢, 11— dpyq; also
sind Cpyi— € und e¢,41— duq1 perspektivisch; dann sind
C; — Cuqy und cyqq— dy41 nicht perspektiviseh, sondern gehoren
derselben Punktpaarmannigfaltigkeit an, es sei dies die Mannig-
faltigkeit I; da sodann das zu Ci— C,y. perspektivische Punkt-
paar ¢, — d; der Mannigfaltigkeit 1T angehort, so sind ¢, —d; und
die nt* Unterordnung ¢,.,— d,1 perspektivisch zu einander, also
ist der Systemring (C; — C, 1) nach 2) Anm. 1. ein Systemring
1. Art, enthilt also zentrale 27n- Ecke,

Es hat, um auch diesen. Punkt noch kurz zu beriihren, keine
Schwierigkeit, die Vielecke der anderen Diagonalpunktpaares eines
nicht zentralen 2#n-Ecks auf ihre Art zu prifen. Nehmen wir an,
C,— Cr.r.1 wiire ein zweites Diagonalpunktpaar, das einem System-
ring 1. Art angehort, dann miifite also C,41— Cugryq gleich-
netzig und perspektivisch mit C; — Cryq sein, also C; C,y; und
Cri-1 Cutr41 sich in demselben Punkte B, der C, schneiden. Nun
haben wir gesehen — s. Anmerkung am Ende von 9¢) —, dab
zu einem nicht zentralen 22-Eek C, C, .. G, C; ein ,begleitendes®
n-Eek, B, B,..B, B, gehort; von diesem n-Eck ist also in
unserem Falle der dritte Schnittpunkt von C; C,1., B, ein Eck-
punkt. Anderseits mufl die Zt* Unterordnung der Diagonale C; C, 4.4,
Crt1 Cug 41, auch die k% Unterordnung von B, B4, ausschneiden.
Da nun die Voraussetzung, dal €, — Ci41, einem Systemring
1. Art angehort, zur Folge bhat, dal C, C.r; und Cipi Cugsgn
sich in demselben Punkte der €, schneiden, so mufl By, identisch
mit B, sein, d. h. das begleitende %-kck sich auf ein k-Eck re-
duzieren. Nun hat aber jedes 2#-Eck ein begleitendes n-Ieck;
denn betrachten wir die Diagonale C; C,q, By, so ist die '
Unterordnung von C, C,1., C,11C;, aber die Geraden C; C,. 4
und C,4: C; decken sich, also fillt die »* Unterordnung von B,
wieder mit B, zusammen. Daraus folgt, dafl % in »n ohne Rest
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-enthalten sein muff und daB, wenn kp=n ist, unser begleitendes
n-Eck ein uneigentliches # - Eck, ndmlich ein p-fach zu rechnendes
k-Eck ist. In der Tat kommt man ja dann nach kp Unterord-
nungen von B, wieder nach B, zuriick. Daraus folgt: Ist # eine
Primzahl, dann liefert keines der iibrigen Diafonal—
punktpaare auller ¢;—C,, zentrale 2n-Ecke. Ist da-
gegenn durch eine Zahl %k teilbar und zB.kp=mn,dann
kann es sein, dafi C,— C¢p, einem Systemring 1. Ar-
angehort. Das wird dann der Fall sein, wenn das bet
gleitende n-Eck ein p-fach zu rechnendes k-Eck ist.



