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l~ber die einer ebenen Kurve drifter 0rdnung um- 
und einbesehriebenen Vielecke. 

Von Hermann Oppenheimer in Neustadt a. It. (Rheinpfalz). 

Herr P i e q u e t  hat im 54. Heft des ,Journal de l'6cole 
polyteehnique ~: (Jahrgang 1884) die Zahlen der der C~ urn- und 
einbeschriebenen Polygone bestimmt. Im Laufe dieser Unter- 
suehung hat Herr P i c q u e t. unter anderem naehgewiesen~ dag in be- 
liebiger Niihe jedes einzelnen Punktes einer C 3 ein reeller oder 
imaginiirer Eckpunkt eines solehen Polygons sich befindet. Wenn 
diese Vieleeke nun auf der C~ in soleher Menge vorhanden sind~ 
so ist gewil3 die Frage berechtigt~ ob sich nieht mehr fiber sie 
sagen lag b als das~ was eine aussehlieNich auf ihre Anzahl gerich- 
tete Untersuehung ergeben kann. 1Jber das eine oder das andere 
dieser Polygone findet man ja wohl vereinzelte Betrachtungen in 
der Literatur. Aber eine systematische Untersuchung ihrer geo- 
metrischen Eigenschaften ist his jetzt noch nicht angestellt worden. 
Ich glaube daher~ dal~ die vorliegende Arbeit, die eine solehe Unter- 
suchung bezweckt, einiges Interesse in Anspruch nehmen darf. 
Ich werde zun~tehst eine geometrisehe Siehtung der Gesamtheit 
aller Vieleeke naeh bestimmten Kategorien vornehmen, deren ich 
drei feststelle: jedes Vieleek gehSrt einer dieser Kategorien an. Ieh 
werde reich dann mit jedem dieser drei Typen beseh~tftigen und 
:seine geometrisehen Eigensehaften erSrtern; sodann die Zusammen- 
h•nge der Vieleeke eines Typus unter einander prfifen und die 
geometrisehen Beziehungen, die zwisehen zwei verschiedenen Typen 
existieren. Die P i e q u e t sehen Zahlen werde ieh vervollstandigen, 
insofern ieh die Zahlen far die Vieleeke jeder Kategorie feststellen 
werde. Aueh die P i e q u e t sehen ~,-Eeke, deren ZusammengehSrig- 
keit lediglieh auf der gleiehen Seitenzahl beruht, lassen~ wie ieh 
zeigen werde, eine Einteilung in bestimmte Gruppen zu. Ieh werde 
feststellen, wie viele Gruppen aus reellen und imagini~ren Viel- 
eeken gemiseht sind~ und wie viele nur imagin~tre Vielecke ent- 
halten. 

Die Untersuchungsmethode stfitzt sich im wesentlichen auf 
die Punktpaarsystemring% die ich in meiner Abhandlung ,,Ober 
die dutch Panktpaarsysteme einer C~ veranlal~ten Kurven und ihre 
ZusammenhSnge" im XII. Jahrgang ~tieser Zeitschrift erSrtert habe. 
Um nun die Lektiire der vorliegenden Arbeit nicht an die Kennt- 
his der genannten Abhandlung zu knttpfen~ werde ieh eine kurze 
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Zusammenstellung der dort abgeleiteten S~ttze tiber Punl~tp~ar- 
systeme der Inangriffnahme unseres eigentliehen Themas voraus- 
sehieken. 

I. ~Ian erhalt ein beliebiges Punktpaarsystem einer (23, wenn 
man zwei beliebige Punkte P und 0~ auf der Kurve als ein Punkt- 
paar _P - -  Q~ auswahlt und dieses Punktpaar .P~ - -  Q,, yon saint- 
lichen Punkten der C~ aus auf  dieselbe prqjiziert; ist z. B. S 
irgend ein Punkt der C 3 und projiziert man _ P -  Q~ yon S aus 
auf die Kurve~ so dal~ also ~P der dritte Sehnittpunkt yon SP~, Q. 
der dritte Sehnittpunkt yon sou mit der C 3 ist, so ist P - - Q ~  ein 
weiteres Punktpaar des Systems. Ist nun S 1 der Tangentialpunkt 
yon _P und lorqiiziert man _P~- 0~ yon S1 aus, so erh~ilt man das 
Punktpaar O . . . .  P' das also aueh dem System angeh~rt. Dabei 5 t : u  - -  U )  

fsllt Q' in unendliehe N~he yon _P. Ein Punkt P ist also ein 
Punkt zweier dem System angeh~riger Punktpaare ; die zwei andere~ 
Punkte liegen mit dem Tangentialpunkt S~ yon P in einer Geraden 
Ieh habe reich so ausgedrtiekt: faint man einen Punkt als Eek- 
punkt P a u f ,  so entsprieht ihm der Nullpunkt Q~,, faint man aber 
denselben Punkt als Nullpunkt Q'u auf, so entspricht ihm als Eek- 
punkt ein Punkt /~. Allgemein: gehSren _P~- 01~ und P -  0., 
demselben System an, sehneiden sieh also P P  und Q,, Q. in einem 
und demselben dritten Punkt S der C3~ und ist P Eckpunkt, 
Q~ Nullpunkt, dann ist mngekehrt P Nullpunkt und (~) Eekpunkt. 
Dureh Charakterisierung der Punkte eines einzigen Punktpaares 
eines Systems als Eekpunkt und Nullpunkt ist diese Charakteri- 
sierung also iBr alle Punktpaare desselben festgelegt. - -  Zwei 
Punktpaare eines und desselben Systems nannte ieh gleiehnetzig. 

II. Ist P - - Q  gleiehnetzig P - - P ' ,  also der dritte Sehnitt- 
punkt S yon O P' mit der C 3 der Tangentialpunkt yen P~ dann 
sagte ieh: das Punktpaarsystem ( P ' - - Q )  ist untergeordnet dem 
Punktpaarsystem ( P - - Q ) .  Es ergab sich sodann, dal~, wenn man 
zu P und Q resp. die Tangentialpunkte S und Tzeiehnet, S - -  T 
ebenfalls dem Unterordnungssystem (P'--O) angehSrt; aus dieser 
Tatsaehe ergibt sich durch Sioezialisierung leieht, dal~ wenn P O 
eine Tangente der C 3 ist, mit P als Bertihrungspunkt, und wen~ 
R der Tangentialpunkt yon Q ist~ Q - - R  ebenfalls P - -  Q unter- 
geordnet ist~ wahrend P - - R  als Projektion yon P - - 0  yon 0 
aus gleichnetzig mit P - -  Q ist. Sind ferner Y~ - -  Q1 und ~ - -  Q~ 
gleiehnetzig, im ttbrigen beliebig, sehneiden sich also /)1/~2 und 
Q1 Q2 in einem Punkte S der C~ und verbindet man nun xP 1 mit 
Q-2 und P~ mit Q~ so liefern die dritten Schnittpunkte dieser zwe}, 
Verbindungslinien, _P~ und Q3, wiecler ein Punktpaar P~--Q3 des 
Unterordnungssystems. Das hat seinen Grund in der allgemeinen 
Erzeugbarkeit eines Punktpaarsystems durch zwei ander% die wit 
am Ende des folgenden Paragraphen zu erSrtern haben. 
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III. Verbindet man die zwei Punkte P ,  (2 jedes Punkt- 
paares eines Systems dureh gerade Linien~ so umhtillen alle diese 
Linien P ~) eine Kurve seehster Klasse K. Dem System aller 
Kurven K, die yon allen mSglichen Punktpaarsystemen geliefert 
werden, gehtiren sowohl die drei C a y 1 e y schen Kurven, als auch 
die 6~ selber an. Besonders fi'uehtbar war die Untersuehung der 
gemeinsamen Tangenten zweier solehen Kurven K. War G 1 eine 
solche gemeinsame Tangente mit den Sehnittpunkten A~ B, C, so 
gehtirt diese Tangente sowohl der Kurve K ( A - - B ) ,  wie der 
Kurve K ( B - - C ) :  wie auch der Kurve K ( A - -  C) an. Die Pro- 
jektion der Punkte A, B, C yon den neun "Wendepunkten der 
Kurve aus ergab neun weitere gemeinsame Tangenten der drei 
Kurven, (~1: ...~ ~9; und wenn man eine dieser Tangenten wieder 
yon den neuu Wendepunkten aus projiziert% so ergaben sieh auger 
G~ noch aeht weitere gemeinsame Tangenten G 2 - -Gu .  Die zwei 
Tangentengruppen G,~ .. . ,  G 9 und (~1~ -..~ (~ gehSren also allen drei 
Kurven K, K(A--B), K ( A -  C) und K(B- -  C)~ an. Ich nannte 
solche drei Kurven drei Tripelkurven. Ieh zeigte nun aber~ dal~ 
je zwei dieser Kurven~ K(A--]3) und K(A--C) ,  noch zwei 
weitere Gruppen von je neun Tangenten~ ~'1--g9 und g l -  g~), 
gemeinsam haben, die sie nicht mit der K ( B - - C ) ,  sondern mit 
einer anderen dritten Kurve teilen, K (b--c) .  Ieh babe den Satz 
kurz so ausgesproehen: Zwei Kurven K(A- -B )  und K ( A -  C) 
haben zwei Tripelkurven, K(B -- C) und K (b - -  c). Eine Ausnahme 
davon machen die C a selbst und ihre drei C a y I e y s e h e n  Kurven, 
die ebenfalls zu den Kurven K gehSren: yon diesen vier Kurven 
wird das System aUer K umhtillt; mit jeder derselben hat also 
irgend eine Kurve K nut 18 Tangenten gemeinsam und die 18 zu- 
gehSrigen Bertthrungspunkte. - -  Anstatt yon den gemeinsamen 
Tsngenten der Kurve K ( A - - B )  mit der 6~ zu spreehen, wird im 
folgenden sieh aueh die Ausdrueksweise finden: ~,Die gemeinsamen 
Tangenten des Systems ( A -  B) mit der C~ ~'. - -  

Ich mug nun noch zwei Methoden erwahnen, wie man zu 
zwei beliebigen Punktpaaren die Punktpaare der beiden Tripel- 
systeme konstruieren kann, wobei ,,Tripelsystem" einen ahnlichen 
~inn hat, wie ,Tripelkurve :~. 

IIIa.  Ist A B C ein der C a einbeschriebenes Dreiek~ so sind 
A - - B ,  A - -  C~ B - -  C Punktpaare dreier Tripelsysteme; ersetze 
ieh A - - C  durch das  zweite zu A gehsrige Punktpaar des Systems 
A - - C ~  A - - C ' ,  unter Beibehaltung yon A--B~ so ist B - - C '  
ein Punktpaar des zweiten der zwei Tripelsysteme, die zu den zwei 
Systemen A - - B  und A -  C gehSren. 

I l I  b. Sind A~ - -  B~ und Ae ~ B e Punktpaare zweier beliebi- 
get Systeme und bestimmt man die dritten Sehnittpunkt% resp. A s 
und B.~, der Linien A, A~ uml B~ B e m i t  der C~, so ist A 3 -  B 3 
ein Punktpaar des einen Tripelsystems; bringt man aber die Linien 
A~ B.~ und A~ Bt zum dritten Schnitt, so erh~tlt man das Punkt- 
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paar a s - - b 3  and dieses gehSrt dem zweiten zu A 1 - B ~  und 
A ~ -  Bs gehSrigen Tripelsystem an. 

IVa. Von besonderem tnteresse sind die Punktpaarsysteme, 
die mit ihrer Unterordnung zusammenfallen. Bedeuten %, ws, w s 
drei in einer Geraden liegends Wendepunkte, so ist der Tangential- 
punkt yon wl wieder w~; ebenso ist es bei w~ und w s. Da nun 
naeh I1 die Taugentialpunkte des zwei Punkte eines t'anktpaares 
ein Punktpaar des Unterordnungssystems ergeben, so f~llt also das 
Punktpaarsystem (w 1 --w2) mit seinem Unterordnungssystem zu- 
sammen. Es gibt vier solche sich selbst entsprechende Systeme ~, 
entspreshend der Tatsach% da$ dutch w~ vier Linien gehen~ auf 
denen drei Wsndspunkte liegen; eines yon diessn Systemen setzt 
sich aus reellen Punktpaaren zusammen; ich habe ss mit 2' be- 
zeichnet. 

I V b. Sind in dem der C 3 einbesehriebenen Dreieck P Q P' P - -  Q 
und P ~  P' gleiehnetzig~ dann ist nach ]I. Q - - P '  ein Punktpaar 
des Unterordnungssystems. :Nun f/tilt ein System ~ mit seiner 
Unterordnung zusammen; sind also P - - Q  und P -  P'Punktpaare 
eines dieser vier Systeme, so gehgrt Q - - P '  demselben System an. 
Es ist also eine Eigent~imliehkeit, die nut diesen sich selbst unter- 
geordnsten Systemen zukommt, dab ihre Punktpaare sich zu Drei- 
eeken PQP'  gruppieren, so dab 1 9  Q, p _  p, and Q - -  P' gleieh- 
nstzig sin& Man erhKh z. B. alle derartigen Dreiecke des Systems ~'~ 
wenn man das ausgeartete Dreieek der in einer Geraden liegenden 
reellen Wendepunkte w~ ws, w s yon samtliehen Punkten der Cs 
aus projiziert. 

Zwei solche Dreieek% PQP' and P1 Q1P~ sind in dreifaeher 
Weiss perspektivisch zu einander gelegen: sehneidet PP1 die C:; 
in dem dritten Punkte R~, P Q~ in R~, PP~ in Rs, so projiziert 
sich yon jedem dieser 3 Punkte, Rl://~, R:~, das Dreieek PQP' 
in das Dreieek P1 Qi P~. Ich habe diese Dreiecks ,merkwtirdige" 
Dreieeke genannt. 

1. Die gemeinsamen Tangenten der Kurven K der Systeme 
mit dsr C s bilden die Dreiecke, die der C~ urn- and einbeschrieben 
sind. Am Sehlusse der erw~thnten Arbeit im Jahrgang XII  der 
Monatshefte far Mathematik and Physlk habe ieh diese Dreieeke 
untersucht. Es liegt nun nahe, naeh der Existenz yon System- 
ringen zu fragen~ derart~ daB~ wenn Sl sin Punktpaarsystem be- 
deutet mit den Unterordnungen S.~, $3...S,, S,~+~, S,~+I wieder mit 
S 1 zusammenfifllt. Solche Systeme bildcn nun die Grundlage tier 
nachfolgenden Untersuchung. Wir werden sehen~ dal3 die Kurven K 
dieser Systeme mit der C 3 gemeinsame Tangenten haben~ welche 
Seiten yon der C a urn- und einbesehriebenen Vieleeken sind. 

2. Sei A i - -  B~ sin Punktpaar eines Systemrings yon n-Gliedern~ 
so dab also, wenn A 2 der Tangentialpunkt oder der Unterordnungs- 
punkt yon A1 ist: As die Unterordnung yon As u. s. w.; ebenso 
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die sukzessiven Unterordnungen von B 1 die Punkte B~ B3- . .B,  B +  1 
sind, A + I -  B + I  gleichnetzig ist mit .41 - - B I ,  so sind zweierlei 
Arten der Gleichnetzigkeit yon A~ - -  B 1 und A + 1 - -  B + 1 denk- 
bar: .41 und A +1 kSnnen gleichartige Punkte sein~ also z. B. 
beides Eckpunkte, dana sind B 1 und B + ~  Nullpunkte. Dann 
sehneiden sich also nach I A~ B +1 und B~ A +~ in einem und 
demselben dritten Punkte der C~. Es kann aber auch die Gleich- 
netzigkeit derart sein, daft A 1 und B + ~  einerseits und B I und 
A + I  anderseits yon derselben Art sind; dann sehneiden sich also 
A, A + ~ und B I B + 1 in einem und demselben dritten Schnittpunkt 
mit der C~. Es soll nun folgender Satz bewiesen werden, der die 
Grundlage far die nachfolgenden Betrachtungen bildet: 

Ist %+1 die n ~ Unterordnung yon AI~ b +1 die n t~ Unter- 
ordnung yon B~ und das Punktpaar A 1 - -  B 1 gleiehnetzig mit seiner 
n t~ Unterordnung~ und zwar yon der Art, dal~ A 1 a + i and B 1 b +  
sich in elnem Punkte der Q schneiden, dann ist die Gleichnetzig- 
keit bei jedem anderen Punktpaar des Systems (A 1 - -  B1) und seiner 

t P n t~ Unterordnung yon derselbenArt: gehSrt z. B. A ~ -  B 1 diesem 
System an, und ist die :nte Unterordnung .con A'~ a'+l,  die yon 
_/3' b:+~ dann schneiden sieh aueh A'la:_ 1 und B'~ b:+ 1 in einem 
Punkte der C:~, nicht aber kann die Gleiehnetzigkeit zwisehen 
A i - - B [ u n d  a;+ 1 - -b '+~  derartig sein, dal~ A'~ b:§ 1 nnd B'I a;~+l 
:sieh in einem Punkte der C~r sehneiden. 

Zum Beweise dieses Satzes gehe ieh noeh einmal auf die 
fuhdamentalen Beziehungen zwisehen den Panktpaaren eines Pnnkt- 
paarsystems ein. Oehsrt A -  B irgend einem Punktpaarsystem S 
.an und ist der Anfangspunkt A Eekpunkt~ der Endpunkt B Null- 
punkt - -  den ersten Punkt eines Punktpaares will ieh Anfangspunkt 
nennen, den zweiten Endpunkt - -  so erhalte ieh bekanntlieh s~imt- 
liehe Punktpaare yon S, wenn ieh A - - B  yon samtliehen Punkten 
der C 3 auf die C s projiziere; ist aber a - - b  eine dieser Projek- 
tionen, dann ist der Anfangspunkt a Eekpunkt und der Endpunkt b 
Nullpunkt. Projiziere ieh nun a - - b  ebenfalls yon s~imtliehen 
Punkten der C3 aus auf die C3, so erhalte ich sgmtliehe Punkt- 
paare~ die ieh bei der Projektion yon A - - B  erhalten hatte, noeh 
einmal~ aber in anderer Anorduung ihrer Punkte: ist A1 ~ B~ eine 
dieser Projektionen yon a -  b, dann ist in diesem Punktpaare A~ 
Nullpunkt und B 1 Eekpunkt. Ieh nenne die Projektionen yon 
A -  B, in denen der Anfangspunkt Eekpunkt ist~ die Mannig- 
faltigkeit I and die Projektionen yon a -  b, in denen der Anfangs- 
punkt Nullpunkt ist, die Mannigfaltigkeit II  ; die Mannigfaltigkeit I 
umfat~t die Punktpaare a -  b, die I~{annigfattigkeit II die Punkt- 
paare A - - B .  Die Beziehung zwisehen einem Punktpaare A -  B 
und einem Punktpaare a - - b  ist nun derartig, dal~ A a and Bb 
sieh in einem Punkte der 6~ sehneiden. Wir sagen kurz: A - - B  
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und a -  b sind perspektiviseh. Zwei Punktpaare derselben Mannig- 
faltigkeit aber~ A 1 - - B  t und Ae ~ B2~ sind nieht Ioerspektiviseh, 
sondern A t - -  B, nnd B 2 - -  A 2 sind perspektiviseh ; ebenso verh~tlt 
es sich mit zwei Punktpaare a -  b~ a ~ -  b~ und a~---b2: % --b~ 
ist perspektivisch b ~ -  a,~. Ist nun ein Punktpaar 2 ) - - 9  perspek- 
tivisch zu einem Punktpaar A -  .B und ein zweites Punktpaar 
] ~ - - N  perspektivisch zu einem Punktpaar a - - b ,  so ist k lar :  
p - - q  gehSrt der Mannigfaltigkeit I und R - - S  der Mannigfahig- 
keit II an; also ist p - - f f  auch wieder perspektiviseh zu R - - b ' ;  
also: sind zwei Punktpaare zu einander persioektiviseh und jedem 
dieser Punktpaare ist wieder ein Punktpaar perspektivisch~ so sind 
die beiden letztgenannten Punktpaare auch wieder unter sich per- 
spektivisch. 

Nach diesen Erkl~trungen gestaltet sieh nunmehr der Beweis 
unsel'es Satzes aui~erordentlich einfach (Fig'. 1). 

A . a~, . l )  

A:,,.. A / "% 

~C' 

Fig'. 1. 

Die n auf einanderfolgenden Unterordnungen yon A1 seier~ 
As, As...A,,~ a+l  ~ die yon B 1B2~ B s ~ . . . B ,  b +1; ebenso die 

' ' ' . . . a '  " Schneiden von al a2, a 3 ,~ A~+,, die yon b~ o~, b~, . . .  b' B' 
sieh nun A, a; und B~ b; in einem Punkte Mder  Ca~ dann sehneidet 

l 
A 2% die Kurve zum drittenmal in dem Tangentialpnnkt von M~ 
er heil~e N. Denn die Verbindungslinie der Bertihrungspunkte 
zweier Tangenten und die ihrer Tangentialpunkte liefern dureh 
ihre dritten Sehnittpunkte wieder eine Tangente; die Tang"enten 
sind in unserem Falle A, A2~ a;a'~, und MN. Aber ebenso liefern 
aueh die Tangenten B~ B~ und b' 1 b'~ wieder eine dritte Tangente, 
und da B b; denselben Pankt  M aussehneidet, wie A la; ,  weil 
A 1 - -  B t and a' 1 --/)'t perspektivisch sind~ so ist also die dritte Tan- 
gente zu B 1 B 2 und b'~ b' 2 m i t M N  identisch; also sind A 2 - -  Bu und 
a ' ~ -  b.~ aueh perspektiviseh, mit N als Projektionszentrum. Gerade 
so beweist man weiter~ dal~ auch folgende Punktpaare perspektiviseh 
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- -  ' - - b '  A+ B 4 und ' ' s ind: A a B a und a 3 3~ - -  a~--b4""a,~+l--b~+l 
und A ' +  1 B ; +  1. Nun sind nach Voraussetzung A1--B 1 und 
an+l--b +1 perspektiviseh; zu A t - -  B 1 ist abet wieder naeh 

v ! Voraussetzung c q -  b 1 perspektiviseh und jetzt eben haben wit be- 
wiesen, dal3 a + l - - b  +1 and A~+I--B'+I perspektiviseh sind. 

! r 

Die Punktpaare a l - - b ~  und A' - - B '  ,~+1 ~+1 sind also zwei unter 
sieh perspektivisehen Punktpaaren~ resp. A 1 - -  B t und a + 1 - -  bn+l, 
perspektiviseh; also sind sie aueh unter sieh perspektiviseh: 
a' 1 A ' +  1 and ~>'1 B',+I sehneiden sieh in einem und demselben Punkte  
tier Q,~ uncl das war za beweisen. 

Es ist klar~ dal3 dieser Beweis aueh den anderen Fall in sich 
faint: ist die Gleiehnetzigkeit yon A ~ - - B ,  und der n t+~ Unter- 
ordnung A + x - - B +  ~ derart, dag beide Punktpaare derselben 
Mannigfaltlgkeit angehtiren: also A1--B ~ und B + I - - A + ~  per- 
spektiviseh sind~ so besteht dieselbe Art der Gleiehnetzigkeit bei 
j edem Punktpaar des Systems ( A - - B )  und seiner n t~ Unterord- 
nung; denn w~re z. B. diese Gleiehnetzigkeit bei einem dieser 
Punktpaare, E 1 - -  F~, und seiner n t+: Unterordnung, E + 1 - -  ~ +1, 
yon der erstbesproehenen Art: gehtirten diese zwei Punktpaare 
E ~ -  F 1 nnd E + I - - F + I  also versehiedenen Mannigfaltigkeiten 
an.~ dann mtil3te dieselbe Art der Gleichnetzigkeit~ wie eben be- 
wtesen~ bei jedem Punktpaar des Systems und seiner n ~+~ Unter- 
ordnung vorhanden sein, was doeh bei Az--Bt und A + a -  B +  1 
nieht der Fall ist. 

A n m e r k u n g .  Wir  wollen einen Systemring yon der Art: 
da[~ A 1 - -  B 1 and A +1 - -  B + 1 perspektiviseh sind, einen System- 
ring e r s t e r  Art nennen und einen yon der Eigensehaft~ dag 
A 1 - - B  1 uud A +  1 - - B +  1 derselben Mannigfaltigkeit angeh(irten~ 
also A 1 - -  B 1 und B + 1 - -  As +1 perspektiviseh sind~ einen System- 
ring z w e i t e r  Art. 

3. Betraehten wit nun die gemeinsamen Tangenten eines 
Systemrings zweiter Art, S S' $ 3 . . . S  ~ S 1 - -  wo S I e inPunktpaar-  
:system, S~, Ss... S + 1  , S~ die sukzessiven Unterordnungen yon S~ 
bedeuten - -  mit der C 3. Ist A1 - -  A~ ein Punktpaar yon S~, und ist 

' ~ C mit 11 als Bertihrungspunkt zugleich At A 2 eine ~an~,ente der '3 
und A~ als Tangentialpunkt, nnd ist A 3 der Tangentialpunkt za A,2: 
so ist (s. Einleitung II) Punktpaar A 2 - -  A 3 dem Punktpaar A~ - -  A~ 
untergeordnet;  also gehSrt A 2 - - A  3 dem System $2 an and A2 A3 
ist sine der gemeinsamen Tangenten yon S, 2 mit der C~; ebenso 
ist~ wenn Ar der Tagentialpunkt yon A a ist u. s. w.~ A 3 A~ eine 
gemeinsame Tangente yon S 3 mit der C a u. s. w. A~+IA,,+~ ist 
wieder eine gemeinsame Tangente yon S~ mit der C a . Da nun 
,nach Voraussetzung der Systemring S~ S~. . .  S S~ yon der zweiten 
Art  ist~ so sehneiden sieh A 1A +~ und A~ A + ~  in einem und dem- 



78 Hermann Oppenheimer. 

selben Punkte der C s; denn A +  1 ist die ~,~" Unterordnung vor~ 
A 1 und A +  2 ist die n ~ Unterordnung yon A2; ebenso sehneiden 
sich in demselben Pankte der C a A 2 A +  a und A s A + ~  ...~ 
A + ~  A2,~+ 2 and A+~ A~+~, Av~+~A(p +i),,+2 und A +~ A(p+~),~+~. 
Es fragt sieh nun, wieviele Seiten dieses der Cs urn- und einbe- 
sehriebene Vieleek A~ A~... A A +, A +2 ... A.:,~A2~+I A2,+2... 
Ap~, . 4 +  1 Aj~,,+2...A(~,+~>... im allgemeinen haben kann, dessert 
Seiten gemeinsame Tangenten der Systeme S mit der C a sind~ 
z. B. die Seiten A 1 .~t~ A + I  A + 2  , A~n~_ 1 A2~+ 2 . . .  A ) n + l  Al,,,+s 
gemeinsame Tangenten der C a mit S~. Da nun A1A+ s und 
A~Aa+ ~ sich in einem und demselben Punkte Mder  C s sehneiden 

(s. Fig. 2), so sind aueh die Panktpaare A,~.I! A ~ A~ -- A +1 und A 2 - - . A  +2 gleiehnetzig. Nun 
�9 verbindet aber die Linie A~A +~ die Be- 

rtihrungspunkte der Tangenten A~A.2 und 
A~,~;TAn,,  A+~A~+~ miteinander, die Linie A~A+~ die, 

zt~geh6rigen Tangentia|punkte also ist das Punkt- 
paar A~ --  A~ + o, dem Punktpaar A~ -- A + 1 
untergeordnet, anderseits aber auch gleich- 
netzig; also gehiiren diese zwei Punktpaare 
einem System ~ an (s. Einleitung IV)~ das. 

Fig. 2. mit semer Unterordnung zusammenfallt~ und 
dessen gemeinsame Tangenten mit der C 3 Drei- 

eeke liefer V, die der Q~ urn-und einbeschrieben sin& Ebenso 
abet wie A ~ - - A  +~ ist auch A + ~ -  A~+~ ein Punktpaar dieses 
Systems~ ebensoauch A~+,--Aa~+~. Daraus ergibt sieh aber 
ohne weiteres~ dal~ Aa,+~ mit A s zusammenfallen mug. Denn das 
ist ja nach IIIb) eine Eigentiimlichkeit eines Systems y~ dal~ 
drei aufeinanderiblgende Punktpaare eines solchen, A~--An+I, 
A+~--A~,+~ und A~,~+~--A~,,+1~ ein Dreieek ergeben~ also 
A>~+a identisch ist mit A~. 

4. Die ZahI der Eekpankte unseres Vielecks kann aIso 3u 
nicht ttbsrsteigen. Es fragt sich abet, ob diese Zahl immer er- 
reieht werden mug, ob aaeh wirklieh drei soIche aufeinanderfol- 
gende Punktpaare yon ~ A~--  A+t~ A +~ - -  A~+~, A . ~ + I - -  A~ 
vorhanden sein massen, und der Fall nieht eintreten kann ode~ ~ 
mug~ dal~ das Vieleck nur sines dieser Punktpaare enthi~lt, A 1 - - A  + ~. 
Dann ware es sin 2n-Esk;  yon jedem System des Ringes enthielte 
es zwei Tangenten, resp. A~A~ und A+~A +~, A~A~ und 
A 4_ ~ A +~ n. s. w. Es lal3t sich nun aber leieht zeigen: dal~das 
nieht der Fall sein kann~ sondern dal~ das Vorhandensein des Punkt- 
paares A i - -  An..]_~ aueh das der beiden anderen, A + ~ -  A~+~ und 
A: ,~+~A im Gefolgs hat. Die Projektion unseres u 
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A t A , ~ . . . A  + ~ . . .  von einem Wendepunkt  w o aus ergibtwiedermn 
ein urn- und einbeschriebenes Vieleck a t % . . .  a +  1 -.. gon der- 
selben Zahl der Eeken, und wenn A ~ - - A + ~  ein Punktpaar yon E 
ist (s. Fig. 3), so geh(h't die Projektion desselben a ~ -  %+1 dem- 
selben System an. 

Sind nun w, und u'2 die- 
jenigen zwei weiteren Wendepunkte,  
die die zwei za w o geh0rigen Punkt- 
paare yon Z ergeben, w 0 - -  w~ 
und w o - w ~ ,  so ist tines dieser 
zwei 1)unktpaare zu a ~ - - a  +~  das 
andere zu a +1 - -  a~ perspektivisch ; 
es projiziert sieh also z .B.  a -  a ,+~ 
v o n  An+ ~ aus in u, 2 - - W e ,  yon A~ 

/ i : ,w, 

Fig'. 3. 
aus in W o - - W  1, Nun fallen zwei 
einer C~ urn- und einbeschriebene Vieleeke offenbar zusammen~ 
wenn sm einen einzigen Eckpunkt  gemeinsam haben. Es ist 
aber a + 1 die Projektion yon A~ yon w, aus~ ebenso die 
Projektion yon A + I  yon w o aus, ebenso a~ aueh die Projektion yon 
A +1 yon w~aus. DieProjekt ionendesVieleeks  A~A 2 . . . A + t . . .  
von den drei Wendepunkten We, wl, w 2 aus fallen also in eine 
einzige Projektion~ in das Vieleek al a 2.- .a  +~. . .  zasammen. Folg- 
lich erhalten wit umgekehrt  wieder eineu Vieleckspunkt yon 
A~A.~. . .A +~...~ wenn wir an+ 1 yon w 2 aus projizierea. Dieser 
Pl'ojektionspankt X ist offenbar identisch mit dem Pankt  A2~+~ , 
dessen Vorhandensein wir naeh~veisen wollen: X - - A + ~  ist per- 
spektivisch zu a.i_ 1 -  a I mit w~ als Projektionszentrum; also sind 
A 1 -  A + ~  A + ~ - - X  und X - - A  t Punktpaare yon ~.  

Unser Vieleek ist also ein 3n-Eck.  - -  Wit" wollen es ein 
.,merkwtirdiges" 3 n  Eek nennen, ztlm Unterschied yon einem ge- 
wShnliehen urn- uud einbesehriebenen 3n-Eek,  das einem System- 
ring 3n  *~ Ordnung angehi~rt. Beachtenswert ist die Eigenschaft 
eines soiehen merkwiirdigen 3n-Eeks~ dal~ es sieh yon je drei 
Wendepunkten aus in dasselbe Vieleek projiziert. Die Zusammen- 
gehSrigkeit der drei Wendepunkte~ die dieselbe Projektion liefern, 
ist dadarch gegeben~ dal~ die Punktpaare, die sie veranlassen, dem 
System E angehSren. 

Als einzig miigliehe Vieleeke eines Systemringes zweiter Art 
ergeben sieh also n-Ecke und merkwiirdige 3n-Eeke.  Bevor wit 
ihre Zahl and ihre gegenseitigen Beziehungen erSrtern~ wollen wit  
die Vielecke untersuehen, die ein Systemring der ersten Art ver- 
anlafit. 

5. Bei einem solchen sehneiden sich A ~ A  +~ and A 2A+.~  
in einem und demselben Punkte w der C 3 (Fig. 4). Dabei ist 
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wieder A +  1 die n t~ Unterordnung yon A 1 und A~,+o. die n t~ von A 2. 
Ist A~ A~ eine Tangente mit Bertihrungspunkt in A~ dann ist also 

Iangente und ihr Bertihrungspunkt ist A + ~  auchA + ~ A + ~  eine~' o 
r ~  O" Verbindet man aber die Bertthrungspunkte zweier Ian~,enten dureh 

Fig. 4. 

eine Gerade, ebenso ihre Tangentialpunkte, so 
liefern die dritten Schnittpunkte der zwei Ver- 
bindungslinien bekanntlich wieder eine Tan- 
gente, von der der dritte Schnittpunkt der 
einen Verbindungslinie der Bertihrungspunkt~ 
w/~hrend der andere der Tangentialpunkt ist; 
fallen diese zwei Punkte aber in einen zu- 
sammeI~: dann wird diese Tangente eine 
Wendetangente; also ist w in unserem Falle 
ein Wendepunkt. ~ Wit wollen ein solches 
Vieleck A 1As... A~ n~ Yon dem die Diagonalen 
A~ A+~,  A 2 An+2~ A 3 A +3-.. dutch einen 

Wendepunkt w gehenv das sieh also yon diesem Wendepunkt aus 
in sieh selbst projiziert, ein zentrales Vieleek nennen. Das hier 
in Frage kommende Vieleek ist offenbar ein 2n-Eek. Das folgt 
ohne weiteres aus derEigensehaft, dag eine Seite desselben, A I A s :  
und ihre n ~e Unterordnung A + ~  A +  2 perspektiviseh zu einander 
liegen~ mit einem Wendepunkt w als Projektionszentrum. W~tre 
die Tangente A~,,+lAen+. ~ versehieden yon der Ausgangstangente 
A~ A2~ so mtil~te diese Tangente A~n+. ! A2,~+ 2 zur n te~ [Iberord- 
hung perspektiviseh liegen; dieso n t~ Uberordnung ist abet die 
Tangente A + I A  +s und deren Projektion yon w aus ist die 
Tangente A~Az~  mit der also A2~+1 A~,~+ 2 zusammenfallen mull. 

Anmerkung. Ist a die n ~ Unterordnung yon b, dann nenne 
ich umgekehrt b die n t~ Uberordnung yon a. 

6. Sind w0~ w~ w 2 wieder drei in einer Geraden liegende 
Wendepunkte und projizieren wir das zentrale 2n-Eek A~ A,2... A n,, A~, 
das sieh yon dem Wendepunkt w o aus in sieh selbst projiziert, 
yon wj aus, so erhalten wir z. B. als Projektion der Geraden 
AlW0Az+a die Gerade A ' [ w ~A I ~+ ~ .  Wir sehen: esergibt siehein 

" " - -  A "  " zentrales 2n-Eek A~ A~ ~, A1 mit w~ als Zentrum. Ein System- 
ring erster Art liefert also 9 zentrale 2n-Eeke; jeder Wendepunkt 

-ist von einem solehen Vieleek umgeben; zwei dieser Vieleeke mit 
den Wendepunkten w, and w/~ sind perspektiviseh zu einander. 
Das Projektionszentram ist der Wendepunkt wy, der mit den Wende- 
pankten w~ und w~ in einer Geraden liegt. 

Wit sind also zu s Ergebnissen gekommen: 

D ie  g e m e i n s a m e n  T a n g e n t e n  von  P u n k t s y s t e m -  
r i n g e n  S 1 S 2 . . . S , ~ S  1 m i t  d e r C  3 g r u p p i e r e n  s i eh  z u V i e l -  
e e k e n ~ d i e  d e r C  3 u m - u n d e i n b e s e h r i e b e n  s ind.  S o l e h e r  
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V i e l e e k e  s i n d  d r e i e r l e i A r t e n  m S g l i e h :  ~ , - E e k % m e r k -  
w t t r d i g e  3 n - E e k e  uncl  z e n t r a l e  2 n - E e k e .  

7. Es ist nun der Nachweis der Existenz dieser vorerst nur 
ats mSglich erkannten Vieteeksgattungen zu ffihren. 

Was die einfaehen n-Eeke angeht, so hat~ wie sehon eingangs 
erwahnt~ Herr  P i e q u e t  diesen Nachweis bereits geftthrt und ihre 
Anzahlen bestimmt. Ieh will den Parameterausclruek~ der diese 
Anzahlen enthalt~ in Karze noah eimnal ableiten~ well ieh ihn 
spater ftir die ErSrterung der Zahlen der merkwfirdigen 3 n-Eeke 
rlStig haben ward% zun~chst aber an der Hand dieses Ausdruekes 
zeigen will~ da$ sieh die Gesamtheit aller Vieleeke yon derselben 
Seitenzahl in bestimmte Gruppen teilen lal~t. 

Denken wir uns in der bekannten Weise - -  s. C 1 e b s e h- 
L in  d e m a n n, Vorlesungen fiber Geometri% Bd. I~ S. 605 - -  die 
Punkte  der C 3 dutch Parameter elliptischer Funktionen dargestellt~ 
derart, dag einem Wendepunkt  w der Parameter 0 zukommt~ so 
ist~ wenn der Parameter eines Punktes p ist~ der des Tangential- 
punktes ~ - - - -  2p~ der des n~chsten Unterordnungspunktes ~ 4 p 
u. s. w. Bei einem urn- und einbesehriebenen n-Eck mug die 
(n @ 1) ~ Unterordnung wieder mit dam 1.. Punkt  zusammenfaUen: 
wenn also p der Parameter dieses ersten Punktes ist, so muir die Glei: 
chung bes~ehen : ( - -  1) '~ 2 ~ p ~ p (mocl % ~')~ oder ( - -  t) ~ 2~p - - p  ~ 0; 

k (, -Jr k'r k' 
p [( 1) '~1 ~ - 1 ] ~ 0 ( m o d  m, @; p : ( - -  1) '~2 ' ~ -  1' wobei k und 

beliebige positive oder negative ganze Zahlen sein kSnnen und m 
and (~' die Per!vden der Kurve sind. Von der Gesamtheit der in 
diesem Ausdruek enthaltenen Vieleekspunkte sind aber, wenn man nur 
die Eekpunkte  der eigentliehen u haben will, die 9 Wendepunkte 
abzuziehen~ deren einer z. B. siehergib b wenn man k und k' = 0 setzt. 

Ist nun m d e r  Parameter eines solchen Vieleekspunktes und 
projizieren wir diesen Punkt  yon den 9 Wendepunkten der Kurve 
aus~ so erhalten wit je einen Eekpunkt  yon 9 weiteren n-Eeken. 
Die Parameter dieser neun Punkte  sind enthalten in dam Ausdruck 

- -  m @- - ~  @ -~ - ] ,  wo a und a' irgend eine yon den drei Zahlen 

O~ 17 2 bedeuten. Projizieren wir - -  m wieder yon s~mtliehen 
Wendepunkten aus~ so erhalten wit die gleichen Werte  der eben 
erhaltenen Paramenter, aber mit positivem Vorzeiehen; das gibt 
also wieder neua Vieleeke ; eines derselben ist das Ausgangsvieleck~ 
yon dam ein Eekpuakt  den Parameter m hat. Man kann sieh 
nun leieht davon iiberzeugen~ dal~, wmm man einen anderen yon 

den in dem Ausdruek - -  n, @ -3-- -@ enthaltenen Punkten an 

Stelle des Punktes - - m  yon den neun Wendepunkten aus proji- 
~2 {I) ~*(1) p 

ziert, man dieselbe Punktgruppe~ m -@ --if- -~  - g - ,  erhi~lt. Also : D i e 

Z a h l  s ~ t m t l i c h e r  d e r  C 3 urn- u n d  e i n b e s e h r i e b e n e n  

l~Ionatsh, fiir Mathes.]atik u. Physik .  X V I I I .  Jahrg .  6 



82 Hermann Oppenheimer. 

n - E e k e  l~l~t s i e h  in  A b t e i l u n g e n  y o n  j e  18 n - E e k e n  
t e i l e n .  D i e s e  18 n - E c k e  t e i l e n  s i c h  w i e d e r  in  z w e i  
G r u p p e n ,  A u n d  B;  j a d e s  V i e l e k  d e r  G r u p p e  A i s t  
p e r s p e k t i v i s e h  zu  j e d e m  V i e l e e k  d e r  G r u p p e  B in  
b e z u g  a u f  e i n e n  d e r  W e n d e p u n k t e .  - -  I c h w i l l d e r K f i r z e  
wegen, anstatt yon dem durch den Parameter m gegebenen Punkt  
eines Vielecks~ yon einem Vieleck m sprechen. Bedeutet nun m 
eines der reellen Vieleck% so sind fo]gende Vieleeke der Abteilung. 

2 
zu der m gehSrt~ reell: yon der Gruppe A m, m-~-3~, m @  

m 

3 ;  
2 ~  

yon tier Gruppe B - - m ~  - - m  ; ,  m 3 ;  die anderen zw~lf 

Vielecke der Abteilung sind imaginar. Es fragt sieh nun~ ob es 
nicht Abteilungen gibt~ deren samtliche 18 Vielecke imagin~r sind. 
Die Antwort auf diese Frage ist leicht zu ilnden. Ist m ein reelles 

k ~  
Vieleck~ so ist sein Parameter in dem Ausdruck ent- 

( - -  1)'2 " -  1 

halten~ er heil~e- #~ ~ i dann ist ein imagin~res Vieleck der 
( - -  1)'2 ' ~ -  1 

k'~ ~,' 
Abteilung', zu der m gehSrt, #~ r ~ - - ~ - ,  wo ]~[ irgend 

( -  i)~2 ' ~ -  i 
eine positive oder negative Zahl sein kann. Ist nun neine  gerade 
Zahl, so wollen wir sie = 2 q setzen; ist die Zahl n nngerade~ so 
wollen wir ftir dieselbe 2p-@ 1 setzen; im ersten Fall ist der 
Nenner ( - -  1)" 2 ~ -  1 ~ 2 2 ~ 1~ im zweiten Fall ~ - -  (2 2p + ~-@ 1); 
nun ist bekanntlieh sowohl 2 ~q - -  1 oder (2~) ~ - -  1~ als aueh 2v+~-~-1 
durch drei ohne Rest teilbar. 

[(22) q-- 1] :(2 ~ -  1) = (2~o)q_1 _~ (22)q_2 + "," + 1 

[.2 ~ ' + '  @ 1]: (2 @ 1) = 22p - -  2 ~ ' -~  -~- 2 "~-2 . . . .  @ . . .  --~ 1. 

Der Nenner ist also unter allen Umst~nden dutch drei teil- 

bar. Ist nun ( -  1)~ 2 " - -  1 3 - - s  und bringen wir den Parameter  

,~ ~ . ,  ]c', o;  
unseres imaginaren Vieleeks @ ~ auf den Nenner 

[(--  1)" 2 " - -  1], so erhalten wir Daraus erkennen wir : (_  ~ ) ' , 2 ~ _  ~ ' 

a l l e  P a r a m e t e r w e r t e  y o n  n - E e k s p u n k t e n ~  in d e n e n  
d e r  K o e f f i z i e n t  y o n  m' n i e h t  d u r e h  s o h n e  R e s t  t e i l -  
b a r  is t ,  g e h s r e n  s o l e h e n  i m a g i n a r e n  n - E e k e n  an~ 
d e r e n  A b t e i l u n g  l a u t e r  i m a g i n a r e  n - E e k e  e n t h ~ l t .  
Es gibt also Abteilungen mit sachs reellen und zwSlf imaginaren~ 
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und solehe mit lauter imagin~ren n-Ecken. - -  Es ist nun leieht zu 
zeigen~ dal~ imagin~re Abteilungen aueh zu imagin~ren System- 
rmgen gehSren~ zu solchen Ringen~ deren Systeme keine reellen 
Punktpaare haben. Ist a -  b ein Punktpaar, das einem System S 1 
a.ngehSrt i mit resp. den Parametern a' und b' und sueht man zu 
irgend einem Punkte c der C:~ mit dem Parameter c', den zuge- 
hSrigen Punkt  x~ mit dem Parameter x'~ so dal] c -  x und a -  b 
perspektiviseh sind, also a c und b x sieh in demselben Punkte d der 
C3 sehneiden~ dann ist f~ir diesen Punkt  als dritten Schnittpunkt der 
Geraden a c mit der Co der Parameter ~-  - -  (a' ~-  c')~ weil aber der 
Punkt  d aueh auf b x liegt, so ist sein Parameter auch ~ --- (b' -~- X') ; 
alse ist - -  (a' @ c') ~ - -  (b' -Jr- x ' )  (mod % to'), also x' ~ a' -J- c' - -  b'. 
Ist nun a b e i n e  Tangente der C:~ mit a als Bertihrungspunkt~ dann 
ist b ' = - - 2 a ' ;  also ist dann x'-----3a'-~-c'; bedeutet nun aber a 
ein n-Eek einer imagini~ren Abteilung, dis also keine reellen Viel- 

eeke enthlilt~ so ist a' yon der Form ]e ~" t-- ~:' o)' e J / .  , wo f i n k '  nieht 

ohne Rest enthalten ist. Setzen wir diesen Wert  ein~ dann erhalten 
3 ]c ~ 3 k'  (~' 

wit : x' - -  -J- . . . .  ~- c'. ieh will also nun zeigen~ dag~ wenn 
e f 

aueh c reell ist, der zugehSrige Punkt  x doeh imaginar ist; dann 

hat S t offenbar lauter imagiu~tre Punktpaare. x ' - - 3  k (o . 3 lc'r . , 

ist aber nur dann nicht imaginar, wenn der Koeftizient yon ~o', 
3]c' 3ko~ O ~o f ,  eine ganze Zahl er~r die andern beiden Glieder~ - - e  und c'~ 

sind ja nach Voraussetzung reell. Da nun ~: keine ganze ZaM 

ist~ so kann ~ nur eine ganze Zahl sein ffir den Fall~ d a l ~ f ~  3 

ist. Abet a' s m lc' o~' 
- -  e ~- - 3 - -  warde ein u der Abteilung sein.~ 

]c oJ 
v o n d e r -  ein reelles Vieleek ist, w/~hrend wir vorausgesetzt 

e 

heben, a' soll einer imaginaren Abteilung angehSren; f kann also 
nicht ~---3 sein und x' ist imagin~tr. Also: Ist a b e i n e  Tangente 
eines Systemrings mit lauter imagingren Vieleeken und bestimmt 
man zu emem reellen Pankte c der C a den entsprechenden Punkt  x 
des Systems (a - -  b)7 so erweist sich x als imagin/ir. Samtliche Punkt- 
paare aller Systeme des Ringes bestehen entweder aus zwei imagi: 
n~ren Punkten oder enthalten einen reellen und einen imagin~ren 
Punkt. Das folgt daraus~ dal] man durch fortgesetztes Unterordnen 
yon einem System des Ringes zu jedem anderen gelangen kann. 
Ein imagin/ires System hat aber auch eine imaginare Unterordnung. 

A n m e r k u n g .  Wie wir in 6 gesehen haben, enthalt eine 
Abteilung zentraler 2 n-Ecke nut  neun Vieleck% die sowohl die 
Gruppe A, wie die G ruppe B bilden. 

6:': 
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8. Nun erhcbt sich die Frage: cxistierau in Wirkliehkeit aueh 
die merkwfirdigen 3 n-Eeke, die wir in 3. besehrieben haben? 

Ihr Vorhandenseiu l~il~t sich dureh den }{aehweis der Be- 
ziehung zeigen, in der sie zu den urn- und einbesehriebenen 
n-Eeken stehen. Ein urn- und einbesehriebenes n -Eek  he[fie 
A~ A,~... A AI~ tints yon den der C;~ um- and einbeschriebenen 
Dreiecken P1 14z P3, und zwar gehSre dasselbe dem Punktpaar- 
system Z' an. Zeiehnet man nun den dritten Schnittpunkt yon 
Ai P1 mit der C:, Qi~ ebenso den yon A2 ~ (~)s~ dann [st Q~ Q~ 
ebenfalls eine Tangente der C3; und wenn A 1 der Beriihrungspunkt 
der Tangente A I A s [st und P1 der der Tangente P~ Ps~ dann 
[st Q~ der Beriihrangspunkt des Tangente Qi Qs. Zeichnen wit 
m~n ebenso ztl A s A s and t~ P.3 die dritte Tangente Qs Q3~ so ist 
diese nattirlieh die Unterordnung yon Qs Qs- Konstruieren wir so 
weiter, bis wir wieder zu A 1 A s zuriiekkommen, und setzen den 
Prozeg fort, so wird jetzt, wenn nicht n eine durch drei teilbare 
Zahl ist, A~ As nieht wieder mit P~ -P2 zusammenkommen~ sondern 
entweder mit Ps/ '3 oder salt 1):~ t>1, je nachdem n ~ 1 (mod 3) 
oder n ~ 2  (rood 3) [st. Ist jetzt A~ A s mit Ps/~d zu verbinden, 
end erhalt man als dritte Tangente Q~ Q~, so [st leieht zu erkennen, 
dab Q'~ " Q~ gleiehnetzig mit (~)~ - -  (22 ist~ ohne dal~ nattirlieh die 
Punktpaare identiseh sein kOnnen. Sei in P ~ -  ~ l~ Eekpunkt, 
Ps l~ullpunkt; dann [st also in I~ ---P3 Ps Eeklmnkt und P.'3 lqull- 
punkt. Verbindet man also eimnal A t mit /~ und A~ mit I~, 
ein anderes Mal A i mit Ps und A s mit P~ so ist klar, dal] be[de 
l~Iale A~ mit einem Eekpunkt~ A~ mit dem zugehSrigen lqullpunkt 
eines Punktpaars von ~' verbundea [st; die zwei Tangenten Q~ Q~ 
und Q[ Q~ gehsren also derselben Tripelkurve aM (s. Einleitung I l ia) ;  
Q ~ -  Q~ und Q [ -  Q~_ sind gleiehnetzig. - -  Setzen wir den Kon- 
struktionsprozeg welter fort, his wir wieder zu A 1 A~ kommen, so 
wird dieses Mal die Verbindung yon A 1 A s und I~ P1 an die Re[he 
kommen und eine Tangente Q'i' Q~' ergeben, und erst wenn wir in 
der Fortsetzung der Konstruktion das dritte Mal zu A~ A~ zurtiek- 
kommen, wird es sich treffen~ dai] A~ A~ wieder mit Pi P.~ zasam- 
menkommt~ also wieder die dritte Tangente (2~ (2~ sieh ergibt. 
Wir haben also das 3 n-Eek Q1 Q2. . . . .  �9 Q,, Q'~ Q'~ Q: (~)1' Q"'2 �9 �9 Q,," 
erhalten~ in welchena (~)~ -- O~, O l -  O~, 0'~'-- O'; gleiehnetzig sind, 

t t  ebenso O ~ -  0~, (2~--Q;~, ( 2 " -  0~ u. s. w. 
3a) Die Vollstlindigkeit erfordert noeh den Iqachweis, dais 

jedes merkwfirdige 3 n-Eek dureh unsere Konstruktion erzeugt 
werden kann. 1Nehmen wir za diesem Zweeke any dab in dem Arran- 
gement der vorausgehenden Konstruktion O~ Q~... Q~ (2~"" Q'i' Q;""  
das gegebene Vieleek sei, und zwar ein beliebiges merkwtirdiges 
3n-Eckv so 1/~t sieh ~ umgekehrt zeigen, dal~ dieses Vieleek in 
Verbindung mit einem urn- und einbesehriebenen Dreiec]~ P~ P~/~ 
ein urn- und einbeschriebenes n-Eck A~ A~...An liefert. Ist n~m- 
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lich Ol (22"" Q~ Q;"" 0'1' 0~"" ein beliebiges merkwurdiges 3n-Eek, 
,* I f  l t l  �9 dann sind die Dreieeke Q1 Q1 Ol~ Q2 Q2 Q~ ..merkwttrdige Drei- 

ecke (s. Einleitnng IV b); also liegen z. B. die Dreieeke Pt P2 Pa 
' 0 "  dreifaeh perspektiviseh zu einander; es sehneiden und Q1 Q1 ~1 

sich also P~ (21, ~ Q'I, Pa (2'~' in einem und demselben auf dem 
Ca liegenden Punkte A 1. Zeiehnen wir nun die Gerade t '  1 Q, 
uncl ihren dritten Sehnittpunkt A 1 mit der C a und die sukzessiven 
Unterordnungen dieser Geraden P~ QI A1, P~ Q2 A~ Pa Qa A3~ 
P~ Q~ Ar u. s. w., dann handelt es sieh darum~ was far ein Viel- 
eek die Punkte A 1 As A ~ Ar ... bilden~ ob ein 3n-Eek oder ein 
einfaehes n-Eek. Daig die 3n t~ Unterordnung Q, iP, A 1 wieder 
(2l P1 A1 ist, ist selbstverst'andlieh. Ist nun abet n ~ 1 (rood 3), 
so kommt bei der Bildung der Unterordnungen P2 (2s, R~ Qa, 
/-~ Q4"" "Q; mit Pa zusammen und veranlai3t die Verbindungslinie 
Qi/2, ebenso kommt 0'~' mit -Po, zusammen und liefert (2'1' Is; abet 
Q1 P~, O; I'.~ und 0[' P~ sehneiden sich doeh in einem und dem- 
selben Vieleekpunkt A~ ; ebenso die Unterordnungen (2.2 Fu, 0'o./>a 
und O" '~ P1 in .A 1 11. S- W.; es ist somit klar~ dal3 die Punkte 
.A1, A s ... ein einfaehes n-Eek bilden, da ja die Linien QtP~, 
(2~ Ps, Q3 Pa, (24 P ,  u. s. w. dieselben Vieleekspunkte At, A~ ..- 
aussehneiden, wie wie Linien 0; P,e, (2; P.~, (2a P, u. s. w. und die 

t f  t t  Linien OlPa, 02 P1 u. s. w. 
Ist abet 3n ~ 2 (mod 3), dann trifft in der Reihe der Unter- 

ordmmgen yon P~ (21 O;' mit -P2 und Q; mit Pa zusammen, dann 
lat?t sieh also das Dreieek _P~/)2 Pa nieht zur Konstruktion des 
n-geks bentitzen; dafar abet die Projektion yon /)1 Ps ~ yon 
einem Wendepankt aus, etwa p, psioa. Denn gehSren die Punkt- 
paare 01 - -  0[, 01 - -  0;', 0; '  - -  01 der Punktpaarmannigfaltigkeit I, 
die Punktpaare P, --- P~, P,e - P.~ P . -  1'1 tier Mannigfaltigkeit II  
an, dann gehSrt die Pro]ekt ion der letzten drei Punktpaare, Pl - -  P2, 
P s -  Pa~ P o -  Pl wieder der Mannigfaltigkeit I an, also sehneiden 
sieh in den zwei Punktpaaren Q 1 - - 0 [  und Pa--P,  (21Pl und 
Q'lPa in einem Punkte A~; dureh diesea Punkt A 1 geht dann 
wegen tier dreifaehen Perspektivitat der Dreieeke (21 0; (fl' und 
lolp2pa aueh Ql'p~. Aber wenn .n=___2 (mod 3) ist, und wennman 
Pl mit 01 verbindet, ps mit Q2 u. s.w., dann kommt gerade 0[ mit Pa 
und (21 mit p~ zusammen. Also sehneiden wieder yon den Ge- 
raden p~ (2~, p~ (2~..~, die das Vieleek A t As . . .  auf der Qs aus- 
sehneiden, je drei, io, (21, Pa (2~, 2)~ (2~' denselben Punkt, A:, aus. 
Wit erhalten also wieder ein einfaches n-Eek. 

9. Wir haben uns nun mit der Frage nach der Existenz 
zentraler 2n-Ecke zu beseh~tftigen. Diese Frage beantwortet sich 
mn einfaehsten dadureh~ dag wir die Parameter ffir die Eekpunkte 
dee zentralen 2n-Eeke aufstellen, die irgend einen Wendepunkt, 
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z. B. den mit clem Parameter  o~ aIs Zentram h a b e n -  wobe[ fiber 
die Parameter dieselben Festsetzungen gelten sollen~ wie fraher. 
Ist x der Parameter eines solchen Vieleekspunkfes und bestimmen 
wit die Reihe seiner Unterordnungen~ dann erhalten wit far die 
n ~ Unterordnung den Parameter ( - -  1) '~. 2 ~. x ~ die Verbindungslinie 
des Ausgangspunktes mit seiner n ~en Unterordnung mull nun durch 
den Wendepunkt  mit dem Parameter o gehen; also erhalten wir 
die Gleiehung : 

- - x - - (  1)~.2 ~x~---o(mod % m'); 
also ist /~ m @ k'm' 

X ~  
( - -  1) "+~ 2 ~ __ 1 ~ 

we /c uncl /d irgendwelehe gauze Zahlen bedeuten. 
Im Fall% dal~ n e i n e  ungerade Zahl ist~ erh~tlt man offenbar 

alle Werte dieses Ausdraeks, wenn man Z: und ld die Werte aller 
positiven Zahlen yon 0 bis 2'*---2 gibt;  also im ganzen ( 2 " - - 1 )  ~ 
Werte. Ist n gerad% dann ist ( - - 1 )  '~+~ 2 ~ negativ; der Nenner 
heist d a n n -  2 ~ ' ~  1;  man erh~tlt in diesem Falle alle Werte 
des Ausdraeks, wenn man sowohl k als aueh t:' die Werte  aller 
negativen Zahlen von 0 bis - - 2  ~ annehmen lal3t, 0 u n d -  2" mit- 
gereehnet. Das sind im ganzen (2n@ - 1) ~ Werte. 

In beiden Fallen ist also die Zahl der Weft% die der Aus- 

draek ]c m @ k' m' annehmen kann, -~- [ ( - -  1) '~+~ 2 ~' - -  1] '~. Die- 
(__1)~+ ~ 2 ~ __ ]. 

ses Quadrat gibt also die Zahl tier Eekpunkte  aller zentralen 
2n-Eeke  an, die den Wendepunkt  mit dem Parameter 0 als Zen- 
tram haben. In der Zahl dieser Eekpankte  ist aber dieser Wende- 
punkt selbst mitgereehnet~ sein Parameter ergibt sieh aus dem 

Ausdruek k ~ @ 1~' ~' ffir k ~ 0, ],:' =- 0. In der Tat  l~tgt sieh, 
( - -  1)n+a 2 '~ - -  1 

wie mehrfaeh erwShnt~ sin Wendepunkt  als ein unendlieh kleines 
Vieleek ansehen. Die Zahl der eigentliehen Vieleekspankte betrsgt 
also in unserem Falle [ ( - - 1 )  ~+~ 2 ' ~ -  1] ~ -  1. Da ein 2 n - E e k  
2 n  Eekpunkte  hat~ ergibt sich dutch Division dieses Ausdraeks 

dureh 2 n  die Zahl der Vielecke: ( - -1)*~+~2'~--1  Da natarlieh 

jeder  Wenclepunkt Zentrum gleieh vieler zentraler 2n-Eeke  ist, 
mug man diese Zahl wiederam mit 9 multiplizieren~ um die Zahl 
aller zentralen 2n-Eeke  zu bekommen. Setzen wit z. B. n ~---5 7 
so erhalten wir die zentralen ]0-Eeke. In diesem Falle ist 

[ ( - -  1)'~+~ 2"--- 13~ = 1 [ ( - -  1.)~ 2~--  1] 2 ] 
2 n  10 

_ _ ( P - - l )  ~ - -  1__ (2~ .... 1 - -  1). (2 ~ )  @ ~ ) =  3 2 . 3 0 _ = 9 6 ;  
10 10 10 
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also betragt die Zahl aller zentralen 10-Eeke 9 . 9 6  = 864. ~ Nicht 
ganz so einfach gestaltet sich die Auswertung unseres Ausdruckes~ 
wenn 2n  ein ungerades Vielfaches yon der Eckpunktzahl anderer 
zentraler Vielecke ist. Ist z. B. 2 n  ~ 18 ~ 3.6~ so ist in der Zahl 
der Eckpunkte  der zentralen 18-Ecke~ (2 o - -  1) 2 - -  1~ offenbar auch 
die Zahl der Eckpunkte  aller zentralen Sechsecke enthalten. Ist etwa 

�9 r~ Z A 1 A2 . . .A  6 em zentrales Sechseck~ dessen Zentrum . B. der Wende- 
punkt w o ist: dann bildet das Vieleck A 1.,42... A 6 A 1 As. . .  AGA 1 As. . .  AG 
offenbar aueh ein zentrales Aehtzehneck: die 5. Unterordnung 
~'on A 1 ist A6~ die 6. wieder A1~ die 7. A2~ die 9. A t ;  folglich 
geht, da ja  A1A~...Ac, AI ein zentrales Sechseck ist~ die Diagonal% 
die A 1 mit der 9. Unterordnung yon A s verbindet~ darch Wo; 
ebenso die Verbindungslinie yon A s und der 9. Unterordnung 
yon As, A 5 u. s .w.  Um also nur die Zahl der Punkte der eigent- 
lichen Achtzehnecke za erhalten~ mug man die Zahl m, veranlal~t 
durch die zentralen Sechseek% in Abzug bringen. Es ist aber 
m ~ ( 2 3 -  1) 2 -  1 ~ 48. Also erhalten wir ftir die Zahl der 
Eckpunkte  der eigentlichen zentralen Achtzehneck% die w o als 
Zentrum haben : 

(29 - -  1) ~ - -  1 - -  48 = (2 ~ - -  1) ~ - -  7 ~ = 261072. 

~u wir~ nm ein weiteres Beispiel anzuftihren~ die Zahl der 
za  w o gehSrigen zentralen Dreil~igecke bestimmen~ so miissen wir 
bedenken, dal~ 30 sowohl -~-5.6~ als aueh == 3 . 1 0  ist. Von der 
Zahl {(2 ~ 5 -  1) 2 -  1} ist also sowohl die Zahl m d e r  Eckpunkte  
der zentralen Sechseeke~ als auch die Zahl ~ der Eekpunkte der 
zentralen Zehnecke abzuziehen. 

Die Zahl der Eckpunkte  der eigentlichen DreiNgecke~ die 
zu w o gehSren, ist also 

(2 ~ -  1) 2 - 1 - m - n ;  m=-:-48~ n ~ ( 2 5 -  1) ~ - 1 ~ 9 6 0 .  

Also ist die Zahl der Eekpunkte aller hier in Frage kommenden 
Dreifiigecke : 1073676288 - -  48 - -  960 ~ 1073675280; folglich die 
Zahl der Dreil3igecke, die einen Wendepunkt  umg'eben - -  35789176. 
I s t n ~ - - ( 2 q - ~ - l )  r und r wieder ~ - - ( 2 s - ~ 1 )  t~ wo n ~ q , r : s ~ t  po- 
sitive ganze Zahlen sind und handelt es sich wieder u m  die Zahl 
aller eigentlichen zentralen 2 n -Eck% so sind die zentralen 2 t - E c k e  
wieder bei der Bildung der zentralen 2 r-Ecke zu berticksichtigen u. s. w. 
3{an vergleiche hiemit die Betrachtungen~ die Herr  P i c q u e t  bei 
der Bestimmung der Anzahl der einfachen n -Ecke  in der am Ein- 
gang erwSthnten Abhandlung angestellt hat. 

9 a) Zu demselben Ergebnis kommen wir~ wenn wir die Zahl 
aller Systemringe erster Art feststellen. Da niimlich: wie wir in 6) 
gesehen haben~ ein Systemring erster Art neun zentrale 2 n - E c k e  
liefert~ so mug sich durch Multiplikation der Zahl aller dieser 
Systemringe mit neun die Zahl aller zentralen 2 n - E c k e  er- 
geben. Also mug die Zahl der zentralen 2n-Ecke~ die einem 
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der neun Wendepunkte zugehSren, identiseh mit der Zahl aller 
Systemringe sein. Nun hat es keine Sehwierigkeit~ diese Zahl fest- 
zustellen. Ist S~$2... S~ sin Systemring erster Art and B~--6 '1 
irgend ein Panktpaar yon S~ sind ferner B~+~ und C,,+i resp. 
die n t~ Unterordnungen yon B~ nnd C1~ also B,~+~--C~+1 die 
n t~ Unterordnung yon B 1 - -  C1, dann ist B,~+a-- C~+~ perspektiviseh 
zu B 1 - - C  i ; es sehneiden sieh B~B~+~ nnd Ci C,~+~ in einem Punk teM 
der ~ .  Ist nan der Punkt  B~+I dem Punkte B 1 nnendlieh be- 
naehbart, dann wird B~B~+~ Tangente in B 1 and M ist der Tan- 
gentialpunkt; B l -  Ct and B~--  C~+~ sind dann die zwei zu B~ ge- 
hSrigen Punktpaare yon S 1. Dieses Zusammenfallen der Punkte 
B1 und B~+I wird nun eintreten, sobald B 1 Eekpunkt eines am- 
and einbesehriebenen n-Eeks  ist. Dann fttllt M mit Bs znsammen. 
Dureh diesen Punkt  B,~ geht also aueh C~C,~+I und die Frage 
naeh der Zahl aller Systemringe erster Art ist nun offenbar iden- 
tiseh mit der Frage naeh der Zahl aller Pankte C1, die zu ihrer 
n ~ Unterordnung C~+~ so gelegen sind, dai3 die Verbindungslinie 
C~Cn+~ dareh B,~ geht. Ist nun der Parameter yon C1 x~ dann 
ist der yon C,~+~ (--1)~2~x und der des dritten Sehnittpunktes 
yon C~C~+~--[x-JT(--1)~2nx]; dieser Parmneter mug derselbe 
sein~ wie der yon B~; ist dieser y, so ist also 

also 

x I(--  1~'+12~' - -  1] ~ l ~  (moO. +, +'); 

p + k~, + ~',,,' 
~) X ( - -  1)n-]-1~ n - -  1" 

Die Zahl der Werte, die dieser Ausdruek annehmen kann, ist 
offenbar wieder [(--1)"+12 " -  1] ~. Der Ausdraek gibt uns die 
Zahl aller Systeme an, die Glieder yon Bystemringen n ~r Ordnung 
and erster Art sind; dabei enth~lt der Ausdruek aber jedes System 
doppelt. Denn ebenso wie die nte Unterordnung yon B1 - -  C1 B1-- Cn+i 
ist~ so ist die n te Unterordnung yon BI--C,+I wieder B~--6'~; da ja  
B1--C~ and B~--C,,+~ die zwei einzigen zu B1 gehSrigen Punkt- 
paare won S 1 sind. Unter den LSsungen der Gleiehung ~) finder 
sieh also sowohl C~ als aueh C,+~, obwohl beide Punkte sin 
Punktpaar desselben Systems, S~ liefern. Wollen wir also nur die 
Zahl der Systemringe haben} so mtissen wir~ weil n Systeme ztl 
einem Ring geh~ren und jedes System doppelt in der dureh ~) ge- 
gebenen Zahl enthalten ist; [(-- 1)"+~2" - -  1] ~ dareh 2n dividieren. 

A n m e r k u n g .  Die Ubereinstimmung dieser Zahl mit der 
Zahl der zu einem Wendepunkt w o geh~rigen zentralen 2n-Eek~  
ist noeh in anderer Beziehung interessant. Die Punkte C 1 C2 . . .  
�9 . .  Cn C , + 1 . . .  C2, 01 bilden ein urn- und einbesehriebenes beliebig~ 
2 n -Eek  ; die dritten Sehnittpunkte der Diagonalen C1 C~+ 1, C~ C, +_~ 
u. s. w. bilden das n - E e k  BzB~... B~. Ein solehes ,}begleitendes" 
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n - E e k  gehSrt offenbar zu jedem urn- und einbeschriebenen 2 n - E e k  
und unsere Gleiehung ~) gibt nun alle die Eckpunkte  C derjenigen 
2 n - E e k %  die B 1Bn . . .  B~ als begleitendes n - E c k  haben. Das be- 
~leitende n -Eek  aber, das za einem zentralen 2 n - E e k  mit dem 
Wendepunkt  w o als Zentrum gehSrt, ist das unendlich kleine n -Eek ,  
das in den Wendepunkt  w o s Iu der Tat  geht der Ausdruck ~) 
in den im vorigen Paragraphen diskutierten Ausdruek tiber fiir 
p- -~0.  

10. Wir  wollen uns nun noch genauer mit dem merkwtirdi- 
gen 3 n - E c k  beseh~tftigen. Wir  haben gesehen, dal~ es eine Anzahl 
reeller der C 3 urn- und einbesehriebener n -E ek e  gibt; ebenso ist 
bekann% dag zwei reelle der C a urn-und einbeschriebene Dreieeke 
existieren. Da nun ein merkwardiges 3 n - E e k ,  wie wir in 8. ge- 
sehen haben~ sieh aus der Verbindung eines n - E c k s  und eines 
Dreiecks ergibt, so existieren auch reelle merkwtirdige 3 n - E e k e .  
Ein solehes~ A l A n . . .  A3n, legen wir der naehstehcnden Betrach- 
tung zu Grunde. A I - - A . + ~  A ~ + ~ - - A ~ + ~  A 2 ~ + ~ A ~  seien 
also Punktpaare des sieh selbst untergeordneten Systems E'. Die 

" w '  w"  w/~ ' @~; und zwar seien Wendepunkte seien w~ w'~ w , w~ ~ ~, w~, 
pp 

' - -  " w ~ - -  w '  wz .tv z Punktpaare W ~ We~ W - -  Wrr~ W a -  Wa~ W a Wa~ p f i ~  - -  

yon Y~'; w, w', w" seien die drei reellen Wendepunkte.  Dann ist 
naeh 4. die Projektion yon AI~ A2 . . . .  A3,~ yon w aus, 

w (A~ An . - .  A ~ )  = w '  (A~ A,~ . . .  & ~ )  = w" (A1 A~ , . .  & , ~ ) ;  

diese Projektion sei a 1 a t . . . a 3 , ~  ; sie ist nattirlich aueh reell. Da- 
gegen ist 

---- < ( ~  An �9 �9 A~ ,,) ~ ~ )  ,~.<~ . . .  d ~ ,~ 

imagin~r ; ebenso wt~ (A 1 A~ .. A3~) - -  _(l~') a(~) _(~) Desgleichen 
sind die Projektionen des zweiten reellen Vieleeks a, a n -.. a ~  yon 
Wa l i n d  wfi  alls~ 

a ~ - -  A (~~ A(a) �9 A (~) und w/~ (a~ a~ �9 �9 a~ ~ Wa ( ( t l  ( l  n " " " 3n] - - ~  I "212 " " 3 n 

_ _  A(: ~) A(3) . A(? ') 

imagin~r. Mit w~(a~ a~ .... a3~) ist wieder w" (a~ a~ .-. a~,) und 

w~ (al a~ .. .  a3 ~) identisch ; ebenso mit w,.~ (a~ a2 . . .  a3 ~) wz  (a~ a ~ . . .  a ~,)  

und w~ (a~ a~ . , .  aa~). Die beiden Vieleeke --1 A(~)-n A(~) "'" A(~)a~ uncl 

A~ (~)A n(z) �9 . .A  (/~ sind natttrlich versehieden yon einander; denn sie 
sind ja Projektionen eines Vielecks al a~ . . .  a ~  yon jedesmal drei 

A("). . .  yon Wa~ w a aus, versehleclenen Wendepunkten aus: _~ w ,  

A(~) , ,, 1 "'" von w/~ w/;,~ wz aus. Wir  sehen also: e i n e  A b t e i l u n g  
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m e r k w f i r d i g e r  3 n - E e k e  e n t h s l t  s e e h s  V i e l e c k e ,  d ie  
A(a).. (/9 G r u p p e A b e s t e h t a u s d e n 3 n - E e k e n A ~ . . . ~ - ~  1 .~ A 1 . . . ;  

d i e  G r u p p e  B en th~t l t  d i e  3 n - E c k e  a 1. . . ,  % ...~ a . . . .  
A u e h  h ier  is t ,  w i e  b e i m  b e l i e b i g e n  n - E e k  j e d e s  V i e l -  
e c k  d e r  G r u p p e  A p e r s p e k t i v i s c h  zu j e d e m  V i e l e c k  
d e r  G r u p p e  B. D i e  P e r s p e k t i v i t ~ t t  i s t  abe r  h i e r  e i n e  
d r e i f a e h e ;  d i e  d r e i  P r o j e k t i o n s z e n t r e n  b i l d e t  e i n e s  

P W'~ d e r  d r e i  } V e n d e p u n k t s t r i p e l :  % w': w" o d e r  ,w, w ,  
t t t  

o d e r  w/~ w/~ w z. In unserem Falle, wo wit yon einem reellen 
Vieleck ausgegangen sind~ ergab sich je ein Vieleek jeder Gruppe 
als reell: die beiden Vieleeke A1. . .  uncl a l . . .  ; die anderen vier 
Vieleeke sind imaginar. Dal3 eine Abteilung gerade seehs Vieleeke 
enthalt, steht im Einklange mit der Tatsach% dal~ ein System des 
Ringes, S1, 18 Tangenten mit der C~ gemeinsam ha% jedes Vieleek 
der Abteilung aber drei dieser 18 Tagenten enthalt: 

A 1 A~, .An+aAn+2, A2n+lA2n+2;  ct 1 a2~ an+l Ct,~+2~ (t2n+l tt~n-b~ 

u. s. w. Es gibt natttrlieh aul3er solehen Abteilungen~ die zwei 
reelle Vieleeke enthahen, auch Abteilungen mit lauter imaginaren 
Vieleeken. Die diesbeztiglichen Unterscheidungen kSnnen wir uns 
hier ersparen, da sie sieh an der Hand des Para,neterausdruckes far 
alle 3n-Eckspunkte in ganz ~thnlicher Weise wie beim n -Eck  
bewerkstelligen lassen. Dagegen ist es far die naehfolgenden Be- 
traehtungen notwendig, dag wir diesen Parameterausdruck feststellen. 
Wit  haben gesehen~ dag die Linie~ die einen Eekpunkt eines um- 
und einbesehriebenen n-Eeks mit einem Eckpunkt eines um- und 
einbeschriebenen Dreiecks verbindet, als dritten Sehnittpunkt mit 
der C a einen Eckpunkt eines merkwttrdigen 3n-Eeks liefert. Die 
Parameter samtlicher n-Eckspunkte sind in dem Ausdrucke 

<_ ])< 2'~_ i 

enthalten, in d e m k  und k' irgend welehe ganze Zahlen bedeuten. 
Setzen wir in demselben n ~---3~ so erhalten wir die Parameter fttr 
die Eekpunkte der nm- und einbesehriebenen Dreieeke. Der bei 
dieser Spezialisierung sieh ergebende Ausdruek ist yon der Form 

wo l und l' irgendwelehe positive oder negative Zahlen 
9 

bedeuten ; es ergeben sieh allerdings sehon s~tmtliehe Dreieekspunkte, 
wenn man l und l' alle Werte yon 0 bis 8 annehmen lal~% wobei 
wir aber nattirlieh aueh die neun Wendepunkte erhalten. Bringen wir 
diese in Abzug, so ergibt sieh also als die Zahl der eigentlichen 
Dreieekseekpunkte 72~ im Einklang mit der bekannten Tatsaehe~ 
dal~ es 2~t urn- und einbeschriebene Dreieeke g i b t . -  Der gesuehte 
Ausdruek Nr die Parameter unserer 3n-Eekspunkte ist somit 
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- -  oder~ wenn wir die Brtiehe attf einen 
L( T M  I I 9 

Nenner bringen~ unter Bertieksiehtigung des Umstands~ dag 

[(--  1) ~ 2 ~ - -  1] dureh 3 teilbar jst, m ~o @ ~n' ~' wo wieder [(-- 1)~2 ~ -  ~].a' 
m und m' beliebige ganze Zahlen bedeuten. Dabei ist v0rausge- 
setzt, dag der Nenner [ ( - -1 ) "2  ~ -  1] nicht dutch 9 teilbar ist. 
Die Teilbarkeit des Nenncrs dureh 9 ist aber, wie man sofort er- 
kennt, wenn man ihn durch (2a@ 1) dividiert~ nur dann msglieh, 
wenn n dureh 3 teilbar ist. Diesen Fall haben wir bei unserer 
Konstruktion des merkw{irdigen 3n-Eeks  ausgesehlossen. - -  Die 
Frag% ob auch ein merkwt~rdiges 3n -Eek  existiert far den Fall, 
dag n dureh 3 teilbar ist, welehe besonderen Eigensehaften ihm 
zukommen und wis es sieh konstraieren l~tgt~ will ieh einer be- 
sonderen Untersuehung vorbehalten. Der far uns hier in Frage 

kommende Ausdruek m ~u -~ m' o~' enthglt aueh alle Wende- 
L(-- 1) "2 '~- 1].3 

punkte. Alle reellen "Werte bekommen wir, wenn wir rn' = 0 setzen. 
Es hat nun auch keine Schwierigkeit; dis Gesamtzahl aller merk- 
wttrdigen 3n-Eeke festzustellen~ da alle Werte, die der Ausdruek an- 
nehmen kann, erhalten werden~ wenn wir, im Fal len  gerade ist, jeden 
tier Parameter m und m' die Werte der positiven ganzen Zahlen von 
O bis [(2 ~ -  1). 3 -  11 annehmen lassen; im Falle n ungerade ist, 
jedem tier zwei Parameter die Werte s~tmtlieher negativer ganzer 
Zahlen yon 0 his [ ( - - 2  ' ~ -  1). 3 @ 1] geben. Die Zahl aller mSg- 

lichen Werte unseres Ausdruekes m ~ @ m' to' ist also in beiden 
[(-- I)~2 ~ -  I ] . 8  

F~t l l en=  [ ( - - 1 ) " 2 ~ - - 1 ] ~ . 3  ~. Nun zeigt aber unser Parameter- 
ausdruek in seiner ursprttngliehen Form 

L(- 1) t @ 9 J' 
�9 l a g e r  aueh die Parameter der Eekpunkte s~mtlieher urn- uncl 
einbeschriebenen Dreiecke enth~lt. Nan erhalt dieselben~ wenn 
man in diesem Ausdruck k und # ' =  0 setzt. Wenn man also nur 
die Eckpunkte der eigentlichen merkwttrdigen 3n-Ecke  haben will, 
mug man auger den neun Wendepunkten noch diese 72 Dreiecks- 
eckpunkte abziehen. Bertieksiehtigt man dann noch, dag 3n-Eek-  
pnnkte zusammen ein 3n -Eck  ergeben~ so erh~lt man als die Zahl 
aller mSglichen merkwtirdigen 3n-Ecke  

9 [(-- I)~2 '~- 1] 2- 81 _3{[(-- 1)~'2 ~- 112--9} 
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So ergibt sieh z. B. als die Zahl aller merkmiirdigen 24-Eeke 
die Zahl 24381~ als die Zahl aller merkmtirdigen 15-Eeke die 
Zahl 648. 

11. Wit wollen nun ein merkwtirdiges 3n-Eek beztiglieh der 
Lage seiner Eekiounkte einer genaueren Betraehtung unterziehen. 
Das Vieleek heil3e wieder A~ A~ ... A3~A 1. Wir betraehten das 
Dreieek A 1 A,.+~ A2~+~ dessen drei Punktpaare A 1 - -A,~+~ 
A, ,+~- -  A2~+t und A2~+~-- A, einem der vier ausgezeiehneten 
Systeme, ~, angehSren~ also gleiehnetzig sind. Da A , -  A~,+~ und 
A ~ -  A2~+~ die zwei Punktpaare des Systems ~_ sind~ die za A t 
gehi~ren~ so geht die Verbindungslinie yon A~+~ und A:,+I dutch A2~ 
den Tangentialpunkt yon A 1 (s. Einleitung l) ; also: j e d r e i E e k- 
p u n k t e  e l n e s  s o l e h e n  V i e l e e k s  A1A~., .A3,AI~ A,~@I~ 
A~,+~ u n d  A~ l i e g e n  a u f  e i n e r  u n d  d e r s e l b e n G e r a d e ~  
d ie  w i t  s o m i t  a ls  e i n e  D o p p e l d i a g o n a l e  b e z e i e h n e n  
k t i n n e n .  D a s V i e l e e k  h a t 3 n s o l e h e D o i o p e l d i a g o n a l e n .  
D u t c h  j e d e n  P u n k t  A~ g e h e n  d e r e n  d r e i :  

~) A~ A + ~  A~,,+~:+I, ,~) A~: A~+~ A~+~+~ 

7) A/ A~:+,~_~ A~+2~_~. 

A u f  z w e i e n  d i e s e r  D o p p e l d i a g o n a l e n ~  e) u n d  (~)~ 
l i e g t  e i n  P u n k t p a a r  yon  ~, yon  d e m  e in  P u n k t  A~ i s t ;  
d i e s e  P u n k t p a a r e  hei l~en Az~--A~+~ undA~,,+~:-- Az~. Be i  
d e r  D o p p e l d i a g o n a l e  7) l i e f e r n  d i e  a n d e r n  b e i d e n  
P u n k t e ,  d i e  s ie  a u g e r A ~ : e n t h l i l t ~ d a s P u n k t p a a r  vonX~v 
A~.+~,_ ~ - -  A~.+~ ~,_ ~. 

12. Wir wollen far das Vorhandensein dieser merkwiirdigen 
Eigenschaft noeh einen weiteren Beweis anhthren~ und zwar des- 

Fig. 5 a. 

wegen~ weil dieser Beweis die Doppeldiago- 
nalen zugleich iu den Tripeln ergibt~ die zu 
den einzelnen Eckpunkten gehSren} und well 
er den Ubergang zum zentralen 2n-Eck ge- 
stattet. Sind in Figur 5a A1} A2} A3} An-t-l} 
An+~, A.+3 wieder Eekpunkte eines 3n-Eeks 
yon dem yon ans behandelten Typus, sind 
also A~ - -  A~ und A;~+2-- A~+~ perspekti- 
viseh, ebenso A ~ -  A 8 und A,+a--A~+~ 
so ist folgendes der Fail: J 1 - -  A 3 ist gleieh- 
netzig mit A 1 - A 2 ,  well A,A~ und A~A 3 
auf einander folgende Tangenten sind (s. Ein- 
leitung I1); ebenso ist An+~ ~ A,~+3 gleieh- 
netzig A~,+I--A~,+2. Also sind auch s 

gende Punktpaare perspektivisch : 1. A~ - -  A2 und A,+I - -  A,,+,~ 
2) A 1 - - A 3  und A, ,+ I - -  An+~. 

A n m e r k u n g .  Aus dem~ was wir fiber Punktpaare aus- 
einandergesetzt haben, ergibc sich yon selbst~ daf,~ wenn A - - B  
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~nd a -  b perspektivisch sind unct A -  B' das zweite zu A ge- 
hSrige Punktpaar des Systems ist~ B ' - - A  und a - - b  auch per- 
spektivisch sin& 

Aus 1. folgt~ da~ A1An+I und A2A,,+a sich in einem und 
demselben dritten Punkte Z der C a schneiden~ aus 2. 7 dal~ AIA,~+I 
uncl AaA,~+2 auch einen und denselben dritten Sehnittpunkt er- 
geben, der mit dem eben erhaltenen Punkt Z identisch sein mul~ 
well er ja auch wieder der dritte Schnittpankt yon A1A,,+~ ist. 
In Z schueiden sich also die Diagonalen AIA,,+I~ AnAl+3 und 
AaA,~+2. Es ist nun leicht za erkennen~ dal~ Z mit An~+2 identisch 
ist. Projiziere ich n~mlich das Punktpaar A~--A~,+~ yon A~ aus~ 
so projiziert sich A,+x nach Z~ A~ nach dem Tangentialpuukt A~. 
Z - -  A~ ist also gleichnetzig mit A~-- A~+~ ; projiziere ich dasselbe 
I)unktpaar AI--A~+~ yon A~+~ aus~ so projiziert sich A 1 nach Z~ 
A~+~ nach dem Tangentialpunkt A,~+n; also sind die beiden Punkt- 
paare yon E~ die zu Z gehSren~ Z - -  An und Z - -  A~+2. Das merk- 
wtirdige Dreieck yon ~ aber~ dessen eine Seite A~A,+n ist~ heil~t 
AnAn+~An,~+n~ also ist Z identisch mit An~+2. 

Wenn wir uns nun frageu, gibt es beim 2V 
zentralen 2 n - E c k  etwas ~thnliches, wie diese / t \  
Doppeldiagonalen und ihre Beziehungen~ so AtA- ~ z  
erledigt sich diese Frage dutch einen Blick 
auf  die Figur 5b, der eine ~thnliche {~ber- / / / ~ \ \  
legung zugrunde liegt~ wie der Figur 5a. / / ' %  
Sind AI~ A~ A~_I~ A~+~ A,,+a Eckpunkte 

�9 , '  ~ �9 �9 ( .  / ' A z  emes zentralen 2n-Ecks~ so schnmden slch wq/~.§ ~! 
also die Diagonalen A~A,~+~ and A~A,,+n in 
einem Wendepunkt der Kurve w. Da nun 
A~+~A,~+n und A,~+:A~+a aufeinander fol- Fig. 5b. 

gende Tangenten sind~ so ist A~§ 
g|eiehnetzig mit A~,+I--A,~+n uncI A I ~ A ~  und es schneiden sich 
also A,~+~ An und A,~+a A1 in einem und demselben dritten Punkte M 
tier Kurve. Also: I n  e i n e m  z e n t r a l e n  2n-EckA~As. . .A~:. . .  
... A~An+I... A~A~ s c h n e i d e n  sich die D i a g o n  a 1 en A~A~+~_~ 
u n d  A~_~A~+,~+~ in e i n e m  u n d  d e m s e l b e n  d r i t t e n  
P u n k t e  M d e r  C a . 

A n m e r k u n g .  Dieser Punkt M gehSrt aber nicht auch 
wieder dem Vieleck selber an; sondern~ wenn A~A~.. ,  A~nA,. 
dem Systemring S~Sn.. .  S,~S~ angehSrt~ so ist M Eckpunkt eines 
andern zentralen 2 n-  Ecks ; der zugehSrige Systemrmg S~ Sn... ~ S 1 
wird in seiner Beziehung zu S~S: . . .  S~S1 in 14. erSrtert werden. 

13. Wir haben in 4. gesehen~ dag ein merkwtirdiges 3n -Eck  
AIAn. . .AanA~ mit seiner Projektion yon einem Wendepunkt w~ 
aus~ w~ (A~ An... Aa ~ A~)~ in dreifach perspektivischer Beziehung steht : 
w~(A~An... A~,~ A~) war ~ w~(A~A:...Aa ~, A~) ~ w~(A~ A~... Aa,~A1)~ 
wobei die Ptmktpaare w~ --  w~ w~ ~ wa, w~ ~ w a dmnjenigen ausge- 
zeichneten System~ ~ angehSrten~ yon dem A , ~  A~+I~ An--An+~... 
Panktpaare sind. Es dtirfte nunmehr yon Interesse sein~ die ganze 
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Gruppe der merkwtirdigen 3 n - E c k e  ins Auge za fassen~ die einem 
solchen System zugrunde liegen. Wir  wollen za diesem Zwecke 
ein Punktpaar  A 1 - -A~  yon ~ auswithlen and die sukzessiven Unter- 
ordnungen desselben, A ~ - -  A'~, A'I'-- A;, A~'-- A'2". . . A~')-- A(/)' 
betraehten; A ~  A ('~ sei also die rP ~ Unterordnung yon A 1 -  A 2. 

- - 1  - - 2  

Es fragt sich nun~ weleher Art ist die Beziehung zwisehen A 1 --A,z 
und --1A~176 (~) 9. Sind A 1 - -A~  and[ --1A(~)-- --,~ A('0 perspektivisch oder 
A1 - -  A2 und A~ '0 - -  A ('~ 9 --1 - Die Antwort ergibt sieh sofort~ wenn 
wir das Punktpaar w~--w~ des Systems betrachten~ yon welchem 
wl u/ad w~ Wendepunkte sin& Nennen wir die n ~ Unterordnung 

(,o die yon w 2 " (,o dann sind also u,~ w e nnd ( ' ) - -w~ '~ y o n  w 1 w I ~ " t v  2 ~ - -  W 1 _ 

gleichnetzig. Wi~ren nun w 1 w~ a n d "  (,o "'~') perspektiviseh, - -  'r 1 - -  ~tu 2 

dann wiirden wl ~1 ~ (~) und w~ w~ '~ sieh in einem Punkte  der C:~ 
sehneiden; nun fMIt aberv weil w~ und w~ Wendepunkte  sind~ 

" " "(') die Wende-  w(1 ") mit w 1 und w~ ) nnt w 2 zusammen, also ist w 1 'w 1 
( ,0  �9 tangente in wl, w e w 2 dxe Wendet:angente in we; zwei Wende- 

tangenten der Q kSnnen sieh aber nicht in einem Pankte  der C~, 
schneiden~ da ja  die drei Sehnittpunkte einer Wendetangente mit 
der C 3 in den Wendepunkt  fallen. A][so sind w 1 ~ u, 2 and ,w 2- oo__ w(,~; 
perspektiviseh. Abet  aueh ohne Zuhilfenahme der Wendepunkte  
ist diese Art der Perspektivit~tt bei irgend einem Punktpaar A 1 -  A~, 
and einer seiner Unterordnungen leieht zu erkennen. Da A 1 und Ax: 
kein konjugiertes Punktpaar bilden~ so kSnnen sieh die zwei Tan- 
genten in diesen zwei Pankten  A~A; and A~A; nieht in einem 
Punkte der C~ sehneiden. Da aber A ~ - - A  2 und A ; - - A ~  gleieh- 
netzig sindv mtissen A 1 -  A 2 and A ; - - A ;  perspektiviseh sein~ ebenso- 
A;--A'~ and A~- -A~  u. s. w. ; in allen diesen Punktpaaren sind 
also .dl: 2t[~ A~'... yon derselben Art, alle diese Pankte  entweder 
Nullpunkte oder Eekpunkte.  ~ LosgelSst aus dem Rahmen unserer  
Betraehtungen, 151~t sieh diese bemerkenswerte Eigensehaft einer (~ 
etwa in folgender Weise formuliere~L: 

Sind w 1 and w~ irgend zwei YVendepunkte einer C 3 und pro- 
jiziert man dieselben auf die C~ yon irgend einem ihrer Punkte  
aus, so erhMt man zwei Punkte  A o and Bo: die in folgender Be- 
ziehung zu einander stehen: zeiehne* man zu A o und B o die Reihe 
ihrer sukzessiven Tangentialpankte, resp. A~, A2~...Ak-I~ A/~,. . .  
. . .  A . , . . .  und B~ B~ . . .  Bz:-l:, BT~.,... B , ,~ . . .  wo also ]c 
eine beliebige positive ganze Zahl and A~ der Tangential- 
punkt  yon A~-I  ist, and n irgend e, ine Zahl ~ ]q dann sehneiden 
sieh AT~B~ and B~A,~ in einem Punkte  der C~. - -  Wir  wollen nun 
diese Betraehtungen ffir unsere 3 n-Eeke  verwerten. In A~ A.~... A:~ ,~ A~ 
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ist A1--An+I ein Punktpaar yon Y~ A~--An+~, Aa--A,~+:~... 
� 9  A7~-- A~+7~ ~ . . .  Ap --- A~+~. . .  die Reihe der Unterordnungen. In 
diesen Punktpaaren sind also AI~ A2~ A3 . . .  ATe... A p . . .  gleieh- 
artige Punkte; es sehneiden sieh also z. B. AkA,~+v und A~+~A2~ 
in einem and demselben Punkte derCa; daran ersieht man, dal~ Ak--Ap 
and Ak+~--Ap+~ gleiehnetzig sind, uncl zwar s% dag Ak--Ap 
and Ap+,~--Ak+,~ perspektiviseh sin& Also: Ein Punktpaar~ ge- 
bildet yon irgead einer Diagonale A~A~ eines merkwtirdigen 3 n-Eeks~ 
Ak--Ap, ist wieder ein Punktpaar eines Systemrings n ~ Ordnung 
und zweiter Art. - - D i e  Diagonalpunktpaare unserer Vielecke 
werden im Zusammenhange im n~tchsten Paragraphen erSrtert 
werden. - -  Sind nun in der Reihe der Punktpaare A~--An+~, 
A,- -A,+2. . .  die Anfangspankte AI~A2... Nullpunkte, so sind 
in der Projektion des Vieleeks yon einem Wendepunk aus~ in 
a~ a2 . . .  aa, a~ die Anfangspunkte a~ a2 . . .  Eekpunkte der be- 
treffenden Punktpaare. Wir ersehen daraus : d i e G r up p e der 
m e r k w t i r d i g e n  3 n - E e k %  d i e  e i n e m  a u s g e z e i e h n e t e n  
S y s t e m  Z a n g e h S r e n ~  t e i l t  s i e h  in z w e i  K a t e g o r i e n  
v o n 3 n - E e k e n ,  resp .  A, A2. .Aa,  A~, AIA'2..A; A;, AI'A;..  
.. A3~AI... urtd ala.2..ct3 al, a'la2..aa aa, ala2. .a3~aa. 
A l l e ! h i e r  in B e t r a e h t  k o m m e n d e n  P u n k t p a a r e  d e r  
ers te :n  K a t e g o r i %  A~--A +~, A2--A + 2...~ A[--A:~_~!'~ 

�9 A "  A . . . . . .  "A~--A:~+2 ..7 1---~+1~ A~--A +~.. g e h S r e n  d e r  e i n e n  
P u n k t p a a r m a n n i g f a l t i g k e i t v o n E a n ,  a l l e P u n k t p a a r e  

�9 . , , �9 . . �9 m a , ~  

a~- -~ ' [+~ . . ,  d e r  z w e i t e n  M a a n i g f a l t i g k e i t .  Darausergibt 
sich ~eine merkwOrdige Beziehung zwischen einem 3n-Eck der 
erste~ Kategorie, A~ A~.. A~.. A ~  A~ und einem beliebigen 3n~Eck 
a;a'~., a;~.. a~,a; der zweiten. In dem Dreieek A,:A~+z~A~,+~ sind 
die Eekpunkte Ptmkte des Vieleeks A~A~.. A~.. A~ A~ und die 
Punktpaare d~--A,+~ A,+~--A~,+~ A~n+~--A~ sind Punkt- 
paare' yon Y; ghnlieh verh~tlt es sieh mit dem Dreieek a I ai,+~ a;,~+~; 
n I. an stud A. ~ A and a' ~ a' Dersnektiviseh, ebenso A - -  ~c ~ 2c k t n ~ -  l J: L" 

I . . . .  n ~ - k  
- - -A~+~ and %+z--a~,~+z~ A~,~+~--A~ und a~,,+z--a~; also ist 
das eino Dreieek a'~ a:+z a~,~+t die Projektion des anderen, A~ A + ~  
A~+I~, yon irgend e[nem Punkte M~ der Ca aus and wit kommen 
ztlfolgendemSatze: i s t A ~ A ~ . . A ~ , A ~  e i n 3 n - E e k d e r e r s t e n  
K a t e g o r i e  des  S y s t e m s  Z, a'ta~..a~,a'~ e i n  s o l e h e s  d e r  
z w e ~ t e n  K a t e g o r i %  s i n d  f e r n e r  k a n d  1 i r g e n d w e l c h e  
v o n l e i n a n d e r  u n a b h ~ n g i g e Z a h l e n  z w i s e h e n  1 uncl 3n, 
d a n n  s e h n e i d e n  s i e h  Akai~ A +~a'+z, A~,~+~r in 
e i n e m  a n d  d e m s e l b e n  P t l n k t e  M~ d e r  6~.-- DerSatz um- 
fal3t nattirlieh aueh den speziellen Fall~ clag a'~a~., eine Projek- 
tion yon A~ A z . .  ist. Zeichnen wir die sakzessiven Unterordnungen 
der Geraden A~a'~M~, A~+~a'~+~M2~ A~+~a;+~3L. . . ,  so ist Mar, 
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dal3 2tl121I ~ eine Tangente der G i s t ,  da aueh .Akgk@ 1 und a~(~+ 1 
Tangenten sin& Nun ist die n t" Unterordnung des Geradentripels 
A:a~, A +ka'+z, A~+la;~+~ das Geradentripel A +Ta'~+ ~, A~,~+~; 
a;~+~, A3~+ka~,~+z; aber Aa~+k=:A k und a;,~+t=al; folglich ist 
die r: ~ Unterordnung des Tripels mit dem Tripel wieder identiseh; 
somit M~ M 2 . .  ein urn- und einbesehriebenes n-Eek. Also: i s t  
AkA~+~ e i n e b e l i e b i g e T a n g e n t e i r g e n d e i n e s V i e l e e k s  
d e r  e r s t e n  K a t e g o r i e ,  m i t  .Az~ a ls  B e r t i h r u n g s p t t n k t ,  
a~a~+~ e i n e  T a n g e n t e  e i n e s  V i e l e c k s  d e r  z w e i t e n  Ka- 
t e g o r i %  m i t  a I a ls  B e r t i h r u n t g ' s p u n k t  ~ d a n n  s e h n e i d e n  
A~a I u n d  Az~+~aI+ ~ resp .  B e r f i h r u n g s p u n k t  n n d T a n g e n -  
~ i a l p u n k ~  e i n e r  d r i t t e n  Tani~ 'ente  ~us~ M~ 21L~. ~I~M~ is t  
e i n e  T a n g ' e n t e  e i n e s  urn-  ul~Ld e i n b e s c h r i e b e n e n  ein-  
f a c h e n  n - E c k s .  

Der Satz l~tl~t eine merkw[trdi~2e Verallgemeinerung zu. Wenn 
wit nAmlieh bei den Punktpaaren yon E in gewohnter Weise die 
Mannigfaltigkeiten I and II unterseheiden~ deren erste die Punkt- 
paare A - - B ,  die zweite die zu diesen perspektivisehen Punkt- 
paare a--b  umfal~t~ so lassen sic]a aueh alle merkwfirdigen 3n- 
Eeke des Systems, wobei n e i n e  beliebige ganze Zahl sein kann, 
in zwei Kategorien spalten: die erste Kategorie umfal3t die Viel- 
eeke, deren Diagonalpunktpaare A~ --  A~+~ As--A,~+2 der ~annig- 
faltigkeit I angehAren~ die zweite diejenigen~ deren Diagonalpunkt- 
paare a~--ct,,+l~ a~--a~+2 Punktpaare der 3lannigfaltigkeit II  
sind. I s t  n u n  z. B. A:A2...AT~..A3,~A~ e in  m e r k w t i r d i g e s  
3 n - E c k  d e r  e r s t e n  K a t e g o r i %  a~a2..at..a3pa~ e i n  m e r k -  
w t t r d i g e s  3 p - E c k  d e r  z w e i t e n ,  d a n n  s e h n e i d e n  sieh~ 
~ h n l i c h  wle  b e i m  v o r i g e n  'Sa tze ,  Aha~ A,~+7~a~+z~ 
A~+~ct~+z in e i n e m  u n d  d e m s e l b e n  P u n k t e  t ier  C~. 

Es ertibrigt nun noch ein kurzes Eingehen auf die Bezie- 
hungen zwisehen zwei merkw~irdigen Vieleeken derselben Kategorie. 
Sind A~ A~+,~ A~,+~ und azaz+~,a~+~ zwei merkwfirdige Drei- 
eeke und sehneiden sieh-die Verbindungslinien Aa at, A~+,~ at+p~ 
Aa+~,~ a~+sp in demselben Punkte der C~, ist ferner das Dreieck 
BtB~+pBz+~,. eine Pr~ektion des Dreiecks ch at+p a~+~p~ dann 
sind die zwe~ Dreieeke A~A~+,,A~,+s,~ und B~B~+p Bz+~ yon 
der Art perspektiviseh~ dal3 Ah Bt, A~+, Bz+ ~,, At,+,,,~ Bz+p ein 
Tripel yon Geraden sind, die sieh in demselben Punkte der Cz 
sehneiden. Daraus erg'ibt sieh folgender Satz: 

S i n d  A~A~... A~, ... A~,~A~ und B~B.~... Bz ... B~B~ z w e i  
m e r k w f i r d i g e  V i e l e e k e  d e r s e l b e n  K a t e g o r i e  e in  3n- 
E c k  u n d  e in  3p -Eek~  d a n n  s c h n e i d e n  s i e h  d i e  Ver- 
b i n d u n g s l i n i e n  AaBt~ A~+,,B~+~)~ Az,+~,~B~+~) in d e m s e l -  
ben  P u n k t e  d e r  C~. 

14. Ieh will nun zeigen~ dal~, sobald uns ein merkwfirdiges 
3 n - E e k  oder ein zentrales 2 n - E c k  gegeben ist~ eine Reihe 
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weiterer Vielecke der gleiehen Art sich ohne weiteres konstruieren 
lassen. Zu diesem Zwecke beschiiftigen wir uns kurz mit zwei 
Gattungen yon Systemringen~ die sich aus einem urn- und ein- 
beschriebenen Vieleck unmittelbar ergeben. Ist A~A2. �9 Ah. .  A~..  
A,~A~ ein urn- und einbeschriebenes n-Eck, das dem Systemring 
S1S~.. S,~SI ~ngehSrt~ und ist AhAz irgend eine Diagonale des- 
selben, so ist das durch diese Diagonale veranlafite Punktpaar~ das 
,,D i a g o n a 1 p u n k t p a a r" Ah - -  At aueh wieder ein Punktpaar eines 
Systemrings; denn die nte Unterordnung yon Ah ist wieder Ah und 
die n ee Unterordnung" yon At f~tllt wieder mit At zusammen. Es ist 
dies wieder ein Systemring 2. Art~ da wenn wir einen Augenblick 
die n ~e Unterordnung yon A h mit A~ bezeichnen~ die yon A t mit 
AI~ AhA~ und AzA ~ sich nieht in einem Punkte der C3 schneiden 
k~innen~ weil ja  AhA' h die Tangente in Aa ist~ AIA ~ die in A~ 
die Tangenten zweier Punkte sieh aber nur bei einem konjugierten 
Panktpaar in einem Punkte der. C~ schneiden. Solche Systemringe 
von Diagonalpunktpaaren veranlagt also ein gegebener Systemring 
S 1 S ~ . . .  S , S  1 so viele, als ein ihm angeh6riges urn- und ein- 
beschriebenes Vieleek yon einem Punkte ausgehende Diagonalen 
hat. Die yon A~ ausgehenden Diagonalen des Vieleeks A~ A 2 ..  A A~ 
sind A 1 A 3 ~ A 1 A~. . .  A 1 A k . . A 1 A _ 1; das sind (n- 3)- Diagonalen; 
die zugeh~rigen Diagonalpunktpaare und ihre Systemringe sind 
aber nicht von einander und dem Systemring S~ S ~ . . .  S~S 1 un- 
abhKngig-. Ist z. B. das Diagonalpunktpaar At - -Ak  gegeben: so 
wird es im allg'emeinen~ wenn k irgend eine positive Zahl < n  ist, 
keine Scbwierigkeit haben~ das Punktpaar A~--A~ des Ringes 
S~ $2 . . .  S~ S~ za konstruieren : mit dem Punktpaar A~-- Ak sind 
auch die I)unktpaare s~tmtlicher Unterordnungen gegeben: also 
aueh Ak--A27~_~ die (k - -1 )  t~ Unterordnung yon A1--Ak~ damit 
,aber aueh das Diagonalpunktpaar A t - - A 2 k - I ;  ebenso findet man 
yon dem Punktpaar A~--A~.~_~ aus das Punktpaar A~--A~I:_~ 
u. s. w. Im allgemeinen wird aber die Reihe der Punkte A~, 
A~:--I~ A3zc-2.. alle Punkte des n-Eeks~ also auch den Punkt 
A2 ergeben. So lassen sieh yon einem Diagonalpunktpaar aus alle 
tibrigen und der gegebene Systemring konstruieren. Allerdings gibt 
es Ausnahmefiille; diese mSgen einer besonderen Untersuehung 
vorbehalten bleiben. 

Die zweite Gruppe yon Systemringen~ die mit einem um- 
nnd einbesehriebenen Vieleck A~A~.. A~. .  A,~A~ gleiehzeitig ge- 
geben ist: wird veranlaI~t durch die dritten Schnittpunkte der Dia- 
gonalen des Vieleekes. Ist A~.~: der dritte Sehnittpunkt yon A~Ak 
mit der C3~ so ist dieser Punkt offenbar aueh ein Eekpunkt eines 
urn- und einbesehriebenen Vieleeks. Dieses Vieleek heigt A~,~ 
A~,k+~A~,~+~.. A,,,~+~A~,z~. Ax,~A~.,~+~ ist die dritte Tangente zu 
den zwei Tangenten A~A: und A~A~+~, denn naeh Voraussetzung 
liegen A~, Azr A1, ~ auf einer Geraden~ ebenso A2: A~+~: A~,e+l. 
Soleher Vieleeke gibt es n- 3. Sie sind dureh folgende Eekpunkte be- 
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stimmt: A1,3, A~,~, A~,5... AI,~-~; jeder dieser Eekpunkte ge- 
hSrt einem der (n-3)-Vieleeke an. 

15. Besonderes Interesse bieten diese zwei Kategorien yon 
Systemringen bei unseren zwei ausgezeiehneten Vielecken: dem 
zentralen 2 n- Eek and dem merkwilrdigen 3 n- Eck. Namentlich 
lohnt es sich~ die Frage aufzuwerfen~ weleher Art die Vielecke 
sind, die diesen Systemringen angehSren~ wenn das Ausgangs- 
vieleek ein zentrales 2 n - E e k  oder ein merkwtirdiges 3 n - E e k  ist. 
Ist A~--At  ein Diagonalpanktpaar emes zentralen 2 n - E c k s  
A~ A~.. Ah.. A~.. A~A~ mit einem Wendepunkt w als Zentram, 
so ist die n t~ lJnterordnung dieses Punktpaares~ A~+~--A,~+~ 
gleiehnetzig mit Ah--At; denn es schneiden sich nach Voraus- 
setzung~ derzufolge das gegebene Vieleek ein zentrales ist~ Ah A,~ + 
und A~A~+~ in dem Wendepunkt w. Daraus ergibt sich aber auch 
die Art der Gleiehnetzigkeit: Ah--A~ ist perspektivisch za 
A,~+~--A,~+~. Die zu den Systamringen der Diagonalpunktpaare 
gehSrigen Vielecke sind also wieder zentrale 2 n - Ecke. - -  Ebenso ein- 
fach ist der Naehweis, da~ aueh die zweite Kategorie yon Vieleeken 
zentrale 2n-Ecke  sind, z. B. das Vieleck A~, ~ A.% k+~ . . .  A%~,~+~,~_~. 

Ein Bliek auf die Figur 6 zeigt~ da~ da A~A~+~ und 
A~A,+~ sieh in dem Wendepankt w sehneiden~ aach die Linie 
der dritten Sehnittpankt% A~, ~ A~+~,,~+~ ~ durch diesen Wendepankt 

gehen mull Also hat das Vieleck 
.41 ~4,r ~I~,A" A~k A2~+~... die Eigensehaft~ daI~ ein 

X ~ ~ ~ / . ~  -~---"----7r Eckpunkt desselben~ A~,7~ und seine 
n te Unterordnung A.+~,~+k auf einer 

rt~/r Geraden liegen, die dureh w geht. Alle 
A~J~x ~ / diese (n- 3) Vieleck% A1, a �9 �9 �9 ~ A1, ~ . . . 

�9 . . A ~ , I ~ . . . ~  . . .A~ , , , -~ . . . ~  sind also 
wieder zentrale Vielecke mit w als 
Zentrum. 

ua 15a) Es liegt die Frage nahe r 
was f'm" einem Vieleck der dritte. 

Fig. 6. Schnittpunkt derjenigen Linie angehSrt, 
die nicht zwei Eckpunkte eines and 

desselben Vielecks verbindet~ sondera zweier beliebiger zentraler 
2n-Ecke .  Die zwei Vieleeke seien A~ A2..  ATe... A2~A~ und 
B1 B2... Bl . .  B2~Bx, ihre Zentren resp. die Wendepunkte w and 
w'~ der dritte Wendepunkt auf der Geraden w w' sei w". Ver- 
binden wir nun AT~ mit Bt und ist der dritte Schnittpunkt yon 
AkBt mit der C a der Punkt C~ so ist leieht za erkennen, dal~ 
C~ wieder Eckpunkt eines zentralen 2n-Ecks ist, dessen Zentrum 
der Punkt w" ist. Zeichnen wir n~tmlich die n ten Unterordnungen 
zu Ak~ Bz, C,~ resp. A~+7~ B~+z, C,~+,~ so ist klar~ daft diese 
drei Punkte aaeh wieder auf einer Geraden liegen~ da die Tan- 
gentialpunkte dreier Punkte einer C a, die auf einer Geraden liegen~ 
aueh wieder Punkte einer Geraden sind~ also auch die n te'~ Un- 



Urn- und  einbeschriebeno Vielecke der Cs. 99 

mit C,~ und w" in einer Geraden. 6~ geh~rt also einem zentralen 
2 n - E c k  mit dem Zentrum w" an. Da somit die Verbindung 
zweier zentraler 2 n - E c k e  wieder ein zentrales 2 n - E c k  ergibt, so 
mul~ umgekehrt die Verbindung eines zentralen und eines nicht 
zentralen 2 n - E c k s  ein nicht zentrales 2n-Eck  ergeben. 

Der eben bewiesene Satz 1Nit noch eine interessante Ver- 
allgemeinerung zu~ die sich so ausspreehen l~l~t : V e r b i n d e t m a n 
e i n e n  E c k p u n k t  e i n e s  z e n t r a l e n  2 ( 2 p - ~ l ) - E c k s  m i t  
e i n e m  E c k p u n k t  e i n e s  z e n t r a l e n  2 ( 2 ~ @ l ) - E e k s ~  we  q 
u n d p i r g e n d w e l c h e  p o s i t i v e  g a n z e Z a h l e n  sind~ so i s t  
d e r  d r i t t e S c h n i . t t p u n k t  d e r V e r b i n d u n g s l i n i e  m i t d e r  
Q E c k p u n k t  e l n e s  z e n t r a l e n  2 s - E e k s ~  w e n n  s d a s  
k l e i n s t e  g e m e i n s e h a f t l i e h e  V i e l f a e h e  zu ( 2 p @ l )  u n d  
(2q@1)  ist .  S i n d  d i e  Z e n t r e n  de s  2 ( 2 p @ l ) - E e k s  u n d  d e s  
2 ( 2 f f - ~ l ) - E e k s  resp .  w u n d w ' ,  d a n n  i s t d a s Z e n t r u m d e s  

~ i e 2  ~at zWs w" a u f  e i n e r  G e r a d e n  2 s - E e k s  d e r  P u n k t  e w'~ 
l i e g e n .  Der Beweis s ist genau derselb% wie im 
vorigen Falle, wenn nut die n re" Unterordnungen der Punkte Ak~ 
B~ 7 C~ durch die s te~ Unterordnungen ersetzt werden. Es ist dabei 
zu bedenken~ dal~, da s ein ungerades Vielfaehes yon (2p-~-1) und 
(2 q-~-1) ist~ die s t~ Unterordnung yon Ak mit der (2p-~ 1) t~" Unter- 
ordnung dieses Punktes~ ebenso die s t~ Unterordnung des Punktes 
B~ mit dec (2~--~1) t~" Unterordnung desselben identisch ist. 

15b) Es liegt nun die Frage nah% was sich ergibt~ wenn 
wir zwei zentrale u miteinander verbinden, deren Eek- 
punktzahl gegeben ist durch resp. 2~ ~ p 2  ~ und 2~ ~ n2 ~+~', we 
p und n ungerade Zahlen~ a und b beliebige ganze Zahlen ~ a 
sind. Das eine Vieleck heige A i A.~... A~+~.. A2~Ai, das andere 
B1B~. . .  BZ+I..  B.2fiB1; dann ist die Bedingung daftir, dab die 
Verbindungslinien A~ B~ C 1 ~ A~/3,2 C~. . .  mit ihren dritten Schnitt- 
punkten mit der C~ ~ C1 ~ C~ . . wieder ein zentrales Vieleck liefern~ 
die, dai~ in der Reihe dieser Verbindungslinien~ A 1 B1, A~ B~. . .~ 
aueh die Linie A~+~ BB+~ sieh findet~ d. h., dal~ nach gleieh vielen 
Unterordnungen von A 1 und B~ aus die Punkte A(,+~ und BZ+~ 
erreieht werden. Denn die Verbindungslinien A1B t und A~B.~ 
liefern mit ihren dritten Sehnittpunkten ein Punktpaar C~--C~,  
das ein Tripelpunktpaar zu A ~ -  A~ und B ~ -  B~ ist. Nun ist 
A~+~--A~+~ perspektiviseh zu A~--A~; ebenso B,~+~--Bz+~ 
perspektiviseh zu B ~ -  Be; also wird aueh das Punktpaar der 
dritten Sehnittpunkte zu A,+~B/~+~ und A~+~B~+~ wir wollen 
es C~+~--C,~+,~ heil~en~ perspektiviseh zu C 1 ~ C~ sein. Finden 
sieh also in der Reihe der Linien A 1B1, A~B~.. diese Linien 
A~+~Bz+I, A,+:Bz+~, dann wird das Vieleck C~ 6'~ ... C,~+1 C~+~... 
ein zentrales sein~ da ja C 1 -- C~ und C~+~ - -  C,,+.~ perspektiviseh 
sin& Nun wird der Punkt A,§ yon A t aus naeh % 3a, 5~, . . . .  
(2 ff-~- 1) a Unterordnungen erreicht ; der Punkt Bfl+l ebenso naeh ,~, 3 ~, 
~erordnungen. Nun bilden die drei Geraden ATCB~ C,,~ w w'w"~ 

7* 
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A,,+kB,,q-t G~+~ eine zerfallene Ca; diese bildet mit der gege- 
benen C~ einen Kurvenbtisehel~ dessen Basispunkte die 9 Schnitt- 
punkte der 3 Geraden sind: A~ Bl~ C,,~ w9 w'~ w"~ A,,+7~, 
B,,+tC~+~. l~ach Voraussetzung aber~ der zufolge A1A~.. 
uncl B I B e . .  zentrale Vielecke sind, liegen auch Ak~ w und A~,+~ 
auf einer Gera4en~ ebenso aueh Bl~ w' and B,,+z. Also bilden die 
drei Geraden A~wA,~+l~ ~,tw ,,+z, t&w wieder einen Kurven- 
bfisehel mit der Ca~ mit den 8 Basispunkten Ak~ w, Anq-I:~ Bt~ W, 
B=+t~ C,~, w". Da diese 8 Punkte aber auch Basispunkte des erst- 
genannten Btisehels sind, so sind diese Biisehel identisch~ haben 
also auch den 9 ten Basispunkt, C,,+,~ gemeinsam. Dieser 9. Basis- 
punkt mul~ aber aueh auf der 3. Geraden C,~w" liegen, die mit 
den Geraden AT:wA~+k and Bzw'B,,+~ zusammen eine Kurve des 
Biisehels bi|det. Also: die n ~ Unterordnung yon C,~, (.~+~ liegt 
5 ~... (2r-~ 1) ~ Unterordnungen. --  Naeh 2 % 4a~ ... Unterordnungen 
kommt man wieder ztt A 1 zur~iek, ebenso naeh 2 ~, 4 ~ . . .  Unterord- 
nungen yon B~ aus wieder nach B 1 . - -  Ist nun das kleinste gemein- 
schaftlieheVielfaehe zu r ~-~ und ~ n .  2 ~§ "~. ~ s . 2  ~+b-~ , 
wo nat~rlieh~ ebenso wie 2 und n, ~ueh s eine ungerade ZaM ist, 
so ist~ da nach Voraussetzung b ~ 1 ist, a eine gerade Anzahl yon 
l~[alen in ~; enthalten~ dagegen ~eine ungerade Anzahl yon Malen~ 
niemals kann also die Gleiehung bestehen: (2 ~ q-  1) ~ ~ (2 r q-  1) ~r 
wo q and r irgend welehe positive ganze Zahlen sind. Die Existenz 
einer solehen Gleiehung ware aber die Bedingung dafttr~ daf~ naeh 
gleieh vielen Unterordnungen resp. yon A~ und yon B~ aus tin 
Zusammentreffen yon A~.+~ mit B/~+~ stattfinden und die Ver- 
bindungslinie A~+~ B/~+~ sich ergeben wiirde. Wir sehen also: 

Zwei zentrale Vieleeke liefern durch ihre 
? ~ 3  Verbindung beliebig% abet nicht zentrale 

~a.--'- ? ~ ~A~ Vieleeke, wenn ihre Eckpunktzahlen den 
Faktor 2 in versehiedener Haufigkeit ent- 

Fig. 7. halten. Ebenso ist ohne weiteres klar, dab 
ein beliebiges nieht zentrales _p-Eck und 

ein beliebiges zentrales 2 n - E c k  im allgemeinen nieht wieder ein 
zentrales Vieleck geben. 

16. Wir wollen nun die Systemringe und zugehSrigen Viel- 
eeke erSrtern~ die dureh tin merkwtirdiges 3 n- Eek A~ A~ . . .  A~ ~ A~ 
veranlaf~t werden; zun~tchst die Systemringe der Diagonalpunkt- 
paare. Wit haben sehon in 13. gesehen~ dab diese Punktpaare wieder 
Systemringen n ~ Ordnung und zweiter Art angehOren. Die zuge- 
hSrigen Vieleeke sind also entweder einfaehe n-Ecke oder merk- 
wiirdige 3n-Eeke .  Ieh will nun zeigen, dal] es eine Gruppe yon 
Diagonalpunktpaaren gibt~ die n -Eeke  liefert~ wahrend aUe anderen 
3 n- Eeke ergeben. 

Sincl A ~  As~ A:~ A~ (Fig. 7) aufeinanderfolgende Punkte 
unseres 3 n - E e k s  und gehSrt A~--A~ dem System S~ des dem 
Vieleek zu Grunde liegenden Systemringes S~ Se . . S,~ S~ an~ A~ ~ X~ 
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dem untergeordneten System S ~  u. s. w., so ist A t - - A  3 ebenfalls 
ein Punktpaar yon $1, weil A, A s und A2 A3 aufeinanderfolgende 
Tangenten sind (s: Einleitung II) ;  die Unterordnung yon A 1 - - A  3 
ist A s - - A ~ ;  dieses Punktpaar gehiJrt somit dem System S s an. 
Nun ist das erste Tripelsystem (s. Einleitung III), das zu S I und 
S s gehSrt~ S 1 selbst, da in dem Dreieek A t A sA 3 A t - A ~  wie 
eben erwahnt~ S 1 angehSrt, wghrend A t -  A 2 and A s - - A  s be- 
ziehungsweise Punktpaare yon 5't und Ss sind. Das zweite Tripel- 
system zu S t und Ss~ S't~ wird dureh das Dreieek A t A s A t ge- 
geliefert~ welches A t - A  s mit dem Dreieek A t A 2 A 4 gemeinsam 
hat~ wghrend A s - A  4 das andere zu A~ gehSrige Punktpaar yon 
S 2 ist (s. Einleitung I I I  a); also gehSrt A t - - A  ~ dem zweiten 
Tripelsystem zu S 1 and S~, S't, an. Bestimmt man nun die zwei 
zu dem Wendepunkt  w geh5rigen Punktpaare yon S t ,  w--gX~ 
und w--g[ (s. Fig. 8), so ist g[ der dritte Sehnittpunkt yon w ~  
mit der C:~, wie man sofort erkennt, wenn man w - - g  I, yon dem 
w nnendlieh benaehbarten Punkte aus projiziert: der Wendepunkt 
w projiziert sich in sieh selbst und ~l projiziert sieh in den dritten 
Sehnittpunkt yon w g[ t. Zeiehnet man nun zu 9X~ die Reihe der 
Unterordnungspunkte, 9Xs, 9X:~, 9~ u. s. w.~ so ist leieht zu er- 
kennen~ dal~ das Vieleek *It 9X29Xa . . .  ein einfaehes n - E e k  ist. Da 
ngmlieh samtliehe Unterordnungen des Wendepunktes w mit w selbst 
zusammenfallen~ ist die Reihe der Unterordnungen yon w - - g  t 
w--22~, w - - g 3  u . s . w . ,  ebenso die Reihe der 

O o , t r Unterordnun~,en yon w--9.i I w--9.12, w- -~ [  3 u. A~ 

Nun 1st der Systemrm~, S 1 S s . .  S n S 1 ,  dem w--gX t n~ [., \A~" 
angehSrt~ n t~ Ordnung und zweiter' Art;  daraus = ~ 
folgt, dal3 w--gX~+t mit ,w--N l gleiehnetzig ist~ 
und zwar so, dal~ N,~+~ und 9~ yon derselben Art 
sind. Da aber die einzigen zwei zu w gehSrigen 
Punktpaare yon S t w - - g t  und w--gX'  t sind, gt  
und 9.I' 1 aber versehiedener Art sind~ so mug 9X~+~ w 
mit ~[1 zusammenfallen. Es ist nun leieht zu be- Fig. 8. 

weisen~ dal3 dieses n-  Eek g[t 9-is . . .  9.I,~ 9.I t ein Viel- 
eek des Systemringes S~ S ; . . .  ~ '  S~ ist, yon dem, wie wit sahen, 
A~- -A~ eia Panktpaar ist. Das ergibt sieh aus der Betraehtung 
der Dreieeke 9I~ w9.I2 und 9~ w92'~, welehe ganz ~hnlich der vorhin 
angestellten Betraehtung der Dreieeke A~ A s A3 and A, A~ A~ ist. 
Die beid~n Dreieeke (s. Fig. 8) haben das dem System S, zuge- 
hSrigen Punktpaare w--g[~ gemeinsam; w--gXs und w--g[~ sind 
gleiehnetzig und gehSren dem System S~ an; also sind wieder 
g[~-- 9~ s and 9X~ - -  g'~ Punktpaare je eines der beiden Tripelsysteme 
yon S t u n d  S s. D~ nun 9~--9X; ein Punktpaar yon S t ist, da 
dieses Punktpaar die Projektion yon w - - ~  yon g.~ aus ist~ so 
gehSrt das andere Punktpaar, 9~ --N2 ~ dem zweiten Tripelsystem~ S'~ 
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an. Wir sehen also: das  D i a g o n a l p u n k t p a a r A t - - A ~ u n s e r e s  
3 n - E e k s A  1 A ~ . . . A 3 n A  t g e h S r t  e i n e m S y s t e m r i n g  S' tS~ . .  
an, d e s s e n V i e l e c k e  e i n f a e h e  n - E e k e  s ind .  Betraehten wit 
nun das Dreieek A t A~ A 7 and die drei zugehSrigen Panktpaare A 1 -- A~, 
AI--AT,  At - -AT,  so sehen wir: A 1 - A r  gehSrt dem System 
S~ an, A ~ - - A  7 der dritten Unterordnung yon S~S'~  und A t - - A  7 
einem der zwei Tripelsysteme yon S~ und S~, S'4'. Ich will nun be- 
weisen, dal] aueh der Systemring S' 1'S'~'... S:'~ dem das Panktpaar 
A I - - A  7 angehtirt, n-Ecke liefert. Hat man zwei der C 3 urn- und 
einbesehriebene n- Eek% A 1 A~..  A~ A 1 und B t B,~ . .  B,, B 1 ~ die 
beziehungsweise den Systemringen S 1 ~ . .  S~ Sl und T 1 T~ . .  Tn T 1 
angehSren~ und zeichnen wir die Linien A t B~ mit dem dritten 
Schnittpunkt C 1 und A~ B~ mit dem dritten Sehnittpuakt C2, so 
gehSrt das Punktpaar C 1 -  C a dem einen Tripelsystem zu S t and 
Tt~ RI~ an. Es ist nun klai'~ dal~ wenn man ebenso A 3B 3 mit 
dem dritten Schnittpunkte C~, A~ Be mit dem dritten Sehnittpunkte 
C~ u. s. w. konstruiert~ C~ C~ C~ . . .  wieder ein n -Eck  wird, das 
dem Tripelsystemring R , R ~ . .  R,  R~ aagehSrt. --  Die Bedeutung 
des Wortes ,,Tripelsystemring ~ ergibt sich aus dem Zusammenhang 
yon selber. Projizieren wir nun B 1 B2. .  B~B 1 yon einem Wende- 
punkt w aus und erhalten wir das Vieleek b lb2 . .  b~bl, dann ist 
bt ~ b~ gleichnetzig mit B~ - -  B~ ~ abet wenn /3~ Nullpunkt ist, 
dannis t  b~ Eckpunkt~ wenn B~ lqullpankt ist~ ist b~ Eckpunkt. 
Briagt man also statt der Vielecke A 1 A2 �9 �9 A~ A 1 und B 1 B~..  B~, B1 
die Vieleeke A 1 A~.. A~ A t u n d  b, b~.. b,~ bt in Verbindung~ indem 
man wieder die Geraden A~ b~, A~b~... zieht, so erh~tlt man an 
Stelle des Vielecks C~ C~...  C~ C t em Vieleck C~ C':.. C:~ and es 
ist klar, da[~ C' t --C'~ dem zweiten zu S t u n d  T~ gehSrigen Tripel- 
system~ R'~ angehSrt. Da dieses Yieleck C' t C ' . .  C:~C't~ well ent- 
standen ans der Verbindung zweier n-Ecke~ offenbar aueh wieder 
ein n - E e k  ist, so kSnnen wir den Satz ausspreehen: liefern zwei 
Systemringe S~.. S~ and T~.. T~ einfaehe n-Eeke and greift man 
irgend ein System aus jedem der zwei Ringe heraus~ beziehungsweise St 
und Tt, und bildet die zwei zu diesen Systemen gehSrigen Tripel- 
systeme, R~ trod R't: so sind das ebenfalls Systeme yon Ringen 
n ~+~ Ordnung, R t r y . . .  R Rx and R ; R ; . . R '  I?'~, uad die zug'e- 
hSrigen Vieleeke sind ebenfalls einfaehe n-Eeke. - -  Maehen wir 
yon dieser Erkenntnis die Anwendung auf das Dreieek A, A ~ A ~  
so sehen wir~ A t -  A~ liefert~ well einem der Tripelsystem% S~'~ 
zu A t -  Ar und A~--A~ angehSrig, ebeafalls einfaehe n-Ecke.  
So kann man nun ibrtfahren and die ganze Reihe der Dreiecke 
A~ A~ A~o ~ A~ A~o AI~ ~ A t At~ A~6 . . .  einer ~thnlichen Betrachtung 
unterziehen. In A~ A~ A~o zum Beispiel liefert~ wie wit ebea be- 
wiesen haben, A t - -  A~ einfaehe n-Ecke, A~-- A~o ist die 6. Unter- 
ordnung yon A ~ - - A ~  liefert also ebenfalls eiafaehe n-Ecke, also 
liefert das Tripeliunktpaar A t -  Ato ebeafalls einfaehe n-Eeke. 
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Also: d i e  D i a g o n a l p u n k t p a a r e  A1--A4~ A 1 - - A T ,  
A~--Alo . . .  A 1 - A 3 . _ 2  g e h ~ r e n  R i n g s y s t e m e n  an~die ein- 
f a e h e n - E e k e  l i e f e r n ,  l ~ a n k a n n  das  atteh s o  a u s d r t t e k e n :  
A 1 v e r b u n d e n  m i t  a l l e n  d e n  P u n k t e n  Ak, d e r e n  Ord-  
n u n g s z a h l  k d e r  K o n g r u e n z  g e n t i g t  : k ~ l  (rood 3), l i e f e r t  
D i a g o n a l p u n k t p a a r s y s t e m e  mi t  e i n i a e h e n  n - E c k e n .  
Betrachten wir nun das Dreieck A 1 A 3 A 6 , so sehen wir: A I --A~ ist ein 
Panktpaar yon S I , veranlal~t also 3 n -Eeke ;  A 3 - - A  Gist die zweite 
Unterordnung yon A 1 - - A ~ ,  einem Punktpaar yon S't, liefert also 
einfaehe n-Ecke.  Wenn abet die drei Punktpaare eines der C'~ 
einbesehriebenen Dreiecks Systemringen nter Ordnung angehSren, 
resp. A, B u n d  C and der Ring A 3n-Ecke  lie~ert~ B aber ein- 
/'ache n-Eek% dann mug} C auch 3n -Eeke  liefern. Denn der 
Ring A ist ein Tripelring zu B and C. Also mttssen sieh seine 
Vieleeke dutch Kombination der Vieleeke yon B u n d  C ergeben. 
AbeL" ein 3 n - E e k  kann sieh niemals aus der Kombination zweier 
einfacher n-Eeke ergeben. Wenn also A 3n-Eck% B einfache 
n - E c k e  ergibt~ mul? C 3n-Ecke  enthalten. Dieses, angewandt auf 
unser Dreieek A 1 A~ A~, ergibt~ dal~ der Systemring~ dem A~ ~ A ~  
angeh(irt, 3n -Eeke  liefern mul~, well der Systemring (AI - -Az )  
3 n- Eeke und der Systemring (A 3 -  AG) einfache n- Eeke enth~tlt. 
- -  ,Systemring (A• ~ A q ) "  heil~e der Ring~ dem das Punktpaar 
A p - - A q  angehSrt. - -  Dieselbe Betraehtung 1/igt sich nun aueh 
mit dem Dreieck A~ A 6 A.~) anstellen and fiihrt zu dem Ergebnis~ 
dal~ der Ring (A t - -  A,~) ebenfalls 3 n- Ecke enthitlt. Also : d i e 
D i a g o n a l p n n k t p a a r e  Ai - -As~  A ~ - - A s . . .  l i e f e r n  3n-  
E e k e ;  oder: A~ v e r b u n d e n  m i t  a l l e n  d e n  P u n k t e n  
Az, d e r e n  O r d n u n g s z a h l  l d u r e h  3 o h n e  R e s t  t e i l -  
b a r  ist~ l i e f e r t  D i a g o n a l p u n k t p a a r e ,  d e r e n  S y s t e m -  
r i n g e  3n -Eeke  e n t h a l t e n .  Betraehten wir nun noch das 
Dreieek A~ A~ A s , so erkennen wir : A 1 - -  A~ liefert einfaehe 
n -Eeke ;  A~- -As~  die dritte Unterordnung yon A ~ -  A~, liefert 
3 n- Eeke, also enthalt der Ring (A~ - -  As) 3 n- Eeke. Dieselbe 
Betraehtung l~tfit sieh mit den Dreiecken A t AS As ~ A 1 A s A ~ . . .  
anstellen. In A~A~A s z. B. liefert~ wie wir eben gesehen haben~ 
A ~ - - A  5 3n -Ecke ;  A ~ - - A  s ist die vierte Unterordnung yon 
A t -  A~v liefert also n-Eeke;  also ergibt der Ring (A~--As)  
wieder 3n-Eeke .  Wit kommen so zu dem Ergebnis: d i e  Dia -  
g o n a l p u n k t p a a r e  A , - - A ~ ,  A ~ - - A s ~ A ~ - - A ~ , . . .  l i e f e r n  
3 n - E e k e .  Man erh/~l t  alle d i e s e  D i a g o n a l p u n k t p a a r e ~  
w e n n m a n  A t m i t  a l l e n  P u n k t e n  A,~ v e r b i n d e t ,  d e r e n  
O r d n u n g s z a h l m  d e r K o n g r u e n z  g e n t i g t :  m ~ 2 ( m o d . 3 ) ;  
die Punkte A;~ A~ A ~  die den genannten Kongruenzen gentigen~ 
ergeben aber siimtliehe Vieleekspunkte. Es ist also gezeigt~ dag 
aul~er einer Gruppe yon Diagonalpunktpaaren, der Gruppe A~ - - A r  
A t - -  A~..  A~ - -  A~n-:, alle tibrigen 3n-Eeke  ergeben. 

Einfaeher~ wie die Frage naeh den Vieleeken, die yon den 
Diagonalpunktpaaren veranlal~t werden~ erledigt sich die Unter- 
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suchung der Vieleeke der dritten Diagonalsehnittpunkte. Betrachten 
wir wieder das merkwt~rdige 3 n - E c k  

A 1 A ~ . .  A~ A /~+t . . .  A,~ A ~ + I . .  A,~+~ A~+7~+t. �9 A2n A2~+~ . .  
�9 . A2~+k A2~+k+t.  �9 A ~ , A  t 

und zeiehnen A~, ~, den dritten Sehnittpunkt der Diagonale A t .Ak 
mit der C3; der Tangentialpunkt dieses Punktes ist A2, k+t ,  der 
dritte Sehnittpunkt yon A 2 A ~  die n *e Unterordnung An+t,~+~, die 
2 n ~ Unterordnung A2~,+~, ~ ~ + r: ; die 3 n t~ Unterordnui~g~ A3 = + 1, 3 ~ + ~, 
ist der dritte Schnittpunkt der:Verbindungslinie yon Aan+~ tinct 
A3~+~; abet A3n+t ist identisch mit A ~  Aa,,+~ identisch mit A~:; 
also aueh A3~+~,~.+~ identisch mit A~, ~. Wir haben es also wieder 
mit einem 3 n - E e k  zu tun~ vorausgesetzt, daI3 nicht je drei Eek- 
punkte in einen Punkt  zusammenfallen, z. B. A~, k + ~ -  1, A~,+~, ~+~+~-t, 
A ~ + ~ , ~ + ~ + ~ _ ~  wobei 29 irgend eine Zahl zwisehen 1 und n be- 
deutet. Nehmen wir an, es sei ein 3n -Eck ,  so ist aus Fig. 9 leich~ 
zu erkennen~ dal~ es ein merkwiirdiges 3 n-  Eck ist. Denn A~-- A~ + ~ 
ist die ( k - - 1 )  ~~ Unterordnung yon A~ ~ An+t und gehSrt ebenso 
wie A t -  A=+t dem ausgezeichneten System Y. an; dann ist abet 

Fig,. 9. 

das Tripelpunktpaar A~, ~--A~,+t,n+7~ eben- 
falls ein .Punktpaar yon E~ weil zwei Punkt- 
paare emes Systems entweder perspek- 
tivisch liegen oder ein Punktpaar der 
Unterordnung ergeben, welehe in diesem 
Falle wieder mit ~ zusammenfMlt. Wenn 
die Punktpaare A t - -  A,~+t and A~ - -  A,~ + 7: 
perspektiviseh liegen wt~rden, dann wttrde 
der Fall eintreten, dal~ AI,~, A,~+~,~+k 
und A~+1,2~+7~ zusammenfallen wtirden 
und ein einfaehes n - E e k  entstfinde. Aber 
in 13) haben wir gezeigt~ dag ein Punkt-  

paar eines Systems ~ und die sgmtliehen zugehSrigen Unterord- 
nungen derselben Panktpaarmannigfaltigkeit angeh~ren, also nieht 
perspektiviseh liegen. Da  nun das Vieleek die Diagonalpunktpaare 
A1,7~--A~+I,~+k~ A2, k + l - - A n + 2 , ~ + ~ + l ~  A3, k + 2 - - A n + 3 ,  n+k+2. �9 . 
hat~ welehe Panktpaare yon X sind~ so ist es ein merkwtirdiges 
3 n - E e k ,  das demselben System 2 angeh~rt, wie das Ausgangs- 
vieleck. 

16a) Die Vollstandigkeit erfordert eine kurze ErlKuterung 
der Frage, was ftir ein Vieleek entsteht~ wenn man irgend ein 
tim- and einbesehriebenes p- Eek A 1 A~ . . .  Ap A 1 mit einem merk- 
wiirdigen 3 n-  Eek B Z B e . . .  B3 ~ B~ verbindet ; ob namentlieh ein 
solehes Vieleek C 1 C 2 -.7 dessert Eekpunkte C~, C2..  resp. die 
dritten Sehnittpunkte yon A t Bt ,  A~B.~, . .  mit der C~ sind~ auch 
wieder ein merkwiirdiges Vieleek ist~ oder nieht. Dag das erstere 
der Fall ist, geht aus folgender ~Tberlegung hervor: es ist klar, 
daft bei dem Vieleek A 1 . .  A p A t  die pie Unterordnung "con A 1 
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wieder mit A 1 zusammenfiillt~ ebenso auch die 2~te Unterordnung~ 
wenn q irgend eine ganzc Zahl ist; desgleichen ist auch~ wenn r 
ebenfalls eine ganze Zahl ist~ die 3nr te Unterordnung yon B 1 in 
dem 3 n-  Eck B1. .  B~ ~ B~ identiseh mit B 1. Ist nun p 5 ~-  3 s ~ 3 n r 
und ist 3 s das kleinste gemeinschaftliche Vielfache zu p und 3 n~ tiber- 
dies/9 nicht dutch 3 teilbar, dann ist das Vieleck C 1 Ce. .  ein 3 s- Eek : 
naeh 3s-mMiger Unterordnung der Geraden A 1 B i C1~ und nieht friihe h 
ergibt sich wieder diese Gerade. Ist niimlichp nieht dutch 3 teilbar, dann 
mul~ q diesen Faktor  enthalten. Es sei 5 ~ 3 q', dann ist p .  3 q' ~--- 3 s ; 
also p 5' ~ s ; ebenso ist 3n  r ~ 3 s ~ also n r ~ s ; fo]glich p 5' ~ n r. 
Daraus folgt aber~ dal~ man nach p q'-maliger Unterordnung der 
Geraden A~/41 zu einer Geraden A~B~,,+~ kommt;  denn die pq,t~ 
Unterordnung yon A~ ist~ wie sehon erwiihnt~ wieder Ai ;  die 
n r  ~ Unterordnung yon B~ anderseits ergibt einen t)unkt B , ~ + ~  
der entweder mit B~+I oder mit B2~+~ zusammenfallen mul3; mit 
B ~ + i  oder B t kann er nicht zusammenfallen~ da ja 3s  das kleinste 
gemeinschaftliehe Vielfache yon p und 3 n  ist, also erst nach 
3 s- maliger Unterordnung~die Gerade A 1 B i wieder erreicht werden 
kann. Nun sind aber in dem 3 n - E e k  BIB2..B3~B1 B1--B2, 
B,~+~--B~+~ B~+~--B2~+2 gleiehnetzig mit gleieher Art der 
Bertihrungspunkte B1, B~+~ B~+a~ also liefern die Linienpaare 
A~.B~ und A~B~ A~B~+~ und A~.B,~+2~ A~B~+I und A~B2,,+2 
mlt ihren dritten Schnittpunkten auch wieder drei gleichnetzige 
Punktpaare C t - -C~  C.~+~-- C,+~ C~.~+~-- C~,+~; aber das blol~e 
Vorhandensein zweier von diesen letztgenannten drei gleichnetzigen 
Punktpaaren ist sehon ein Beweis daftir~ daf~ C~ Cz . .  ein merk- 
wtirdiges 3 s- Eek ist. 

Anders verhitlt sich die Sach% wenn p dutch 3 teilbar 
ist. Wi t  haben in 13) gesehen~ dal~ siimtliche merkwtirdigen 
Vieleck% die zu einem System ~ gehSren~ in zwei Kategorien sich 
teilen. Ich habe schon dort festgestellt~ dal~ ein merkwtirdiges 
3 n - E c k  der erstenKategorie und ein solches der zweiten ein ein- 
laches n - E e k  ergeben. In derselben Weise laf~t sich zeigen, dafi 
ein merkwtirdiges 3 n - E e k  der ersten Kategorie und ein merk- 
wtirdiges 3 p - E c k  der zweiten~ wenu p und n yon einander ver- 
schiedene positive ganze Zahlen sind~ ein einfaches s - E c k  liefern~ 
wenn s das kleinste gemeinsehaftliehe Vielfache zu p und n ist: 

Eine zweite Ausnahme macht oifenbar das gewOhnliche~ nicht 
merkwiirdige 3 p - E e k .  Verbinden wit ein solehes, A 1 A~.. .  A~p A1, 
mit dem merkwtirdigen 3 n-  Eck B1. .  B~,~ Ba und ist wieder 3 s 
das kleinste gemeinschaftliche Vielfaehe ztt 3 n  und 3/o~ so daf~ 
3 n r ~ 3p  q ~--- 3 s ist~ also n r - - /9  q ~ s. Dann wird nach p g-maliger 
Unterordnung der Geraden A~ B i die Gerade Aq~+~ B~,+a erreicht 
werden, we q entweder ~---1 oder ~---2 isL ebenso r. Wit  wollen 
annehmen~ es bedeuten beide Buchstaben dieselbe Zahl~ also ent- 
weder beide 1 oder beide 2. Sind nun Ap+I- -A~,+ :  und A2~+a - -  
--A2v+~ nicht gleiehnetzig mit A~- -  A~, dann wird auch 
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C,+1 --  C~+2 und C~,+1 - -  C~8+2, die Tripelpunktpaare zu resp. 
Al j+ l - -Ap+2 ~ B,~+I - -  B,~+2 and A~p+l - -  A2p~-2~ B~,,+I - -  B~n+~ 
nieht gleiehnetzig mit C 1 - -  C 2 ~ dem Tripelpunktpaar zu A t - ,  A 2 , 
B~ --  B 2 . also C 1 C2.. kein merkwtirdiges Vieleek sein. Der Beweis 
erleidet keine wesentliehe Ver~nderungv wenn wit annehmen~ 
Aqp+l sei ~ A~p+z und B ~ + ~  ~ B ~ + I  oder umgekehrt, A ~ I , +  1 = 

Ap+~ and B ~ + ~ : ~  B2,~+~. 

17. Ieh will zum Sehlusse noeh die Diagonalpunktpaare eines 
nieht zentralen 2 n -Eeks  einer kurzen Betraehtung unterziehen. Das 
Vieleek heilie C 1 C 2 . .  C2~ C 1. Es  1/~l]t s i e h  n u n  l e i e h t  z e i g e n ,  
d a g  d a s  D i a g o n a l p u n k t p a a r  C 1 - C , ~ + ~  e in  P u n k t p a a r  
e i n e s  S y s t e m r i n g e s  1 . A r t  is t ,  d e r  z e n t r a l e  2 n - E e k e  en t -  
h a l t .  E s  s e i  c~ - -  d~ gleiehnetzig and perspektiviseh zu Cz--  C,~+~ 
gehSre also nicht derselben Punktpaarmannigfaltigkeit des Systems an~ 
wie C1--C,~+~; dann sind aueh die 1., 2 . ~ . . .  n t~" Unterordnungen 
dieser Punktpaare wieder perspektiviseh. Nun ist die n t~ Unterordnung 
yon C~---C~+~ C,~+~--C~ die ~'on c 1 - - d  1 sei c ,~+~ d~+~; also 
sind C~+~--C1 und c ,+~- -d ,~+l  perspektiviseh; dann sind 
C ~ -  C.+~ und c ~ + ~ -  d~+~ nieht perspektiviseh~ sondern gehSren 
derselben Punktpaarmannigfaltigkeit an~ es sei dies die Mannig- 
thltigkeit I ;  da sodann das zu C~--C,~+~ perspektivisehe Punkt- 
paar c l - -  d~ der Mannigfaltigkeit I[  angeh0rt~ so sind c~ ---d~ and 
die n ~ Unterordnung c,~+x--d~+~ perspektiviseh zu einander~ also 
ist der Systemring ( Q - - C ~ + 1 )  naeh 2) Amn. 1. ein Systemring 
1. Art~ enthi~lt also zentrale 2n -Eeke .  

Es hat~ um aueh diesen.Pankt noeh kurz ztt beriihren~ keine 
Seh~mngkelt~ die Vieleeke der anderen Diagonalpunktpaares eines 
nieht zentralen 2 n -Eeks  auf ihre Art zu prafen. Nehmen wir an~ 
C1--C~+~ witre ein zweites Diagonalpunktpaar~ das einem System- 
ring 1. Art angehSrtv dann mtil~te also C~+I- -C~+~+~ gleieh- 
netzig und perspektiviseh mit C 1 -  C~+~ sein, also C~ C~+~ und 
C~+~ C,+z~.+~ sigh in demselben Punkte B~ der C~ sehneiden. Nun 
haben wir gesehen - -  s. Anmerkung am Ende yon 9a) --~ dal3 
zu einem nieht zentralen 2 ~ -Eek  C~ U~ . .  Ca ~ C~ ein ~begleitendes :~ 
n-Eek~ B~B~..B,~B~ gehSrt; yon diesem ~-Eek  ist also m 
unserem l?alle der dritte Sehnittpunkt yon C1 C,~+~ B~ ein Eek- 
punkt. Anderseits mug die k r176 Unterordnung der Diagonale C~ Cn+~, 
C~+ a C.~+ z~+ ~ ~ aaeh die k ~ Unterordnung yon B t , B~+ 1, aussehneiden. 
Da nun die Voraussetzung~ dal~ Ct--C~.+1 einem Systemring 
1. Art angehSrt~ zur Folge hatv daI~ C 1 C~+~ und C~+~C~+~+~ 
sieh in demselben Punkte der C a sehneiden~ so mug B~+~ identiseh 
mit B~ sein, d. h. das begleitende n - E e k  sieh auf ein k - E e k  re- 
duzieren. Nun hat abet jedes 2 n - E e k  ein begleitendes n - E e k  
denn betraehten wit die Diagonale CIC,~+~ B~, so ist die n ~ 
Unterordnung yon C~ C~+~, C,+~ C~, abet die Geraden C~ C,~+~ 
and C,~+~ C1 deeken sieh~ also fitllt die n ~~ Unterordnung yon B~ 
wieder mit B t zusammen. Daraus folg b dal~ k in n ohne Rest 
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enthalten sein mug und daB, wenn kp = n ist~ unser begleitendes 
'n-Eck ein mleigentliches n-Eck,  namlich ein p-fach zu rechnendes 
k-Eck ist. In der Tat kommt man ja dann nach kp Unterord- 
nungen yon B 1 wieder nach B 1 zurtick. Daraus folgt: I s t  n e i n e  
P r i m z a h l ,  d a n n  l i e f c r t  k e i n e s  d e r  f i b r i g e n  D i a g o n a l -  
p u n k t p a a r e  aul~er C1--C,,+j z e n t r a l e  2 n - E c k e .  I s t  da- 
g e g e n n d u r c h  e i n e Z a h l  k t e i l b a r  u n d  z.B. kp=n ,  dann 
k a n n  es sc in ,  daft C~--Ck+I e i n e m  S y s t e m r i n g  1. A r -  
a n g e h 5 r t .  D a s  w i r d  d a n n  d e r  F a l l  sein~ w e n n  das  bet 
g l e i t e n d e  n - E c k  e in  2 - f a c h  zu r e c h n e f l d e s  k - E c k  ist.  


