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Bestimmung von dlgs(0,0,...0) durch die
Classenmoduln.
(Von Herrn J. Thomae zu Laucha a. d. Unstrut.)

Ve

In der ,Theorie der Abelschen Functionen® §. 25 *) zeigt Riemann,
dass 1g 9 (v,, vy, ... v,) durch eine Summe von 7 -Functionen und 1g $(0,0,...0)
ausgedriickt werden kann. Zur Bestimmung letzterer Grosse durch die Classen-
moduln kann man gelangen, indem man in der Gleichung
8];219
oa,
die Differentialcoefficienten durch Integrale algebraischer Functionen ausdriickt.
Bei der hier folgenden Ausfihrung dieser Rechnung ist die Riemannsche
Bezeichnung tberall unverindert beibehalten. Zur grosseren Bequemlichkeit
selzen wir noch voraus, dass ausser den sich aufhebenden Verzweigungspunkten
nur einfache in T vorkommen, deren keiner mit einem unendlich fernen
Punkte zusammenfillt. Mit &, &,, & ... bezeichnen wir diese, — die wir
alle als willkiirliche betrachten, obschon es hinreicht, 3p—3, die Classen-
moduln, als solche zu betrachien, — so dass z =k, nicht alle ibereinander
liegenden Punkte von T, sondern eben nur den iber z =k, befindlichen Ver-
zweigungspunkt bedeutet. Wir schicken noch eine Bemerkung iber die Diffe~
rentiation nach den Verzweigungswerthen voraus. Eine beliebige einwerthige

Function s in T ist eine Wurzel einer Gleichung G(s,z) =0 und daher
ds 0G = oG

digd = Zw) da

up!

TV r-Ta Hieraus erhellt von selbst die Emwerthlgkelt. von
jks in T. Fir z = oco werden Zihler und Nenner in gleicher Ordnung un-
o

endlich gross, also bleibt diks endlich. Fir s = co wird aber %—f vom n—2'"

Grade unendlich, wenn G in Bezug auf s vom »'™ Grade ist, —gg— aber ist

ds
in Bezug auf s im allgemeinen von einem hoheren Grade, so dass ——

Ty , da wo s

*) Bd. 54, p. 151 dieses Journals, auch in besonderem Abdruck, Berlin bei
Reimer 1857, p. bl.
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unendlich wird, im allgemeinen auch unendlich wird, aber niemals von einer

hohern als der zweiten Ordnung. Ausserdem kann %— nur noch da, wo
“

%ﬁ Null wird, also in allen Verzweigungspunkten, unendlich werden. Die sich

nicht aufhebenden sind unabhingig von einander, und daher kann offenbar

—@—(zzk,.) nicht unendlich werden, wenn %, von k, verschieden ist, in
d . .
welchem Falle ;ﬁf— fir =14k, um eine um 1 hohere Ordnung oo wird als

s, oder wenn nicht s fir 5 =k, unendlich wird, in welchem Falle wie

ds
dk,,
s fiir 3 =k, unendlich wird. In den sich nicht aufhebenden Verzweigunos—

punkten, wo %g und —— 8 glelchzeltlg verschwinden, bleibt — dk endlich, wenn
“u
dort s endlich ist. Denn ist dort s=«, z=C, so ist
G —— —— G —_—
G = wraat il a—{—2d Pl 5—C 5—C.5—C(+
06  8G _ ds

aus welcher Form unsere Behauptung iber — sofort erhellt.

%, @,
Bei unseren ferneren Untersuchungen liegt die Zerschneidung der
Fliche T in eine einfach zusammenhiéingende T’ zu Grunde, wie sie Riemann
(§. 18, p. 143) angiebt, und die Verzweigung von T ist durch die Gleichung
F(s, ) =0 gegeben.
Differentiiren wir das iberall endliche Integral w, (s, z) f ZAGL)) L2 O,

welches am Querschnitt b,. den Periodicititsmodul a,,., bei @,. den Penodlcltats—/
modul Null, bei @, aber den Periodicititsmodul iz hat, nach k,, was unter dem

Integralzeichen geschieht, so finden wir mit Riicksicht auf die oben angege-

du, (s,3)
ok,

am Schnitte b,. und dem Periodicitiatsmodul O an jedem Schnitte

benen Regeln, dass

ein Integral zweiler Gattung mit dem Periodici-

Qyyt

Ok,

@, @&, ... sei und im Punkte z =k, unendlich gross erster Ordnung wird
(Riemann, §. 4, p. 120).

Ein Integral zweiter Gattung, welches als Function von z, im Punkte

tatsmodul

¢=(s,5) wie ——— unendlich gross wird, bringt man daher leicht in

die Form

. _ % Ou(s, ) LACTLON %(8,5,)
t{b; (317 51)} - ?(/4) ak# Cou— Z(Sn % ) Py— w—(sl_’;s‘a
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worin —’—5— in p willkirlich gewahlten Verzweigungspunkten, iiber die sich die

Summation erstreckt, und im Punkt ¢ unendlich gross erster Ordnung wird.
Setzen wir

»
v, = u,(s, z)——%‘euy(sg, By)s

so ist
dlgd (v, v,, ... 0 Fd
(1) g (’l’azz ») = ;{)t{s, (Sé” Zg)}—l'-c,
(Riemann, §. 25, p. 151), woraus folgt, dass t{, (s,, z,)} bei b, den Periodi-
citiitsmodul 2(’)’:9(;,’ %) besitat. Fir z = £, folgt hieraus, wenn K, , = lim ( Cou 3s>
Os =ku
gesetzt wird:
2 dlgd 2 Ou, (s,
@) 3°%8% (s=k,)= le—i‘—g—;—@ﬁlmﬁq

woraus durch Verglelchung der Periodicititsmoduln noch eine Relation ge-
zogen wird, die da,,. durch dk,, dk,, ... ausgedriickt liefert, ndmlich

Oty
/ (3.) “g,;‘;" = 2(p,,1(5 = k/‘) 1 K,
(confer: Jacobi, fundam. nova, pag. 74). Man beweist noch leicht die Identitat:

2, Olgd _ 0%y (Sgr5 %gr) . BF(s, %) at{s ,(s,z)
() T gg ey Pels=hi) =~ "G Ky = lim [ %)

g=k u

olg & ,
Bestimmt man nun ai nach Riemanns Regeln, so findet man aus Glei-
4

chung (1.):

d]Og'& Ou,(s,,%,) O, (8,,%,) . A, ($p5%p) | 2|0 éﬂ Ou, +U,
oo, oz oz, = Oz Oz, 0z, ' dz,.
Ou,
Oup1(8),3,)  Oupi(8,,5,) Qg1 (Sps%p) O * "
oz, oz, 7 Oz .o .
—'t(éu(s:z))y _t(ez)(s:z))’ e _t(ep:(s:z)) aug au(,
Oty 11(8,,3,)  Oug11(8,,5,) Oug11(Sp,3p)| |05, * O, °
0oz, ’ ds, Oz
Ouy (s,,%,)  Ouy(8,,5,) Ouy (Sp,%) | |Oup  Ouy Ouy
oz, oz, 77 0%y Oz, " O5,° """ Oz

worin U von (s, z) unabhéngig ist, aber von (s;,,)...(s,,5,) abhingt.
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Diese Gleichung differentiiren wir nach z, multipliciren mit %SE und
setzen z=Fk,. Sodann wenden wir (4.) an, wodurch die rechte Seite den
Factor K,, erhilt. Fir das willkirliche » wahlen wir die Zahl ¢, welche
auf der linken Seite vorkommt, dividiren mit K, und summiren iber ¢ und
erhalten so mit Riicksicht auf (3.):

oy Plgd Bage _ Olg| Su, Ju,

2o Ov,.0v, Ok, ~ Ok, | Oz O ' Oz
Ou, Ou, Ju,
gz, 7 Oz, 7 "7 Oz
Ou,  Ou, Juy,
Oz > Oz 7" O

. - . ,‘ /l /I . .

Wihlen wir nun die. Grossen (s,,%;), (S25%), . . . (8,,3,) fir jeden Ver-

aweigungspunkt k, so, dass vy, 0y ...2,=0,0,...0 (Riemann, §.16) und
verstehen unter dem Functionszeichen 4 die Determinante, so ist:

dlg [A Bu,,(gs,,l,yz,,.)] dk,,
e

worin beim Differentiiren nach k, der Punkt (s,,,,y z,.) noch als unabhingig gilt.

(5)  dlog$(0,0,...0) = —} Ok,

Die Werthe (s, ,#zg) konnen durch rein algebraische Operationen ge-
funden werden. Die p willkirlichen Constanten in ¢ lassen sich, wie noth-
wendig aus Riemann, §.23, p. 147 folgt, so bestimmen, dass diese Function
da, wo sie verschwindet, unendlich klein zweiter Ordnung wird ausser in den

sich aufhebenden Windungspunkten. Diese Punkte seien #,, 7,, ... 7,1
—1 —1 —1
Es ist dann (Riemann, §. 23, p. 147) .le?,uI(n,), il‘.?,uz(n,,), C il‘.‘vu,,('r/,,)

P

P Y4
= 21"1/21”"1/“17'*_ ’Al"glin: ‘127 2‘hv a’21/+ %922.”5 T 211’ %kvapv’*‘ %9;»57’5 kw g, ganze Zah-
len. Sodann setzen wir
p—1

0, = u,(s, 5) —U, (G: €) _‘Feuv (7],9)
und driicken nach Riemann, §.27, p. 154

Y4

—A‘:r '%hv'vv
1 (4 .
e G 0p— 30y, — g, im, L)
1

F(.,0,,...)
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durch eine algebraische Function aus. Wird diese in den Punkten ¢, ¢, ... ¢
unendlich klein, so wird offenbar

p

P
(TACA C)—%‘eu,(ee), ) =0,0,...0.

Setzen wir hier fir (o,) den Punkt k,, so werden ¢,, &, ... ¢, die Punkte

u n “
(815 81)s (82582)y -+ (855 3p)-

Die Coefficienten von dk,, dk,, ... sind daher ausser den in w,, u, ... %,

vorkommenden Constanten, — welche man durch den Multiplicationssatz der

Determinanten aussondern kann, — algebraische Functionen der Verzweigungs-
werthe. Fiir den Fall nur zweiwerthiger Functionen kann man diese Opera-
tionen leicht ausfithren, integriren und den constanten Factor von $(0,0,...0)
durch geeignete Anniherung der Verzweigungspunkte an einander vollsténdig
bestimmen, wie dies von mir an einem anderen Orte bereits fir p =2 ge-
schehen ist.

. Halle, im December 1865.




