
Ueber  endliche Grnppen l inearer  Transforma~ionen einer 
Vergnder]ichen. 

YOn P, GORDAR in Erlungen. 

Ira neunten Bande dieser Annalen (p. 183--188) hat sich Herr 
Kle in  rait dem Problerae beschiif*igt: 

Alle endlichen Gruppen zu construiren~ die sich aus linearen 
Transformationen einer Vertinderlichen bilden lassen, 

und dasselbe zn einera einfachen Schlussresultate gefiihrt. Abet die 
georaetrischen Betraehtungen, derezt er sich zu diesera Zwecke bedienl, 
sind sehr abstract und jedenfalls rai~ tier Frages{ellung nicht noth- 
wendig verkniipft; ich werde daher ira Folgenden zeigen, wie man 
diese Autgabe algebraiseh behandeln kaan. 

w  

Fundam~ntalform~ln. 

Bekanntlich zerfallen die linearen Substitutionen: 

~'= ~'1+~ (~-/~7 ~ o), )Tq= ~-' 
sofern raan yon tier sogenannten ide~ztischen Substitution: 

~/' ~_ ~/ 

absieht~ in zwei Arten, je nachdera (lie beiden Werthe, welche dutch 
die Substitution sich nichf iindern, gleich sind oder nicht. 

Ira ersferen Falle kann man sta~ r/', ~/ solche lineare Func~ionen 
~h', Yt yon ~/" bez. ~/ einfiihren~ dass die Substitu~iolL die kanonische 

Form anniramt: 
t 

(1) ~h ~ ~L q- r; 
im zweiten Falle ha{ man als kanonische Form: 

(2) ~ ' ~  ~'~. 
Die einze]ne lineare Substitution ist in dieser kanonischen Form am 
einfachsten zu behandeln. Wird abet die Aufgabe gestellt, versehie- 
dene lineare Substitubionen zu eombinire~, so erscheinf es nicht zweek- 
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miissig~ von vornherein kanonische Veriinderliche einzufiihren; ich be- 
diene reich dann folgender Formeln: 

x, , ~ y, Set ~ ~ ~-e ' ~-2 ' so kann die Substitution, die ich S nennen 

will, dargestellt werden durch das Verschwinden ether bilinearen Form: 

r z S y  ~ O . 

Eine-solche Form hat zwei Invarianten (rs) und (rr')(ss'), deren 
zweite mit der Determinante der Substitution gleichbedeutend ist. Ich 
will die ci)efficienten der bilinearen Form in der Weise absolut be- 
stimmen~ dass 

1 
V ( r  r ) ( s s ' )  - ~  1.  

Dann setze man: 

' (rs) cos 9 
2 

und die quadratische Covariante 

rxsx -~- i sin ~ �9 ax ~. 
Dann ist 

( a b ) 2 ~ -  2, 
und e~ wird: 
(3) rxsy-~- i sin 9 �9 a~ay-~-(yx) �9 cos 9.  

Diese Gestalt der bilinearen Form nenne ich die iVormalform der 
linearen SubstitUtion S, a2  heisse die ~ugeh6rige quadratische Form, 

das Argument. Setzt man ax 2 ----- 0, so erhiilt man diejenigen Werthe 

x, welche bet der linearen Substitution ungei~ndert bleiben. Da v o n  ~ t  ~ 

fiir die Substitutionen erster Art diese beiden Werthe zusammenfallen, 
so ist das Resultat (ab)2-~---2 ffir sie nut dadurch mSglich, dass die 
Coefficienten yon a~ 2 unendlich gross werden. Dann ist nothwendig 
sin 9 - - ' 0 ,  und also 9 ~ - 0  oder ~. Auch fiir die identische Sub- 
stitution ist 9 ~ 0  oder ~t; abet a~ 2 verschwindet fiir sie identiscb; 
ihre Normalform lautet: 

• (yx). 
Man hat also diesen Satz: 

Wenn bet der Substitution S, die keine identische sein soU, 
das Argument 9 verschwindet oder ~ ist, dann und nur dann 
ist die Substitution yon der ersten Art. - -  

Die Normalform einer Substitution ist nicht eindeutig bestimmt; 
start ax 2 und ~ daft man auch setzen --a~ 2 und --r oder start 9 

-[- ~. Wenn wir also yon der quadratischen Form ether Substitution 
sprechen, sehen wir stets yore Vorzeichen ab. - -  

Sollen zwei in der Normalform gegebene Substitutionen 

S ----- r~sy~  i sin 9" axa~-~- (yx) .  cos 9,  

T ~ qua+~ i sin ~p. ava, ~ ( z y )  �9 cos +p 
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nach einander angewand~ werden, so entsteht: 

S T  ~ r.~ (s~) ~ = i sit, 0 �9 P~Z'~ "4- (~x) �9 cos e ,  
WO ." 

1 2 ' " 
COS O = C O S  r COS ~ + (6~g)  Slll ~9 Sltl r 

(4) ( sin 0 �9 1~2 ~- si n SO cos ~.  ~a~ ~ -4- cos ~o sin ~.  a~ 2 -4- i sin ~ sin $ (a a) a~ e~. 

Is~ also insbesondere S - ~ - T  und schreibt man wieder y statt z, so 
kommt: 

S :  ~ i sin 2q~ �9 a~a~d- ( y x ) .  cos 2~0, 
und tiberhaupt: 

S" = i sin v So �9 a~ ag -f- (y x) �9 cos v So. 

Nennt  man dementsprechend : 

- -  i sin So �9 a ,  % q- (yx) �9 cos So = S -1  
und bildet das Argument H der Substitution S - ~ T ,  wo T die obige 
Bedeutung hat ,  so gieb~ die Vergleichung mit der ersten der beiden 
Gleichungen (4) folgende wichtige Formel: 

(5) cos e + cos H ---- cos (~o+~) + cos ( ~ - - ~ ) .  

@2. 

Endlichs Gruppen yon Substitutionen. 

Eine Substitution S kann die E{genschaft haben, nach einer end- 
lichen Zahl yon Wiederholungen die identische Substitution zu ergeben. 
Es tritt  das nach tier soeben ffir S �9 gegebenen Formel dann und nut  
dann eJ.n, wenn 9~ ein (reelles) rationales Multiplum yon z~ ist. Ich 
nenne dann die Subs{itution iterirend und die kleinste Zahl n, ffir welche 

S" = ~__ (yx) ,  
die ~eriode yon S. 

Bei Substitutionen tier ersten Art war So ~ 0; man has also den 
folgenden Satz, der sich auch unmittelbar aus der kanonischen Form (1) 
ergiebt.: Substitutionen der ersten Ar t  sind hie iterirend. 

Bei einer iterirenden Substitution ist daher stets die kanonische 
Form (2) am Platze. Dieselbe nimmt ffir sic (sofern wit  die unteren 

t 
Indices bei ~ ,  ~? unterdrficken) die Gestalt an:  

wo ~ eine primitive n t~ Einheitswurzel bezeichnet. 
Die Werthe,  welche aus einem Anfangswerthe ~/ dutch Wieder- 

holung der Substitution entstehen, sind diese n: 

sic sind, so lange ~/nicht ~ 0  oder ~--c~, alle yon einander verschieden. 
Die allgemeine Aufgabe nun,  mit der wir uns ira Folgenden be- 

sch~ftigen wollen, ist diese: Svbsgitutionen S,  T ,  . . .  in endlicher Zatd 
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derart ~usammenzustellen, dass sis sine Gruppe bilden, d. h. dass jede~ 
Substitution, die sich aus den S, T~ - �9 �9 dutch Combination oder Wie ~" 
derholung bilden ltisst, selbst zu den S~ T,  . . .  gehSrt. Vet  aller~ 
Dingen mflssen dann siimmtliehe Substitutionen S, I ' ~ . . .  iterirencl 
sein; denn die Gruppe sell ja nut sine endliche Zahl yon Substi tutione~ 
ffm fassen. 

Ich zeige nun zun~chst: Wenn die quadragschen F~rmen zweier" 
Substitutionen S, T - -  ohne identisch zu sein - -  einen linearen Factor" 
gemcin haben, so l;isst sieh aus S, I' sine Substitution tier ersten A t #  
zusammenseiz~, die also nicht iterirend ist. 

Zu dem Zweeke seien a~2--~- ~ b2 und a~2~- - -~  die quadratischerr 
Formen yon S und T. Die Result~ante yon a 2  und a 2  verschwindet; 
mithin ist 

((a.)~) ~ = (ab)2 ( .~)~ = 4 and ( a . ) ~  = • 2. 

Wit wollen das Vorzeiehen yon a~ 'z, az 2 so bestimmen, dass 

7t und ~r die Arguments yon S und (an) ~ == ~ 2 ist. Es seien nun %- ~-  

T; nach Formel (4) ist dann ;t~ ~ d,~s Argument yon SZTt ' ~ U. 

Jetzt bestimmo man Z, # in der Weiss, dass Z n ~ l ~ m  "-~-O der grSsste 
gemeinsame Factor yon m u n d  n ist. Es wird dann das Argument 
r yon U sin Theiler des hrgumel~tes r yon S, etwa ~ = vO. Daher 
hat die Substitution S -1 U * das Argument Null. Sis ist abet nicht 
identlsch. Denn soas~ w~ire S---~ U~; S h~tte dieselbe quadratisehe 
Form wie U, also auch wie S -~U~-  T~', also aueh wie 2', was der 
Voraussetzung widersprieht. Mithin ist. S -1 U" sine Substitution erster 
Art, w. z. b. 

Zu,ei Substitutiomn dahe% weZche zu ei~er endlichen Gr~21oe ge- 
hiiren, haben entweder diesdbe quadratische Form (yon nieht verschwin- 
dcmh~r .Determinants), oder ihre quadratischen JFormen sind durchaus 
vcrschicden. 

Im ersteren Falls set 

S ~ i sin 9o �9 a~av + (yx) �9 cos r 

T -~- i sin ~p �9 a::a u + (yx) �9 cos ~ .  

Bedeutet dana it den grSssten Winkel~ der gleiehzeitig in qo und ~, 
al8 Theil enthalten ist, so dass 

we ~, g ganze Zahlen ohne gemeinsamen Theiler,  so kann man S 
und T und jede Combination derselben ale Potenzen darstellen der 
Substitution 

U = i sin Z " a~au + (yx) �9 cos ~ ; 
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umgekehr~ lassen sich alle Potenzen yon U dars~ellen durch Combi- 
nationen yon S and T. Daher der Sutz: 

Alle Substihdionen eincr en.dlichen Gru~l~e ~ welche dieselbe 
quadratische 1Por,~ besitzen, lassen sieh ersetzen durch die t)o - 
tenzen einer einzige~ Substitution. 

Ist n die Periode der letzteren, so heisse n zugleich die in tier 
Gruppe der guadratisehc~rt .Form zugeh6rige Periode. 

w  

Aafz~hlung der einfaohsten Gruppen. 

Man kann die gesuchten Gruppen jedenfalls in folgende zwei 
Classen theilen : 

l) in solch% deren Subs~itutionen alle dieselbe qu~drafische 
Form besitzen, 

2) in solche, bei denen verschiedene quadra~isehe Formen auf- 
treten. 

Die Gruppen der erstcn Ar~ lassen sieh~ dem letz~en Satze zufolge, 
erzeugen dutch Wiederholungen einer einzigen Substitution. HaL diese 
die Periode n und bedeutet e eine primitive nte Wurzel der Einhei~, 
so ist also die Gruppe in kanonischer Form dargestellt dutch fotgendes 
Schema: 
( I )  ~7, ~2, ~'q, . . . . .  ~-1~ 

in dem Sinne, dass das Schema diejenigen n Werthe angiebt, welche 

aus einem beliebig angenommenen Werthe der Ver~inderlichen x-A~ 

dutch die Substi~ufionen der Gruppe hervorgehen~ sofern man start 

x-d- eine geeignete lineare Funcfdon yon x_~ als GrSsse y einffihrt. Es 
~U 2 X~ 
bezeiehnen ~ / ~  0 und ,/-----oo die beiden ~u der alien Sub- 
st;itutionen der Gruppe gemeinsamen quadratischen Form. 

Die Gruppen der zweiten Art lassen sich folgendermassen welter 
eintheilen. Zu jeder quadratischen Form, welche bei einer Substitution 
tier Gruppe auf~rit G gehSri nach dem Obigen eine Periode. Ich be- 
trachte nun insonderheit diejenigen quadratischen Formen, welche die 
gr'dsste iiberhaupt auftretende Periode besitzen. 

MSglicherweise ist nut eine quadratische Form vorhanden, der die 
betr. grSsste Periode zukoramt. Alle derargge Gruppen bestimm~ man 
dutch fo]gende Ueberlegung. 

Die Substitutionen, welche zu der betreffenden ausgezeichneten 
quadratischen Form gehSren~ lassen sich darstellen als Yqiederholungen 
einer einzigen: 

S~ S ~, S 3, . . . .  S ~ �9 
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Sei T eine Substitution der Gruppe, welche nicht in dieser R e i h e  
enthalten ist. Aus ihr und S ]~isst sich die Substitution zusammen- 
setzen: 

T -I ~ T, 

yon tier man sofort zeigt, dass sie dasselbe Argument besitzt, wle S. 
Sie muss daher auch dieselbe quadratische Form haben, wie S. Mi~hin 
fiihrt T die quadratische Form yon S (his auf das Vorzeichen) in s i ch  
iiber. Ist nun diese quadratische Form a 2  and 

T ~ i sin zp �9 t~:~% ~ (yx) . cos zp, 

so entsteht aus a 2 :  

(i sin ~,- ~ (,~a) + cos ~ .  a.~) (i sin ~ .  ~,~ (~a) 4- cos *" a~), 
oder: 

-- sin~ 0 r (an) ([~a) --~ cos '~ ~ .  a 2  -~- i sin 2 ~,. a~a~(aa) 
1 

-~ sin ~ ~, (a2(fla)  2 -- ~ a~'~(a~) ~) + cos 2 ~ .  a.~ ~ ~- i sin 2 ~ -  a~a~(a a) 

= cos 2 ~p - a~ ~ -- sin2$ �9 (an) 2 �9 a ~ / +  i sin 2 ~p. g~a~ (e~a). 

Daher folgt: 

(a ~)~ = 0. 

Die Substitutionen ST ~ und T~-*'S sind dana identisch, und die Gruppe 
umfasst, neben den schon aufgefiihrten Potenzen yon S, nur noeh  
diese Substituiionen: 

T S ,  I ' S ~  T S  3, . . . .  T S  ~'. 

Um die Gruppe in kanonischer~ Form darzustetlen, wShle m a n  

eine lineare Function ~/ yon x--t' s% dass die Wurzelpunkte der zu S 
x~ 

gehSrigen quadratischen Form durch ~-~-0 ,  ~/-----oo dargestetlt s ind,  
wiihrend die zu T gehSrige quadratische Form gegeben sei du tch :  
y~-{- 1 == 0. Dann erscheinen die 2n  Werthe, welche aus einem durch 
die Subs~itutionen der Gruppe entstehen, in folgender Gestalt: 

Hier is~ ~ eine primitive n ~ Einheitswurzel und n d e r  Voraus- 
setzung naeh > 2. Nehmen wir n ~ 2, so haben wir eine Grupp% 
die nur Substitutionen yon der Periode 2 umfass~, und die sich im  
Laufe unserer AufzKhlung erst spi~ter einstellt (w 10.). 

Es bleiben jetzt nat noch solche endliehe Grappen linearer Sub- 
stitutionen ~ufzusuehen, bei denen verschiedene quadratische Formen 
auftreten, denen der grDsste unter den vorhandenen Periodenwerthen 
zukommt. ]oh werde den letzteren zug]eich den Periodenwerth der  
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Gruppe nennen. Vor allen Dingen ents~eh~ die Frag% welche Zahlen 
als Periodenwerthe derartiger Gruppen auf~reten kSnnem Mi~ dieser 
Untersuchung werde ich reich in den n~chstfolgenden Paragraphen 
beschiif~igen. 

w  

Formulirung des Probtoms. 

Unter den quadra~ischen Formen der noch gesuehten Gruppen 
finden sicht der Voraussetzung naeh, jedenfalls zwei, welche die grSsste 
Periode besitzen. Diejenigen beiden zu ihnen gehSrigen Substitutionen, 
welche die kleinste Amplitude r besitzen, will ich S und T nennen. 
Ffir die Amplituden 0 und H der Substitutionen S T  nnd S -I T ]iefert 
dann Formel (5) folgende Gleichung: 

cos 0 -+- cos I-I = cos 2 r -4- I. 

Hier miissen, damit die Gruppe endlieh wird, O, H in rationalem Ver- 
h~ttnisse zu ~ stehen. Es dtirfen ferner cos O, cos H nieht 1 sein, 
well die entspreehenden Stibstitu~ionen S T resp. S- 1T~ die keine iden- 
tisehe sein kSnnen~ da~n der ersten A~t angehSren~ also nieht iterirea 
wtirden. :Endlich kann (9, H nich~ kleiner als r sein. Doch lassen 
wit vorab diese Nebenbedingungen bei Seite, sehreiben 

2 r  , ~:--O~---cp~, ~ - - H ~ a ,  

so haben wir die Hauptaufgabe vor uns: die Gleichung 

1 -I" cos ~o I Jr- cos c& -~ cos r ---~ 0 

dutch rationale Winkel zu liisen. Es wird sich zeigen~ dass die Zahl 
dieser LSsungen sehr beschriinkt ist. 

Ich gebrauche bei dieser Untersuehung einen Saiz~ den K r o n e e k e r 
im 19 t~' Ban de yon Liouville's Journal (1854) bewiesen hat: 

Ist T eine _Primzahl und r eine ganze Zahl~ so kann der Ausdruck: 

X~,,~ = 1 + x~ ~ + x ~"-~ + . . . . .  + x ~-~)~"-~ 

nicht in Eactoren niederen Grades zerlegt werden, deren Coeff~ienten 
rationale ganzzahlige tPunctionen sind yon Einheitswurzeln, die si& 
auf  nicht dutch p theilbare :Ex~onenten beziehen. 

l=Iieraus kann man schliessen: 
S#~d in der Eunction: 

f (x) = .Y,e,x~ 
die Coeffwlenten c rationale und ganz~ah, ligc Eunctionen yon ~inheits- 
wurzeln, deren JExponenten nicht dutch 29 theilbar sind, und ist: 

2i~t 

r(;Y)=o, 
so ist f (x) durch X~, ~ thdlbar. 



Unter den Exponen~en i der Reihe f(x) kSnnen Z~hlen vorkom- 
men, welche nieht nach dem Modul p"-~ congruent slnd. Man wird 
dann f der Ar~ in eine AnzaM yon Summen zerlegen: 

f--f  + + . . . .  , 

dass in jedem einzelnen 1~ alle diejenigen Glieder c~M und nut  die- 
jenigen vorkommen= bei denen i~ durch p=-~ dividirt, den niimlichen 
Rest r~ liefert= und sieht teicht ein~ dzss dana jede Summe ~ f i r  sich 
den Ausdruck Xv,, zum Factor hat. 

w  

Einfaehst~ L6sungen. 

Sei in der Gleichung 

1 -}- cos r -{-- cos ~ q- cos q~ = 0, 
2 a i 

wo die ai, mi ganze Zahlen ohne gemeinsamen Factor vorstellen. Da 
a t  1 cos (2~r-}-~)~---costp, so kann man jedenfatls w~hlen -.~7 ~ ~"  Dies 

vorausgesetzt, sol also sein: 

l + c o s  ~ a t ~  _ 2 ~ 0 .  =, + 0o= !=i: = + r =, 

/etrachten wir zun:,iehst den Fall, in welchem eins dcr m, etwa ml, 
~---2 ist. Dann ist r  cosg)j ~----- 1, also: 

cos ~2 -~ cos % ----- 0. 

In  diesem einfachsten ~alte ertsatgen wit also die Aufl6sung : 

wo ~2 ein beliebiger, zu z in rationalem Verhil~niss stehender~ Winkel 
~ ist. 

Fir  die ibrigen AuflSsungea sind ale m~ ~ 2; wir wollen zu- 
n~chst diejenigen unter ihnen aufsuchen, bei denen cos r cos r 
eos ~ rationale Werthe besitzen. Die einzigen rationalen Wer~he 
soleher Cosinus sind bekanntlich: 

1 1, -~, 0, 2 '  - - 1 ;  

ihnen entspreehen die Winkel: 

Von diesen Werthen sind hier ~r~ 0, -~- auszuschliessen; z ,  weiI das 

bert. m, = 2, und 0 und ,r -i-' weii die Formeln 
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1 ~ I -{- cos ~z -~ cos vp:~ ~ 0, 
1 1 -[- ~ + cos cp2 -I- cos ~3 ~ 0 

nur erfiillt werden kSnnen, wenn man stat~ r r andere Werth( 
setzt als 

O, .~-' -E '  -3--" 

Es bleiben far die ~p~ also nur die Werthe "E und - ~ -  tibrig. 1~, de~ 
:That findet ~nan fib" 

(B) ~----~-~, ~:------,j--, ~----  ~ , 

2g 2~t 
l A - e o s ~ + c o s  ~ + c o s  g = 0 ,  

and dies ist die einzige hier aufzufiihrende LSsung. 

w  

ttiilfssatz, bstr. irrationals Liisang'on. 

Ffir s~waige irrationals Werthe der'cos r die unserer Gleichun~ 
gen(igen, mass mindestens sine der Zahlen ml, m2, m3 yon l; 2, 3. 
4,  6 verschieden sein. 

Ieh nehme zun~iehst an, dass mindesWns sin mt durch das Quadrat 
einer Primzahl theilbar sei. M~n seize: 

m k ~ -  rk.  ypn a k ~  a~ rk Jr - tikes n ,  

und w~ihle die m in solcher Reihenfolge, dass 

7/I ~ ~2 ~ ~J3 �9 

Es wird dann: 

1 + e o s 2 z  -[- -~/ 

oder: 

Also ist der Ausdruck: 

durch 

theilbar. 

~ 0 ,  

e �9 x ( / ' -  

X ~ , ~  1 ~ x ~' '-1 ~- . . . .  x (v-1)'~*'-1 

Man miterscheide jetzt drei F~lle: 



a) V 1 ~> v 2 

a) Im ersten Falle sind die Exponenten a I und j o ~ - - ~  den iibrigeJK:l 
nach dem Modul Io incongruent, d~ die letz~eren den Factor ~ bes i tze l l -  
Es muss also schon die Theilsumme 

2t% 

durch X~,,, theilbar sein~ also ftir x ~ e P verschwinden. Es i sL  
dann: 

o, ) 
cos2~  ~ - } - ~ v ~  - - - - c o s c p l = 0 ,  

also : 

~Pi~-~, s mi~4 , %-~2, v2~2 , v,~2, 

und m 2 und ma nicht durch 4 theilbar. 

b) Im zweiten Falle ~ ~ v~ ~ % sind die Exponenten 

den iibrigen uach dem Modul s incongruent, da die letzieren durch p 
tkeilbar sind. tIieraus folgt~ dass die Summe 

2 -k e ~' �9 x ~ ~'( '- ") q- e ~ �9 
2 i g  

dutch X~,,, theilbar ist, also fiir x ~ e ~'~ verschwindeL Es ist also 

0 ~ 2 + 2 cos ~ ,  

was unserer Voraussetzung m a :> 2 widerstreitet. 

c) lm dritten Fallo ~ - ~ - %  ~ ~ is~ keiner der Exponenten 

dutch p theilbar, also der Zahl !qull ~ach p congruent. Es miisste 
also die Zahl 2 durc]a X~, ~ theilbar sein~ was unmSgtich ist. 

Wir haben also den Satz: 
Der einzige ~all, dass einer der _~Venner m~ dutch das Quadrat 

einer -Primzahl ~ iheiIbar ist~ ist der, wo p -~- 2, eine der m ~ 4 und 
die beiden anderen nich~ dutch 4 theilbar sind. 

Hieraus folgt, dass fiir alh AuflSsungen unserer Gleichung, yon 
den Systemen (A), (B) abgesehen, mindestens eine dcr Zahlen m~ 
dutch eine Primzaht ~p ~ 3 theilbar sein muss und dass keine der m~ 
durch p~ theilbar sein duff. 
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w  

Bostimmung der irrationalen LSsungen. 

Ich unterscheide wieder drei F~ille: 
1) Alle drei Zahlen mr sind durch p theilbar. 
2) Zwei der Zahlen m,., etwa m s nnd m2, sind dutch ~o theilbar~ 

ma aber nieht. 
3) Eine der Zahlen m,,  etwa m~, ~st dutch p theilbar~ m2 und 

ma aber nicht. 

1) Im ersten Falle setze ieh: 

Es wird dann: 

oder: 

k ~ 3  

1 + ~ T e o s  2 

2i~1~ k 2irca k 
k = 3  ( . . . . . .  

2 + ~  e ~k . c  ~ + e  
k = l  

mithin der Ausdruck: 

ctk ~ a~rk + ~kp.  

-- 21n0k 

durch 

$ilt f lk --  21~flk ( - -  k ~ 3 rk rk 
U ~ 2 + ~  "y e . x ~ + e  

k = l  

Mathomatiaohe Annalen. XLI. 

\ 
�9 X p ~ a k )  

Xp = l -f- x + x2--[- . . . .  ._{_ x p - 1  

theilbar. Der Coefficien~ yon x ~ in U ist 2,  mithia ist U ~ 2 Xp~ 
und, wenn man x----1 setzt: 

k-----3 

.+__~ ~"r = 2 p .  2 2 cos r--~-- 

Dies is~ abet unmSglich, da p > 5. 

2) Im zweiten Falle setze ieh: 

m l ~ r 2 P ,  m ~ = r ~ p ,  a l = a l r j  + l~lP, a : = % r  2 + ~21o. 

Es wird dann: 
k ~ 2  : o.) 

2a~, + c o s 2 =  +'--~k = 0 ,  1 + cos ms k=~ 

o d e r  

2 + 2 c o s  2a3~-~ - e ~k "~ - -  -e ~ + e  -e O, 
m8 k~--1 

als o: 
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2 . ~  c ~ . ~ % + e  "~ . x  ~ -% U ~ 2 + 2 c o s  m -  ,= 

durch Xp theilbar. U enth~lt ftinf verschiedene Potenzen yon x~ ~ l s o  

i s t p ~ 5 .  Setzt man 
U ~  o X ~  

so wird : 

2 a 3 qv ~ e rt ri rl ru 
e ~ 2 + 2 c ~  r8 

und die vier Zahlen al, a 2, 5 -  a 1, 5 - -  a 2 bilden eine P e r m u ~ a t i o x a  
der Zahleu 1~ 2, 3, 4. - -  Hieraus folgt Qz~--- 1, also 

2 a a ~  1 
~ 2 - ] - 2 e o s  --.~---~--___ 1, eoscpa--~-~+____ 2 - - -  1 , 

Da die numerischen Wer~he der cos.  < 1 wird, so muss das o b e r e  

Vorzeichen geiten, also O ~ 1 sein. 
Hieraus iblgen die Formelu: 

COS ~ ~- COS 
ms 2 ) 

a~ ~---a~ra, a 2 ~ % r  2 und da a~ mit mj, a 2 m i t m  2 keinen Fac to r  g e -  
mein hat, r~ ~-- r 2 ~- 1, m I ~ m e ~ 5. 

Die Formel wird jetzt: 

2 ~ t ~  2 a ~  1 
1 + c o s - - . - - - +  cos 0 

o 5 2 

oder 

1 + 2 cos - - U -  + 2 cos - - 5 - -  

und da al, a~, 5--aj ,  5- -% eine Permutation der Zahlen l ,  2 ,  3~ 4 
bilden: 

4 ~  t + 2 cos ~ -  -+- 2 cos -g- = O. 

Dieser Formel entspreehen die Werthe: 

2 =  2 ~  , 4 r t  (F) -~ , g-,  -g- 
[7@ die @. 

3) Im dritten Falle setze ich: 

m l ~ r p ~  a~--~ar%-tip. 
Es wird (|ann: 

k ~ 3  

, +  +co  
oder: 
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und der Ausdruck: 
k~3 

U~-~-2+2~_~= 

dutch X~ theilbar. 
er idenfiseh; es is~ 

was unmiiglich ist.. 

~ 0 ~  

uak= ~ -~t~in 
T cos--  + e  ~ . x ' ~ + e  .xP -~  

Da er nut  3 ( <  p) Glieder besitzt, so verschwindet 

e r ~ 0 ,  

w  

Das Rosultat. 

Die Gleichung: 

1 + cos ~v~ + cos qo 2 + cos r -~ O, 

kann nach dem Vorangehenden~ sobald die r zu a in rationatem Ver- 
hKl~nisse s~ehen~ nut  dann Sta~t haben, wenn sie Glied far Glied mit 
einer der drei Gleichungen iibereinsfimmt: 

(h) I + cos ~r + cos ~2 + cos (~--~p.~) = O, 

1 + cos --/- + cos ~ + cos-,-~- 

' ~  2~ 4:r ~ 0 .  1 + cos -X- + cos --U + cos - V  

(B) 

(r) 

Schreiben wir wieder, wie ursprtinglich ({} 4.): 

1 + cos 2(p = cos 0 + cos H 

und berticksich~igen, dass, zufolge der frtiheren Betrachtung, cos O 
und cos H yon 1 ~ersehieden sein muss~ class ferner r nlcht grSsser 
als O, H angenommen zu werden brauch% so sehen wir~ dass neue 
endliche Gruppen nur enLstehen kSnnen, wenn: 

1 + c o s 2 9 0 = c o s O + c o s H  

Olied fiir Glied fibereinstimmt mit einer der folgendev Oleichungen: 

1 + c o s  ~ = c o s  O + c o s O + ~ ,  

1 -t- cos -5-- = cos "-C + cos - 5 - '  

t + cos ~ = cos -~g- "4- cos ~ ,  

1 -/- cos - U  ~ cos-~- + cos ~ - .  

3* 
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Mit an~leren Worten: Zu den bereits a,,4gestellten Gru29pen linearer 
Substitutionen I und I I  sind nut noch (m6glieherweise) solche zuzufligen, 
welche die JPeriode 2, 3~ 4 oder 5 bes#zen. 

Es wird sieh in der That zeigen, dass ffir jeden dieser Perioden- 
wer~he je eine Gruppe exis$irL ]ch bestimme zun~chs~, unter der 
Voraassetzung~ dass solche Grui)ioen existiren~ die Beziehungen, welche 
zwischen de~ quadratischen Formell derjenigen Substitutionen Start 
finden, welche bez. die grSsste Periode aufweisen. Dann erst stelle 
ich die Gruppen selbst auL Besonderes Gewicht m5ch~e ich legen 
auf die Index-t~elatione% die ich sp~iter zur Dars~ellung der Gruppen 
verwende. 

w  

Bestimmung der quadratischen Formen. 

2) Ist 2 die Periode der Gruppe, so hat man die ]?ormel: 

Es haben alle Substitutionen der Gruptoe die Periode 2, abgesehen yon 
der einen identischea Substitution. Sind 9 ,  r Z " �9 " die quadratischen 
Formen der Subs~itu~ionen yon der Periode 2, so ist, nach Gleichung (4) 
des w 1.: 

cos ~ -  = cos2 y + ~ (9 ~p)2. sin2 Y '  
also: 

(9~b)2~---0, ebenso ( % Z ) ~ 0 ,  (%Z) ' ~ 0 .  

Dutch die beiden le~zteren Formeln ist Z linear gegeben. ~Es treten 
also nut drci quadratische Formen yon der Periode 2 auf. 

2) Sei 3 die Periode der Gruppe. Dana hat man die Formel: 

1 + cos -~-  = cos ~ -  + cos -a- .  

Daher giebt die Gleichung (4) des w 2.: 

~ 1 __~_~ cos ~ = cos~ T + -V  (~ ,  ~)2 sin~ 3 

Sind also f ,  % , ,  Z " "  quadratisehe Formen, 
Hieraus (9, ~p)2=~ ~ . 

welche zur Periode 3 gehSren, so siad die simultanen Invarianten dieser 
2 

Formen ~ ~ ~_. Man kana das Vorzeichea yon 9% V, Z so w~hlen, 
2 

dass (f~ ~)~ ~ !f, ~)~ ~ (f~ ~)~ ~ + ~- ist; ich behaupte, dass alsdann 

2 die 3 Invarianten (% W)~, (q), Z)z, 0P, Z) 2 ebeniklls den Werth + 
besitzen. 
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2 2 2 B e w e i s :  Ich seize (~b, Z)z~ -g ~, (Z, r y a, (r ~b)~= -g ~, 

so dass 0 ~ 6  ~-~-v2~--1 wird und beweise, dass O ~ 6 ~ v ~ l .  
Zu dem Zwecke bilde ich die Identiti~: 

(ff) ,~ ( / + ) 2  ( f ~ ) 2  (fz)2 

(r f)~ . . . . . . . . . . .  = 0 
. . . .  . . . . .  , o o �9 o . 

. . . . . . . . . . . .  (zz)~ 

und aus derselben fiir p, a~ ~ die l~elation: 

- - 3  1 1 1 

1 - - 3  v a 
~30- -6Qav- -2 (Q6- l -q~ -~6v ) - -6 (p -~6+ ~)=O, 

1 v ~ 3  p 

1 ~ p - - 3  

aus welcher die Behauptung sich ergiebt. 
Es is~ also~ wenn 3 der Formen f~ r ~, Z ' ' "  gegeben sind~ 

die vierte linear bestimmt; es giebt a~so bei Grus yon der Periode 
3 nut  vier Formen yon der Periode 3. 

3) Sei die Gruppe der Periode ~---4. Dann habeu wir unter den 
Formeln des w 8. diese anzuwenden: 

g 7 g  

1 4-  cos - V  = cos -~- q -  cos y ,  

also, nach Gleichung (4): 

cos -g- ----- cos '~ -g- q- -g- ((p, ~)~ sin 2 -u 

(~, ~,)~ = O. 

Sind also ~p, ~p~ %. �9 �9 die zur Periode gehSrigen quadratischen Formen, 
so hat man wieder ( ~ ) 2 _ ~  0, (9~Z) 2~-- 0, (% Z ) ~ =  0, and es ist 
also wieder die Form Z durch r and ~p linear bestimmt. Es giebt also, 
wie bei den Gruioper~ yon der _Periode 2, und aus demselben Grunde, 
auch bier nut  drei quadratische Formen vom gr~ssten Periodenwerthe. 

4) Nehmen wir die Periode tier Gruppe ~ 5~ so hat 'man die 
Formel anzuwenden: 

1 4- cos - g -  = cos 7 -  q -  cos - C "  

Dann hat man nach Formel (4) des w 1.: 

also: 

~r 1 
cos -g-  c~ 7 -  + '-g ( f '  r sin2 = 

2 
( f  r = V~- 
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Die'simultanen Invarian~en der quadratischen Formen f ,  ~ ,  ~ ,  Z"  " " ~ 

,2 I c h  welche zur Periode 5 gehSren~ haben mithin die Werthe 4-  V5 

w~hle ~, $ ,  Z so, dass: 
2 

und seize : 
2Q 26 2~ 

y~- , 

so dass Q ~ v  2 ~ - z  2 ~ I .  Die Formel: 

Z +_+_. (l' f 7  (~ ~)'~ (V~)  ~ (ZZP = 0 

liefert dana zwischen e~ ~, v die Relationen: 

- V 5  1 t 1 

1 v - - ~ / 5  O - -  2 ( a v + v q - ~ - O a  ) = O, 

1 q o - / 5  

Vlithin ist : 

l q -  O + ~ q - ~ = O ,  O ~ ; z q - ~ z - . } - z O - a r - O ~ . ~ _ O .  

Zwd der GriSssen O~ o, v haben also den Werldl ~ 1 ~  die dri~e d e n  
Werth q-1. Hieraus fo]g~, dass es nnr drei Foemen ~ geben kann~ 
deren simul~ane Invarianten mi~ t', q~, *P die nothwendigen Bedingungen 
befriedigen, class es also iu unserer Gruppe hb'castens 6 .Formen g i eb t ,  
welchc zu der Periode 5 g&b'ren. - -  Die so bestimmten Anzahlen 
quadratischer Formen erscheinen zungchsl als Maximalzahlen; sie werden  
abet such wirklich erreichL Im Falle die Periode 3 oder 5 ist, e rkenn t  
man es sofor~ darch folgende Ueberlegung. Die 2, resp. 4 Subs~itutionen 
yon der Periode 3 resp 5, welche eine der quadratischen Formen fes~; 
lassen, machen aus einer der tibrigen nothwendig 2 bez. 4 neue, gleich- 
berechtigte, so dass 4 und 6 als t l f in imatwer th  fiir die Rnzahl der be t r .  
quadratischen Formen erscheint. - -  Is~ der Periodenwerth 2 oder 4 ,  
so ergieb~ sich die l~ichtigkeit der Behaup~ung ohne Weiteres aus d e n  
sogleich mitzu~heilenden Formeln. 

w 10. 

6ru]~pen yon der Periode 2. 

Setz~ man> um die Bedingungen des vorangehenden Paragraphen 
zu befriedigen: 

~-. 2 x l x 2 ,  

~ x12  . - -  x 2 2 ,  

Z = i ( x / + x 2 ~ - ) ,  
schreib~ sodann : 



E n d l i c h e  G ~uppe n  l m e a r e r  T rans fo rm~io t~en .  39 

Xi 
X2 

so erh~lt man folgendes Schema fiir Gruppen yon der Periode 2 :  

(II~) 4_= ,~, ~ -~- 

dasselbe entsprid~t~ dem sehon oben hervorgehobenen Falle~ dass in 
dem Schema (II) n ~ 2 gesegzt wird. 

w 1 1 .  

Gruppen von der Periode 3.  (Tetraedergruppe.) 

Bei den nun noeh aui~ustdlenden Gruppen werde ich (lie Un~er- 
suchung in der Weise fiihren, dass ich die quadratischen Formen der 
bet ihnen vorkommenden linearen Substitutionen dutch Indices un~er- 
scheide und die Beziehungen der SubsLitu~ionen zu einander und die 
VotlstSndigkeit tier Gruppe den lndex-I~ela~ionen entnehme. Bet 
Gruppen yon der Periode 3, die hier zuniichst betrachLet werden sollen~ 
treten vier quadratische Formen -con der Periode 3 auf; sie mSgen: 

r ~ ~o~ qh, cP2 

genannt sein, wo die Indices nach dem Modul 3 zu nehmen sind. 

lhnen entsprechen vier Substitutionen mit dem Argumente --:3 

S~, 5'o, &, &. 
2 

Wir w~hlen die ~ so, dass (q~i, ~ok) ~--- "4-~-is~ und durch S~ die 

Formen r q~R~ r cyelisch in einander iibergehen. 

Nach den Formeln fiir die Transformation einer quadratischen Form, 
welche in w 3. gelegentlich entwickett wurden~ erhlilt man, indem man 
die Substitutionen S~ und S~ auf die Form Ce anwendet: 

�9 e+~ ~ cos -~- �9 ~e ~ T sm - ~  ~ + i sin -~- (~| �9 r162 

c&+~ ~- cos -g- �9 SSe - -  . sin ~ : . cp~ ~ i sin ~=~ (~| �9 Ss~), 

und andererseits, indem man 5~ und SQ 2 auf ~ anwendet: 

2 ~  2 �9 ~ ~ �9 _ _  s m ~ - ~ -  �9 ~p~ - -  i sin -~- ( ~ ,  ~%). 

&~ 2 " 2 2~r 2~z 
�9 - -  sm ~ .  cp| d" i sin -~- (T| ~ c&). ~ ~ cos - ~  ~| -g 

Hieraus folg~: 

J~s [iihrt also Sr die Formen ~ ,  q~+'~, r cyclisch i~ einauder tiber. 
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Geht vermSge S~ 9~ in ~ tiber, so hat man die Relation: 

U ~ - x - - y - - ~ _ 0 ,  (rood 3). 

l~'iir S~ finden wir analog: 

x - - q  y - - Q  
oder: 

Uez ~- Zxy + x ( 1 - z q )  - -  y ( i §  + zq~ ~ o, (rood 3). 

Beicles sind lineare Substilationea, deren Determinante ~ 1 (rood 3 ) .  
Dasselbe ~ l t  daher fiir alle Indexrelationen~ die den Combinationen d e r  
S=, S~ en~sprechen. Sie h~ben die Form: 

U ~ a x y A c b x - - } - c y J F d ~ - O ,  ( a d ~ b c ) ~ l ,  (rood 3). 
Aber man hat: 

Tj~ U~Zxy.-[-x(i-[-Zl~--,~@)--y(1-~Z@).-~,~@'~--#--2~#@-~_O (rood 3) .  

Man kann hier ~, ~, @ so bestimmen, dass ein beliebiges U resultir~. 
Mithin entswicht jedem U eine Substitution der Grupzve, die dutch Co~n- 
bination der S~, S e entsteht~ und jede Substitugon derselben ist in tier 
Gestalt darstdlbar S~ S:  . 

Diejenigen U~ bei denen a ~ 0  ist, lassen sich in die Form se~zen: 

x ~ y - - # ~ 0 ,  (rood 3); 

sie entsprechen also den Substigutionen S~. 

Die fibrigen U kann man schreiben: 

( x - ~ )  ( y - ~ )  + 1 = o (~o~ 3). 

lhre Anzahl ist 9, so dass unsere Grnppe aus 12 Substitutionen besteh~;. 
Ist a ~ fl, so entspricht U eine Substitution T mi~ der Periode 2 ;  
dieselbe l~s~ 9~, ~-r ungeindert; mithin ist die quadragische F o r m  
ft, yon T diesem Ausdrucke proportional. Wir gelangen so zu d e n  
Formeln: 

2 

Isg a ~ / ] ,  so entspricht U eine Substitugion mit der Periode 3~ d. h .  
eine der Substitutionen So z. - -  Da sich alle U aus den beiden 

x - - y ~ / ~ 0 ,  ( x - - ~ ) ( y ~ a ) - J - l ~ 0  (rood 3) 

,usammensetzen lasses, so sind alle Substitutionen der Grus in tier 
Form S~ und S~ T. enthalten. 

Um die Gruppe in kanonischer Form zu erhalten, seize man: 

fo = 2x, x2, fj ~ xl~ - -  x~ 2, f~ = ix~ ~ + i x ~ ;  

wird dann: 
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Y~3 �9 ~;~ = xi ~ (l + i )  + ~x~x.~ + x ~ ( i  - 1), 

To ~- xlY2 + x~Yl; Tt ~ xlYl - -  x2Y.~; T2 = ixlyt  + ix2y2; 

1 
= x , y , ( T )  + 

Dutch diese Substitutionen geht x~ x~ ~--- ~ in folgende Werthe iiber: 

+ V ,  + + ,  i l + v  

und also dutch ihre Combinationen in: 

(III) + ~ ,  + ~ - ,  + i  ~+n + i  1 - ~  --V i+n  4- i - ~  

Dies sind die 12 Substitutionen unserer Grup~e. 

Es ist leich~ zu sehen, dass sie nicb~ noch in einer umfassencleren 
Gruppe enthalten seln kunn, welche ebenfal|s die Periode 3 besitzt. 
Denn dutch die Substi~utionen einer solchea Gruppe miissen die vier 
Formen 9| q~o, q~J, 92 unter einander vertauseht werden, da es, yon 
der identischen Subslitution abgesehen, keine Substittltion giebt, welche 
jedes der ~ ungeiindert liisst. Aber es giebt nut 24 u 
yon vier Dingen und unter ihnen nur 12, deren Periode ~ 3 is~, d. h. 
di% wiederholt angewandt, nach hSehstens dreimaliger Anwendung die 
Iden~it~t ergeben. Eben diese sind es, die in unserer Gruppe vorkommen. 

w 
Gruppon yon dot Poriode 4. (Oktaedorgruppe.) 

Zur Periode 4 gehSren 3 quadratische Formen: 

f : ,  fo, f,; 
ihnen entsprechen 3 Substitutionen mid dem Argumen~e 4 :  

5~, So, S1, 

und zwischen ihnen bestehen die l~elationen (fo f ~ ) ~  0. Jedes Sr 
li~sst das zugehSrige [~ ufiveriindert und ver~auscht die beiden andere~t 
f eyclisch his auf das Vorzeichen. ~ Die Substitution Sq 2 also l~sst/~ 
unver~inder~ und iinder~ an den beiden anderen f nut das Vorzeiehen. 
Ueberhaupt also lassen die 4 Substitutionen 

die f bis aufs Vo~'zeichen ungetindert*), und man zeigr leicht, dass sie 
die einzigen Substi~utionen sind, welehe diese Eigenschaft besitzen. 

*) Sie bilden fiir sich eine Gruppe yon der Periode 2 (w lo.). 



Combinirt man sic mit irgend einer Substitution der Gruppe, so 
erhiilt man 4 Substitu~ionen, welche die Formen [" in derselben Weise 
permu~iren; andere, als diese 4 Subs~itutionen, miissen eine andere 
Permutation der f bewirken. Da es 6 Vcrtauschungen yon drci Dingen 
giebt, so umfasst unsere ~rulo~ve (h6chstens) 24 Substitutionen und ihnen 
entspreched 6 Relar zwischcn den Indices &r [: Die leizteren ge- 
winnen wir so. Geht durch S e it~ in ~ [~ tiber, so ha~ man: 

1 1 ~=~- - -  v _ s  ~ 1 (rood 2 ) ,  

oder: 
U e = x y - - x ( e - [ - 1 )  + y ( l - - e )  + O~ -== 0 (rood 2) 

und, wenn Q = oo ist: 

U| ~ x y 1 ~: 0 (rood 2). 

Den Subs~ihd, ionen S~, uad ~;~ und ibren Combinationen en~.sprechen 
die Ue, U~ und ihre Combinationen. Jede Substitution: 

U - ~ - a x y + b x + c y + d ~ O ,  ad- -bc=~_l  (rood 2) 

l~ss~ sich in eine der Formen: 

x - v ,  U ~ ,  V~, 

U r  + 1 ~ 0  (rood 2) 

bringen. Man hat also in der That 6 ttdationcn zwischen den Indices 
u.nd 24 Substitutionen tier GruTpe. 

Den U e U~ en~sprechen 8 Substitu~ionen mit der Periode 3, welche 
[~, f0, ]"1 cyclisch in einander permutiren; dieselben bilden mi~ den 

2 vier obengenannten Substitu~ionen (yx), S~, S~, $I zusammen die im 
vorigen Paragraphen betrach~ete Tetraedergruppe. Die Oktaedergruppe 
entstehi, indem man sic mit U~ combinirt. 

Setz~ maa wieder, wie oben: 

f .  = 2x~x~; fo ~ x~ ~ - -  x2~; f2 = ixl "2 + iX( ~, 

so geht durch die Substitution der Tetraedergruppe ~--~ x~ fiber in: 

dutch U~ einfach in~. i~, mithin dutch die Oktaedergru~oe in: 

(IV) ir -~, i~. ~+v ir ~--~ i~. i+~ i~. i -~  

w 13. 

Gruppen Yon der Periode 5. (Ikosaedergruppe.) 

Zur Periode 5 gehSren 6 quadratische Formen: 
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7g 
ihnen enLsprechen 6 Substitutionen mi~ dem Argumen* -5--: 

S~, &,  St, &, &, &- 

2 und dass S~ Wir wghlen die q) so~ dass ((p~., (pi)~ ~ //~ 

% ,  % ,  r ~~ r 
eyclisch in einander fiberfiihrt. Wendet  man S| S~ ,  S ~  S~ auf 
(pe an, so entsteh~ also: 

(p~+ t ~--- cos % - .  q~e + - ~ - - "  sm ~ .... q% + i sin -~-  ( ~ ,  ~e), 

4 =  2 . ~ 2 =  4 n  , .  

,;%+,~ = cos -~  .... q~r + - V - U "  s m ' - Y '  q~ + i s in -g -Lq~,  ~e), 

4 ~  2 " 2 2 =  4 =  
q~e+a = c o s - - U '  r + - ~ - "  sm - V "  cp~ - -  i s i n - ~ ; - ( ~ ,  ~ e ) ,  

2 =  2 , ~ ~ �9 �9 2 =  
% + 4  = cos -~--. qoe + ~ - .  sm --iF" '~| - -  * s m - v  (~o~, ~oe). 

Umgekehrt  gehL durch S~), ~r Se a, Sr ~ aus tp| hervor: 

2 =  '2 = 2 ~  r ---~ cos - ~-. rp~ + - - ~ - .  sin 2 - ~ .  q~r - -  i sin -~-  (q%, q%), 

4r r  2 . ~ 2 =  4 =  . . . . . .  sm - g - .  ~e - -  i sin - ~- (q~,, q0e), 

4 r t  2 " 2 2 =  r  ~'a = cos - g  - 9~ + - f~-  " sm : ~ .  ~r + i sin -5-  (q0=, ~%), 

2r~ 2 �9 Sin* = . 2 x  ~, = cos -~ ~,~ + - - ~ :  - g - .  q~ + i s m - - g  (~o~, ~ ) .  

Nun ist: 
4 =  

2 ~ ~zt 2 s i n~  2 =  - -  COS ~5-~ - t / ~  - sin ~ -?~- = cos --g-, Yg -g-  = 

also: 
~ q  + 1 ~ 120S 

q ' ~ j + ,  ~ COS 
4 =  

4 ~  
r 

2 ~  
= cos -~-  (~e-t- ~o| - -  (pr 

e, --- cos -g-- (~ .  + ~r - -  

~& = cos -~-  (~o| - -  % )  - -  * 

4 ~  
eea ~ cos "75-(qP~- %) + ~ 

~0, ----- cos -g- t ~  + ~r + * 

sin ~ (~.~, 9r ; 
& 

s i n - ~  ( , ~ ,  ee) 

sm --g- (rp~, %) ;  

s i n  - ~ -  (~p| tpr ; 

4 ~  
sin --g- (cp| ~e); 

o 

2r~ 
sin -g-  (r r ; 
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oder: 

_Es fi~hrt also S e cyclisch in einander i~ber : 

Den Substitutionen S~ en~sprechen die Indexrela~ionen: 

U ~ - - ~ x - - y - - ~ O  (rood 5); 
den Se 1 dlese: 

i I --i (rood 5) 
oder: 

Ue 1 --- Xxy + x ( l - - e l )  - -  y (1-{- 0•) -~ 0~t ~ 0 (rood 5). 

Bei allen diesen ist die Debrminante ~ 4- 1 (raod. 5); dasselbe gih; 
also auch ffir ihre Combinationen. 

Umgekehrt kann man jede Substitution: 

U--~ axy  -~ bx -~ cy ~- d_~ O, ad -- bc ~ ~ l (rood 5) 

in eine tier vier Formen bringen: 

(1) U ~ = x - - y - - ~ 0  (rood 5), 

(2) UgU:U4 3 = x + y ~ - 9 ~ 0  (rood 5), 
(3) U~ U~- -~xy - -~x ( l+~- -p ) - - y ( l~ -o )~-q~- -~O~_~O (rood 5), 

(4) U e U: U e U4~=xy--x(1 ~-~-9) - -y (1  + 0 ) - q ~ + / ~ + ~ 0 ~ 0  (rood 5); 

ihre Anzahl ist 60; jeder entspricht eine und nur eine Substitution unserer 
Gru~pe. Denn es giebt, abgesehen yon der identisehen Substitution, 
keine andere, welche die 6 Formen of| q%; . . .  qh unge~inder~ lisst. 
Jeder Vertauschung der Indices enbprich~ also nur eine Substitution. 

Um die Gruppe in kanonischer' Form aufzus~ellen, bemerke man 

vorabdieses. S~ enbprieht U ~ = x y - - x + 2 y - - 1 ,  es ftihr~ ( x 5 2 )  ~ 

in - - ( Y 5  2) ~ fiber; S~ ~ entsprich~ U~-~- yz - - z  - -  2y -~ 1, es ftihr~ 

(?) (o-' 
~ in 5 ) ~" fiber. Also entspricht SeS4 ~ U~ U~a~-x~-z; 

es fiihrt ~p~ in ( x 5 2 )  ( Y 5  2) ( Y 5  4) ( r  4) ~ = -  ~_, tiber. 

Bierbei ~indern sich die Formen (9~, ~0), ~t - -  cpa, ~p~ --  cpa nlcht; 
sie sind also der quadratischea Form yon S~S~ ~ proportional. 

Jetzt nehme man ~tir cp| uad r irgend zwei quadratische Formen, 
bei deaen : 
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( ~ ,  ~ ) - - =  - 2 ,  (~,, ~o) ~ = - 2 ,  ( ~ , , ,  , p ~ ) ~  = _ ~ ,  
also etwa : 

2 
%~ = '2x, x~, % = -V5 (x '2+z'x2--x22)" 

Es wird dann:  

( ~ ,  ~, ,)  = - ~  2 (~_~x.~+x~x._~x. .~)  ' 

w o e  - cos ~)" ~ -J- i sin -5 .... Ffir S~,~ ~-~.'4', Sr erhalten wit daher die 

Substi~utionen : 
x~y,~ ~ ax.~y~ -.~ 0; x~y I + x2y ~ ~ O, 

�9 s i n - - 5 -  ~ a l s o  co8 ~t �9 3rt �9 ~t 

= - -  (S i l t  2~t 4~ r )  l 2 ~  4~ ,~ -~- sin -~- sowie -- = - -  cos cos %--, so lasst - -  ' e - 5 - - - -  
s i c h  die letzte Formel (Rir Se) folgendermassen zusammenziehen: 

. -~ -  - t-  c o s - g - )  - e*x~y~ 

Durch Sr S~ S, ~, S e geht also nunmehr x~-----~- ~ in folgende Werthe tiber: 

~-e~1 ~ (~A -e~) 

und also fiberhaupt dureh die Combinationen S~ ,  ~ , ~ 8 ~ ,  NeSt ,  

~Sr ~ ~q~S, in diese: 

- -  -~ -  ' ~ - o n _ ( ~ + ~  9 ' ( ~ , + , 4 ) ~  + er 

~ies ist die kanonische 1)arstellung der Ikosaedergru2o~e, 
Yon ihren 60 Subskitutlonen hat die Identitli~ die Periode 1; die 

15 Substitutionen, welche ~ in 

r ~ .(*:+*') n +  ~e e~e - - ~ - ~ + ( * + ~ )  
n ' ~-r ~) ' (e~+~9 ~ + ~ r  

verwandeln, haben die Periode 2; die 20 Substitu~ionen, die dem 
entspreehen lassen: 
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haben die Periode 3; die 24 Subst~tutionen endlieh, vermbge deren ~/ 
fibergeht in: 

haben d~e Periode 5. 

Endlieh bewe~s~ man noch, dass d~ese Gruppe yon 60 Substitutioaen 
nicht noch in einer umfassenderen Gruppe yon tier Per}ode 5 (und also 
tiberhaup~ in keiner umfassenden Gruppe) en~al~en ~sk Denn es giebt 
}eine anderen Ver~uschungen der ~| %,  (Pl, %~ ~ ,  q~4~ als die 
vorangeffibrten 60, bei denen die zw]schen den (p bes~ehende~ Invari- 
~ntenrelat/onen ungeiindert bleiben. 

E r l angen~  im Februar 1877. 


