Ueber endliche Gruppen linearer Transformationen einer
Vergnderlichen.

Von P. Gorpax in Erlangen.

Im neunten Bande dieser Annalen (p. 183 —188) hat sich Herr
Klein mit dem Probleme beschiftigt:
Alle endlichen Gruppen 2w construiren, die Sich aus linearen
Transformationen einer Verdnderlichen lilden lassen,
und dasselbe zu einem einfachen Schlussresultate gefithrt. Aber die
geometrischen Betrachtungen, deren er sich zu diesem Zwecke bedient,
sind sehr abstract und jedenfalls mit der Fragestellung nicht noth-
wendig verkniipft; ich werde daher im Folgenden zeigen, wie man
diese Aufgabe algebraisch behandeln kann.

§ 1.
Fundamentalformeln.
Bekanntlich zerfallen die linearen Substitutionen:

r__an+8
n= s (¢d—By20),

sofern man von der sogenannten identischen Substitution:
=1
absieht, in zwei Arten, je nachdem die beiden Werthe, welche durch
die Substitution sich nicht #ndern, gleich sind oder nicht.
Im ersteren Falle kann man statt %', 4 solche lineare Functionen
n,, m, von % bez. n einfithren, dass die Substitution die kanonische
Form annimmt:

(1 py =+ 3
im zweiten Falle hat man als kanonische Form:
@) N = 0.

Die einzelne lineare Substitution ist in dieser kanonischen Form am
einfachsten zu behandeln. Wird aber die Aufgabe gestellt., verschie-
dene lineare Substilutionen zu combiniren, so erscheint es picht zweck-
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missig, von vornherein kanonische Veriinderliche einzufithren; ich be-
diene mich dann folgender Formeln:

Sei y = %:— , = %, so kann die Substitution, die ich S nennen

will, dargestellt werden durch das Verschwinden einer bilinearen Form:
728, =0,
Eine solche Form hat zwei Invarianten (rs) und (r7) (ss’), deren
zweite mit der Determinante der Substitution gleichbedeutend ist. Ich
will die Coefficienten der bilinearen Form in der Weise absolut be-
stimmen, dass
5 (r7) (ss) =1.
Dann setze man:
% (r§) =-—cos
und die quadratische Covariante
748z == 1 5in @ - a,’.
Dann ist
(@b)?=— 2,
und es wird:
3) T48,==18In @ + aza, -+ (yx) - cos p.
Diese Gestalt der bilinearen Form nenne ich die Normalform der
linearen Substitution S, a,® heisse die gugehirige quadratische Form,
@ das Argument. Setzt man a,?==0, so erhilt man diejenigen Werthe

von %‘—, welche bei der linearen Substitution ungeiindert bleiben. Da

fiir die Substitutionen erster Art diese beiden Werthe zusammenfallen,
so ist das Resultat (ab)?=—2 fiir sie nur dadurch moglich, dass die
- Coefficienten von a,? unendlich gross werden. Dann ist nothwendig
sin =0, und also ¢ =0 oder =. Auch fiir die identische Sub-
stitution ist @ = O oder =; aber a,’ verschwindet fiir sie identisch;
ihre Normalform lautet:
+ (y).

Man hat also diesen Satz:

Wenn bei der Substitution S, dic keine identische sein soll,
das Argument @ verschwindet oder = ist, dann und nur dann
ist die Substitution von der ersten Art. —

Die Normalform einer Substitution ist nicht eindeutig bestimmt;
statt a,® und @ darf man auch setzen —a,? und — @, oder statt ¢

¢+ n. Wenn wir also von der quadratischen Form einer Substitution
sprechen, sehen wir stets vom Vorzeichen ab. —

Sollen zwei in der Normalform gegebene Substitutionen
S =r.5,=1isin @ asa,4 (yx)- cos p,
I'=¢,0.,=isin ¢ - aya, 4 (2y) - cos ¢
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nach einander angewandt werden, so entsteht:

ST ==1r,(s50) 6,=¢8in 0 p,p, -} (¢2) - cos O,
wo.:

@ €08 @ = cos @ cos Y | % (aw)?sin@siny,
§in@ . p,?=sin@cosP-.a,’+cospsiny - e’ isingpsiny(aa)a, e, .

Ist also insbesondere S = T und schreibt man wieder y statt 2, so
kommt:

S?=1sin2¢ - aya,-4 (yz). cos 2 g,
und iiberhaupt:

S* =isin vy - aza, 4 (y2) - cos vo.
Nennt man dementsprechend:

— 4 sin @ - gy 0, (Y2) - cos o = S
und bildet das Argument H der Substitution S—'7, wo T die obige
Bedeutung hat, so giebt die Vergleichung mit der ersten der beiden
Gleichungen (4) folgende wichtige Formel:

) cos © -} cos H = cos (p+ ) + cos (p—~).
§ 2.

Endliche Gruppen von Substitutionen.

Eine Substitution § kann die Eigenschaft haben, nach einer end-
lichen Zahl von Wiederholungen die identische Substitution zu ergeben.
Es tritt das nach der soeben fiir §* gegebenen Formel dann und nur
dann ein, wenn ¢ ein (reelles) rationales Multiplum von = ist. Ich
nenne dann die Substitution iterirend und die kleinste Zahl #, fiir welche

Sr o=+ (yx):
die Periode von S.

Bei Substitutionen der ersten Art war ¢ = 0; man hat also den
folgenden Satz, der sich auch unmittelbar aus der kanonischer Form (1)
ergiebt: Substitutionen der ersten Art sind nie tterirend.

Bei einer iterirenden Substitution ist daher stets die kanonische
Form (2) am Platze. Dieselbe nimmt fiir sie (sofern wir die unteren
Indices bel %,  unterdriicken) die Gestalt an:

7 = e,
wo ¢ eine primitive x'* Einheitswurzel bezeichnet.

Die Werthe, welche aus einem Anfangswerthe  durch Wieder-

holung der Substitution entstehen, sind diese n:

n, €1, ‘92777 """ 511*17?5
sie sind, so lange  nicht =0 oder ==o0, alle von einander verschieden.

Die allgemeine Aufgabe nun, mit der wir uns im Folgenden be-
schiftigen wollen, ist diese: Substitutionen S, T, . - - in endlicher Zahl
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derart susammenzustellen, dass sie eine Gruppe bilden, d. h. dass jed€
Substitution, die sich aus den S, T, . - < durch Combination oder Wie~
derholung bilden Isst, selbst zn den S, 7, ... gehort. Vor aller
Dingen miissen dann siimmtliche Substitutionen 8, 7, - - . iterirend
sein; denn die Gruppe soll ja nur eine endliche Zahl von Substitutionen
wmfassen.

Ich zeige nun munidchst: Wenn die guadratischen Formen zweier
Substitutionen 8, T — ohne identisch su sein — eginen linearen Factor
gemein haben, so ldsst sich aus S, T eine Substitution der ersten Ar€
susamonensclzen, die also wicht iterirend ist.

Zu dem Zwecke seien a,® == b, und e, = 8.} die quadratischen
Formen von § und 7. Die Resultante von a,? und «,? verschwindet;
mithin ist

(@) = (ab)? (¢f)? = 4 und (ae)? = - 2.

Wir wollen das Vorzeichen von a.%, «;® so bestimmen, dass

{aa)? = — 2 ist. Es seien nun —;«;— und % die Argumente von S und

1 x : i .
T nach Formel (4) ist dann 5-:— — i:% das Argument von S*T# = U.

Jetzt bestimme man 2, u in der Weise, dass A2 —pm == g der grosste
gemeinsame Factor von s und # ist. Hs wird dann das Argument
¢ von U ein Theiler des Argumerttes @ von 8, etwa g ==vi. Daher
hat die Sobstitution S—1U* das Argument Null. Sie ist aber nicht
identisch.  Denn sonst wiire § = U”; § hitte dieselbe quadratische
Form wie U, also auch wie S-2U = T», also auch wie 7T, was der
Voraussetzung widerspricht. Mithin ist S~17* eine Substitution erster
Art, w, z. b,

Zwei Substitutionen doher, welche zu einer endlichen Gruppe ge-
hiren, haben entweder dieselbe quadratische Form (von nieht verschuwin-
dender Determinante), oder ihre quadratischen Formen sind durchaus
verschicden,

Im ersteren Falle sei

S =ising- a.ay+ (yz) - cos p,
T==isin - aza, + (yx) - cos p.
Bedeutet dann y den grossten Winkel, der gleichzeitig in @ und v
als Theil enthalten ist, so dass
p=4i-z, Y= &2
wo 1, g ganze Zahlen ohne gemeinsamen Theiler, so kaun man §
und 7' und jede Combination derselben als Potenzen darstellen der

Substitution
U=isinyg - a.a,+4 (y2) - cos g3
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umgekehrt lassen sich alle Potenzen von U darstellen durch Combi-
nationen von S und 7. Daher der Satz:

Alle Substitutionen einer endlichen Gruppe, welche dieselbe
quadratische Torm besitzen, lassen sich ersetzen durch die Po-
tenzen einer emzigen Substitution.

Ist n die Periode der letzteren, so heisse » zugleich die in der
Gruppe der quadratischen Form zugehérige Periode.

§ 3.
Aufzihlung der einfachsten Gruappen.

Man kann die gesuchten Gruppen jedenfalls in folgende zwel
Classen theilen:
1) in solche, deren Substitutionen alle dieselbe quadratische
Form besitzen,
2) in solche, bei denen verschiedene quadratische Formen auf-
treten.

Die Gruppen der erstew Arf lassen sich, dem letzten Satze zufolge,
erzeugen durch Wiederholungen einer einzigen Substitution. Hat diese
die Periode % und bedeutet ¢ eine primitive n'* Wurzel der Einheit,
so ist also die Gruppe in kanonischer Form dargestellt durch folgendes
Schema:

(D Ny €y Eqy e &y
in dem Sinne, dass das Schema diejenigen n Werthe angiebt, welche

ans einem beliebig angenommenen Werthe der Verinderlichen _EL
Z

durch die Substibutionen der Gruppe hervorgehen, sofern man statt
—f}«L eine geeignete lineare Function von —%— als Grosse n einfithrt. Es
2 2

bezeichnen 7 ==0 und % ==00 die beiden Wurzeln der allen Sub-
stitutionen der Gruppe gemeinsamen quadratischen Form.

Die Gruppen der zweiten Art lassen sich folgendermassen weiter
eintheilen, Zu jeder quadratischen Form, welche bei einer Substitution
der Gruppe auftritt, gehtrt nach dem Obigen eine Periode. Ich be-
trachte nun insonderheit diejenigen quadratischen Formen, welche die
grisste liberhaupt auftretende Periode besitzen.

Mdglicherweise ist nur eime quadratische Form vorhanden, der die
betr. grosste Periode zukomms$, Alle derartige Gruppen bestimmt man
durch folgende Ueherlegung.

Die Substitutionen, welche zu der betreffenden ausgezeichneten
quadratischen Form gehoren, lassen sich darstellen als Wiederholungen

einer einzigen:
S, 8% 8%, ... 8r.
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Sei T eine Substitution der Gruppe, welche nicht in dieser Reihe
enthalten ist. Aus ihr und § lisst sich die Substitution zusammen-

setzen:

87,
von der man sofort zeigt, dass sie dasselbe Argument besitzt, wie S
Sie muss daher auch dieselbe quadratische Form haben, wie §. Mithin
fiihrt 7' die quadratische Form von S (bis auf das Vorzeichen) in sieh
itber. Ist nun diese quadratische Form a,® und

T ==1isin ¢ ayo -+ (y2) - cos ¢,
so entsteht aus a,%:
(ising-o,(@a) +cos 9 az) (isin ¢+ B (fa)+ cos v ag),
oder;
~ gin? P e,y (wa) (fa) + eos® ¢ - 2, - {sin 29 - a a.(aa)
s~ 810° P (‘xmz(ﬁa)z - % am?(“ﬁjz) + cos® ¢ - “:1:2 “l" 1 8in 29 - a0, (0a)
=08 29 - @, — sin’P . (ae) - 0t - isin 29 . a0, (na).
Daher folgt:

= %, {(aa)t =0.

Die Substitutionen S T” und 778 sind dann identisch, und die Gruppe
umfasst, neben den schon aufgefiihrten Potenzen von S, nur noch
diese Substitutionen:
s, T8% T83, ---. IT8n,
Um die Gruppe in kanonischer Form darzustellen, wihle man
eine lineare Function 5 von % g0, dass die Wurzelpunkte der zu S

gehdrigen quadratischen Form durch y =0, 5 = oo dargestellt sind,
wihrend die zu T gehorige quadratische Form gegeben sei durch:
7?4~ 1==0. Dann erscheinen die 21 Werthe, welche aus einem durch
die Substitutionen der Gruppe entstehen, in folgender Gestalt:

, { W, &, g, o gy,
(IL) l 1 ¢ 8 -t
S T T =

Hier ist ¢ eine primitive #'* Einheitswurzel und % der Voraus-
setzung nach > 2, Nehmen wir » =2, so haben wir eine Gruppe,
die nur Substitutionen von der Periode 2 wmfasst, und die sich im
Laufe unserer Aufsihlung erst spiiter einstellt (§ 10.).

Es bleiben jetzt nur noch solchs endliche Gruppen linearer Sub-
stitutionen =aufzusuchen, bei denen wverschiedene quadratische Formen
auftreten, denen der grosste unter den vorhandenen Periodenwerthen
zukommt. Ich werde den letzteren zugleich den Periodenwerth der
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Groppe nennen. Vor allen Dingen entsteht die Frage, welehe Zahlen
als Periodenwerthe derartiger Groppen auvftreten ktnnen. Mit dieser
Untersuchung werde ich mich in den n#chstfolgenden Paragraphen
beschiftigen.

8 4.
Formulirung des Problems.

Unter den quadratischen Formen der noch gesuchten Gruppen
finden sich, der Voraussetzung nach, jedenfalls zwei, welche die grosste
Periode besitzen. Diejenigen beiden zu ihnen gehbrigen Substitutionen,
welche die kleinste Amplitude ¢ besitzen, will ich S und 7 npennen.
Fiir die Amplituden © und H der Substitutionen S7" und S-17 lefert
dann Formel (5) folgende Gleichung:

cos © 4 cosH=1cos 2¢ 1.

Hier miissen, damit die Gruppe endlich wird, ©, H in rationalem Ver-
hiltnisse zu =« stehen. Es dirfen ferner cos ©, cos H nicht 1 sein,
weil die entsprechenden Substitutionen ST resp. 8~17, die keine iden-
tische sein konnen, dann der ersten Avt angehOren, also nicht iteriren
wiirden. Endlich kann ©, H niecht kleiner als ¢ sein. Doch lassen
wir vorab diese Nebenbedingungen bei Seite, schreiben
29 =9, w—0=¢,, xm—H=g,
so haben wir die Hauptaufgabe vor uns: die Gleichung
1 -+ cos @, -} cos @, - cos ¢z == 0

durch rationale Winkel zu losen. Es wird sich zeigen, dass die Zahl
dieser Losungen sehr beschriinkt ist.

Ich gebrauche bei dieser Untersuchung einen Satz, den Kronecker
im 19 Bande von Liouville’s Journal (1854) bewiesen hat:

Ist p eine Primeall wnd o eine gange Zahl, so kann der Ausdruck:

Xpo =14 22" 4 s MU + gle—npt
wicht in Factoren wiederen Grades zerlegt werden, deren Coefficienten
rationale ganzzahlige Functionen sind von Einheitswurseln, die sich
auf nicht durch p theilbare Eaxponenten begichen.
Hieraus kann man sechliessen:
Sind in der Function:
fz) = Zegzt
die Coefficienten ¢ rationale und ganzzahlige Functionen von Kinheits-
wurzeln, deven Exponenten nicht durch p theilbar sind, und ist:
2in
f (8 * ) =0,
so ist (%) durch X, o theilbar.
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Unter den Exponenten ¢ der Reihe f(z) kounnen Zahlen vorkom-
men, welche nicht nach dem Modul p*—! congruent sind. Man wird
dann f der Art in eine Anzahl von Summen zerlegen:

f“—zfl+f2+f3+""?

dass in jedem einzelnen f; alle digjenigen Glieder g2’ und nur die-
jemigen vorkommen, bei denen ¢, durch p*—' dividirt, den nimlichen
Rest 7; liefert, und sieht leicht ein, dass dann jede Summe f; fiir sich
den Ausdruck X, . zum Factor hat,

§ 5
Einfachste Losungen,
Sei in der Gleichung
1 - cos @, - cos g, + cos @, = 0,

2y
) 4
@: m, 7

wo die a;, m; ganze Zahlen ohne gemeinsamen Factor vorstellen. Da
. . % 1 .

o8 (27 + @) ==cos @, so kann man jedenfalls wihlen Wy <5+ Dies

vorausgesetzet, soll also sein:

2 ay 2 dy 2 a,
S g 272 08 ——2 71 = ()
1+ cos T -4 co i -+ cos e ® (

Betrachten wir zuniichst den Kall, in welchem eins der m, etwa my,

== 2 ist. Dann ist ¢, =, cosp, = — 1, also:
€08 @, + €08 @, = 0.

In diesem einfachsten Falle erhalien wir also die Auflosung :
(A P=% Pr=9Gy, Pp=7 — @,
W0 g, ein beliebiger, zu # in rationalem Verhiltniss stehender, Winkel
< ist.

Fidr die tibrigen Aufldsungen sind alle m; > 2; wir wollen zu-
niichst diejenigen unter ihnen aufsuchen, bei denen cos Py, COS (p,,

cos g, rationale Werthe besitzen. Die einzigen rationalen Werthe
solcher Cosinus sind bekanntlich:

1 1
1.’ 9 O) gy ’“‘1;
ihnen entsprechen die Winkel:
4 7 27n
0} 3 gy Ty .

Von diesen Werthen sind hier x, 0, %1 auszuschliessen; x, weil das

betr. m, = 2, und 0 und »f;' , weil die Formeln
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14+ 14 cos g, - eos gy == 0,
1+-;—+cosq>2+cosgosz0

nur erfiilll werden kbnnen, wenn man statt ¢,, ¢, andere Werthe
setzt als

z ] 2n
07 3 g 3

Es bleiben fiir die g; also nur die Werthe Z and %’5 tbrig. In de

2
That findet man fiir

2w 2m

(B) P=F P=-y, Py=—g

2 2
1,+cos—g+cos~§£+coa»3—“=0,

und dies ist die eiuzige hier aufzufithrende Losung.

8§ 6.
Hiilfssatz, betr. irrationale Losungen.

Fiir etwaige irrationale Werthe der’cos ¢;, die unserer Gleichung
geniigen, muss mindestens eine der Zahlen m, m,, my von 1, 2, 3.
4, 6 verschieden sein.

Ich nehme zunichst an, dass mindestens ein m; durch das Quadrai
einer Primzahl theilbar sei. Man setze:

¥, 7,
Mp=1%- P~y  Gp= Te- Brp ",

und wihle die m in solcher Reihenfolge, dass

vy 2V 2 Yy
Es wird dann:

14 cos?w(uk —{—EI‘L)::O,

Pt

2ig # 2ia nm —2if 2ia w
ko ,,,f?_"._ & — f."_ . (21' ”— k )
b r 2]"'3 .

oder:

— -
e * .eP* e t g

0=2+4

=3

Also ist der Ausdruck:

pes Eiﬁk:z —2if n {
P T -
U= 2+ 2 e b . 2% s k‘+ e v . w(f"%" @ P w"))
k=1

durch

Xpn= 142" o T
theitbar. Man unterscheide jetzt drei Fille:
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a) ¥y > vy,
b) vy = v, > vy,
e) ¥ =¥, = ;.

a) Im ersten Falle sind die Exponenten ¢, und pn —e, den iibrigexa
nach dem Modul p incongruent, da die letzteren den Factor p besitzers -
Es muss also schon die Theilsumme

ik =2ifm
e a®fe L gPTH
. 2iv,
durch X, ,, theilbar sein, also fiir £ =¢ #? verschwinden. Es ist

dann:

B d —
cos 2w (;1- + ?: 1}1)=cos ¢, =0,
also:

oy==, p=2, m=4, »,=2, <2, 1 <2,
und m, und #, nicht durch 4 theilbar.

b) Im zweiten Falle v = v, > v, sind die Exponenten
w=ty, Py, Pl
den iibrigen nach dem Modul p incongruent, da die letzteren durch p
theilbar sind, Hieraus folgt, dass die Summe
2ify 7 —2inf ”
24 ™ ,xaap(”'—"‘)_*_ e ,x(p e~ )
2in
durch X, ,, theilbar ist, also fiir 2 = ¢#” verschwindet. Hs ist also
0=24 2 cos ¢,
was unserer Voraussetzung m, > 2 widerstreitet.

¢) Im dritten Falle », = v, — v, ist keiner der Exponenten
@, pl—ey
durch p theilbar, also der Zahl Null nach p congruent. Es miisste
also die Zahl 2 durch X, ,, theilbar sein, was unmoglich ist.

Wir haben also den Satz:

Der einzige Fall, dass einer der Newner m; durch das Quadrat
einer Primzahl p theilbor ist, ist der, wo p =2, eine der m — 4 und
dic beiden anderen wicht durch 4 theilbar sind.

Hieraus folgt, dass fiir alle Auflosungen unserer Gleichung, von
den Systemen (A), (B) abgesehen, mindestens eine der Zahlen m;

durch eine Primzahl p > 3 theilvar sein muss und dass keine der a;
durch p? theilbar sein darf.
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§ 7.
Bestimmung der irrationalen Losungen.

Ich unterscheide wieder drei Fille:
1) Alle drei Zahlen m; sind durch p theilbar.

33

2) Zwei der Zahlen m;, etwa m; und m,, sind durch p theilbar,

mg aber nicht.

3) Eine der Zahlen m;, etwa m,, ist durch p theilbar, m, und

m, aber nicht.
1) Im ersten Falle setze ich:

M= 1P, == ¥+ Brp.
Es wird dann:

k=3
ﬁ'k)
1—|—k21’cos2n(—— N =0,
oder:
73’( ?ﬁf’f 2i,;". :_.2;& (25,:__?_217;_“’1)
2+ e ® e +e * -.e > =03
k=1 k
mithin der Ausdruck:
2in —2im
k=3 ﬁk ﬁkf
"2 p "k p—a
U=2+ (c cat e - ’“)
k=1

durch
X,=1+z+a2+. . 42’

theilbar. Der Coefficient von z° in U ist 2, mithin ist U=2X,,

und, wenn man x = 1 setzt:

k=3

2+22cos————_—2p

Dies ist aber unmoglich, da p > 5.
2) Im zweiten Falle setze ich:

my == 1P, My==1p, & =&7, + B.p, ay=ayry+ Bop-.
Es wird dann:

14+ cos —2— 2““” —|—2cos2m (—«—{— ﬁ") =0,

Tk
oder ) _
P 21'71(fk 21‘7!41!,i :2}7tﬁk (2,',,_22”“}‘))
2+2cos?a3”+ (e e e & o-e 7 =0,
k=1
also:

Matbematische Annalen, XI1I. 3
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P&

2ing —2inf,
© r—g 13 . k )
U=2+2cos 287 4 2’(e T oextde &4

- My =]

durch X, theilbar. U enthilt fitnf verschiedene Potenzen von %, also

ist p =25, Setzt man
U=¢X,,

2inp —2int 2Py —2inf

LA} kY T2
= =

50 wird:
@~——-2+2coszqr3~1’4 =
3
und die vier Zahlen a,, @,, b — @;, b — @, bilden eine Permutation
der Zahlen 1, 2, 3, 4. — Hieraus folgt ¢* =1, also

9=2+2cos—‘zﬁ§1=i1, cosq>3:___;-__;,

73
Da die numerischen Werthe der cos - < 1 wird, so muss das obere

Vorzeichen gelten, also @ == 1 sein.
Hierans folgen die Formeln:

—1,

2037
g

Zingy,  imfy
l=¢ " =e¢ "™ , Bi=p8=0;
¢ == 0,7, Gy = 0,7, und da @, mit m,, a, mit m, keinen Factor ge-
mein hat, », = ry =1, my = m, = 5.
Die Formel wird jetzt:

1
COSq33=COS =.-—-_2_)

oder
14 2cos~2—°é'—’i—]—2 cos ZJ.f;)?l=0,

und da @), &,, 3—«,, D—a, eine Permutation der Zablen 1, 2, 3, 4
hilden:
1-+2 eos-?‘)’i-f—? cosfg——-—«().

5
Dieser Formel entsprechen die Werthe:
2 by
() T B
fiir die @.
3) Im dritten Falle setze ich:
My == ¥ 4, == ar .
Es wird dann: ' by + e
k=%
2uyw @ BY .
1 +é:cos T -+ cos (—B*-{—n?—;) 27 =0

oder:
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28ix et —_— in i
Bin  2eim 287 (2,-,,_2_"51')

=i
2a,mw sy 7 - 7
2—{—2&22005 e +e" -e? H¢ -e =0,

und der Ausdruck:
k=3 gﬁg -—-Eéiﬂ
2a,
U=2 —{*2;;008—*;?%-9 Tooarfe T .gr—e
durch X, theilbar. Da er nur 3 (< p) Glieder besitzt, so verschwindet

er identisch; es ist
2ifn

e " =0,
was unmoglich ist.

§ 8
Das Resultat.
Die Gleichung:
14 eos ¢, - cos @, 4 evs oy = 0,
kann nach dem Vorangehenden, sobald die ¢, zu = in rationalem Ver-

hiltnisse stehen, nur danp Statt haben, wenn sie Glied fiir Glied mit
ciner der drei Gleichungen iibereinstimmt:

(A) 1+ cos & -+ cos g, + cos(m—qy) =0,
(B) 1 4 cos % -+ cos —2—31 + cos %’5 =0,
n 1 - cos 3;— -~ cos —2—575 -+ cos % =0.

Schreiben wir wieder, wie urspriinglich (§ 4.):
1 cos2¢ =cos © + cos H

und beriicksichtigen, dass, zufolge der fritheren Betrachtung, cos ©
und cos H von 1 verschieden sein muss, dass ferner ¢ nicht grisser
als @, H angenommen zu werden braucht, so sehen wir, dass neue
endliche Gruppen nur enfstehen kbnnen, wenn:

14 cos 2¢ = cos © -~ cos H

Glied fiir Glied tibereinstimmt mit einer der folgenden Gleichungen:

14cos n ==cos © + cos O =,

1+ccs%§—mcos-f;—+ cos——gw,
k4 T -4
1+cos—,‘z~=cos»§¢+ €os ——,

2x kg 3
1+cos—5—~=cos-5~ - cos -+

3*
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Mit anderen Worten: Zu den bereits aufgesiellien Gruppen lincarer
Substitutionen I wnd I1 sind nur noch (moglicherweise) solche zuzufiigen,
welche die Periode 2, 3, 4 oder D besitzen.

Es wird sich in der That zeigen, dass fiir jeden dieser Perioden-
werthe je eine Gruppe existirt. Ich bestimme zuniichst, unter der
Voraussetzung, dass solche Gruppen existiren, die Beziehungen, welche
gwischen den quadratischen Formen derjenigen Substitutionen Statt
finden, welche bez. die grosste Periode aufweisen, Dann erst stelle
ich die Gruppen selbst auf. Besonderes Gewicht mbchte ich legen
auf die Index- Relationen, die ich spiter zur Darstellung der Gruppen
verwende.

§ 9.
Bestimmung der quadratischen Formen.

1) Ist 2 die Periode der Gruppe, so hat man die Formel:

1+cosn==cos—§—+ cos—;‘w

Es haben alle Substitutionen der Gruppe die Periode 2, abgesehen von
der einen identischen Substitution. Sind @, ¥, % - - - die quadratischen
Formen der Substitutionen von der Periode 2, so ist, nach Gleichung (4)

des § 1.:
= n T 1 . n
[1e}] 7= €08 ?—{- ? (99?//)2 'Slﬂ2 T’
also:

(W/’)2 = 0, ebenso (9, 1)t=0, (¥, )2 =0,
Durch die beiden letzteren Formeln ist % linear gegeben. Es trefen
also nur drei quadratische Formen von der Leriode 2 quf.
2) Bei 3 die Periode der Gruppe. Dann hat man die Formel:

2% 2 T
14 cos T3 = 008 —— - cos -

Daher giebt die Gleichung (4) des & 1.

24

. v 1 "
CO8 3 = (CO08 -:T—[——é—(@,'d;)'zsml‘;l.

. 2 .

Hieraus (g, w)f——_—“ 5+ Sindalso f, ¢ » ¥, -+« quadratische Formen,

welche zur Pem;)de 3 gehoren, so sind die simultanen Invarianten dieser

formen = £ 3 Man kann das Vorzeichen von P, ¥, ¥ so wiihlen,
) 2 - 2., .

dass (f, ) (H 02 =(f 1)* =+ 3 st ich behaupte, dass alsdanp

dle‘S Invarianten (g, V)% (9, 1), @, 2)* ebenfalls den Werth + 2
besitzen. 8
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- 2 s 2

Beweis: Ich setze (d": %)2?—_ ) 9, (Z; (P)'=“~ 3 g, (QD, 7«0)2: ’i‘ 7,
so dass o= 6> =1>==1 'wird und beweise, dass p — 6 =17 = I.
Zu dem Zwecke bilde ich die Identitit:

(Y (f @) (fo)y (f%)2 |
(q;f)z .......... '

...............

und aus derselben fiir ¢, 6, ¢ die Relation:

-3 1 1 1
1—-3 » g
I -3 o =30—6g67r—2(g6+9v+or)—6{9Fo-+1)=0,
1 6 ¢—3

aus welcher die Behauptung sich ergiebt.

Rs ist also, wenn 3 der Formen /, @, ¥, 1 - gegeben sind,
die vierte linear bestimmt; es giebt also bet Gruppen von der Periode
3 nur vier Formen von der Periode 3.

3) Sei die Gruppe der Periode — 4. Dann haben wir unter den
Formeln des § 8. diese anzuwenden:

T T 4
1 + cos ——2“'=GOST3~+ COS'—g—,
also, nach Gleichung (4):

k1 g T 1 . kd
€os —- = cos® — + - (¢, ¥)*sin® -,

4
(9, d’)? =0.
Sind also ¢, 9, % - - - die zur Periode gehbrigen quadratischen Formen,

s0 hat man Wleder (tpw)2=0 (p)? =10, (¢, )*=0, und es ist
also wieder die Form y durch ¢ und ¥ linear bestimmt. Es giebt also,
wic bei den Gruppen von der Periode 2, und aus demselben Grunde,
auch hier wur drei quadratische Formen vom grissten Periodenwerthe.

4) Nehmen wir die Periode der Gruppe =5, so hat man die
Formel anznwenden:

1+ cos —23”—==cos—75'—+ cos~:.)’—~
Dann hat man nach Formel (4) des § 1.:

= fi] i « o X
€08 —= = cos® — + T(f’ @)? 81n2T,

also:

2
Vs
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Die*simultanen Invarianten der quadratischen Formen £, o, ¢ AR

welche zur Periode 5 gehdren, haben mithin die Werthe + —— V_ Ich

wihle @, ¥, g so, dass:

(For= (¢ =1t =+ 5

und setze: ,
2 . -
(W)= ﬂ%, (a9) =7 (o0 ==,

so dass @' == 062=1?=1. Die Formel:
ZEEN @) @) ) =0

liefert dann zwischen g, 6, v die Relationen:
-5 1 1 1

; —V5 ;/: ¢ =0=—2—2067})5 - -2o+o+1)V D

r —V5 ¢ .
: . o —V3 2(6r+re49006) =0.
Mithin ist:

i+oe+4+64+7v=0, 96v+67v4 7190+ 06 =0.

Zwei der Grossen g, ¢, v haben also den Werth — 1, die dritte den
Werth +-1. Hieraus folgt, dass es nur drei Formen y geben kann,
deren simultane Invarianten mit f, ¢, % die nothwendigen Bedingungen
befriedigen, dass es also in wunserer Gruppe hichstens 6 Formen gicbé,
welche su der Periode b gehiren. — Die so bestimmten Anzahlen
quadratischer Formen erscheinen zunichst als Maximalzahlen; sie werden
aber auch wirklich erreicht. Im Falle die Periode 3 oder 5 ist, erkennt
man es sofort durch folgende Ueberlegung. Die 2, resp. 4 Substitutionen
von der Periode 3 resp 5, welche eine der quadratischen Formen fest
lassen, machen aus einer der iibrigen nothwendig 2 bez. 4 neue, gleich-
berechtigte, so dass 4 und 6 als Minimalwerth fir die Anzahl der betr.
quadratischen Formen erscheint, — Ist der Periodenwerth 2 oder 4,
so ergiebt sich die Richtigkeit der Behauptung ohne Weiteres aus den
sogleich mitzutheilenden Formeln.

§ 10.
Gruppen von der Periode 2.

Setzt man, um die Bedingungen des vorangehenden Paragraphen
zu befriedigen:
9 =222,
b =22 — 7,

1 =522,
schreibt sodann: : 2
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z /B
so erhilt man folgendes Schema fiir Gruppen vou der Periode 2:
1
(L) L,
dasselbe entspricht dem schon oben hervorgehobenen Falle, dass in
dem Schema (II) » == 2 gesetzt wird.

§ 11,
Gruppen von der Periode 3. (Tetraedergruppe.)

Bei den nun noch aufzustellenden Gruppen werde ich die Unter-
suchung in der Weise fithren, dass ich die quadratischen Formen der
bei ihnen vorkommenden linearen Substitutionen durch Indices unter-
scheide und die Beszielbungen der Substitutionen zu einander und die
Vollstindigkeit der Gruppe den Index - Relationen entnehme. Bei
Gruppen von der Periode 3, die hier zunfichst betrachtet werden sollen,
treten vier quadratische Formen von der Periode 3 auf; sie mdgen:

Py Pos P> Pe
genannt sein, wo die Indices nach dem Modul 3 zu nehmen sind,
Thnen entsprechen vier Substitutionen mit dem Argumente -:~:
SC‘?} SO) Sl} SQ'
Wir wihlen die @ so, dass (@, @)= —Z— ist und durch S, die
Formen ¢,, @¢,, ¢, cyclisch in einander itbergehen.
Nach den Formeln fiir die Transformation einer quadratischen Form,

welche in § 3. gelegentlich entwickelt wurden, erhilt man, mdem man
die Substitutionen S, und 5% auf die Form g anwendet:

2 2
Po-+1 == €OS ——g— » Qo —s—sml © P ¢ sin e (‘Pm ‘Pe>:
4 - . 2
Pyt == COS ~31 ey sin? 2= . @, — % sin — ((pw Po),
und andererseits, indem man S, und S;? auf @, anwendet:

Py T "?;' Sinzi‘ Py — ¢ sin — (‘Pw: ‘P@)

2n
Py == €08 —— 3

3
4 2 . o, 2 .o
P, = €08 —-g"—-qyw ugsm?——g—*-cpw +zsm~——§——(<pw,zp9).

Hierans folgt:
Qo + Qo+ 9+ P = 0, ¥, = Qg+, U= Pe+1-
Es fiihrt also Sy dic Formen @, Po+2) Pot1 eyclisch in einander wher.
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Geht vermdge S ¢, in ¢, iiber, so hat man die Relation:
Uf=2—y—uw=0, (mod 3).

Fiir S: finden wir analog:
1 1

xr—g Y—e

= 4 (mod 3)
oder:

Ut =dzy+x(1—29) —y(1-4+2io)+ 29> =0, (mod 3).
Beides sind lineare Substitutionen, deren Determinante =1 (mod 3)-
Dasselbe gilt daher fiir alle Indexrelationen, die den Combinationen der
S., Sp entsprechen. Sie haben die Form:

U=azy+bz+cy+d=0, (ad—bcy==1, (mod 3).
Aher man hat:
Us U, =dzy4a(l+iu—2e)—y(l+ 1)+ 1e*—p—Ape=0 (mod 3).
Man kann hier 4, g, ¢ so bestimmen, dass ein beliebiges U resultirt.
Mithin entspricht jedem U eine Substitution der Gruppe, die durch Cone-
bination der S, , S, entsteht, wnd jede Substitution derselben ist in der
Gestalt darstellbar Sf, SE.

Diejenigen U, bei denen @=0 ist, lassen sich in die Form setzen:

Z2—~y—p=0, (mod 3);

sie entsprechen also den Substitutionen S*.

Die tibrigen U kann man schreiben:

(#—a) (y—PB) + 1 =0 (mod 3).

Ihre Anzahl ist 9, so dass unsere Gruppe aus 12 Substitutionen besteht.
Ist x==f, so entspncht U eine Bubstitution T mit der Periode 2;

dieselbe 1&st @, + @, ungeindert; mithin ist die quadratische Form

fa von T' diesem Ausdrucke proportional. Wir gelangen so zu den
Formeln:

2
Vs lh=0ctou; (fafe=0; V3.9, =f,+f,+f,
Ist « Z 8, so entspricht U eine Substitution mit der Periode 3, d. h.
eine der Substitutionen S3*. — Da sich alle U aus den beiden
t—y—p=0, (t—a)(y—a)+ 1=0 (mod 3)

wusammensetzen lassen, so sind alle Substitutionen der Gruppe in des
Form St wnd SX T, enthalten.

Um die Gruppe in kanonischer Form zu erhalten, setze man:
fo=2a2), fi=02— a7 f,=iz?+ 1%
® wird dann:
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V3, =22 (U40) + 22,0, + 02 i 1),
Ty=20 + my1; I\ = a9 — 2,9, T, = iayy, + izyyy;
- ) .
8, =zy, (z_z_) + % (@1 Y2+ 22 91) — %21, (gj;_l_) + ‘;‘ (Y12, — %))
—1 . )
=113 @y —iz 2y iz ) -

Durch diese Substitutionen geht %a 7 in folgende Werthe iiber:

r .14
kPl @T_%;

und algo durch ihre Combinationen in:
1 1 L 1— i i—
(1) + 9, _‘_":T; i’f"ﬁ%) izi‘_T_'g: i—z_—t?]’ i;,:?,

Dies sind die 12 Substitutionen unserer Gruppe.

BEs ist leicht zu sehen, dass sie nicht noch in einer umfassenderen
Gruppe enthalten sein kann, welche ebenfalls die Periode 3 besitat.
Denn durch die Substitutionen einer solchen Gruppe miissen die vier
Formen ¢_, ¢,, ¢,, ¢, unter einander vertauscht werden, da es, von
der identischen Substitution abgesehen, keine Substitution giebt, welche
jedes der ¢ ungetindert lisst. Aber es giebt nur 24 Vertauschungen
von vier Dingen und unter ihnen nur 12, deren Periode < 3 ist, d. h.
die, wiederholt angewandt, nach hdchstens dreimaliger Anwendung die
Identitit ergeben. Eben diese sind es, die in unserer Gruppe vorkommen.

§ 12.
Gruppen von der Periode 4, (Oktaedergruppe.)

Zur Periode 4 gehdren 3 quadratische Formen:

fuo ’ fOJ ft 3
ihnen entsprechen 3 Substitutionen mit dem Argumente %:
Soo; SO) Si;

und zwischen ihnen bestehen die Relationen (f;,f3)?=0. Jedes S,
lisst das zugehbrige f, unverindert und vertauscht die beiden anderei
f cyclisch bis auf das Vorzeichen, — Die Substitution S¢* also ldsst f,
unverindert und #ndert an den beiden anderen f nur das Vorzeichen.
Ucherhaupt also lassen die 4 Substibutionets

(yx), Si,, Sg; Sf

die f bis aufs Vorzeichen ungeindert*), und man zeigh leicht, _dass sie
die einzigen Substitutionen sind, welche diese Eigenschaft besitzen.

*) Bie bilden fiir sich eine Gruppe von der Petiode 2 (§ 10.).
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Combinirt man sie mit irgend einer Substitution der Gruppe, so
erhilt man 4 Substitutionen, welche die Formen f in derselben Weise
permutiren; andere, als diese 4 Substitutionen, miissen eine andere
Permutation der [ bewirken. Da es 6 Vertauschungen von drei Dingen
giebt, so wimfasst unsere Gruppe (héchstens) 24 Substitutionen und ihnen
entsprechen 6 Relationen zwischen den Indices der . Die letzteren ge-
winnen wir so, Geht durch S, [, in 4 f, iiber, so hat man:

b 1

Up=ny—2(0+1) +y(1—p) 4+ 02 =0 (mod 2)

und, wenn ¢ == oo Isi:
Up =& —%-~1=0 (mod 2).
Den Substitutionen 8, und S, und ibren Combinationen enfsprechen
die Uy, U, und ihre Combinationen. Jede Substitution:
U=azy+bz+cy+d=0, ad—bec=1 (mod 2)
ldsst sich in eine der Formen:
& -, Uaa 3 Ue)

U U, =2y — o2+ y(l—g)+ 1==0 (mod 2)
bringen. Man hat also in der That 6 Relationen zwischen dew Indices
und 24 Substitutionen der Gruppe.

Den U, U, entaprechen 8 Substitutionen mit der Periode 3, welche
fws fo, fi cyclisch in einander permutiren; dieselben bilden mit den

vier obengenannten Substitutionen (yz), S%, 83, Sizusammen die im
vorigen Paragraphen betrachtete Tetraedergruppe. Die Oktaedergruppe
entsteht, indem man sie mit U, combinirt.
Setzt man wieder, wie oben:

o =2amy; fo=u— 2% f,=1iz iy*,

so geht durch die Substitution der Tetraedergruppe Y == %‘ iiber in:
2
1 : 1+4m -/ . i+ i—
j:/}?? j:n} i?’l__ni +z']+77 i,&_,q? i’&"‘,—"}""

durch U, einfach in iy, mithin durch die Oktaedergruppe in:

oder:

R U I L A & T
(IV) 01, 5 iy @ . o 2 '_T::;I“’ ze.m.
& 13.

Gruppen von der Periode 5. (Tkosaedergruppe.)
Zur Periode 5 gehoren 6 quadratische Formen:
Poy Por Pry Por Par Py
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ihnen entsprechen 6 Substitutionen mit dem Argument —’—;—~:
Sa, Sor St 8y, 8y, Sy
Wir wihlen die ¢ so, dass (g@.., @)°

-_— ~—V%~ und dass S,

Por P> Pos P3r Py
cyclisch in einander fiberfilhrt. Wendet man S,, 8L, S5, S5 auf
Py a0, SO eutsteht also:

. 7 . . 2
Pot-1 == CO8 —— Py + Vs - sin* 5 $un + tsm 5 (mw H g;'e):
47 2 - 2 P ¥ 2
Pot2 == COS —~* G + Vi Smg"gﬂ' P + 4 510 — (P, Pg)s
" 2 2 . . 4w
Pp+3 = CO8 “g‘“‘ Po +‘75‘ SmQ‘"" Py — ¢ 810 ’5‘“(‘?:»7 Pe)s
2 sy T 11
Po4a == COS ——~ QP '4‘75'“ sin®—— - ¢, — 4 Sm*‘g‘(??m Pe)-
Umgekehrt geht durch Sy, Sp?, 5%, Sﬁﬁ aus ¢, hervor:
2 .o 2w
1:1"( == CO8 5 P + -V—g Slnz W“ (p(, — 1 sm-gw(qgm, (pe),
‘2
Py, = CO8 4515 * Pt T sin? S g — 1 sin (‘Pm » Po)s
H ]
4 2 TR Y- N
P, == CO8 ”g * P ’}"}751‘ ) Slnl 5 Qoe + ¢ sin 5 (@ Pe)»

L e 2m
Py = COS = Py + Vs 31“2 - e + 7805 {9, Pe) -
Nun ist:
2 n? T e cos 2% 2 2 2% e %
Ve e e sin? = o8
also: o
Pot1 == COS 3’5 (%+ 9s) + sin~g~(%, Pe)3
T2 = €O~ (‘PQ - ‘)’7;‘9) + ' sin — (q)wi 9"9)9
Pot3 = COS 5—71 (Po-— Qo) — ¢ Sin—g“{fpw: Po);
2 S _gji( )
Pg4 == COS ~— (P + @) — 80 = (P 5 Pe)s
F .. 27
P, = cos Eg—(qﬂw'f‘%) — i sin— (P, Po)3

C 4
P, = €08 %”- (P — Pg) — 18Il =1 (Pr, Po)
.. 4
Py == COS }—E(% — @) + ¢ s1u 72' (P s Do)

P, = €08 —- T (e + wg) + 1 sin 2 - " (@w Do)
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oder:
z’"l === QPo-kd; Yy = — Pota, P3=— Po4-3, Py == Po+13-
Es fiihrt also S, cyclisch in eimander dber:
Pos Pottr — Pot+2, — Pet+3) Pot1-
Den Substitutionen SJ entsprechen die Indexrelationen:
Uh=2—y— u=0 (mod 5);

den Sgt diese:
1 1

=~ 7—o =1 (mod 5)
oder:

Ud=Adzy+ 2(1—ok) — gy (1402) - 9?2 =0 (mwod 5).

Bei allen diesen ist die Determinante = - 1 (mod. 5); dasselbe gilt
also auch fiir ihre Combinationen.

Umgekehrt kann man jede Substitution:
U=axy+bx+cyt+d=0, ad— be==-+1 (mod 5)
in eine der vier Formen bringen: i
O U =2 —y— p=0 (mod b),
@) U 0,0 =2+ y+u=0 (mod 5),
@ U Us=zy+a(l+pe—0)—y(l+40)+e*~p—ue=0 (mod b),
@ U, Us U, Up=zy—a(l4p—0)—y(1-0)— o™+ u+pe=0 (mod 5);

thre Anzahl ist 605 jeder entspricht eine und nur eine Substitution unserer
Gruppe. Denn es giebt, abgesehen von der identischen Substitution,
keine andere, welche die 6 Formen ¢, , ¢,, - - - ¢, ungeindert ldsst.
Jeder Vertauschung der Indices entspricht also nur eine Substitution.

Um die Gruppe in kanonischer Form aufzustellen, bemerke man

x—2
vorab dieses. S, entspricht U,=zy—x-+}2y—1, es filhrt ( 5 > Pz

—9 _
in (y 5 ) @y iber; S,% entspricht U = yz — z — 2y - 1, es fiint

y—4 Nt N :
( 5 ) @, in ( 5 )(p, itber. Also entspricht 5,8} U,Upl=x-2;

y (TR (Y2 (y—4 fe— "
es fihrt ¢, m( 5 )( 5 )( 5 )( 5 )%=-4P-—x itber.

Hierbei #ndern sich die Formen (¢w, @), ¢, — @, @, — @, nicht;
sie sind also der quadratischen Form von §,8,% proportional.

Jetzt nehme man fiir @, und @, irgend zwei quadratische Formen,
bei denen:
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(Prs P = —2, (Por @o)' = — 2, {‘Pu: Pop)? = ‘—:g 5
also etwa: e
B 2
P, = 22,3, @,= Vs (@ 23, —a,7).

Es wird dann:

B

(9 @) = Fp @ +a25 po= 7 - (e tat b am,— ),
wo & - cos - ~+ ¢ siz 2 Far S, 8,8, i i
s st - Fiir S, 8,8,%, 8, erhalten wir daher die

Substitutionen:

Yy — e,y =05 @y, + 29, =0,

2 2 - Ty Yo+ o , 9
s S (et P ) (10— oo 5 = 0.

Vs

2n
Da /5 4sm~—« -sin ——, also - cos ———~ZCos-?stx % —sin 2 gin %
5 9 5 b 5 3]
o ) 1 2 dx =
sz (sm =~ -+ sin 5 —), sowie 5 = — C0s 5 — €08 =, so0 lisst

sich die letate Formel (fiir ;) folgendermassen zusammenziehen:

0= (é ¢z Y- (x,yl+a?2‘/l)(cos +00=““) &7, Y,

+ (2, y,—, xz) (sm ZE — sin 45“

=& ez y — (&) 3y, — (e+E) my, — Ly,
Dureh S, , 8, 8,3, S, geht also nunmehr—% ==7 in folgende Werthe tiber:
2

et g+ of

£ ¥y — (e+eY

und also iberhaupt durch die Combinationen S&, 8,818%, S,5%,
8,84 8,5 in diese:

; & (&9 1 77+€" =& *n+(s+2?)
b LI # .
M) = e ey T ey
Dies ist die kanonische Darstellung der Ikosaedergruppe.
Von ihren 60 Substitutionen hat die Identitit die Periode 1; die
15 Substitutionen, welche 7 in

e gy O ()

7’ ey —(ste)’ (e2b2t) 7 + &
verwandeln, haben die Periode 2; die 20 Substitutionen, die dem 5
entsprechen lassen:

(42 £ &2 (B4 gt @

e Cp—(ate% Oy — (e

&y, —

¥

B
7
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e+l 8 =&yt (a8 , &lett —e A
(e n+ & (et g+ ¢
haben die Periode 3; die 24 Substitutionen endlich, vermdge deren 7

iibergeht in:
(eent e g (bt

&, ey (et (e
gerr, —ElmEEE) o ggys e fntlete)
(eeh g+ & (&4 + &

haben die Periode 5.

Endlich beweist man noch, dass diese Gruppe von 60 Substitutionen
nicht noch in einer umfassenderen Gruppe von der Periode 5 (und also
tiberhaupt in keiner umfassenden Gruppe) enthalten ist. Denn es giebt

keine anderen Vertauschungen der ¢., @,, ¢, @,, @, @,, als die
vorangefiibrten 60, bei denen die zwischen den ¢ bestehenden Invari-

antenrelationen ungeéndert bleiben.

Erlangen, im Februar 1877.



