Eine neue Herleitung des Exponentialgesetzes in der
Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Von
J. W. Lindeberg in Helsingfors (Finnland).

1. In einer Arbeit ,,Uber das Exponentialgesetz in der Wahrachein-
lichkeitsrechnung‘‘ ') habe ich einige Sitze bewiesen, die sich auf die
Frage beziehen, unter welchen Bedingungen die Summe einer grolen Anzahl
von unabhéngigen WahrscheinlichkeitsgroBen dem GauBschen Gesetze folgt.
Zur- Zeit der Redaktion dieser Arbeit hielt ich einen von Herrn v. Mises
angegebenen Satz?®) fiir das schéirfste bisher in dieser Frage gewonnene
Resultat. Nunmehr finde ich, daB schon Liapounoff®) allgemeine Re-
sultate dargelegt hat, die nicht nur iiber diejenigen des Herrn v. Mises
hinausgehen, sondern aus denen auch die meisten der von mir in der oben
genannten Arbeit bewiesenen Tatsachen abgeleitet werden kénnen.

Das Studium der Arbeiten von Liiapounoff hat mich veranlaBt,
die von mir angewandte Methode aufs neue zu priifen. Hierbei ist mir
der Umstand, daB meine Entwickelungen nur an endliche Reihen von:
WahrscheinlichkeitsgroBen kniipfen, immer deutlicher als formale Uber-
legenheit gegeniiber der friiheren Darstellungsweise hervorgetreten. Man
bemerke in dieser Hinsicht, daB der Satz II der nachfolgenden Darstellung,
der mir fiir die mathematische Statistik unbedingt notwendig scheint, aus
dem allgemeinen Satze, in welchem Liapounoff seine Resultate zusammen-
faBt4), nicht gefolgert werden kann, obgleich die Hilfsmittel Liapounoffs

*) Annales Academise Scientiarum Fennicae 18 (1920), S. 1-28.

% Fundamentalsitze der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Mathematische Zeitschrift
4 (1919), (8. 1-97), 8. 78,

% Sur une proposition de la théorie des probabilités, Bulletin de I'’Académie
impériale des sciences de St. Pétersbourg 18 (1900), S. 359-386. — Nouvelle forme
du théoréme sur la limite de probabilité, Mémoires de ' Académie impériale des sciences
de St. Pétersbourg 12 (1902), 8. 1-24.

4) Seite 3 der zweiten der soeben zitierten Arbeiten.
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sehr wohl zur Ableitung desselben geeignet sind. Weiter habe ich ge-
funden, daB meine Methode noch erheblich vereinfacht werden kann und
daB eine kleine Abdnderung derselben zu einer nicht unwesentlichen sach-
lichen Erweiterung aller mir jetzt bekannten fritheren Resultate fiihrt.

Im folgenden wird eine Darstellung meiner Methode und der daraus
herflieBenden Resultate gegeben. Hierbei wird zuniichst versucht, einen
moglichst einfachen Beweis des oben erwihnten Satzes IT zu geben, denn
dies scheint mir die wichtigste Aufgabe der Theorie zu sein. Sodamn
wird der Beweisgang so abgeiindert, daB ein moglichst umfassendes Re-
sultat erreicht wird.

Hinsichtlich des allgemeinen Charakters der WahrscheinlichkeitsgroBen,
die wir in Betracht ziehen, machen wir von Anfang an keine andere
Voraussetzung, als daB sie Verteilungsfunktionen®) besitzen. Demnach wird
im folgenden von Integralen immer im Sinne von Stieltjes die Rede sein.

Betrefls der im folgenden benutzten Bezeichnungsweise ist zu be-
merken, daB wir die obere Grenze eines Integrals nicht hinschreiben, falls
dieselbe + oo ist; desgleichen wird die untere Grenze — co weggelassen.
Ferner werden wir uns durchgehend der abkiirzenden Bezeichnung

z2
Yy

[
o2
bedienen, wo ¢ eine positive Zahl bedeutet.

2. Es seien U,(x), U,(#®), ..., U,(x) die Verteilungsfunktionen
von n voneinander unabhingigen WahrscheinlichkeitsgroBen w,, u,, ..., %,.
‘Wir machen zunichst die folgenden Voraussetzungen.

Die Mittelwerte der Grofilen u, sind simtlich Null, d. h. es ist fiir
=12 ....n

(%, 0)=

fxdb’;,(x)zﬂ.

Wenn die Streuungen der Grofien u, mit o, bezeichnet werden, d. h.
wenn
j z2?dU,(x)= aﬁ
gesetzt wird, so- ist

Es sei U (z) die Vertellungsfunktlon der Summe u, -+ %, + ...+ 4, = u,
also die durch die Gleichung

(‘l> U(x)sz "f U-u(x_tl_ t‘.’w—"‘mtn-1>dUn-1{:tﬁ—1)"'dUI (tl)

%) Wegen des Begriffes der Verteilungsfunktion verweise ich auf die schon
zitierte Arbeit des Herrn v. Mises und die Fortsetzung derselben in Bd. 5.
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gegebene Funktion, wo geméd8 der oben gemachten Bemerkung tiber unsere
Bezeichnungsweise in bezug auf simtliche Veranderlichen #,,%,,...,¢,_,
von — oo bis | oc zu integrieren ist. Zufolge der gemachten Voraus-
setzungen ist der Mittelwert der GroBe « Null und ihre Streuung gleich 1.
Wir stellen uns zundichst die Aufgabe zu untersuchen, was von der Funk-
tion U (x) hinsichtlich ihres Zusammenhanges mit der Funktion ¢ (z, 1)

geschlossen werden kann.

3. Es bezeichne f(z) eine fiir alle reellen Werte von z erklirte
Funktion, die den folgenden Bedingungen geniigt.

Sie ist nebst ihren zwei ersten Ableitungen stetig und |f(z)| hat
eine endliche obere Grenze.

Die dritte Ableitung von f(x) kann in einer endlichen Anzahl von
Punkten endliche Spriinge machen, sonst aber ist sie stetig.

Der absolute Betrag dieser dritten Ableitung ist iiberall kleiner oder
gleich einer gegebenen positiven Zahl k.

Mit ¥ (x) bezeichnen wir die Verteilungsfunktion einer beliebigen
WahrscheinlichkeitsgroBle » mit dem Mittelwerte Null und der Streuung o.
SchlieBlich werde gesetzt

F(z)=[flz—t)dV ().
Nach dem Taylorschen Satze ist
fl@—t =1z — @)+ el + w0k,

wo [J(z,t)| < k. Fihren wir diese Summe in den Ausdruck fiir F(x)
ein, so wird mit Riicksicht auf die Definition von V (z)

F(z)=f(x)4 f"z(“ﬂ“r R,
wo
(2) R:fi(%'*—)t:w(t;
und somit
|R;<§f|x1“dv<x).
Es wird also
(3, Fiz)- fiz)— 112@_)_02 <%f{x|3dV(xv).

Machen wir die spezielle Annahme, dafl » die GroBe bedeutet, deren
Wahrscheinlichkeitsdichte fiir jedes x gleich @ (2, o) ist, und setzen wir

D)= [f(x—)p(t, 0)dt,
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so erhalten wir aus (3), indem wir die Gleichung

flxlaw(w, o)dz = 12
V2xn
beriicksichtigen,
. @) a|  2ke
| B (z)— r(z) — L4220 <

Mit (3) kombiniert gibt diese Ungleichung

() P @)= 2()] < 5[ lal*av () + 2.

Diesc letzte Ungleichung kann noch vereinfacht werden. In der
Gleichung

(]

=3 *t3
Jz2dV (z)+ [22dV (2)+ [ 2*dV (z) = o
-2 + 2

2 2

ist das mittlere Integral kleiner als ?4—2, und also ist die Summe der beiden
iibrigen Integrale grofler als 2 o®  Andererseits ist

2 ]
fla:[st(x) _z_%jx‘*dV(z)
und
f|x]?dV(x)>-;— z:dV (x),
+3 +3
was uns zeigt, dal
j!a&{“dl’(z) >3
Mit Riicksicht hierauf gibt (4)
(5) |F(2) = @(2)| <k[|2[*a¥ ().
4. Wir betrachten jetzt zwei Systeme von Funktionen
F,(z), Fy(x),..., F,(x) und & (2), §,(x),...,D,(2).
die wir in folgender Weise definieren:
Fi(z)=[f(z—1)dU, (1), D, (z)= [ f(z— $)p (¥, 0,)dt,
Fo(w)=[F,(z—)aU,(t), By(z)=[ &, (z—1)p(t, o,)dt,

...........................

F,(z)=[F, ,(—1)aU,(t), &,(2)=]®,_,(z—t)g(t, 0,)dt.
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Wegen der iiber die Funktion f(z) gemachten Voraussetzungen konnen
die drei ersten Ableitungen der Funktion @, (x) durch Differentiieren
nach x unter dem Integralzeichen gebildet werden. Wenn beriicksichtigt
wird, da8

Jo(to)dt=1,

so folgt hieraus, daB die Funktion @ () nebst ihren drei ersten Ab-
leitungen stetig ist, daB |®, (z)| eine endliche obere Grenze besitzt, und
daB die dritte Ableitang von @, (z) dem absoluten Betrage nach kleiner
als k ist. Hieraus folgt aber weiter, daB dieselben Eigenschaften auch
der Funktion &, (x) und allen folgenden Funktionen &,(z) zukommen,
und somit erfiillen diese Funktionen insbesondere alle der Funktion f(x)
auferlegten Bedingungen.

Setzen wir nun

F; (z) == '@x (x) + Ai (w)’
so ist nach (5)

|4, (2)| < k[ |2*|dU, ()
fiir jedes z. Fiihren wir ferner die Summe @,(x)- 4, () in das die
Funktion F,(x) darstellende Integral ein, so ergibt sich

Fy(2) = [ @, (x — U, (8)+ J 4, (x — 1)a U, (1)
Das erste Integral rechts unterscheidet sich nach (5) fiir jedes x von
&, () um weniger als
kfixfsdve (),

denn wie schon bemerkt wurde, erfiillt @,(z) alle der Funktion f(z)
auferlegten Bedingungen, und das zweite Integral wird, da es ja fiir jedes
z einen Mittelwert der Werte von 4, (%) mit gewissen durch U,(z) be-

stimmten Gewichten darstellt, seinem absoluten Betrage nach sicher nicht
grofer als das Maximum von |4, (z)|. Wenn

F,(z) = @,(z)+ 4, (=)
gesetzt wird, erhalten wir deshalb

|4,(z)| < &(J|z|d0, (z) + [ |=|* dT, (2)).

In dieser Weise konnen wir weiter gehen. Bei jedem Schritte gelten die-
selben Uberlegungen, und wir erhalten schlieBlich

(6) PACEEACIRS B NERLLACH
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Wir wollen die Funktionen ¥ (x) und @ (x) niher in Betracht
ziehen. Man findet durch sukzessives Einsetzen

n(x':ff e ff(x '—tl - t-z T 7T tlz)d[]l(tl)dal(ti) "'dUn(tu)’
O, (x)=[[... [flm—t, —t,— ... =t p(t,0) 0t 0,)... p(4,,0,)dt, dE,...

Fiihren wir die durch (11 gegebene Funktion U (z) ein, so kénnen wir
die erste Gleichung offenbar kurz schreiben

F (z)=[fa—8)dU@4).
Andererseits ist bekanntlich der Wert des Integrals
ff"‘.f’p(x_tl ——t'l T T tn—l’o—u)(p(tn—l’an-—J)"'({)(tlﬁgl)dt’ll—l "'dtl

gleich ¢ (x,0), wo o6?=06] +062+ ...+ 0f und also, wegen unserer
Voraussetzungen, 0 — 1. Somit wird die zweite der Gleichungen (7) einfach

b, (z)= [z —t)p(t, 1)dt.

und die Ungleichung (6) kann geschrieben werden
(BY Ifflz—0)dU @) — [z —t)g(t,1)dt| <k2’f;x|3du,;(x).
u=1

5. Aus dieser Ungleichung erhellt schon ein bemerkenswerter Zu-
sammenhang zwischen den Funktionen U(z) und ¢(z,1). Wir wollen
aber ein priziseres Resultat formulieren, indem wir eine obere Grenze
fiir den absoluten Wert der Differenz

x

Uz — [o(t,1)dt

aufstellen.
Wir setzen zur Abkiirzung
. 4
(9) l=
Vak

und definieren eine von % abhangige Funktion g(x) in folgender
Weise. Fir <0 ist g(z)=0, fiir 2 >1 g(x)=1. Zwischen dem
Nullpunkte und der Stelle x— 1 ist die Funktion ¢ (z) dadurch be-
stimmt, daB sie nebst ihren zwei ersten Ableitungen stetig ist, wihrend

1hre dritte Ableitung in den Intervallen (O l) und (STI, l) den Wert k.,

XYy
%,%) den Wert — % hat. Diese Bedingungen sind wegen

{9) miteinander vertraglich und bestimmen eindeutig die Funktion g(z).%)

im Intervalle (

9) Diese Funktion wichst im Intervalle (0, 1) stetig von 0 bis 1.



Exponentialgesetz in der Wahrsoheinlichkeitsrechpung. 217

Setzen wir in (8) einmal f(z) = g(«) und sodann f(x)=g(z+1),
was zuldssig ist, weil g{z) die der Funktion f(x) auferlegten Bedingungen
erfiillt, so erhalten wir die beiden Ungleichungen

Fota— a0t — [o(e = p(t V@t <k 3 [ | a0, (2)

=1

und

1[g@—t+ AU~ [gz—t+Dp(t1 dz[<k2,f)nc;3w"

P

Veiter bestehen aber offenbar die Ungleichungen
Jee—0)dU ) < faU) L [g(x —t41)al(t),

fg,(w—mt):p(t,l)dt<f«;o(t,‘l)dt< Jaz—t+ Do, 1)dt
und

[fgx—t+ e 1)dt— [glx—t)p(t,1)dt] <

Durch Kombination aller dieser Ungleichungen ergibt sich

*ll

U (2)— [, 1] <k2j 40, () + =
Bisher ist keine Voraussetzung itber die GroBe von % gemacht worden.
Um zu erreichen, daB die beiden Glieder der rechten Seite der soeben
erhaltenen Ungleichung in bezug auf die dort auftretende Integralsumme
von derselben Ordnung werden, bestimmen wir & gemiB der Gleichung

1

P : . !
Ve FHJ]'&:{ dl,,(a:))

und erhalten dann mit Riicksicht auf (9), indem wir uns mit einer
groben: Abschitzung des numerischenn Faktors begniigen,

+
<3(2’ PdU,(2)] .

n*‘l

IU(:;:} f&;ﬂ{f 1dt

Auf Grund dieser Ungleichung kénnen wir den folgenden Satz aussprechen:

Satz I. Wenn die positive Zahl ¢ noch so klein gewdhlt ist, ist
es moglich, die positive Zahl v so zu wdhlen, daff fir alle x

FL

o1 [ 2ar]<

Mathemativehe Zsitsehrift. }& 15
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sobald nur

1zl vu@) <.

=l

"
6. Wir lassen jetzt die im § 2 gemachte Annahme 04 =1 fallen,

fe=l
filhren dagegen die Voraussetzung ein, daB die simtlichen GréBen u, nur
solcher Werte fihig sind, deren absolute Betrige unterhalb einer gewissen

endlichen oberen Grenze d, liegen. Ferner setzen wir

i

=¥ ¥
0, == 9"” .

i

Fs ist fiir jedes s von 1 bis =»

S2dU, (r,z)=0,
und da

n

n
2 ot b ST e
é:fx AU, (r,z) = ’i% o =1,

erfiillen also die zu den Verteilungsfunktionen I/, (r,x) gehorigen Wahr-
scheinlichkeitsgrofen alle Voraussetzungen des § 2. Weiter ist offenbar die
Verteilungsfunktion der Summe dieser neuen GroBen gleich U(r, z). Wenn
¢ beliebig klein gewihlt ist, kann man also nach Satz I 5 so klein
wihlen, daB

! Fl
(10) Ulr,2)— «—::.—:&tlf <,
-sobald

#
Zfi xs!adl:w (9’%3’3) < 7

=l

Nun is¢t aber

n

® . . 1 .
N1zt 6,2 = % 3 [1xav. (@)

p=1 LTS |

und weiter nach der oben gemachten Voraussetzung

3 flalav, ) <d, 3] [2#a0, ()= 2,

w=1 gzl

woraus folgt

n
N8 g g . d,
L | IE] d{/’“{*w’*’)<;ﬁ-

=l
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Somit besteht (10}, obald —~ < 5. Denken wir uns in (10) — und —

anstatt « und # emgefuhrt so konnen wir das erhaltene Resultat in der
folgenden Form aussprechen:

Satz II. Es seien u,, u,, ..., u, Wakvscheinlichkeitsgrifien, deren
mogliche Absolutwerte sdmilich unterhalb der Gremze d, bleiben, wund
deren Mittelwerte. simtlich gleich Null sind. Die Streuungen dieser
Groflen seien o, 0,, ..., 0,, und dic Summe der Quadrate derselben ses
gleich r; .

Wenndann U (x) die Verteilfemgsfunkiion der Summen, +u, + ...+ u,
bezeichnet, so kann zu jeder positiven Zahl ¢ eine andere positive Zahi y
gefunden werden, derart, da/f

3

Lrl

<

Uiz) — {
sobald

dy
<.

T
Wir denken uns noch die Grofen w, sowoh! hinsichtlich ihrer Anzahl
als in bezug auf die Form ihrer Verteilungsfunktionen in der Weise ver-
inderlich, daf gleichzeitig d, gegen Null geht und r, einem von Null
verschiedenen Werte r zustrebt. Dann ist nach dem soeben bewiesenen
Satze gleichmdfig fir alle .
Hm U () = f i
Im Satze II und in der zuletzt gemachten Aussage diirfte der prizise
Inhalt der klassischen Behauptung zu sehen sein, dal die Summe einer
groBen Anzahl voneinander unabhiingiger kleiner Fehler dem GauBischen
Gesetze folgt.

7. Bisher ist es unser Ziel gewesen, in mdglichst einfacher Weise zu
dem Satze II zu gelangen. Wir stellen uns jetzt wieder auf den Boden
der Voraussetzungen des § 2 und wollen zeigen, daff die im Satze I
ausgesprochene Bedingung durch eine weniger fordernde ersetzt werden kann.

Es bezeichne s () die Funktion von x, die fiir |#|< 1 gleich z °
und fiir alle anderen Werte des Argumentes gleich x* ist. Eine kleine Ab-
inderung des vorigen Beweisganges wird uns zu dem folgenden Satze fiihren:

Satz II. Wenn die posiiive Zahl é noch so klein genommen ist,
kann die positive Zahl 3 so gewdhlt werden, daff

. £
£ z

EU(x}—j dt1<e
V2
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sobald nur
j‘s(m}é?},‘(z} <.

il-n

Indem wir zu den Entwickelungen des § 3 zuriickkehren, nebmen
wir jetzt an, daf die Funktion f(x) auBer den dort angegebenen Bedin-
gungen noch der Forderung geniigt, daB die Funktionen |f(z)l,

()] und }f (=)

wir an, daB o< 1. Mit diesen verstdrkten Annahmen laBt sich der
Inhalt des § 8 wie folgt modifizieren.

Da das Prm{ukt 5%’”’3“ in der Gleichung {2) den Ausdruck
f"(x} 2
—t

fiir alle 2 kleiner als —é—‘; verbleiben. Ferner nehmen

fle—1)— f()+ ()t —

repriisentiert, und diese zufolge der iiber f(x) gemachten Voraussetzungen

4

fiir [#] 21 absolut kleiner als ﬁ» ist, so kann man bei der Abschitzung

des Integrals (2) fiir Werte von ¢ auBerhalb des Intervalles — 1 < ¢ <1
diese letate obere Grenze benutzen, und es ergibt sich dann

< gfs (2)dV (=),
woraus foigt
2kat

Vord

| F(z) — ®(2)| < ~«~j‘s(x)d?{x}+

Entweder ist nun

-1

fm dV(w)+fx av (z) 54—

oder diese Ungleichung besteht nicht. Im ersteren Falle ist die Summe
links, und also auch das Integral

[ s(z)av (@),
grofer als < da j&8 o <1 vorausgesetzt wurde. Im zweiten Falle zeigt

uns die dann bestehende Ungleichung

7 “
— +y

fm dV(x)—}—j x*d¥V :x:%}-—j ’dV(x)>-~ri“

+...

5
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wie im § 3, daB
+1

j'lx{"dr/(mpi}’
[s(@yar @)> 5.

Diese letzte Ungleichung besteht also in jedem Falle, und wir erhaiten
somit

und also

|F(2z)— D(x)| < ck[s(x)dV(z),

1 8 1 3

Auf Grund dieser Ungleichung kénnen nun dieselben Schliisse ge-
zogen werden wie im Vorigen. Da die simtlichen GroBen o, kleiner als 1
sind, bleiben die Entwickelungen des § 4 in allen Hinsichten giiltig, wenn

wir iiberall

[ s@av.=
anstatt

J12l’aU, (=)
schreiben. Was die Entwickelungen des § 5 betrifft, gilt dasselbe, wobei
jedoch zu beachten ist, daB wir diesmal %k hinreichend groB annehmen
miissen, damit die Funktion g(x) die der Funktion f(x) auferlegten neuen

Bedingungen erfiille. Mit Hinsicht auf die am Ende des § 5 getroffene
Wahl des Wertes von_k bedeutet aber dies nur, daB die Summe

(11) éfs(:c)d U, (z)

=1
hinreichend klein sein soll, was wir offenbar annehmen diirfen. Hiermit
ist -die Richtigkeit des Satzes III dargelegt?).

Es ist zu bemerken, daB die Summe (11) immer einen bestimmten
endlichen Wert hat, sobald die Streuungen der Grolen u, endliche Werte
haben. Hinsichtlich des allgemeinen Verhaltens der Verteilungsfunktionen
U,(x) im Unendlichen kanr also nicht weniger gefordert werden, als in
der Bedingung des Satzes III enthalten ist.

?) Es verdient vielleicht hervorgehoben zu werden, daB dieser Satz, wie man
leicht findet, noch giiltig bleibt, wenn die Funktion 8 (x) wie folgt definiert wird:

s(z)=|e|" fir |z|<eo
s(zy=02* , |[x|>e
wo g eine positive Zahl bedeutet, die beliebig kloin gewidhlt sein kann.
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f VU, (= )+_>J ]m)du,,(a,)m(' \
+1 =
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8. Der Inhalt des Satzes III kann in verschiedenen Formen aus-
gesprochen werden. Um eine zweite Formulierung desselben zu,erhalten,
wollen wir zeigen, daB zwischen der Integralsumme (11) und der Differenz

T
(12) I—Jdrz’ Jx‘-‘dU,,(m)

0 [ T
ein solcher Zusammenhang besteht, daB sie immer - gleichzeitig unendlich
klein werden.

Indem wir mit ¢ eine kleine positive Zahl bezeichnen, nehmen wir
an, daB

Ss2)av,iz) <

=1
Wenn ¢ eine positive Zahl, kleiner als 1, bedeutet, ist offenbar

/
"

» \
f.b dU,( )_*,«“)j f::, dUn(x} s
1

fee oy

woraus folgt

yfz dUR(x)+2_ j:z: dU, 1 x‘§<~—

=1 +r

und weiter, wenn wir die Gleichung

(18) av,(z)=

pal
beriicksichtigen,

n bt
11— fw*dU,,(fx)<%.

=l
Die linke Seite dieser Ungleichung ist also fiir v > Ve kleiner als Ve;
fiir ¥ < Ve ist sie offenbar jedenfalls kleiner als 1. Nun ist die Grofe
(12) nichts anderes als das zwischen den Grenzen 0 und' 1 gebildete
Integral dieser linken Seite in bezug auf z. Indem wir das Integrations-
intervall in die zwei Teile (0, Ve) und (Ve, 1) zerlegen, erhalten wir

deshalb

1~—de§ jm"dUﬂ(m) < 2Ve,

Also wird die GroBe (12) immer unendlich klein, wenn (11) unendlich
klein wird.
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Umgekehrt sei angenommen, daB

+r

1-fdz_>_;’ fz dU.iz) < e

l““*-l -

Indem wir mit 4 eine Zahl zwischen 0 und 1 bezeichnen, konnen wir
diese Ungleichung in der Form

fdzz ja: dbu(w}—rfézz fx AU, (@) >1—¢

g=1 #=1

schreiben. Wenn wir im ersten Gliede links die zu integrierende Summe
durch ihren Wert fiir =1 ersetzen und im zweiten Gliede statt der
Summe den Wert 1 setzen, wodurch die linke Seite nur vergroBert wird,
entsteht eine Ungleichung, die durch Division mit A

-t
:jmﬂw,. (@)>1—=

gibt. Setzen wir hier 1= Ve, so ergibt sich

" +ye
Y [atav,(2)>1- vz

S
und weiter mit Riicksicht auf (13)

Py

u

=1 /4~1+‘/-:
woraus folgt
Zfs(x)dﬁ (x}+2f s(x)dU.(z) < Ve.
#=l el e

Fiigen wir hierzu die wegen (13) offenbar richtige Ungleichung
u +ye
2 |s@)dU.(z) < Ve,
p:—.JIw J;
so erhalten wir schlieflich

Zfs(x)dv (z) < 2 Ve

n=3%
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Der Zusammenhang zwischen den GrdSen (11) und (12), der aus dem
Obigen erhellt, zeigt uns, daB wir im Satze III (12) anstatt (11) ein-
fithren konnen, und wir erhalten somit den folgenden Satz:

Satz IV. Wenn die positive Zahl ¢ belichig klein gegeben ist, kann
die positive Zahl v so bestimmt werden, daf fiir jedes x

12

‘U(m)ufc,__zdt!<s,

: via
sobald nur
1 " +r
fdrE f:c"’dU,;(x) >1— 1.
9 p=illy

9. Die Ausdehnung des obigen Satzes auf die Summe von Wahr-
scheinlichkeitsgrofien mit beliebigen endlichen Mittelwerten und Streuungen
ist unmittelbar. Es ergibt sich der folgende allgemeine Satz:

Satz V. Es seten U, (x), U, (=), ..., U, (x) die Verteilungsfunk-
tionen der Wahkrscheinlichkeilsgrofen u,, u,, ..., u,, die endliche Miitel-
werte und Streuungen besitzen. U (z) sei die Verteilungsfunktion der
Summe u, -+ u,+ ... +u,, und es werde geselzt

f.’th,,(:r}: b”, Zb”:-Bn

p=1

f2*dU, (2 +b,) =02, 3ot =r:.

u=1
Wenn die positive Zahl ¢ beliebig klein gegeben ist, ist es maglich,
eine positive Zahl n so zu besitmmen, dapB fir jedes x

12

-

‘U(wnx-{—Bn}w'f” ?dt(<a,

V2
svbald nur
! w7
{d?‘x}j fxeéUy{?;ex~§—bf,}>i—ag,

(‘}; p=l

Um die Richtigkeit des Satzes einzusehen, bemerke man, daB die
Wahtscheinlichkeitsgrofien, deren Verteilungsfunktionen U, (r, x + b,.) sind,
slle Bedingungen des § 2 erfiillen, und daB U (r z -+ B,) die Verteilungs-
funktion ihrer Summe ist. Wenn man den Satz IV auf diese neuen Grifen
anwendet, ergibt sich unmittelbar das obige Resultat.
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10. Wenden wir den erhaltenen Satz auf eine gegebene unendliche
Reihe von WahrscheinlichkeitsgroBen u,, u,, ... mit den Verteilungsfunk-
tionen U, (x), U, (), ..: an, so ergibt sich mit Beibehaltung der friiheren
Bezeichnungen und der Annahme der Endlichkeit der Mittelwerte und
Strenungen das Resultat, daB gleichmdfig fir alle x

z _1
e

)
}.1:'11 U(r,z+ B,)= NP dt
wenn
1 n T
tim [ar 37 [22a0, (r,z + b)) =1.
”::x() =15

Man erkennt ohne Schwierigkeit, dal dieses Resultat eine Erweiterung
des im Eingange dieser Arbeit erwihnten Satzes von Liapounoff bildet.

{ Eingegangen am 20. November 1921.}



