
Eine neue Herleitung des Exponentialgesetzes in der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

Von 

J. W. Lindeberg in Helsingfors (Finnland). 

1. In einer Arbeit ,,Cber dab Ez~Jonen~ialgesetz i~ der Wahrsehein- 
lichkelt~rechnu~zg ''1) babe ich einige S~itze b~wiesen, die sich suf die 
Frage beziehen, unter welchen Bedingungen die Summe einer groflen Anzahl 
yon unabh~ngigen Wahrscheinlichkeitsgr6ften dem Gauftschen Gesetze folgt. 
Zur Zeit der Redsktion dieser Arbeit hielt ich einen yon Herrn v. Mises 
angegebenen Satz ~) fiir das sch~rfste bisher in diescr Frsge gewonnene 
Resultat. Nunmehr finde ich, da~ schon L i s p o u n o f f  s) allgemeine Re- 
sultatc dargeleg~ hat, die nicht nut iiber diejenigen des Herrn v. Mises 
hinausgehen, sondern aus dcnen such die meisten der yon mir in der oben 
genannten Arbeit bewiesenen Tatsachen ahgeleitet werden k~nnen. 

Das Studium der Arbeitcn yon I , i a p o u n o f f  hat reich veranlsl~t, 
die yon mir angcwandte Methode sufs neue zu priifen. Hierbci ist  mir 
der Umstsnd, daft  Ineine Entwickelungen nur an endliche Reihen yon 
Wahrschein]ichkeitsgr61~en kniipfen, immer deutlicher als formsle Ober- 
legenheit gegeniiber der friiheren Da~te|lungsweise hervorgetreten. Man 
bemerke in dieser Hinsicht, daft der Satz II  der nachiolgenden Darstellung, 
der mir flit die mathematische Statistik unbedingt notwendig schcint, aus 
dem sl]gemeinen Sstze, in welchem L i a p o u n o f f  seine Resultate zusammen- 
fsBt 4), nicht gefolgert werden kann, obgleich die Hil~mitt~l L i s p  o un o ffs 

1) Annales Academiae Scientiarum Fennicae 16 (1920), S. 1--28. 
~-) Fundamentals~tze der Wahrscheinlicl~Heitsrechnung, Ma~ematische Zeitschrift 

4 (1919), (S. 1--97), S. 78. 
s) Sur unc proposition de l~ th~orie des probabilit~s, Bulletin de l'Acad~mde 

imp~riale des sciences de St. P6tersbourg lS (1900), S. 359-386. --  Nouvclle forme 
du th6orbme sur 1~ limite de probabilitY, M~moires de l'Acad~mie imp~riale des sciences 
de St. P~tersbourg 12 (1902), S. 1--24. 

4) Seite 3 der zweiten der soeben zitierten Arbeiten. 
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sehr wohl zur Ableitung desselben geeignet sin& Weiter habe ich ge- 
funden, dab meine Methode noch erheblich vereinfaeht werden kann und 
dab eine kleine Ab~indemng dersetben zu einer nicht unwesentlichen sach- 
lichen Erweiterung aller mir jetzt bekannten friiheren Resultate fiihrt. 

Im folgenden wird eine Darstellung meiner Methode und der daraus 
herflieBenden Resultate gegeben. Hierbei wird zun~ichst versucht, einen 
mSgliehst einfachen Beweis des oben erw~hnten Satzes II  zu geben, dema 
dies seheint mir die wiehtigste Aufgabe" der Theorie zu sein. Sodann 
wird der Beweisgang so abgei~ndert, dab ein mSglichst umfassendes Re- 
sultat erreicht wird. 

ftinsichtlieh des altgemeinen Charakters der WahrseheinliehkeitsgrSBen, 
die wir in Betracht ziehen, machen wir yon Anfang an keine andere 
Voraussetzung, als daft sie Verteilungsfunktionen "~) besitzen. Demnaeh wird 
im folgenden yon Integralen immer ira Sinne yon S t i e l t j e s  die Rede sein. 

Betreffs der im fotgenden benutzten Bezeichnungsweise ist zu be- 
merken, dab wir die obere Grenze eines Integrals nieht hinschreiben, falls 
diea~.lbe + oc ist; desgleichen wird die untere Grenze --cx~ weggelassen. 
Ferner werden wir uns durchgehend der abkfirzenden Bezeichnung 

2 t ~  

bedienen, w o o  eine positive Zahl bedeutet. 

2. Es seien Ua(x), U~(x ) ,  . . . ,  U~,(x) die Verteilungsfunktionen 
von n voneinander unabh~ingigen Watu'seheinlichkeitsgrSl]en u l ,  u~, . . . ,  u,,. 

Wir maehen zun/iehst die folgenden Voraussetzungen. 
Die Mittelwerte der Gr6Ben u,, sind s~mtlieh Null, d.h. es ist fiir 

u = 1~ 2, . . . ,  n 

fxdU, (x )=  o. 

Wenn die Streuungen der Gr6Ben u,, mit % bezeiehnet werden, d. h. 
w e n n  

j 
gesetzt wird, so ist 

n 

Y '  = 1 
tr ~ 1  

Es sei U (x) die Verteilungsfunktion der Summe u s + u~ + . . .  -+- u,, = u,  
also die dureh die Gleiehung 

(1) U(~) -- f f . . . f  U,(x- tl-- t , . - . . . -  t , , _ ~ ) d U , _ l ( t , , _ l ) . . . d U  I ( t l )  

:') Wegen des Begriffes der Yerteilungsfunktion verweise ich auf die schon 
zitierte Arbeit des Herrn v. Mises und die Fortsetzung demelben in Bd. 5. 
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gegebene Funktion, wo gem/iit der oben gemaehten Bemerkung fiber unsere 
Bezeiehnungsweise in bezug auf siimtliche Veriinderlichen tl, t~ , . . . ,  t,,_~ 
yon - - ~  bis + oc zu integrieren ist. Zufolge der gemaehten Voraus- 
setzungen ist der Mittelwert der Gr6Be u Null und ihre Streuung gleich 1, 
Wir stellen uns zun~ehst die Aufgabe zu untersuchen, was yon der Funk- 
tion U(x)  hinsiehtlich ihres Zusammenhanges mit der Funktion ~v (x, 1) 
gesehlossen werden kann. 

3. Es bezeiehne f (x)  eine fiir alle reellen Werte yon x erkl~irte 
Funktion, die den folgenden Bedingungen geniigt. 

Sie ist nebst ihren zwei ersten Ableitungen stetig und If(x)[ hat 
eine endliehe obere Grenze. 

Die dritte Ableitung von f (x)  kann in einer endlichen Anzahl von 
Punkten endliche Spriinge machen, sonst aber ist sie stetig. 

Der absolute Betrag dieser dritten Ableitung ist iiberall kleiner oder 
gleich einer gegebenen positiven Zahl k. 

Mit V(x)  bezeichnen wir die Verteilungsfunkhon einer beliebigen 
WahrseheinlichkeitsgrSl~e v mit dem Mittelwerte Null und der Streuung ~. 
Schlielllich werde gesetzt 

F (x) = f f (x  -- t) d V (t). 

Nach dem Taylorschen Satze ist 

f ( x - - t ) = - f ( x ) - - f ' ( x ) t + / ' " ( x ) .  + r  , 

wo l i_'(x, t) t _< k. Fiihren wir diese Summe in den Ausdruck fiir t ' ( x )  
ein, so wird mit Riieksicht auf die Definition yon V(x)  

F i x  =.f(x) + ~,~'- '+ R, 
wo 

(2) 
und somit 

(3) 

Es wird also 

F ix , ) -  /( 

IR;<~ Ix!;'dV(x). 

r"<.) ~  < 

Maeben wir die spezielle Annahm~, dab v die GrSSe bedeutet, deren 
Wahrseheinlichkeitsdichte flit jedes x gleieh ~ (x, o) ist, und setzen wir 

,l~(x) = f f(~ - t)cf(t ,  ~)dt ,  
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so erhalten wir aus (3), indem wir die Gleichung 

4a,  

beriicksichtigen, 

] ~5(x}-- f(x) f"(x) [ 2k.~ 

Mit (3) kombi~iert gibt diese Ung!.eichung 

~ f  2k~ (4) tF(x)-  ~(x)l < !xl~aV(x) + 8 ~ .  

Dies; letzte Ungleiehung kann noeh vereinfaeht werden. In der 
Gleichung 

f x~'dV (x)--[- f x'dV (x) -~ f x'dV (x)= o ~ 

0 2 ist das mittlere Integral kleiner aN ~-, trod also isg die Summe der beiden 
iibrigen Integrale grS~er als ~ Andererseits ist 

2 ~ 

und 

was uns zeigt, dab 

a d o ., flXl~ V(~g)>~fx'~dV(x), 
rj  +~ +~ 

f 3 8 I~I"dV(-,) > ~ . .  

Mit Riieksieht hierauf gibt (4) 

(5) I F ( x ) -  ,~ (x)t < k f  t,~l~dv(x). 

4. Wit betrachten jetzt zwei Systeme yon Funktlonen 

die wit in folgender Weise definieren: 

F , ( x )  = f f(:c -- t )dU,( t ) ,  
Fo(~) = f g,  (~ - t)dU~ (t), 

g . ( x )  = f g . _ ,  (~ - t ) d U . ( O ,  

�9 ~(x) = f f ( ,~  - t )~ ( t ,  ,,~)dt, 
�9 , (,,,)-----f ~ ( ~ -  t )~ ( t ,  ,,.,.)dr, 

�9 ,, (x) - -  f ~,,_~ ~x --  t),p (t, o,,) dr. 
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Wegen der fiber die Funktion f(x) gemachten Vorsusset~ungen kSnnen 
die drei ers~en Abl'eitungen der Funktion ~1 (x) dutch Differentiieren 
nsch x unter dem Integrslzeichen gebildet we~den. Wenn beriicksichtigt 
wird, da~ 

f ~ (t, o,) dr---- 1, 

so folgt hieraus, dab die Funktion 4}~ (x) nebst ihren drei ersten Ab- 
leitungen stetig ist, dab ]~1 (x)l eine endliche obere Grenze besitzt, und 
da~ die dritte Ableitung yon ~1 (x) dem sbsoluten Betrage nach kleiner 
als k ist. Hieraus folgt abet welter, dab dieselben Eigenschaftcn such 
der Funktion ~ ( x )  und allen folgenden Funktionen ~ ( x )  zukommen, 
und somit erfiillen diese Funkti0nen insbesondere alle der Funktion f(x) 
auferlegten Bedingungen. 

Setzen wit nun 

F1 (x) = ~ (x) + ~, (z), 
so ist nach (5) 

I ~,(*)J < k f  tx ~ I ~v l (x )  

fiir jedes x. Ffihren wir ferner die Summe ~bx(x)+ A~ (x) in das die 
Funktion F~ (x) darstellende Integral ein, so ergibt sich 

F, (~) = f ~, (~ - t) d U, (~) + f ~, (x - t) d V.. (t)  

Das erste Integral rechts unterscheidet sich nach (5) fiir jedes x von 
@~ (x) um weniger als 

denn wie schon bemexkt wurde, erfiillt ~ ( x )  alle der Funktion f(x) 
auferlegten Bedingtmgen, und das zweite Integral wizd, da es ia flit jedes 
x eincn Mittelwert der Werte yon Al(x ) mit gewissen dutch Us(z ) be- 
stimmten Gewichten darstellt, seinem sbsoluten Betrage nach sicher nicht 
grSfler als alas Maximum yon I/il (x)]. Wenn 

geset~t wi~, erhalten wit deshalb 

1,~o (=)t < 1 , ( f  i :~ t ~ dV~ r + f lx i  ~ dV~ (x)). 
In diescr Weise kSnnen wit welter gehen. Bei iedem Schritte gelten die. 
selben Uberlegungen, und wit erhalten schliefllich 

I < k Z l "  . ~=:t" 
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Wit wollen die Funktionen F,, (x) und ~ ,  (x) nKher in Betracht 
ziehen. Man finder durch sukzessives Einsetzen 

t " (7)  ~'~(x ~ = f f  . . .  f f ( x  - t~ - t.: - . . .  - , ~ ) d ~ ( t ~ ) d V ~ i t ~ ) . . .  dU~(t,,), 

�9 , ( x ) = f f  f f ( x - - t ~  - t . . - -  - - t , , l ~ ( ~ , , o ~ ) ~ ( t ~ , o . , ) . . . q ~ ( t , , , ~ ) d t ,  d t ~ . . . d  

Ftihren wir die dureh (l'i gegebene Funk~ion U(x) ein, so kSnnen wir 
die erste Gleiehung offenbar kurz sehreiben 

F,(x)---- f f(x -- t)dU(t). 

Andererseits ist bekanntlich der Wert des Integrals 

f f . . .  J ' v  ( x -  t, - t., - . . .  - t,,_~, ~ )q~ (t,~_,, o,,=~)... ~ (tl, ol)dt , ,_,  ... dt 1 

gleich q ( x , o ) ,  wo ~ - - , o ~  A-o~ + . . . - f - o g  und also, wegen unserer 
Voraussetzungen, (r = 1. Somit wird die zweite der Gleiehungen (7) einfach 

�9 . ( x )  = f f ( x  - t ) c f ( t ,  1 )dr ,  

und die Ungleichung (6) kann geschrieben werden 

r l f  f ( x -  t )dU( t ) -  f t'(x--t)q~(t, 1)dtl < k ~ ;txl~dU,;(x). 
, ~ t = l  t 

5. Aus dieser Ungleiehung erhellt sehon ein bemerkenswerter Zu- 
sammenhang zwischen den Funktionen U(x) und of(x, 1). Wir wollen 
abet ein pr~iziseres Resultat formulieren, indem wir eine obere Grenze 
fiir den absoluten Wert der Differenz 

x 

u(~t - .f ~ (t, 1 )at 
aufstellen. 

Wir setzen zur Abkiirzung 

(9) 
4 

und definieren eine von k abh~ingige Funktion g (x )  in folgender 
Weise. Fiir x ~ 0  ist g ( x ) ~ 0 ,  fiir x > l  g ( x ) ~ l .  Zwischen dem 
Nullpunkte und der Stelle ~ l i s t  die Funktion g(x) dadurch be- 
stimmt, daft sie nebst ihren zwei ersten Ableitungen stetig ist, wiihrend 

5hre dritte Ableitung in den Intervallen ( 0 , ~ )  und ( 7 ,  l) den Weft k, 

Wor  Dio 0  e io ngoo wegoo im In tervalle 

( 9~ miteinander vertr~glich und bestimmen eindeutig die Funkti0n g (x).e) 

~) Diese Funktion w~ehst im Intervalle (0, l) stetig yon 0 his 1. 
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Setzen wit in (8) einmal f ( x ) = g ( x )  und sodsnn f ( x ) =  g(x-+-I), 
was zuliissig ist, weil g (x)d ie  der Funktion f(x) auferlegten Bedingungen 
erfiillt, so erhalten wir die beiden Ungleichungen 

n 

und 

I f  g<~ - * + ,)a v ( , ) - :  ~ ( . r -  t + l)~ (,, ~)dtl <k ~ ' f l x  I '~ dV:,(.~, 

Welter. bestehen aber affenbar die Ungleiehungen 

r g(~ _ $)dU ( t) ~ f.dU ( t) < f g(x -- t § t)dU(t), 

und 
f g(x--t)q~(t, 1)dt< f q~(t,~l)dt< f g(x--t+Z)q~(*,l)dt 

l [ f  g(~-- t + l)q~(t' l )d t - -  f g(x--  t)q~(t' l )dtl < v~-~" 

Dutch Kombination allex dieser Ungleichungen ergibt sieh 

" 2 f  
,-=1 

Bisher ist keine Voraussetzung fiber die Gr6Be yon k gemaeht worden. 
Um zu erreichen, daft die beiden Glieder. der rechten Seite der soeben 
erlaaltenen Ungleichung in bezug auf die dort auftretende Integralsumme 
yon derselben Ordnung werden, bestimmen wit k gem~it3 der Gleichung 

= \ . ~ ,  l ,*t  u, , t .)  
t t~ l  

und erhalten dann mit Riicksicht auf (9), indem wit uns mit einer 
groben Absehgtzung des numerischer, Faktors begniigen, 

u ( ~ ) -  ~(t, ~dt < ~ ; j  t~t dU:,(~)). 

Auf Orund dieser Ungleichung k6nnen wit den folgenden Satz ausspreehen: 

Satz I .  Wenn die positive Zahl e~ nosh so klein gewdhlt is$, ist 
es mdglieh, die poaitive Zahl .q so zu w~hlen, daft ]~ir alle x 

U ( x l - -  e ~ _ d t  < ~, 

M~*themati~eho Zeit~brifl~ Xv 15 
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tt 

6. Wit lassen jetzt die i m w  2 gemachte Annahme v ~ =  1 fallen, O/t 
p = l  

fiihren dagegen die Voraussetzung ein, dab die siimtlichen GNiBen u,,, nur 
soleher Werte fiihig sind, deren absolute Betriige unterhalb einer gewi~en 
endlichen oberen Grenze d n liegen. Ferner setzen wir 

~t 

o i ~ r,;. 
!~,'= ! 

Es ist fiir jedes 1~ yon i b i s  n 

f zdu,,(~;~e)=O, 
und da 

(lo) 

sobald 

x~ dV,,(, ' , ,  z )  = ,.-~ ,,; = 1, 
/ * = 1 ~  i * : l  

exfiillen also die zu den  Verteitungsfunktionen tT~(r,x) gehSrigen Wahr- 
scheinIichkeitsgrSi]en alle Voraussetzungen des w 2. Wei~er ist of[enbar die 
Ver~eilungsfunktion der Summe dieser neuen GrSl3en gteich U(r,, x). Wenn 
e beliebig klein gew~hlt ist,, kann man also nach Satz I ~ so klein 
w~ihlen, dab 

X t a  

Nun ist abet 

n 

n 

V f  , 1 \ 7  F~ 
/*---1 / = l  

und weiter nac~h der oben gemachten Voraussetzung 

woraus folgt 
ca 
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Somit besteht (10),  sobald d ,  < ~. Denken wit mls in (10) ~ und ! �9 rn r~ rn 
anstatt x und t eingefiihrt, so kSnnea wir das erhaltene Resultat in der 
folgenden Form aussprechen: 

Sa tz  II. E8 seien u 1, u~ . . . .  , u Wahrscheintichkeit~yr6]3en, deren 
mSgliche Absolutwerte sdmtlich unterhalb der Grenze d,~ bleiben, und 
deren Mittelwerte sdmaich gleich NuU sind. Die Slreuungen dieser 
GrSflen seien ~1, % , . . . ,  (;,,, und die S u m m e  der Quadrate derselben sei 
gleich r~. 

] 
Wenn dann U ( x ) die Verteilungs/unkiwn der Summe u~ + u~ + ... + .u , 

bezeichnet, ~o kann zu ]eder positiven Zahl  e eine andere positive Zahl  ~] 
ge]unden werden, derart, daft 

x 

V (x) - ~ < ,, 

sobald 
(l+r 

Wit denken uus noch die GrSl~ez~ u,, sowohl hinsichtlich ihrer Anzahl 
als in bezug auf die Form ihrer Verteilungsfunktionen in der Weise ver: 
~inderlich, dal~ gteichzeitig d,, gegen Null geht und r,, einem yon Null 
verschiedenen Werte r ztistrebt. Dann ist nach dem soeben bewiesenen 
Satze gleichmdflig /i~r aUe x 

~, t ~  ~ 

l imU(x)  = ~ .  

Im Satze II und in der zuletzt gemaehten Aussage diirft~ der pr~izise 
Inhalt der ktassisehen Behauptung zu sehen sein, dai~ die Summe einer 
grol~en Anzahl voneinander unabh~ngiger kleiner Fehler dem Gaut~schen 
Gesetze folgt. 

7. Bisher ist es unser Zie] gewesen, in mSglichst einfaeher Weise zu 
dem Satze II zu gelangen. Wir stellen uns jetzt wieder auf den Boden 
der Voraussetzungen des w 2 und wotlen zeigen, daI~ die im Satze I 
ausgesprochene Bedingung durch eine weniger fordernde ersetzt werden kann. 

Es bezeichne ,s(x) die Funktian yon x, die ffir Ix I <  1 gleich x :* 
und fiir alle anderen Werte des Argumentes gleich x ~ ist. Eine kleine Ab- 
iinderung des vorigen Beweisganges wird uns zu dem folgenden Satze fiihren : 

Sa tz  IIL Wenn  die positive Zahl  ~ noch so klein genommen ist, 
kann die positive Zahl  ~ so gewdhlt werden, daft 

I5" 
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Indem wir zu den Entwickehngen des w 3 zur~iekkehren, nehmen 
wir jetzt an, dab die Funktion f(x) aul3er den dort angegebenen Bedin- 
gungen noeh der Forderung gcniigt, dall die Runktionen t[(x)l, 

lf '(x)l~und l ~ l  fiir alle x khiner als ~4 verbleiben. Ferner nehmen 

wit an, da$ a < 1. Mit diesen verst~rk~;en Annahmen l~Bt Sich der 
Inhalt des w 3 wie fotgt modifizieren. 

Da das Pro~ukt ~(z, t)~s in der Gleichung (2) den Ausdruck 

f"(~) t ' ( x - t ) . -  t ' ( x ) §  ~ t 

repr~isentiert~ und diese zufolge der iiber f(~) gemaehten Voraussetzungen 
kt ~ fiir I$ t>  1 absolut kleiner als -~- ist,. so kann man bei der Absch~itzung 

des Integrals (2) fiir Werte yon t auBerhalb des Intervalles ~ 1 < t < 1 
diese letzte obere Grenze benutzen, und es ergibt sich dann 

woraus folgt 

k iRI < -r 

Entweder ist nun 

O9 

+1 

oder diese Ungl~ichung best~ht nieht. Im ersteren Falle ist die Summe 
links, und also such das Integral 

~a 
gr~ller als X '  da ja a < 1 vorausgesetzt wurde. Im zweiten Falle zeigt 

uns die dann bestehende Unglei6hung 

-~. +~ +~ 

f'x~'dV f j ' ~ d V  3 ~ (~) + ~- dV (~) + (z) > u o ,  
�9 - -  1 , 7  t 
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wie i r a w  3, da~ 
+1 

fl ~ ,[~dV(,) > u 
--1 

und also 

f ~176 
Diese letzte Ungleichung besteht also ill jedem Falle, und wit ethalten 
somit 

i F ( z ) -  ~(z)[ < ckfs(x)dV(x), 
1 8 1 3 

Auf Grund dieser Ungleichung k6nnen nun dieselben SchIiisse ge- 
zogen werden wie im Vorigen. Da die s~imtlichen GrSl~en % kleiner als 1 
sind, bleiben die Entwickelungen des w 4 in allen Hinsichten giiltig, wenn 
wir iiberall 

anstatt 

~hreiben. Was die Entwickelungen des w 5 betrifft, gilt dasselbe, wobei 
jedooh zu beachten ist, da~ wit diesmal k hinreichend gtol~ annehmen 
miissen, damit die Funktion g ( x )  die der Funktion f(x)  auferlegten neuen 
Bedingungen effiille. Mit Hinsicht auf die am Ende des w 5 getro~tene 
Wahl des Wertes yon k bedeutet aber dies nut, dal3 die Summe 

(11) j~-Tfe,(x)dU,,(x) 
hinreichend klein sein sell, was wir o~[enbar annehmen diirfen. Hiermit 
ist die  Richtigkeit des Satzes II[  dargelegtT). 

Es ist zu bemerken, da]~ die 8umme (11) immer einen bestimmt.n 
endlichen Weft  hat, solmld die Streuungen dot OrSBen u~ endliche Werte 
habon. Hinsichtlich des allgemeinen Verhaltens der Verteilungsfunktionen 
U~ (x) im Unendliehen kaan also nicht weniger gefordert werden, als in 
der Bedingung des Satzes I I I  enthalten ist. 

~) Es verdient vielieicht hervorgehoben zu werden, dab dieser Satz, wie man 
leicht findet, noch giiitig bleibt, wenn die Funktion s(x) wie foigt definiert wird: 

s(x)=lar s fiir [xl<2.o 
s ( z ) = o , , :  ~ l x l > e ,  

we e eine positive Zaht bedeutet, die beliebig klein gewghlt soin kann. 
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(18) 
beriickfichtigen, 

8. Der Inhalt des Satzes III kann in verschiedenen Formen aus- 
gesproehen werden. Um eine zweite Fornmlierung desselben zu,erhalten, 
wollen wit zeigen, dall zwisehen der Integralsumme (1 I) and der Differenz 

,2) ~-  j e, r j ~ev,,(x) 

ein soloher Zusammenhang besteht, dal~ sie imraer gleichzeitig unendlich 
klein werden. 

Indem wir m i t e  eine kleine positive gaht bezeichnen, nehmen, wit 
an, dai3 

2 } f  ~ix)ev,(:x) < ~ .  

Wenn , eine positive Zahl, kleiner als l, bedeutet, ist offenbar 
/' 

woraus folgt 

= ,u----t 4~r 

und weiter, wenn wit die Oleiehung 

ZjVev,,(~)= 1 

n + 3  

1-2: [~~ <:- 
- - I  -- t :  

Die linke Seite dieser Ungleichung ist also fiir ~ > ~ kleiner als Ve; 
fiir z < 1/~ ist sie offenbar jedenfatts kleiner ats l .  Nun ist die Gr6Be 
(12) nichts anderes a]s das zwisehen den Grenzen 0 und' t gebildete 
Integral dieser Iinken Seite in bezug auf ~. Indem wit' das lntegrations- 
intervall in die zwei Teile (0, V~) lind (V~, 1) zerlegen, erhalten wit 
deshalb 

I n +,t 

Also wird die OrSBe (12) immer unendtich klein, wenn (11) unendlich 
klein wird. 
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Umgekehrt sei angenommen, datl 

1 1~ + t  

0 #=1 ~ " 

Indem wit mit 2 eine Zahl zwischen 0 und 1 bezeichnen, kfnnen wir 
diese Ungleichung in der Form 

x'd~,, ,  x x ' d U  x)  > l - -  e 
, u ~ - I  - - r :  " �9 = - -  

schreiben. Wean wir im erstcn Gliede links die zu integrierende Summe 
durch ihren Were fiir ~ 2 ersetzen und im zweiten Oliede statt der 
8amine den Wert 1 setgen, wodurch die linke Seite nut vergr61~ert wird, 
entsteht eine Ungleichung, die dutch Division mit 

z~dU, , (x )  > 1 -- T 

gibt. 8etzen wir bier ~ ~ I/~., so ergibt sieh 

o 

- ~  

und weiter mit Riieksieht auf (13) 

n -~f7 n 

= / ~ ' = l  -F~F.  

woraus folgt 

> 1 -  1/~ 

x'-' d V. < VT, 

Fiigen wir hierzu die wegen (13) offenbar riohtige Ungleichung 

so erhalten wir sehlieBtich 
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Der Zusammenhang zwischen den Griillen ( 11 ) und (12), der aus dem 
Obigen erhellt, zeigt uus, daft wir im Satze III  (12) anstatt (11) ein- 
fiihren kSnnen, und wit erhalten somit den folgenden Satz: 

Satz IV. Wenn die pos@ive Zahl ~ beliebig klein gegebeu ist, kann 
die positive Zald ~ so bestimmt werd~n, daf t / i i r  jedes x 

sobald nu t  
l n +~ 

O. Die Ausdehnung des obigen Satzes auf die Summe yon Wahr- 
seheinlichkeitsgrSl]en mit beliebigen endlichen Mittelwerten und Streuangen 
ist unmittelbar. Es ergibt sich der folgende Mlgemeine Satz: 

Satz V. Es se/sn U~(x-), U . (x )  . . . .  , U.(:v) die Verteitungs/unk- 
tlonen der Wahrscheinli~Jd~ffegrdflen ua, % , . . . ,  u , ,  die endliche Mi#e.l- 
werte und Streuungen besiOam. U(~) :~ei die Ve~eilu~gs/unhtion der 
Summe u a + % + . . ,  + u . ,  und es werde geselzt 

f x d V ~ , . ( x ) =  b,,, ~__.'bf.=B. 

~ z ' d  U,, (x -I- b,,) = o",,, ~ ,  oX = r  ~. 
,~1  

Wen n die ~osillve Zahl ~ beliebl 1 kleM geqeben isl, iel es mOolich , 
eine positive Zahl ~ so zu beslimmen, daft ]iir ~edea x 

Jg ~ t 2  

8~r, ld, nur 

Um die Riohtigkeit des Satzes ei~usehen, bemerke man, dsl~ die 
WahmeheinlichkeitsgrSl~en, deren Verteilungsfunktionen U~ (r,  x -}- b~) sind, 
alle Bedingungen des w 2 ediillen, und datl U (r ,x  ~- B,) die Verteilungs- 
funktion ihrer Summe ist. Wenn man den Satz IV auf diese neuen GrSllen 
anwendet, ergibt sich unmittelbar das obi~e Resultat. 
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10. Wenden wit den erhaltenen Satz auf eine gegebene unendliche 
Reihe yon WahrscheinlichkeitsgrSi~en uz, u~ . . . .  mit den Verteilungsfimk- 
tionen U~ (x), U.~ (x), .. : an, so ergibt sich mit Beibehaltung der friiheren 
Bezeichnungen und der Annahme der Endlichkeit der Mittelwerte und 
Streuungen das Resultat, dab gleichmdflig /~r aUe x 

lirn U (r,,x -t- B . )  ----- d t  

w e n ~  
1 n -~r 

limfd  -' fveo-dV,,(r.x+b.)=l. 
n = ~  0 / L = l - - r  

Man erkennt ohne Schwierigkeit, dal~ dieses Resultat eine Erweiterung 
des im Eingange dieser Arbeit erw~hnten Satzes yon L iapounof f  bildet. 

(Eingegangen am 20. November 1921.) 


