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11.

Ziweiter Nachtrag zu der Theorie der analytischen
Facultaten (Bd. 35 und 38).

(Von Herrn Dr. Otiinger, Prof. ord. an der Universitit zu Freiburg im Breisgau.)
(Schtufs der Abhandlung No. 2 im vorigen Hefte.)

§. 11.
Integrale des Binomiums (ax-}-5)".
Wi stellen die Integrale des Binomiums (ax--b)" hier vorerst ohne
Riicksicht anf Constanten in der zur Anwendung brauchbarsten Form zusammen.
Sie werden auf dem friher bezeichneten Wege gefunden und sind folgende:
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Besondere Fille sind:
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"+ (@ )'*E’Z 17l by
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Alle in (§.9. und 10.) gefundenen Bestimmungen iber die Giltigkeit und
Darstellbarkeit der dort entwickelten Ausdriicke und iber die Ordnung im Inte-
griren finden auch hier ohne Beschriankung Anwendung.

Die Harmonie zwischen den Differentialen (§.5.) und den Integralen
des Binomiums (ax-|-b)" zeigt sich auch hier ganz deutlich.

§. 12.
Fortsetzung.

Um die Constanten in die Entwicklung aufzunehmen, ist es am besten,
von dem ersten Integrale zu den hohern iberzugehen. Das Integral soll dabei
immer von O bis x genommen werden. Man erhilt dann

fop  @rtO o @by b
J (@xtby oz = "otna TO="TiDa T GiDa

2 N a 1 bn 2
S tax by tozy = ‘(jjjrrf}: +01)ax+cg=a%ﬁ+aw+q

__ (ax-b)"+? bty 2 .
— Wt at T nfla  (n—2p1g*
Geht man auf diesem Wege weiter, so ergiebt sich folgende allgemeine Gleichung:

) / “(ax | b)"(dx) = / "(azx 4 b) (dx) + / ey (Y
AR A ACL el
4/ 'C,_a (8 + /C,_laer/ ‘(o)

oder nach (1. §.9.)
r n , {nl1 byrtr (" 7 A r— e r
R) f (‘”‘"‘l‘b) <aw) = f?ﬁtaz + 1f—1|1 + 1i2|1 "{' 1:1341 +
&=zt

Diese Entwicklung, obgleich nur auf eine bestimmte anctlon ange-
wendet, lifst sich, wie leicht zu sehen, auf jede andere ausdehnen. Daraus
ist zu entnehmen, dafs mit einem Integrale von der ersten Ordnung augh r
Constanten von der in (1.) verzeichneten Form verbunden sind.
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C, ist die Constante, welche die erste Integration (Integral der ersten
Ordnung), C, die, welche die zweite Integration der Function (Integral der
zweiten Ordnung) fir sich liefert u. s. w. C, ist daher die Constante des
Integrals von der kAten Ordnung fir sich. Es ist also nicht nothig, alle Inte-
grale zu durchlaufen, um die Constanten darzustellen, sondern nur das Gesetz
anzugeben, wonach sie im einzelnen Falle gebildet werden. Dies geschieht,
wenn man das kte Integral der gegebenen Function sucht und 2 =0 setat.
Demnach ist im Allgemeinen:

@) C=["f@=00a),

r—k ) Cr xmk r—k k
@) fT @yt =5 = [T [ f@ = 0)a)] 6y
Fir die Gleichung (1. oder 2.) ist

{nlt hn+k — {nit pn+k gor—k
) 7 C@0} = ) (i) 02 = et
und es ergiebt sich aus (1. oder 2.) folgender entwickelte Ausdruck:

©) f s byory = [ — rti

ar

~G. -G S = G-

bn+r—l.1 » bn-{-r
—<n+r-——i),__1 a1 _<n+r r a ]’
wenn der Kirze wegen
( r ) __r=) ... =K+ Pt
nt+k/x — (ntk)y(mthk—1) ... (n+1) — (k)T

geselzt wird. Diese Erorterungen filhren zu dem folgenden Satze:

(7.) Ein Integral von der rten Ordnung hat r Constanten.

Die Constanten der Integrale, deren Exponénten echte Briche sind,
werden auf gleiche Weise wie bei den Integralen mit ganzen Exponenten
gefunden und man erhalt

Lz 2 n|1 n+ 2 n|1 ""'_
/q (ax+-b)"(Ox)! = Iaxtb) o 4+C ud C = L

2l 2
1 +‘llla 1"*7 lll/a”

Es ist daher
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Das vorliegende Integral hat also nur eine Constante. Dies recht-
fertigt sich einerseits dadurch, dafs nach allen bisherigen Entwickelungen die
Entwicklung eines Differentials oder Untegrals, dessen Exponent ein echter
" Bruch ist, als eine in sich abgeschlossene, einheitliche Rechnung zu betrachten
ist, welche nicht durch Wiederholung geschehen, oder in mehrere andere
Rechnungen zerlegt werden soll; andrerseits aus dem in (7.) angegebenen
Gesetze, welches jedenfalls den Schlufs in sich begreift, dafs ein solches In-
tegral hochstens eine, wenigstens nicht mehr als eine Constante haben kann.
Die Unterdrickung aller und jeder Constanten fir (8.) steht aber offenbar mit
den Elementen des Integrirens im Widerspruche. Hierdurch dirfte folgender
Satz gerechtfertigt werden: :

(9.) Ein Integral, dessen Exponent ein echter Bruch ist, hat
nur eine Constante.

Da nun ein Integral, dessen Exponent ein echter Bruch ist und in
dem Schema (10. §.2.) in dem Intervall O und 1 liegt, nur eine Con-
stante hat, so lifst sich mit dieser Bemerkung auf das Intervall (1 und 2)
ubergehen und folgern, dafs ein Integral, dessen Exponent in dasselbe fallt,
nach (8. und 9.) zwei Constanten hat u.s. w. Diese Schliisse fihren zu fol-
gendem Satze: :

(10.) Ein Integral, dessen Erponent in das Intervall r und
r+1 falle, hat r--1 Constanten.

In den Satzen (8 bis 10.) ist die ganze Lehre von den Constanten
enthalten; die sich auf eine sehr einfache Weise ergiebt und wie von selbst
sich feststellt. Liouville nennt sie ,fonctions complémentaires” und behandelt
sie sehr weitliufig (Journ. de I'éc. polyt. T.XIII, p. 94 —106).

Wir setzen die Stelle her, in welcher er die Resultate seiner Unter-
suchung iber die Constanten (p.94) niederlegt. "

yRelativement aux différentielles a indices quelconques, j’ai trés-long-
ytemps regardé la question des fonctions complémentaires comme la plus diffi-
scile de toutes les questions primordiales qui se présentent dans le nouveau
ycalcul. Je crois étre pourtant parvenu a la résoudre enfin d’une maniére
Hfort simple, aprés avoir découvert la singuliére analogie des fonctions algé-
,briques entiéres et des fonctions exponentielles a exposans infiniments petits,
stelle que je l'ai établie dans le paragraphe précédent. Je rappelle en con-
»séquence que celte analogie consiste en ce que toute fonction expanentielle,
,a exposans infiniments petits, peut-étre transformée en une fonctions algé-

20*
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ybrique entiére, et vice versa. Voici le théoreme- auquel je suis arrivé: La
pfonction complémentaire qu'il faut ajouter a la différentielle d'un ordre
Jquelconque p, est une fonction algébrique entiére d'un nombre limité de
ylermes dont les coéfficiens sont arbitraires. Cette fonction se réduit a
y2€ro quand u est entier posilif, et a:
C+Ca+Ca+ -0 +C_ ™t

yquand p est un nombre enlier neyata'f —n. Mais en géneral, le nombre
pdes termes quelle renmferme est indéterminé, quoiqu’il ne puisse pas étre
pinfini. Le sens précis qu'il faut attacher au théoréme énoncé, sera nettement
Lixé par la démonsiration que je vais en donner en exposant la suite des
pidées qui me l'ont fait connaitre.”

Man wird in der That uberrascht, ihn von schwierigen Fragen bei
einer so einfachen Sache reden zu horen. Dergleichen ist allerdings maglich,
wenn man kinstliche und verwickelte Wege statt einfacher und elementarer
betritt. Bei allen seinen Erorterungen entwickelt Liouville nur den Satz (8.),
und diesen nicht concis. Die beiden andern, von gebrochenen Exponenten,
(9 und 10) hat er ubersehen. Die Behauptung, dafs ein Differential keine
Constante habe, versteht sich von selbst. Aus gleichem Grunde kennt er
auch den Satz (29. §.4.) nicht, worauf der Calcul fihrt und der als ein Ana-
logon der hier gegebenen zu betrachten ist.

Wir nehmen jetzt unsere Untersuchung wieder auf.

Nach den in (3 bis 5.) entwickelten Gesetzen lassen sich die Con-

n

stanten fiir jede besondere Form des Binomiums (x4 b)" finden. Fir (azx4- b,
(ax-}b)™" u.s. w. sind sie

r—k ;n+k
a1y 7 Gy =
\ Zpk) ar-hgk

1 , g tE pr—k
IR CIN Y ak ?
wm Tk >k
b-—n-{-er—k b""""‘x"‘k
—% __ __
(1.2 ) / Ck(aﬁ)r ( n+k)kl‘l1,r'“lak - 1rll (_n+1g>

u. s. w.; woraus sich die besondern Formen fiir (1. und 2.) leicht ergeben.
Es ist noch zu untersuchen, welchen Einflufs die verschiedene Ordnung
der Ausfihrung des Integrirens auf die Resultate hat. Aus (1.) folgt unmittelbar

wl‘"k

l
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(13.) / ™ (az - by (0zy
= [ (az fby @yt [T C@y [Ty

L +/r+8—7‘Ck(ax)r+a—k+ cee +fCr+s—1 6x+ Cr-H'

Hier gilt die Bedingung, dafs & nicht grofser als 7-}s sein darf.
Wire es grofser, so entstinden Integrale mit negativen Exponenten; d. h. sie
gingen in Differentiale iiber, und dies widersprache der Aufgabe.

Zur Bestimmung der Constanten in (13.) dient

sy f R (D)

{nlL hnt-k gort-s—k

:/r+s-x[/~kf(m = 0)(dz)]| (Bay+—+ = TR F R gk

Integrirt man (ex--56)" zuerst nach » und dann nach s, so erhalt man (13.).
Integrirt man zuerst nach s und dann nach r, so ergiebt sich

(15.) / " (az 4 b) (D)
= " @t by @2yt [T C @y [T C Py
o[ oy A fC 82 C

und man sieht die Identitit von (13. und 15.). Die Gleichung (14.) bleibt in
Kraft und man hat in Ricksicht auf die Constanten:

16) [ ezt br@art = [ (aw4 by @2y
d. h. die Ordnung im Integriren ist bei ganzem  und s gleichgiltig und es findet
sich bei verschiedener Ordnung das gleiche Resultat. Dieser Satz behalt seine
Giltigkeit fir jedes beliebige », unter den fiir letzteres bekannten Restrictionen.
Anders wird sich der Fall gestalten, wenn s ein echfer Bruch ist.

Halt man sich zuerst an die Formeln (13.und 14.), betrachtet r-{——";l

als zusammengehorig und setzt allmilig 1, 2, 3, ... », r4 —;1., so ergiebt sich

avy f T 0wy (@) T

nir+ L2
— 1n|l[ (ax4-b) iy _ bﬂ+1_xr—lg/“vp bn+2xr_z.h.p

P 4 L L
1" Ilar+q TR Y U P UL T M Pt
% ol g nir+ L2
‘ btk gpr=ky/ oo brt+ry/ 2P b 9
e — > — e — . _— - .
Lo =1 =l 9
i,.+k]11'+q I at {ntrityg U gr i”+r+ql a"-/aP
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Setzt man aber allmilig die Werthe 1—[— p .. r-}-—qp— statt &, so wird:

asy '+'<T(ax+b>f-.(am)’+?
- m[ @t § e 8T

2 P P P
ntr4—|1 L |1 q n4 — 1|1 9
T 1”+qli’111/ap A" T gy g
ntk+ L2 ntr+L $r4 P
T b iy b a
> —res — > —_ > = I
n4 —-k|1 9 14— r—1H1 q ngmtr|l T
1 ' ¢ 1=Kt gky/ gp 1 9 a—tyar 1 ¢ a 9

Die Verschiedenheit von (17. und 18.) liegt deutlich vor. Sie ist durch die
verschiedene Ordnung im Integriren bedingt.

r _B r+£—
Man kann auch ZIJ i (ax+b)"(0x) 7 gelangen, wenn man zuerst nachr
und dann nach —;l integrirt. Dies giebt '
) p
r+F wynont e g [9 [(ax byt brtigrt b2 g7
/ ! (aw+b) (0x) =1 lt/‘ Intrilgr eIl {r—1L  {ut2l{r-2lge

- bn+k1.r-k hrtr-1 hrtr .
TR Kk~ T T qadr-dligr-l | qntrilgr ] (3-7") .

i

Wird nach —g— integrirt und die Constante fiir
byn+r
SR oo

a9 /r+7p (az 4 b)"(@w)”a-

zugezahlt, so ist

P P p
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— {1 (sx+b) . bty 9 b2y g
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btk q prtr—1g Ty
LA — _p — 9 e p
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L2l 2h 2
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Eben so lifst sich ‘(a.z'—}—b)” zuerst nach -;’I-’- und denn nach » intégriren.
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Dies giebt

/H..L‘-’B(az'—{—b)"(aw)w"_p =/r</;(ax+b)"(8x)9£>3m'
1"l‘(ax+b) 1nllb"+£ .
== — - oxy.
‘/ ( "+qp]la6£ G )( K

Wird nun fir die eingeklammerten Ausdriicke allmilig das rte Integral durch
wiederholtes Integriren eniwickelt, so erhalt man

(20.) ya T (aw L by By T
_ 1n|1(ax+b) +/ C,,(Ba:)'+/ C (61‘)”'1—}—

3
n4-r4+ —|1 r +
7

1 f Ck+$(ax)r—k+ e /Cr_lw,,a.zq-cr%

p P P
n+r+— n4— ntrd—
_ | et T B g
—_ — ~ — > _— e
4 P —|1 q =
1"t ll 7 i"+‘7| 171ty ar 1"y 'l'i""”‘a;’/ap
PR Pira q
bt +q xr-k pre x b/ bP
+k+2lx q b L fretfi q - RATE )
1"y ' i'_-*llaky/al’ 1 ¢ a1y apP gt a"yaP

Auch dieser Ausdruck ist von (19.) verschieden. Dagegen stimmen (19. und 17.)
und (20. und 18.) iberein.
Aufser den genannten Entwicklungsarten lassen sich auch folgende benuizen:

@) [Tty = 2 ([ oty @ay)
q

©@x) "7
r o 4 r—21..P P
— 171t (azx - b) " + + C,x N 1 G C,x g + L G2 C.x9 +c
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0x)"~

{oit e :
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Auch diese Ausdriicke fallen mit (17 bis 20.) zusammen und man sieht
die oben ausgesprochene Behauptung auf drei unter sich verschiedenen Wegen
bestatigt. Die in (17 bis 22.) gegebenen Entwicklungen gelten nicht blofs
fir ein ganzes positives, sondern fir jedes beliebige n. Dies giebt den Satz:

(23.) Die verschiedene Ordnung bei Darstellung des (r—} —(';—)ten In-
tegrals von (ax--b)" ist nicht gleichgiltig und man wird durch

r+ 2 b2 . Pyr
ST @by @)yt wd [ @zt by o)
auf verschiedene Formen bei Beriicksichtigung der Constanten gefiihrt. Bei

der Darstellung bestimmier Integrale darf man das Gesagte nicht iibersehen.
Specielle Fille lassen sich leicht entwickeln. Es ist z. B.

@) [ (218702 = prit (atby (et b)—byb)
u S. W.

§. 13.

Integrale der Logarithmen.
Auf die in (§.9.) angegebene Weise erhilt man:

(0 ]
1) / .z‘) = (_1)?Efr—1|1'

r unterliegt hier keiner Beschrinkung. Man hat daher fiir ein gebrochenes r

P L2 - 1P i
9 9 (Ox)9 log.r (—1) 9Iplogax (—1) 9logad
( ) q = == P = p '
' vor 17" 7l
Ferner hat man fir jedes ganze und gebrochene r folgende Formen:
1 1
3) /’(6.r) log 2" logz™ log 2 _ log 2+
(_1)r-—1nlr—1|1 = (__1)r-lir|l - (_»l)rir—-]]l - (_1)r1r|l
_ log ax __ log(ax)
I ey Lo Sy E '
Eben so ist.
1
4) /' (ox) — log(ax+4b)  log(ax4by log ax+b
(ax+b)' (___1)r—11r-—l|lar - (_1)r—1”1r-1|1ar - (_1)r1r-mar 2

1
(5. /., (a.r)‘lp= logax+b) _ _ log(axfby '°ga‘.z~_-|?5

Py P £, P P P !
(ar b7 (7 T e () ats e (i e
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v 2
(6.) / (B.z') q logx . g logx *3
r+-—- - Lo LA
(—1) 19 e ()9 li‘lll(p-l-q)'lq
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r+—r—,
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1o __._i*
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Sodann ergiebt sich aus (1. und 4.)

-5 (ax)r-rs
s f —
_/‘<* log (ax +b) (O.x)®

5 ()
) / “(ax o)y

r+_f_) f+-—
(10.) / 7 (EZZ g

(11)
(ax 87

p
T @)

> .
——1j1 q
I prlq ar Y’up

*s logar(dx)s

'F_—f)_r'lTFllTa

(__1)r-—1 1r—1jL a’ 9

- /' log & (0x)"
_ 2
L 17—1]1

(—1)7
r log(ax+b) (Oxy

Loy P9

)7 AT Ve

Diese Gleichungen weisen auf die hohern Integrale von log  und log (¢ - b) hin.

~ Stellt man den hier gefundenen Resultaten alle’ schon in den friihern
Paragraphen erhaltenen zur Seite, so ergiebt sich

(ax)"
yar

~n
—179

a2y f7

P

: 7 @0a) T 177l
(13) ./ qx?’ —T.2.3...r

(10. §.9.),

(4. §.10.),

7l

Ply
. (a ) 177y
as) f L8
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2 2 -2
(15.) /‘q (B.r)q—e _ 41 qq . §.11),
(ax+0)7 Va?
re 2 r+2 -2|x
16. g (Ox) 9 — 1 9" (ax4b) & 11
w S (azb)7 pradw ST
)9
(17') /r+$ (ax)r+q_p — 1_;’,'1’,’.
(ax+ b)r+<7_r (—=1)rple ar;’/ap
~Pn
1 ql q"

= — (1. §.11.).
pe+q) ... (p+r—1)g)avVar
Man sieht leicht, dafs die hier gegebenen Integrale zwei verschiedene Werthe
haben. Bei Liouville findet man sie nirgend erwahnt.
In allen diesen Darstellungen sind die Constanten aufser Acht gelassen.
Sie folgen den in (§.12.) aufgestelllen Gesetzen.

§. 14.
Hohere Integrale von logx und log(ax+b).

Die hohern Integrale von logax ergeben sich auf folgende Weise:

/logw ox = zlgr—uz,

2 2 2
2 x'logr  3x :
/ logz(62) = — 5 —T3.12°
3 3 3
3 x’logx 1z
/l"g“’(a‘”) = T23 123.123° .
4 4 4 ’ )
e X'logr 50z
S logz (o = {785 1.2.3.4.1.23.4°

u. s. w., wie sich Dies leicht durch Differentiation zeigt. Dies fihrt auf die
allgemeine Form

. r . rlogx A,
Ay [ logx(owy = T8E_ AT

Die Darstellung dieses Integrals beruht auf der Angabe des Zahlen-
Ausdrucks A,. Die néhere Untersuchung zeigt, dafs derselbe auf folgende

Weise zusammengesetzt ist:
A.l = 1,

4, 4 o AN_ 142 c4, 2
1.2.1.2 —"f(i.z+ 1 >“‘1.2.1.z—1.2.1.2’
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4, . o (1.2434,\ . 1.241.312.3
1.23.1.23 — F(i 23T 2 T. 2> s\Tes12/ =% 13312
e, 2,9
T 1.2.3.1.2.3 °
4, _ 1.2.3444,
1.2.3.4.1.2.3.4 i-(i 2.3. 4+ 1.1.3.1.2.3> 1 1.2.3.4.1.2.3
_ 1.2.341.2.441.3.442.3.4  €(,2,3,4)°
- *1.2.3.4.1.2.3.4 T 1.2.3.41.2.3.4°
A, __1( 1 + “ 4, I1234+5A
1.2...5.1.2...5 >\.234.511.23.41.23.4/ 51.2..5.1.2.3.4
1.2.3.445.0(1,2,3,49° __ C({,2,3,4,5*
- 1.2...5.1.2...5 T 1.2...5.1.2...5
Das Fortgangsgesetz liegt deutlich vor Augen und hat folgende Form:

: 1 Ay 1. 2 3 (r—i)—l—rAr_l
() 1ritgrit —_r_<1.2...r+1.2 L(r—1)1.2.. r—1)> rd20r

2...r—1)+70d, 2, ... r—1)—2
1.2.3...r.1.2.3...7 )

Nach der Combinationslehre ist
B) 1.23..(¢—14rCH,2,...r—1y*=C1,2,3,...7)",
denn es ist

Clay, ary...a)" = aa,..... a,_, = ly........ a,_,
aa, ..... a,_,a, ala,a, ..... a,_,
a@a, .....4,_34,_,4, aa, .....a,_sa,_,
Gay ... Br_yl, 26,14, @, .....0,_,8,_,Q,_,
a,a,a,...4,_,8,,4, G,0,0,...6,_,06,_,
a,a;a,...8,_,a,_,8, 6,8:04,... 0, ,a,_,
a,a;a,...8,_,a,_,a, 6,8,0,...G,_,d,_,

= a,a,a;... a,_,+a.Cla, a,, a5,...a,_,)"

Man erhilt daher fir das rte Integral von logz:

r ; . "lo cd4,2,3,. r)"“.z"’
) /IOg‘”(a"’) = xirl%x 1;3 —~1.2.3.

Hier bedeutet C(1, 2, 3,... )" den Summen-Ausdruck fir die Verbindungen
ohne Wiederholungen aus den Elementen 1,2, 3,...7 in der rten Classe.
Er findet sich wie folgt. Es ist.

21*



160 11. Ottinger, zweiler Nachirag zur ‘Theorie der Facultiten.

Cd, 2,3, ty = 1.2.3...r(§ F 4+ o)

und ferner, nach (S.260, No.556) meiner Lehre von den aufsteigenden Functionen:

1 11 1
Vb dtdtdt o = logrto—ms 4 poe — 2527 - +C,

wem C=0,5572156 ... ist. Hierdurch erhilt man

r ) r] 1 1 .,
) f logz(dxy — TIEL _ T 2 (0gr 4 o — s f o — - )

‘Z-T

x x7 1 1 1
= 1msr eyt S et e — T O
Fiir nicht sehr grofse » sind die Zahlen- Ausdricke von C(1, 2, 3, ... 7)™
am zweckmifsigsten. Sie sind
(6.) 'Al—:'l, A2:3’ A3:11, A4:50, A5:274, A(;:1764o

Die hohern Integrale von log(ax &) ergeben sich nun leicht. Man
erhilt, okne Rucksicht auf die Constanten:

/log (ax+b) Ox ——1— M+ ——log(ax+b)— “x+b

f log (azx 4 b) (0x)* = (x+b) log(am—{—b)—i:;—(z”.f{.iz%,

) / log(aw—[—b)(@m)s_—- (ax+b) log(am-{—b)———m"{—b)a

1.2.3.1.2.3a*°
r—1 b"
e 0 o e

Mit Ricksicht auf die Constanten ist nach (§. 12)
(8.) /rlog(a.z'-l—b)(ar)r — (axtbyloglar+h €1, 2 3.0 ezt by

171t g 1rivqrit g7

G, a1

C 3
+ 1L + 1,_.," —,— 13r_3“ “l_"'—l'cr—lx"i‘cr-

Hier ist
- 0(1,2,3,...r—k) 1
(9') ' Cr-k = - 1r—k|l r—k (l b— ( 17‘—7‘1; c ).
Benutzi man die hier gefundenen Werthe, so ergeben sich: aus (10. und 12.
§. 13.) folgende Ausdricke:
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11.
p
/ /f @07 logx 1,
&xp (_1)q£_1 1q_p_m M
a2 -k
a 1
/ —q-—(-qﬂ-—q—— = s (*logz —a),
VP
24 L 242
g (dx) 9 x? 3
: = logx — —
(10.) / . 1.2M( g 1.2>°
3+ P 3+ L2
q (a-l') 9 . x3 11 .
/ 9 = 1.23M O"g""”‘T.?a’.‘s" ’
VP
r+ 2 r+L . '
g Ox) 9 X c1,2,...ry1
x/ 7 = 1M (l"g“"‘ 1.23..r >’
\ l/-z'p
p P i
| [T (9x) log(ax+b) 1 v
! 2 ' Py Papng = —N-log(aw—[—b)—}-(;,.,
(ax+b)7 (=19 49 Var
1+.£ 1+£
dx) 9 b
7 (0x) = "Jv}; (log(az+86) —1)+ Ciz} C,,
(ax+b)7
2+_p.. 2+-r-’
g @x) 9 _ (ax+b)?
1) / O = 12N (l°g(““’+b)"’_>
C 2
a3z +Get6,
ot P
1‘+$ (ax)+q _ (a.z'+b) (lo (az'..l—b) )r— )
7 T {iiNg \98 3...
(ax+b)7 c St
1 g X7 G,z
+ i “{‘ 2r..1|1 + 2|1 +
1 1 1
N

Die Constanten finden sich aus (9.) und nehmen noch den Factor

Geht man auf specielle Fille zuriick, so erhilt man:

auf.

4 in sich
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/“I (x  y—llogx
Yz Yn ’
% (ox)} 1 '
f (,/2) = Yl (logz —1),
(12) i @)t ,/_1 .zt
/ Yx  1.2y=m (logx—ﬁ)’
T Qa)t  Y—1.2° 11
/ Yoz . 1.2.3¢/x (l"g"’_ﬁ._s‘ ’
¥ (Oxpt ‘ }/ 1 —1
Viaa 5 = Ve 08 (40— ;/(n iay 088
T @x)i  (axfby— _
Var 1h) — avina  (og@@+8—1)
(13) _ xvV—1)logh by logh —1
Vina)  avimay (080 —1)
3 (Ox)? _ (ax4-b)*v— (' .z‘
}/(ax-l-b) 1.2.a%*y/(na) (log (ax-8) — §) — G,

Den in (12) gegebenen Ausdrﬁcken stehen aus (13. §. 13) folgende

T YR S
/ (yi) = ¥
2 ox)t
/ (/2 = zy7,
14.
(1) 3 (0x)% __ xn
Y = 1.2
/"}(ax)‘} __ xYm
Yz ~  1.2.3°

und den in (13.) gegebeneh aus (16. §.13.) folgende

3 (ax)‘} . -]/_ﬂt.
Viexr+b) — va’
3 (02 (ax+b)Vn
. Ve ts) —  afa T v

(15.) "3 Q) _ (ax+ b)Yz

y’(ax—l—b) — 1.2.3.a4*Va +C‘w+0“
i (Qx)t (ax 4 b)*Vm

¥( a.z'—}-b)

zur Seile.

*”:1230.3,/0.;+12+C2 + G,
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Von den in diesem und dem vorhergehenden Paragraphen gegebenen
Darstellungen hat Liouville die zwei ersten Integrale von (No. 12. im Journ.
de Péc. polyt. T. XIII, p. 161 et 162) entwickelt. Das allgemeine Gesetz,
welches hier vorgelegt ist, fand er aber nicht. Eben so wenig kennt er die
zweite Art von Ausdricken fir die namlichen Integrale, die in (No.14. und 15.)
zusammengestellt sind; denn er sagt nur, dafs die Integrale der vorstehenden
Art auf Logarithmen fihren.

Dafs die obigen Schliisse richtig sind, soll nun auch noch durch Anwendung
der in (20. und 21. §.2.) angegebenen Verfahren nachgewiesen werden. Es ist

La6) SO — [ ) =L Desai. §.3)

y—
=z

log .
Ferner ist

A7) /% (8x)t (ax)*-/( (a.r)i ——2)r = 2.}yn = yn (6. §.3.),
(No. 16. und 17.) sind die in (12. und 4.) auf anderem Wege gefundenen
Werthe. Aus den in diesem und in (§.13 und §.6.) gefundenen Resultaten
geht hervor, dafs man bei Logarithmen nicht direct von den Differentialen
auf die Integrale, und umgekehrt, ibergehen kann. Hier gilt also der Satz

J =0

§. 15.

Integrale von a*, sinx und coszx.

Folgende Ausdriicke finden sich leicht aus (§. 7. und 8.):
r X ebx
Ay flo @y =g, @) [ e ey =,

nicht.

@) / & (8x) = e, (5.) f a* (0x) = T———i_)g’a—:g_a?“’
@) [0y =g, 6) [ 00 = S
@) ) @ @ayt = b—,,(Tf)%)T

8) f "sinmz (dz) = s____________in(mxm—r—r.%n), ’

) / "cosma (0xy = SEME—rAm

mT
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(10.) /r+s sinmx (0x)+ = sm(ml‘——b-l—s)gn)

mr+:

(11.) /Ir+scosvnx(a$)r~+s _ cos(mx—(r+s)3m)

mr+s

Die Gleichungen gelten fiir ganze und gebrochene » und s, und ohne Riicksicht
auf Constanten, welche sich leicht finden lassen. Der Zusammenhang zwischen
den Differentialen und Integralen dieser Functionen liegt deutlich vor.

\Anwendungen

§. 16.

Ohne Schwierigkeit lassen sich nun auch die Differentiale und Inte-
grale hoherer Ordnungen und mit gebrockenen Exponenten von gebrochenen
Functionen geben, die sich in Partialbriiche zerlegen lassen. Wie letzteres
geschehen kann, ist im 9ten, 10ten und 22ten Bande dieses Journals nach-
zusehen.

Soll beispielsweise

or fx
(Bx)" (r+tb)px"
ausgedriickt werden, so erhilt man, nach erfolgter Zerlegung der vorstehenden
Function in Partialbriiche:
) Gy atore = Gy i Tere T et T x+b

At St et A

Das Gleiche gilt fir die Integration, und es sind nur die bisher ent-
wickelten Gesetze anzuwenden. Danach wird

B I +1 1 1
®) (Ox)t r*— (ax% ( x+1 + .z'—i) '
. , 1 1
— "V_”<“ e Ty T V((x——if'))

(21 N H ,
® [t
V—-i V.r +}/(.z'+1) +1/(x-——1)>

Eben so ist
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o x or 1 1
@2) = Fa*  (@x) %<x+a;/—1 T .z“—-m/—i) .
(=) .1 1 1
= 2 <(x+a1/—-1)'+‘ T (x——a}/-—i)’+1>

(Y A (@t ay—) g (e —ay =)
2 (@ Fa T

Hieraus folgt durch Entwicklung der Binomien -

87' —1 rirll ) ) o -~
“4) @x)y wzj_ Pl (;_2+)a2)7,+1 (@t —(r _l.- 1), la2+ (r__}_ 1,2 ).

Setzt man

|

R(cosé 4 sinzy-1),
R (cosz —sinzy-1),

z+ay—1
xr—ay—1

|

so ist bekanntlich

R = y(2*4-a&*), cosz = sing =—

_xr &
V(x*4a?) ° Vir*ta®)’

g == arc cos—l—/—(—:rgm = arcsin 7(?%“—25- = arclaqg%,

und man erhilt

(x4-ay—1)+'=R*"(cosz 4 sinzy—1) "= R"+'(cos(r-{-1)z-} sin(r+4-1)2y—1),
(x—ay—1)y "' =R"*"(cosz—sin z]/——l)"“L‘=R’+‘(cos(r+1)z——sin(r—l—-i)z}/—l).

Werden diese Werthe eingefiihrt, so ergiebt sich unter den genannten Be-
dingungen:

or xr __ (=1)r1.2.3.. . rcos(r)z _ Alteos((r4-1)xfrm)
) Q) x*+a* (x*+ a®)it+d) o (@® 4 2*PC+HD
Eben so erhilt man
0" a e A < 1 . 1 )
@x) x*+a® — 2/—1 Ox) \x+ay—1 r—ay—1

- (_1)r+11r|l< 1 _ 1 )
2y (xtay—1)y+  (x—ay—1)*

und hieraus durch Anweﬁdung der oben gezeigten Entwickl;mgen:

o o _ (=1r1.2.3...r.a _ r—2 2
(6) Ox)y x*Ffa*@ @ F [(1‘-—}—1)1} (7‘—-}—1)31,' «

+@+1)sa et — -,
or a (=1)r1.2.3 ...rsin(r4+1)z __ APsin((r+1)z4rnm)
) @ay 2 fa (®+a®pi+D T (@t afied
Die Gleichungen (4 bis 7.) gelten fiir jedes ganze und gebrochene r.
Crelle's Journal f. d. M. Bd. XLIV. Heft 2. 22
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,Um /r%‘?(aw)’“ zu finden, hat man

4l _ . r41 1 1 ot
. / g+a2 (33?) + -2-/ <.Z'+ll‘;/-‘1 -l— x_a‘/__1>(6‘w) +
i/ ’(log<w+av—1>+log<x—av—1>

H

1 ! 1y
= (Tta;iu Y log( "I""l_a)/ 1)'— 27‘.)1711(1{&'—“'/ )
1/ 1) C(1,2,3,...r)y Y (xr—ay—1)
+' 2 AT ]Og(.’L‘ a]/ 1)— ( 2.?411;'[1; - :

Setzt méﬁ der Kiirze wegen
(:v~1—a]/—-1) +(@w—ay-1) =M+ N=2(a"—(r)@x | (r)aa*—-.),
(@4 ay—1y —(@—ay—~1y = M+ N
=Ray—1 (ra" ' —(ri@ 4 (r)a > — ..),

aV 1 (au/——i)2 (ay—1)3 (al/-—-i)‘
2x? * 3x3 45 =

log(x tay—1)=logx +
so ergiebt sich

(x4 ay—1) log(w—}—aV—l)——Mlogw—}—Mm/ 1——]”({“/--1 +M M/wi)

(x—ay—1)"log(@—ay—1) = Nlogx —~ N—— in N(a'/*i) ~~N(ag;i —_
folglich

($+aV—i)'IOg(eral/-i)Jr(-r—aV—i)"IOg(w—aV-i)
= (M4 N)[logat5s — 4o+ s — -]
M N[ — o it ]
= 1M N[logar4 225 2wy 2a ]
HM=-N [~ bt ]
= H(M+N)log(a*+ @) — y(M— N)log L1 =

ay— 1
Durch Einfuhrung dieser Werthe erhélt man

(8 ) s T2 Byt = logz(x;:ll-la ) [:L‘ —(rh e+ (Pt — - ]
+

— Y og TX U [t ()2 a (e at— ]

ca, 2, -
“(—Wx—‘*[ﬁ' — (@ (et — ],
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ohne Riicksicht auf Constanten, und wobei zu bemerken ist, dafs der zweite

Ausdruck reell ist. ~
Fiihrt man aber die oben angegebenen Ausdriicke des Sinus und Cosinus

ein, so erhilt man
/ S L E _(dx )r+1__2_1r“ (cosrz |- SlnTZ]/-l)log(:p_{._al/__j)

z+(
cA1,2, -
—%—(Wf—)_'R’(cosrz+siner—1)

+ gl—i—rrl—l-(cosrz —sinrzy—1)log(z — ay—1)

L, 01, 2,...r) 1

— - B(cosrz — sinrzy—1)

und es ergiebt sich
R (cosrz-sinrzy—1)log(x +- ay—1) -+ R (cosrz — sinrzy—1)log (z — ay—1)

E—'{E—l--——cosrz(a‘/ Jrcosrz(‘”/ = _ >

== R'(cos rzlogx | cosrs

(m/ 1)V 1

+R’<sin rzlogxy—1-sinrs a‘f;{;/—l —sinrg
+sinr2 ‘/ 1) y—1—-. )

+- R"(cosrzlog.z'—-—cosrz“t—i — cosra (m/——zi) ——cosrz( g——a - )

—1—R’(—-sinr‘zlogw‘/—i-{-sinr~ ]/ 1+ sinrz @ 1’ 1 y—
-|—sinrz(a‘/ =) A )

:R’cosrz(logxz—}g—;;—%.{-%_ )

+ R sinrz1/-—1<2£_]/_1_}_2(fu/ 1)° +2(f¢V—1 1. )

= R’ cosrzlog(¢*+ ") R'sinrz y/— 1logx+% T

Werden diese Werthe eingefiihrt, so findet sich

9) /r;a—f_—y(ax')'“ = Mcosrzlog(x2+a2)

2.1
(4@ sinrzy—1 x+ay— CH,2,..r~Yx*+a?)¥ cosrz
+ l = -
2 . 1'11 g x._.a}/_'l 1r|lirll

Auf dhnliche Weise erhalt man
2%
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r+1 g4 il — 41 1 . r
/ 2+a2 (8$)+ . -2.—}7:1_ <-76‘-]-a;/-—.1 —-x_a}/_1>(aw) +1
— r
— 7/ (og(@t ay—1) —log(a— ay—1)) (9=
1 ’ C ’1,2,“. r—1 _1 »
= 2y UH% Llog (a4 ay—1)—& :)rui(rf?ra;/ )

—) CCA, 2, )N —ay—)
_L__gl‘l/_.—log(x ay—-1)+ ( ’;),Mf,"’l av )]

Werden die nothigen Entwicklungen gemacht, so erhalt man
(2 ay—1)log(w + ay—1) — (@ — ay—1)log (@ + ay—1)
= Ot Nogrt g5~ e )
: a a’ a’ a’
F M NY-A(G — gt s — 7 )
‘ — 3(M—N)log(a* -+ @)+ (M4 N)log Z14V L.

1/._
Werden die Werthe von M und N eingefiihrt, so ergiebt sich

(10.) -/ 2+ T ()= _—2:1110_"2(4v3_-i_—_6_t_)(r$r1 —(rha ()@t at—-)
2. mf,/_i log ji‘;',//:ii (&"—(r)a" @+ (r) 2 a*—)

r—1
4 “0”’1:‘:; T (ot (o () — ),

Ferner erhilt man
i1
2_|tia2 (a.’l‘)r+1 2’/ 1 1'[1‘ [(COS re + sin rz]/_.l)log ({L' + a}/—'l)
cd,2,.
——1.2.
— (cosrz — sin rz;/—i)log(z- —ay—1)

c1,2,...r)1
+ 1.2...r

und hieraus, wenn die nothigen Entwicklungen gemacht werden:

ay S ”iz—jr‘—w-(ax)r“

—(z*fa?ir 21 .2y | €OS rz x+a1/—~i 20(1,2,...r)tsinrz
= (smrzlog(a: —[—a)+ g — e )

(cos rg - sinrzy—1)

(cosrz — sinrzy—1 )] )

Erwigt man, dafs

1 V— s,
2;/——11°g::-'—-‘;;/ 1 == arc tang% und T}V—ilogxﬁ_‘-'i;:—},j: ——arclang%

\
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ist, so hat man aus (8 bis 11.) folgende Formen:
rtt a. r+1
e (02)
_ (e, 2| 2 . a
= W[gcos1zlog(x +4-a )—smrz.alctang—;—-

r+1 1
S ey
——(12+a )

= 1.2. isin rzlog (¥* 4 @*) 4 cosrz.arctang —‘;— —

c1,2,... r)"-‘cosrz.]
1.2.3...r ’

C1,2,...r)—1sin rz.]
1.2.3...r ’
u. 8. W.
Die Integrale (8 bis 11.) fihren immer auf reelle Werthe. Ein dhn-
licher Weg fihrt zur Darstellung von 0"e" coswma. Es ist namlich
emx}/—l__ —mx}/_l
2y—1 ’
cosmx -} sinmay—1 = V-1 und cosma — sinmay—1 = eV,
also

cosmr = 3(e™* V_1+e—me_1) und sinmxr =

I

(gr) €™ COS ML 1 (;;)r (e(n—}-m V_l)x_\L elr—m }/—.l)x)

= Y(n+my—1 )"g(n+'n}/—1)x+ (n—my—1) e V-1,
Wird nun, unter den nimlichen Beziehungen wie oben fir = +ay—1, -
(n+my—1) = R’ (cosz tsinzy—1) = R’ (cosrz +sinrzy—1)
gesetzt, so erhélt man

ar nx
@y ¢ cosmz
1 R’ [(cosrz +sinrzy—1)e™~ '/"—{— (cosrz —sinrzy—1)e~mx V!
e R [(cosrz | sinrz y—1) (cosmax |- sinma y/—1)
+ (cosrz —sinrzy—1) (cosmx —sinma y—1)]
= € R"(cosrz cosmz — sinrzsinmg),
wenn die angezeigten Entwicklungen gemacht werden. Es ist daher

I

12) ©r 88 7 € cosmx = €™ (n*-+ m*)"cos(rz -+ ma:)(.

Auf dhnliche Weise findet sich

(13.) (aa o7 esinmr — e"x(n2+rn2)*’51n(rz+mx)
Firr die Integrale dieser Functionen erhalt man

) / "e* cosmr = 3 / r(e("+"‘ ""‘)"-l—e("‘"‘ V-05) ()

enx

mxy/ -
2(n4-my—1)" ¢ o+ 2(n—m}/—1)'e

enx —mx}/—l
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Werden die oben angegebenen Gleichungen eingefiihrt und die Gleichungen

1 L 1 ___ cosrx—sinrzy—1
(n+my—1) — Er(cosrz+sinrzy—1) ~ Rr 2
1 o 1 ___ cosrz-fsinrzy—1
(n—my—1)" — Rr(cosrz—sinrzy—1) = R ’
henutzt, so erhilt man
r nx 14 7o ____e.n____._x — )
(14) / e cos mx (0x) PR cos (mx — rz).
Eben so:
T e o . T en : e
(15.) / e sinmx (0x) = P sin(mx — rz).

Ferner ist eben so:
" e ’ oy or
Wﬂ cosmer — Y(ax)"
= (=1y e (- my—1)e V"4 (n —my—1y V1),
Werden die oben angegebenen Werthe eingefiihrt und die nothigen Reduclionen
gemacht, so erhdlt man

(elmtm Y -Dx | gl=n—m¥/-D)x)

(16.) T;T)’_e—nx cosmz = (—1) (n*-Fm*)¥ e~ cos (mx — rz).
Ferner erhilt man
8’ e—-nx Sinm.z' — 1 6’ (e(—n-l—m }/—l)x___ e(—n-—m l/—l)x)

(Ox) 2y—1 (Qx)"

(_l)re—nx

= 5y ((n ——"l‘/_..j\[)remxl/—l__(n_l_”,c‘/_i)re—mx‘/_l)'

Auch hier findet sich auf gleiche Weise:

r

(17.) ( aax)' e"Fsinme = (—1)" (0* -+ m*)¥ e~"*sin (max — r=2).

Die Integrale findet man auf folgende Weise:

/ "e"* cos mx (r) = } f "(etrmY-0x | gl=n—mV-0xy (5 Y

e—nx emx}/—l e—mxl/—-l

- R(—1)r ((n-—m;/—-i)’ T (n—]—ml/—i)')
Werden auch hier die entsprechenden Werthe eingefiihrt und die néthigen
Reductionen gemacht, so ergiebt sich

r e ) —— e—nx
(18) f e~ "*cosmz (0x) = T @ cos (rz -+ ma).
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Ferner ist

/re"'xsin mzr(0x) = ————-2}/1_1/'.(e(‘"+'"'/")"-— et——m ’/“)")(ax)’
—nx mx}/-l —mx}/-l
e e e )

= 2y \(n—my—1)r ~ (n+my—1) )
Hieraus ergiebt sich durch Einfihrung der entsprechenden Werthe und nach

den nothigen Reductionen:

(19 / e sinmzx (0x) = (_1)_(7:—2:_111?5]"("2—*— mo).

Die Harmonie in den Darstellungen (12 bis 19.) liegt deutlich vor.
Von den hier entwickelten Differentialen und Integralen hat Liouwville im Journ.
de Péc. polyt. T. XIII, p. 156 et 157, 134 et 135 (No.5, 7, 12, 13, 16 et 17)
gegeben.

§. 17.

Bestimmte Integrale hoherer Ordnung und mit gebrochenen Exponenten.

Auch auf die Darstellung bestimmter Integrale lassen sich die obigen For-
meln anwenden. Wir wollen Einiges davon hersetzen. Bezeichnet man das

rte Integral einer Funclion, zwischen den Grenzen & und &, durch / )rf:c, so

a, b
ist aus (14. und 5. §.10.)

T @)Y s
a [ =

& .;I/xp 1r|l 9
L ry P njl gn-4r
) /+q$"(8m) T — _p_ﬂ“‘__
0,1 1<T'll(p+q)n+rlq'
Aus (1. und 2.) findet man, in Ricksicht auf (21. §. 26.):
)
2 0 P
‘{l+qx q(ax) +g prtrils g
3) f""ﬂ 2 == PIEET I » :
‘;'x"(ax) q sin p 7T
0,1 I
Eben so ist aus (11. und 6 § 10.)
r+ —-1 1 q l (q 77)" r—1jg
(4) 1 (0x) Y
i,{‘ (__1) q in—l]lqn—r—l '

T 42 1?2 v
G [ ar(oa) T =
17 F g4 200
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Hieraus ist, in Ricksicht auf (21. §. 26.):

,+_Pq r+-P- '+£ ‘l r+.£
(6.) “yar(@x) 1) = (0x) 7
/ /s

1,0

p(g—p) 1 n

2p

> .
(_1)r—1+ g qn—11177 l1 9" (q42p)"1e sin %- %

Ferner ist aus (18. und 19. §. 16.)

. sinz (arc tang %)
(7-) ﬁ—"x Sin mx (aw)" =. (__1 )r—l (nz—l- mz)%’ :
0,

m
cosr (arc tang ~n—>

(8) fecosma(dz)y = S m

0,»
Fir m =0 ist aus (8.); wie auch aus (6. §. 15.) folgt:
4 . 1
(9) ﬁ_"x (8.1‘)' = m
0,0

Aus der zweiten Gleichung, woraus (19. §. 16.) gefolgerl wurde, ist

r

—NX oy . roo 1 1 R ) i
" sinma (0r) = (—1)r—12y—1 <(n——m}/-—’l)’ (7a-|-m1/—1)’>'

(10.)

0, ®

Wird das Ate Differential nach » unter dem Integralzeichen ge-

non]men, SO iSt
ak
e-nx ( 1)7{ .'l'k e nx,

(On)k
o 1 . Iy {r+k-11t
@Ok —my—1)y (= 1= (g —my/—1)i+7
ok 1 . B Ar+k—1p .
= (-1)% = (- my—1)k+r :

©@n)k n+my—1)

Werden diese Werthe in (10.) eingefithrt, so erhilt man ,

.rk R a — k=11 ( 1
./.L‘ e sin m.z'( -’L‘) = (__1)r_12‘/___1.1r—1]l (n-—-m}/—~1)k+’ — (n-l-m}/-—i)“"
‘ . {r+k=1it (n4my—1)k7— (0 —my—1)k+r
= (—1)y—11—gy—q (n*4m*)k+r '

Hieraus ergiebt sich, nach Ausfihrung der nothigen Entwicklungen:
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(11) T e~ sin ma (0x)"
/

{r+k—1]1

— e (e (S R o),
12) z* e~ sin ma (Ox)
L

r+k-1]1 g . m
tr+i-titsin (4 &) (arctang & )
(=) == (2 g ?)ic+b :

Setzt man &k —1 statt & und » =1, so wird, wie bekannt,

‘ k—1j1 ¢} m
(13 /;"—‘e‘"’“ sinmz o — YMsinkz 1 Smk(arc tang n)
i 0 N CGE YL (n*+m?)ik

. . Ar+k=1itgin (r k) 3
- (__1)r—1 {r—1)1 (n2 + mz)i(r-l—-]()

Fir n =0 wird aus (12.)

{r+k=1igin (p | k"
(1)1 =kt *

(4)  [z*sinma (dzy —
/

Setzt man &£ —1 statt & und r =1, so ergiebt sich, wie bekannt,

(15) fat sinma (oa) — LILsinkdn,
0

mk

Aus der zweiten Gleichung, aus welcher (18. §. 16.) gefolgert wurde, ist

‘/;e‘"" cosmx (0x) =
[X-2]
Wird, wie vorhin, das kte Differential nach » eingefiihrt, so ergiebt sich
' {r+i—1iL 1 1
(—1)r—12.4—m <(n-—m1/—1)"+’ T (n+m1/—-1)'+k)

{r+k=1iL (n4-my—1)y+k4 (n —my—1)+k
(_Ur—l {—=11g " (n*FmPy+k ’

1 1 1
—Iy=12 (<n—m¢—1)f + (n+m»/—1)') '

W
x*e="* cos mx (0x) =

0,

und hieraus

(16) / zt e cos max ()
0, »
1r+k—l|l . e
= Ea— e (" — (r - k) n 2 m A (4 Bt — L),

a7 ke~ cos ma (Ox)y
%

: m
k—1|1 —
. 1rHh=11 oo (- k) . 1r+k=1t cos (r—{-k)(arctang ”)
I G Vit e R D L G I o Vi K o Oy LG
Crelle’s Journal f. d. M. Bd.XLIV. Heft 2. 23
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Fir smn — 0 wird hieraus
18) fater(owy = et

- (__1)7-—11r-—l|lnk+r :

0,0

- Seizt man hierin & = ()7, so wird 0xr = 07¢27'0z und man erhalt

(19.) /rquﬁ-qr—r e—n(bz)‘l(az)r _

0,

{r4k=—1j1
(=)= =10,k Ghatargr :

Wird hierin pg+-gr —r=1m also k= ’"_Jr"T—_‘IL

und ferner x statt T ge-
selzt, so erhalt man

@0) [ emer gay = — L'
0, (_1)1‘—1 1r—1|ln_—_q_ Hmr qr

Diese Gleichung kann auch auf folgende Weise auf eine allgemeinere
Form gebracht werden. Aus (5. §.15.) ist '

T mx N 1 .
0,00 Aoy = (—1)—1n"(log a)”
Wird hier das Ate Differential nach » genommen, so ergiebt sich
k
o = (e logal,
ok 1 p ArHke
@n)k wr T (=1) I,k ®

und hieraus, durch Benutzung dieser Werthe:

21) /ra""‘w”‘(éw)’ =

0,

1r+k—lll
—14r— 3 *
___1)r ir lllnr-i—l.(loga)r—f—k

Wird auch hierin o = (02)7 gesetzt und werden die oben zu (19. und 20.)
gemachten Entwicklungen eingefihrt, so ist

"
T oom —n(bx)7 /0 _ 19
@2) [ wrart (Gay =
0,0

(=)= 9 pmir(loga) 9 q

Die Gleichungen (11. und 12., 16. und 17., 22.) sind sehr allgemein
und gelten, wie man leicht sieht, fir jedes ganze und gebrochene 7 und fiir
jedes ganze und gebrochene positive und negative & und m; wobei aber die
Eigenthiimlichkeilen, mit welchen die Formen iberhaupt darstellbare Resultate
liefern, nicht aufser Acht gelassen werden dirfen. ‘

Man kann nun mit diesen Gleichungen viele und alle die Anwendungen
machen, wozu die ersten Integrale dieser Functionen (in §.33. u.ff.) be-
nulzt wurden. Daraus wiirden sich sehr mannichfaltige Entwicklungen ziehen
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lassen, die wir jedoch, da die Methoden dazu in dem Frilhern gezeigt wurden,
nicht weiter verfolgen wollen.

Nur einiges Wenige soll hier noch stehen. Setzt man m—1 statt m,
n="hb=1, r=1 und a=e, so ist aus (22.), wie bekannt, (11. §.33.):

g Tk

) 19
(23.) xm—le—-xq a‘/v —_ —_
0/

q m

Setzt man r:—g—, k——’!’i statt &, so wird »-- A=/ und man hat aus (11.,
12., 16. und 17.):
. . »
@) [ e sinma(9a)
Y l/.Z'p
-7 k—1jL -

- (_P;_il)lfli_—-(k"k—l"‘"‘(/i)aflk‘3m3+(lc)51c""5na5—-— )
19 (n®m?)k

- m
— k=1t gin &
(1) 91-1tsink (arc tang — )

L1 2 2\1k ’
149 (n®+m?p

P

LA »
(25.) / ? qx e~ cosmx (0x)
00 YaP

1-2
— -_%Mj_ (nk — (k)2 nk—'.l "‘2 __]_ (k),,,n""“ 7[14 . .)
— 1|1 .

17 (n®-m?)k

P m
(—1)1 9 {k—1lt cosk(arctang-y;)

I

L

1q 1L (nz+m2)%k

Fﬁl‘ -g:..% ist

(26.) / : f: e "*sinmz (Ox)t

0,0

=11/
= —(7:27}_11-%—,;-;7; (kn*=m — (k),n*=>m* - (k)sn*~0m® — )
. m
Akl A sink (arc tang 7‘->
- (n*+mPieyn > \

23 *
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e cosma (0x)}

(lm

{k=111y/ 4 a2 —
= iy OV — (Rt ()t mt— )

- A ‘m
S L LRV | cosh(arc tang n>
(n*f-m?)iyna
Wird r- -qp— statt 7, Ic—qﬁ statt k& gesetzt, so ist aus (11.und 12., 16.und 17.):

r--[-—p > __I_)
(28) / qfk e~"*sinmzx (0x) i

0,0 1/ xP

4r+k—1j1 qr

= N T [(r-!—k)n"+k—l (r_l_k) = 3+
(_1) 2 19 p"'q (ng_l_mf)k-l-r

r+k=1]1 or o1 =

1 q" sin (r+ k) (arc tﬂng' n >

== p P ’
()T T e (i

1‘+5E .Z‘k r/+—'-)
(29.) / - e "“cosmx(Ox) ¢

0,0 YaP

r4-k— r
ey L N N |

r+ P P
(1) +q 1“ mprlq(n’-l-m’)"*"

r4-k=11 47 _m'_
1 q cos(r-[—lc)(arctang ”) .

bl B
() 74T prig (2 L mpe+h
Wird aber r«{——g- statt » aund ---/’c—;l’i stalt k&, also r — & statt r--& gesetat,

so erhdlt man

’+'L) —-nXx Qi r
(30) / qe qsmm.z' (0z) +3
0,3 P P
r—k-ttgr v k—1 k=3 .3
= = [((r — K] m — (r — k)02 m® |- .. ]
(_1)r o K I+— lh’)’l?(n’-j—m‘)"‘“"

4 ok rQi —_— m
i+ grsin (r — k) { arclang n>
== . : ]

1T e =D




11. Ottinger ,» zweiter Nachtrag zur Theorie der Facultiten. 177
(31) / q e~ "*cosmx (8 )
.r"y/.r”
r—k—1|1
— pi p. qr [nr_ _(r_k)2nr—k—2m2+(r___k)4nr—k-4m4_,_.]
()T T AT pria ety '

m
r—k=—1]1 yr—k .
1 g—~kcos(r—FK) (arc tang — )

r—k—1+2 B
()T T e e e

Hierdurch eroffnet sich, wie man sieht, ein weites Feld fir die Ent-

wicklung besonderer Fille, von welchen wir einige andeute_n wollen.
Fir n =0 wird aus (24., 25.) u.s. w.

P
1—— .
) 9 Axk—litgin+-k. in

+k 2 —
(32) / L2 sinmz(dr) = 1 ,
‘ / LSTT
0,0 '}/.Z'p 19 mi]s
?72 xtk L (—1')1—3")1i"—ll‘cosk.’n
(33) cosmz (Ox)! = > .,
0,0 YxP 1;—1“ mEk
Lk P 1r+k—1|1
(34) u q‘r sinmx (0x) Te — g Sl:(r+k) 37 .
Oy00 V&P (_1) 11?,' -1 prlamrtk
r+2 +k r+2 r+k—1j1 ‘ 1
(35.) Tt osme (o) tr A q cc;s(r—l—k).azn ,
0,00 YaP (—1) +——11q =11 p"lQm"ik

wo r und & selbst wieder gebrochene Zahlen sein konnen. Ist 22—

(36.)

(37.)

V-

U,

Qy»

sinmax (Ox)

b gtk oz
7 cosmx (0x)

%, so ist

1+k=Ugink. 4y —1

mryn ?
1+k~ticosk.my—1
mtyn

Hier fithrt ein positives ganzes und gebrochenes %, so wie ein negatives ge-
brochenes & immer auf darstellbare Werthe. Fir -4 A=1 wird aus (36. und 37.)

. 3 -
(38.) / sinmz (O0x)} = -‘2/7;3—,
3 —
(39.) b{éosmw(@x}* = —'2/'/—'”2-

Wird (11.) durch (16.) und umgekehrt getheilt, so ergeben sich folgende
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Relationen:

(40.) /mke"”‘ sinmx(dx) = tang(r--k)zfx*e " cosmx (dx),
0,0 0,00

1) / ke cosma (6x)” = cot(r-| k)2 [x* e sinmz (Oz),
0, 0,

und
(42.) e sinmz (0x) = tang(r-4k)in ¥ cos mx(0x),
[ b
(43.) /‘.1:" cosmz{0x) = cot(r-}k) %7%3;7‘ sinmz (0x)".
’ 0,0 ‘ 0,00
Setzt man hierin k=0, r =1, so erhilt man
o 3
(44.) sinmz (0x)t = [cosmzx(Ox)};
/L /

0,0

was die Richligkeit von (38. und 39.) bestatigt.
Fir (11. und 16.) ergiebt sich noch eine dritte Form. Es ist

. ) {r+k-11L (n+my/ =)k —(n—my—1)r+*
k ,~nx 1) Lp—
‘/:T € "~ sin mr(a‘l) = =11 20y ' y—1
VX
_ {7 +R—1jt l/[(n—f—rrn,1/—i)’+"-— (n—my—1)+k]? .
(1) =t =12 (n3f m®)rtk —1

Quadrirt man und entwickelt, so ergiebt sich:

(45.) / e sin mar (O

0,

‘/[(nz _{_ 7n2)r+k —_— (2r+ 2’6)2 n2r+2k—2 m?
‘ +(2r-- 2,‘:)4”%-}.—25—4 ]

ir-H(—-l[l ,/2
== (_____1)r-1 1r-—-1|1 2 (n2+ m2)r+k

Ferner ist

.
/ z*e > cosmax (Ox)"
(I8

{r+k=11

- ("1)r—1 11112 (PFm?)rtk [(n + m ]/—1 )r+k -l- (n —_m ]/__1 )r+k]'
Quadrirt man auch hier und zieht die Wurzel aus, so findet sich, nach

den nothigen Rechnungen:

(46.) / e cos mar (Oz)"

2)r+k ]/[(n2 __}__ 1n2)r+7r + n?t‘-l»?k — (2’. __I__ 2k)2 1‘2r+2k_2m2
-+ (2r - 2k) Wt L)

- {r+k=11/2
T (=) (0 fom
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Auch hier konnen 7, & und n die oben bezeichneten Werthe haben, und es
lassen sich von diesen Darstellungen dhnliche Anwendungen machen, wie sie
schon hier und dort gemacht wurden, und wobei die im Frithern schon aus-
gesprochenen Bemerkungen ihre Geltung behalten.

Aus (12. und 17.) lafst sich, nach den gehorigen Reducllonen fol-

gende besondere Form entwickeln, wenn — & statt -k und r = 2 gesetzt wird :

__1—m <__ __],¢> (arc tang _>

—3k

(47.) /q e—"x smm.ar;'(a )q — — o
0, (—1)‘1 1‘1 (n’—l—m )2q

kgin (k—2 ang %
g% sin (k p ><arc tang — )
L L’
07T =

und hieraus fir n=0, und ferner fir L =14, k=1:

L r q"sin(k—ﬁ)%n
sinmr , =
8y [T R0 = —p —.
O, (....1) ‘I(q—k klflmq

¥ ging
(49.) / SR @a} = y—1.42m.

Auf gleiche Weise erhalt man

L o—nx o
(50.) /q e ;gsmx Oz =

q* cos (l )(arc tang ——)

7 17
too I
P p q cos(k—-——)%n
. 7 cosmx - (
61) [T (e = e,
U0 1) 7 (¢g— p)"lq mY
¥ cosmx y . V2m
(2) [ M (gap = Y.

0,0

Aus (45.und 46.) wird fir r=1%, k=—1 und n=20:
i 4 —
(53) / sin mx (8 ) = -%]/271, /]/m.sinmm(aw)% J— _1/_._i

myn

0,

(o4) /é L (D) = }y2n, /é]/':l:.cosm.z'(@m)% = 0,

0,m 0,m

wenn man beriicksichtigt, dafs nach (86. erster Nachirag)

13141t 11— 4
T = W = )7 = 7%
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ist. Aus (20.) erhilt man, nach den gehorigen Reductionen und unter Bei-
ziehung von (Nr.86. erster Nachtrag), folgende Ausdriicke:

55) f Yx.er00 (dop = L

J by2n’
% c—"tbx)" PO Vn
(56.) L. T(am) - 7§‘a
) ‘ —1
(57) /w‘y/w.e‘bx(ax)% = ;/—W?,
% e—bx "
¢8) [ @ep =y,
0,00
'E.Z‘ ( 1)1—§Elm—lll
q —bx q _ —_—
(59.) ‘é o €7 (0) —~———1-q_p-—lllbm
g, 1.2.3... (m—1)y—
(60.) / e (fapr = ,,m(,','; —

0,
Setzt man in die zweiten Formen von (9. und 11. §.16.) den Werth von
g == arc tang}a— und nimmt das Integral zwischen O und oo, so erhilt man

o) [ e

a’ . C1,2,...r)cosr.im
. Loy 1 _ k) ¥i
== — [logacosr.fn snsinr. 4n ],

1.2. 1,2,3...r
62) f ol (dayt .
AT
a” . C1,2,...r)"tsinr.ym
1‘.2mr[logasmr.%n—}—%ncosr.%n— 4, 1.2.3)'”7. % ]

~ Freiburg im Breisgau, im Mai 1848,




