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Uber die diophantische Gleichung z*y + y*2 + 2’z = 0.
Von

A. Hurwirz in Ziirich.

In der Theorie der Transformation siebenter Ordnung der elliptischen
Funktionen spielt bekanntlich die Kurve vierter Ordnung
o) oy + ydz + 22x =0,
welche 168 Kollineationen in sich besitzt, eine hervorragende Rolle.®)

Liegen auf dieser Kurve Punkte, deren Koordinaten ganzen rationalen
Zahlen proportional sind? Man sieht sofort, daB jedenfalls drei derartige
Punkte, ndmlich:

2:y:2=1:0:0, resp. 0:1:0, resp. 0:0:1,
welche die Ecken des Koordinatendreiecks bilden, vorhanden sind. Iech
will nun zeigen, daB es keine weiteren solche Punkte gibt, daB also
folgender Satz gilt:

»Die Qleichung (1) besitet keine Auflosung in ganzen, von Null ver-
schiedenen Zahlen x, y, 2.

Man nehme an, es seien z, y, # drei von Null verschiedene ganze
Zahlen, welche der Gleichung (1) geniigen. Dann darf man diese Zahlen
ohne einen allen dreien gemeinsamen Teiler (auBer 1) voraussetzen, da
man einen solchen Teiler unterdriicken konnte, ohne da die Zahlen -auf-
héren wiirden, der Gleichung (1) zu gentigen. Die positiv genommenen
groBten gemeinsamen Teiler der Zahlen z, y, 2, diese zu je zweien ge-
nommen, seien nun

@) W,2)=u, (5,2)=v, (2,9)=mw.

Da v und w relative Primzahlen sind (denn ein gemeinsamer Teiler von
v und w wiirde in 2, y, ¢ aufgehen) und z sowohl durch » wie durch w
teilbar ist, so ist x auch durch vw teilbar. Analoges gilt fiir y und 2,
go daB man

(3) z=vwx, Y=wuy, 2=uvd

*) F.Klein, Uber die Transformation siebenter Ordnung der elliptischen Funk-
tionen, diese Annalen, Bd. 14, S 428.
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setzen kann.*) Trigt man diese Ausdriicke von #, y, # in (1) ein, so
kommt nach Division mit wvw:
(4) V2Pl Yy + wiily®y + w03 = 0.
Dieser Gleichung zufolge ist v2w32'%y’ durch w? teilbar. Da aber u zu
den drei Zahlen v, w, «" teilerfremd ist, so muB % durch #? teilbar sein.
Andererseits ist nach Gleichung (4) auch w2v®#"®2" durch y teilbar, und
da %" zu den drei Zahlen v, 2/, &’ teilerfremd ist, notwendig u? durch 4’
teilbar. Jede der beiden Zahlen #’ und %  ist also durch die andere
teilbar und folglich
Y =L u

Ebenso ergibt sich:

g =40 &= w

Die vorstehenden Werte von ', y', ' setze man in die Gleichung (4)
ein und dividiere die entstehende Gleichung durch w?v?#? Dadurch
kommt:

(5) + 4" 0"+ w' = 0.

Wenn also die Gleichung (1) eine Auflésung in ganzen, von Null
verschiedenen Zahlen besitzen wiirde, so hiitte auch die Fermatsche
Gleichung (5) eine solche Auflosung. Da die letztere Gleichung aber
unlosbar ist, so ist es also auch die erstere, w.z. b.w.

Die vorstehende Betrachtung 1ift sich wortlich auf die allgemeinere

diophantische Gleichung
(6) Yyt 4 yme" + 2 = (0
iibertragen, in welcher m, n zwei positive ganze Zahlen bezeichnen, die
nicht beide gerade sind. Ohne die Allgemeinheit einzuschrinken, darf man
m=>n

und tiberdies 7 und » teilerfremd voraussetzen.

Behiélt man die durch die Gleichungen (2) und (3) eingefiihrten
Bezeichnungen bei, so ergibt sich zunichst

(7) ,vm-—nwmx’my'n + wm-—n,u/my’mz’n + ym—nymgmp'n — O,
und hieraus folgert man
a0 = + wm—n) y’n _— i__ um-n’ Z'n _— i pm—n,
Aus den letzteren Gleichungen schlieBt man weiter (da die, Exponenten n
und m — n teilerfremd sind)
{ FmdwpT o =kwTn, f =,
w= wy , = U , o= 0}

*) Vgl. R. Dedekind (Braunschweiger Festschrift 1897) und P. Bachmann,
Niedere Zahlentheorie, Leipzig 1902, S. 37.
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Nunmehr geht die Gleichung (7) iiber in
(8) (i ul)m‘z_mﬂ_}.na + (i_ vl)ma_.mn.;.n? _{__ (i wl)m'z._mn+m — O
Aus einer Losung der Gleichung (6) folgt daher eine Losung der
Gleichung (8).

Aber auch umgekehrt: Befriedigen +u,, +-v,, £ w, die Gleichung (8),
so werden

T =t vjwy, Yy =ftwiu, 2= 1 uley
die Gleichung (6) befriedigen.

Es gilt daher der Satz (in dessen Ausspruch die soeben mit -+ u,,
+ ¥y, o4 w, bezeichneten Zahlen durch u, v, w bez. ersetzt sind):

Die diophantischen Gleichungen

FYt Ayt 4t =0
und
Y man -t n? -+ pE—mntat + wm=matnt 0
sind entweder beide in ganzen, wicht verschwindenden Zahlen 10sbar oder
beide nicht losbar.

Setzt man also den ,groBen“ Fermatschen Satz fiir den Exponenten
m? — mn 4 n® als bewiesen voraus, so folgt daraus die Unlésharkeit der
Gleichung (6).

Insbesondere wiirde die allgemeine Giiltigkeit des Fermatschen Satzes
die Folgerung gestatten, daf die Gleichung (6) nur in dem trivialen Fall

m=mn=1 Losungen in ganzen, von Null verschiedenen Zahlen z, y, 2
zulast.

Ziirieh, 20. November 1907.




