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Ober  die d iophan t i s che  Gle ichung  x3y  + ySz  + z3x = O. 

Von 

A. HURWITZ in Ziirieh. 

In der Theorie der Transformation siebenter Ordnung der elliptischen 
Fuuk~ionen spielt bekann~lich die Kurve vierter Ordnung 

~1) xS y + yS z + zSx = O, 

welo:he 168 Kollineationen in sich besitzt~ eine hervorragende Rolle.*") 
Liegen auf dieser Kurve Punkte, deren Koordinaten ganzen rationalen 

Zahlen proportional sind? Man sieht sofort, dab jedenfalls drei derartige 
Punkte, niimlich: 

x : y : z , = l : 0 : 0 ,  resp. 0 : 1 : 0 ,  resp. 0 : 0 : 1 ,  

welche die Ecken des Koordinatendreiecks bilden, vorhanden sind. Ich 
will nun zeigen, dab es keine weiteren solche Punkte gibt, dab also 
folgender Satz gilt: 

,,Die Gleichung (1) besitzt keine Aufl6sung in ganzen, yon Nul l  ver- 

sch iedener~ Zahler~ x ,  y ,  z." 

Man nehme an, es seien x ,  y, z drei yon Null verschiedene gauze 
Zahlen, welche der Gleichung (1) gentigen. Dann darf man diese Zahlen 
ohne einen allen dreien gemeinsamen Teller (aul~er 1) voraussetzen, da 
man einen solchen Teiler unterdriicken kSnn~e, ohne dab die ZaMen "auf- 
hSren wiirden, der Gleichung (1) zu gentigen. Die positiv genommenen 
grtiBten gemeinsamen Teiler der Zahlen x,  y ,  z,  diese zu je zweien ge- 
nommen, seien nun 

(2) 
Da v und w relative Primzahlen sind (denn ein gemeinsamer Teller yon 
v und w wtirde in x,  y ,  z aufgehen) und x sowohl durch v wie durch w 
tteilbar is~, so ist x auch dutch v w  teilbar, hnaloges gilt ftir y und ~, 
so dab man 
(3) ' " x = v w x  , y = w u y  , z = u v z '  

*) F. Kle in ,  ~ber die Transformation siebenter Ordnung der elliptischen Funk- 
tionen, diese Annalen, Bd. l&, S 428. 
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setzen kann.*) Tr~igt man diese Ausdriicke yon x, y, z in (1) ein, so 
kommt nach Division mit uvw:  

(4) v~wSx'~y" + w~uSy'%" + u~v3z'Sx '--- O. 

Dieser Gleichung zufolge ist v~wSx'3y ' durch u ~ teilbar. Da aber u zu 
den drei Zahlen v, w ,  x" teilerfremd ist, so muB y" durch u ~ teilbar sein. 
Andererseits ist nach Gleichung (4) auch u~v3z'~x ' dutch y' teilbar, und 

X I d a y '  zu den drei Zahlen v, z', teilerfremd ist~ notwendig u ~ durch y' 
teilbar. Jede der beiden Zahlen u ~ und y' ist also dureh die andere 
teilbar und folglich 

y ' = + _ u  ~. 
Ebenso  e rg ib t  s ich  : 

X' W 2. z" = :]= v ~, = • 
? 

Die vorstehenden Werte yon x', y ,  z' setze man in die Gleiehung (4) 
ein und dividiere die entstehende Gleichung dutch u~v~w ~. Dadurch 
kommt: 
(5) • u 7 • v 7 _+ w 7 = O. 

Wenn also die Gleichung (1) eine AuflSsung in ganzen, yon Null 
versehiedenen Zahlen besitzen wiirde, so h~itte auch die Fermatsehe 
Gleichung (5) eine solche AuflSsung. Da die letztere Gleichung aber 
unliisbar ist, so ist es also auch die erstere, w. z. b. w. 

Die vorstehende Betrachtung l~Bt sich wSrtlich auf die allgemeinere 
diophantische Gleichung 

(6) x"y"  + ymz" + z'~x" ----- 0 

iibertragen, in weleher qn, n zwei positive ganze Zahlen bezeichnen, die 
nich~ beide gerade sind. Ohne die Allgemeinheit einzuschr~nken, darf man 

m : > n  

und iiberdies m u n d  n teilerfremd vorausse~zen. 
Behalf man die (lurch die Gleichungen (2) trod (3) eingef~ihrten 

Bezeichnungen bet, so ergibt sich zun~chst 

(7) Vm-'~W'~X'my'~ § W"-"u'~y'm~ ''~ § U"-~Vm~"~X "'~ = O, 

und hieraus folgert man 

Aus den le~zieren Gleichungen schlieBt man wetter (da die Exponenten n 
und m -  n teilerfremd sind) 

m - .  y ,  v T  _ x' ~ -4- w 1 ~ ~ ~ ~J."-~ ' 

w =  w ~  , u =  u~ , v = v~ 

*) Vgl. R. Dedekind (Braunschweiger Festschrif~ 1897) und P. Bachmann, 
Nieclere Zahlentheorie, Leipzig 1902, S. 37. 
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Nunmehr geht die Gleichung (7) fiber in 

(8) (+ ul?  '~-=~+n~ + (+_ vl) ~-m~+~ + (+ wl) ~-m~+n~- -- 0. 

Aus einer Liisung der Gleichung (6) folgt daher eine LSsung der 
Gleichung (8). 

Aber auch umgekehrt: Befriedigen +_ u i, -4- vl, ___ w~ die Gleichung (8), 
so werden 

X + , m 

die Gleichung (6) befriedigen. 
Es gilt daher der Satz (in dessen Ausspruch die soebea mit _--'2 uj, 

• vi, :i: wi bezeichnebn Zahlea dutch u, v, w bez. ersetz~ sind): 
Die diophantischen Gleichungen 

x my" + y'~z" + z ~x  '~ -~ 0 
und 

Um2--mn+n 2 2ff vmU--mn+n 2 JC Wm~--mn+nU = 0 

sind entweder beide in ganzen, nicht verschwindenden Zahlen 16sbar oder 
beide nicht l&bar. 

Setzt man also den ,grolien" Fermabehen Satz ffir den Exponenten 
m ~ -  mn  + n ~ als bewiesen voraus, so folgt daraus die Unliisbarkeit der 
81eiehtmg (6). 

Insbesondere wfirde die allgemeine Giiltigkeit des Fermatsehen Satzes 
die Folgerung gest;atbn, daft die Gleiehung (6) nur in dem trivialen Fall 
m - - - - n  = 1 LSsungen in ganzen, yon Null verschiedenen Zahlen x,  y, z 
zuliiSt. 

Ziirieh, 20. November 1907. 


