Sur les Opérations dans la théorie des formes algébriques.
Par

Mr. AvrreEpo Carprri 4 Naples.

Les choses que je vais exposer dans ce mémoire ne sont pas seule-
ment un résumé systématique de partie des résultats” plus importants
auxquels je suis parvenu dans mes travaux sur la théorie générale des’
formes algébriques. On y trouvera quelqu’ autre résultat et beaucoup
de démonstrations nouvelles dont le but principal est de ramener,
.autant que possible, le mécanisme de la techmique opérative des
formes invariantives & ses éléments plus simples, c'est-a-dire aux
opérations de polaire, les seules dont I'usage est essenticl dans ce qui
va suivre.

On y frouvera aussi une démonstration simple et absolument
rigoureuse de la possibilité de developper une fonction de n séries de
variables suivant les puissances entidres du déterminant des variables
et les polaires de covariants qui contiennent seulement n —1 séries.®)

§ I
Théorémes fondamentaux sur les relations enfre les opérations.

1. Dans ce qui vi suivre naus désigneroms ordinairement par
une seule lettre, p. ex. z, l'ensemble de plusienrs variables indépen.
dantes z,, 2,, %,, ..., %, &t nous dirons alors que x représente une
série de variables de l'espdce v, ou bien, tout cqurt, que z est une
variable de l'espace .

*) J’ai cru d’autant ples utile de donner ici cetle démionstration que j'ignore
qu'on n’ait donné juiqnu'd présent auncune autre démomstration de ce théordme
depuis mon mémoire: ,,Fondaments di una teoria. generale- delle forme algebriche
(Memorie della Re. Acc. dei Lincei 1882)¢ od j'ai établi ce théordme par wm
procédé qui était peut &tre un peu pénible et qui se trouve considérablement
pimplifié dans la démonstration que je vais en domner ici.
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Nous considérerons toujours plusieurs séries de variables de méme

espece:
wExo, xl”w2’ LA ] x”

Y= Yor Y15 Y2s «+ Y,
B== 8y, %y, Bay - By

et nous nous occuperons d’abord avec I'étude des opérations de la
forme

—, @ 2 2
Day =Yo 5 T Y1 55 T ¥ 55
., @ ? 2
Dpa =0 5yg + 2 gy 00 T By

2 2 2

D“”Ex°m+x'm+"'+x"_8—a—z:’

que nous appellerons opérations élémentaires. Nous dirons parfois
quune opération élémentaire D,, est propre ou impropre suivant que
ses indices représentent deux séries différentes de variables ou la méme
gérie; car on sait, par le théoréme d’'Euler, qu'en effectuant une
opération D,, sur une fonction homogene f, de degré %, des variables
Doy Dys » - » Py, oD ohtient simplement

DP? f Dy aZ’; +p13f+ +p1' ap,,—k.f'

Mais, si l'on effectue une opération propre D, , sur une fonction f(p, ¢)
entidre, homogene et resp. des degrés % et ~ par rapport & chaque
série, le résultat

Dy, - f=§1031{(;+91 af‘i‘ +q"3p.,

sera évidemment une fonction entiére et homogene de chaque série
p et g, des degrés respectifs k¥ — 1 et h 4 1.

L'opération résultante de plusieurs opérations A', A", A", ...
effectuées successivement sur une méme fonction sera représentée par
le produit

LA AN

od les facteurs opératifs se trouvent rangés, en allant de droite &
gauche, dans l'ordre suivant lequel ils doivent s’effectuer.

2. Dans le cours de ce mémoire nous ne considérerons ordinaire-
ment d’antres opérations que celles qui s'expriment par un aggregat
rationnel et entier, & coefficients constants, des opérations élémentaires
définies ci-dessus. Si I'on désigne donc par

.D‘, Dz, . ey .DN
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les N = »n? opérations élémentaires

.sz, .Dzy, Dz" ¢ e oey .Dz.,
(i) Dy., Dyy, Dy, ... Dy,

-Doxy Doy, -Do:, e sy -vaa
qu'on peut former avec # séries de variables z,y, 2, ..., v, I'expression
plus générale d’une opération sera donnée par

F(.\D', -Dz, o . ey DN).

F étant un symbole de fonction rationnelle entiére. Cependant il est
important de remarquer qu’elle ne sera pas seulement caractérisée par
la forme algébrigue de la fonction F, mais aussi par sa forme actuelle,
c’est-a-dire par lordre suivant lequel se trouvent rangés dans chaque
terme de F' les facteurs opératifs D,, D,, D,, ... qui ne sont pas
en général permutables entre eux.

3. Relativement & une opération donnée
A=FD,, D,, ... Dn
on aura & distinguer des espdces différentes de degrés, c'est-a-dive:

a) le plis grand nombre de facteurs .D,, D,, ... égals ou
distincts dont se composent les termes de F', ce que nous appellerons
le degré total ou simplement le degré de A.

b) le plus grand nombre de fois que dans un méme terme de ¥’
se présente, comme premier indice, une certaine variable z, ce que
nous appellerons le degré de dérivation en z.

¢) le plus grand nombre de fois qu'une méme variable  se présente
analoguement comme second indice, ce que nous appellerons le degré
de multiplication en .

Cependant il faut bien remarquer que les degrés ainsi définis se
rattachent essentiellement & la forme actuelle de Vexpression de A et
qu'ils pourront quelquefois se diminuer en changeant opportunément
la forme de l'expression de A.

4. Nous dirons que deux opérations A et A’ sont dgales si 1'on

ait identiquement
Af=A'f

pour toute fonction rationnelle entiére*) f des variables qui entrent

*) On verra dans ce méme paragraphe, que toute égalité entre deux_opéra-
tions peut toujours se dédumire au moyen des relations fondamentales des types
1, II, 1II données ci-aprés. Or, ces relations pouvant s’appliquer & une fonction
quelconque, il s'ensuit que, si deux opérations sont’égales d’aprés notre définition,
elles donneront aussi le méme résultat lors méme qu'on les appliquera & uneé
fonction de nature quelconque satisfaisante aux conditions ordinaires de dérivabilité,

1.
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dans la composition de A et A’, et nous appellerons degré irréductible
d’'une opération donnée A la plus petite valeur du degré total des
différentes opérations qui lui sont égales.

On peut aussi définir d'une maniére analogue le degré irréductible
de dérivation ou de multiplication par rapport & une série de variables.

5. Les opérations élémentaires qu'on peut former avec des séries
distinctes de variables de méme espece, p, q, ¢, s, ... sont liées entre
elles par des relations dont les plus simples sont données par les types
suivants:

D,y Dps — Dp¢ Dyy = 0,
(I) -Daq -Dst - -DatDsq = O;
Dy Dpg — Dpy Dyy = 0.

(Deg Dy — Dptth = Dp,,
(1I) i DyyDyp — DyppDypy = Dyy,
ququ - ququ = DPQa

(HI) {ququ - ququ = Dpp."‘ -qu~

Ces relations sont fondamentales, car toute autre relation entre
les _opérations peut toujours se déduire de celles-ci, ainsi qu'on le
reconnaftra sans peme dans la suite de ce paragraphe.

On pourrait aussi démontrer™), & l'aide de ces relations, que les
n? opérations élémentaires (1) quon peut former avec n séries
%, Y, %, %t ..., u, v sont toujours exprimables comme un aggrégat
.rationnel entier de n 4 1 dentre elles, par exemple par les n 41
opérations élémentaires:

sz; ny) Dyn -szy T -Duvv -Dox-

Mais nous ne nous arréterons pas & la démonstration de ce point qui
a peu d'importance pour ce qui va suivre.

. 6 Theordme L. Si TT et TI" sont deux produits de A opérations
élémentaires, qui ne different que par Vordre de succession des facteurs,
on aura identiquement

TT—TT"——=2k,~m-

ot les coefficients constants k; sont des nombres entiers, positifs ou ndgatifs,
et les m; somt des produits de A — 1' opérations élémentaires.

Considérons d'abord le cas on TT et TI" ne different que par 'échange
de deux facteurs conséeutifs D; et D), de la sorte qu'on ait:

*) V. Osservazions sopra le relazioni che possomo auver luogo idemticamente
fra le operazioni invariantive. (Rendiconti della- Re. Accademin delle Scienze di
Napoli, Giugno 1887).
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M=A-D;D;- &, T =4.-D,D;-A,

A et A’ désignant resp. les produits des facteurs qui précedent et qui
suivent. On tire de la

M- =A4.{D.D,— D,D;} - A,
ce qui démontre le théoreme pour le cas considéré, car le facteur de

deuxiéme degré peut se remplacer, en vertu des relations fondamentales
@, dI), (111), par le zéro ou par un facteur de premier degré:

& Dy+ ¢, D,.

&, et & représentant I'unité positive ou négative, ou bien le zéro.
Maintenant, on peut ramener le cas général, ot TT et TT' different
par des échanges quelconques des facteurs, au cas précédent, en con-
sidérant, ce qui est évidemment toujours possible, une succession limitée
de produits TI,, TT,, ..., TT;, tous composés des meémes facteurs de
TT et TT', telle que deux produits consécutifs quelconques de la succession

m, T, Ty, ooty T, T
ne diffetrent que par une transposition de deux facteurs consécutifs.
On aura alors d’aprés ce que précede

T — T = gm, + &'n),

My— T, = &= + & 'n/,

M~ T = &=, + &'x),

T[k—- M e= Ex My + ek’“k',
les ¢ exprimant le zéro ou bien - 1, et les = étant des prgduits de
A — 1 opérations élémentaires; et en sommant ces relations on en

déduira
M= Do n
ainsi qu’il fallait démontrer,

7. Corollaire. 8¢ A = F(Dyy, By, Dey, . . ) est une fonction
de degré total A, et A une opération qui coincide avec A st lon a
regard seulement 4 sa forme glgébrique, mais qui en différe par Vordre
des factewrs opératifs, leur différence A — L' est wme opération dont
le degré irréductible ne peut supérer A — 1, et dont les coefficients seront
des fonctions lindaires (ou coefficients numériques entiers) des coefficients
dg A,

Ca découle immédiatement du théoreme démontré en l'appliquant
successivement & chaque terme de A et au terme correspondant. de A’

8. Théordme 1. S¢ D,, D,, ..., Dy somt les n® opérations
élémentaires (1) rangées dans un ordre chosst arbilrairement, une opération
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quelcongue A composée par ces opérations élémentawres peut touwjowrs
S exprimer par ume somme de termes de la forme
@) «. D). Dyt ... D D DY,

1

a dant un coefficient constant (fonction linéaire d coefficients numériques
entiers des coefficients de D) et py, Wy, . . ., by des entiers positifs dont
la somme ne peut dépasser le degré lotal de A.

Ce théordme étant évident pour les opérations A de degré égal a

I'unité, supposons le déja démontré pour toutes les opérations A dont
le degré soit égal ou inférieur 4 4 — 1, et proposons nous de le
démontrer pour les opérations de degré 1. Ca suffira évidemment pour
établir la vérité du théordme.
. A cet effet, étant donnée une opération quelconque & de degré 2,
désignons par A Popération qui se déduit de A en permutant dans
chaque terme de A Pordre des facteurs de manidre & les ranger dans
Pordre fixé (2). On aura:

N=2p. D). Dy D

les B étant les mémes coefficients de A. Mais, les opérations A et
A’ coincidant entre elles par rapport & la forme algébrique, leur
différence A — A’ sera une opération réductible au degré 1 — 1, ainsi
qu'en I'a vu tout & I'heure. On pourra donc I'exprimer, en vertu de
notre hypothése, sous la forme

A—N=Dly. DF.. . Do DA,

es p 6tant des fonctions linéaires (A coefficients numérlques entiers)
des coefficients de A et la somme des exposants g+ -+ py ne

pouvant dépasser 2—1. On trouve done en additionnant cette expression
lavee la précédente

A= (49 -DF...DnD
ce qui démontre le théordme.

:Nous allons en déduire quelques corollaires qui nons seront trés
utils dans In suite.

*9. Corollaire A. 8 les séries de variables ¢, 9, L, ...
3mMmequmdepmdmtdes
2,9, 8, ... loule aulre foriclion dédwite de [ aw moyen dopérations
formées avec les z,y, 8, .+ ﬁ%é%%ﬁ; s« » - poul ausss g'en déduire
plus simplement au moyen des sewles opérations clémentaires qui ont
powr premier indice les xz, Y, #, .. ..

En effet, si A est une opération 'quelcongue formée avec les
2, 9,2 ... et les E 9, ¢, ..., od peut toujonis.d'écrire, d'aprés le

théoréme ci-dessus, sous la forme
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A=D1,

TT désignant un produit d'opérations élémentaires D,, dont le premier

indice p soit V'une des Iz, y, 2, ... et TI' un produit dopérations

élémentaires ayants pour premier indice les £, 4, £, ... . Mais la

fonction f ne dépendant pas des &, 5, £, ..., on aura évidemment
M.f=0

& Pexception du cas od TI" se réduit & l'unité, Il reste donc précisé-

ment pour Af une expression de la forme

Af=Da.T.f
c. q. f. d.

10. Corollaire B. 8i une fonction ¢ des séries"z, y, 2, . . .
ait été déduite dume fonction [ des mémes séries auw moyen dopérations
composées avec les ,y, 2, ... et avec des nowvelles séries &, 7, 8&; . . .,
elle pourrait aussi Sen déduire direciement avec des opérations formées
des seules z, Y, 8y ... . |

En effet, si aprés avoir représenté ¢, comme tout & I'heure, sous

la forme
cp=2¢x.ﬂ'.f,

les TT ne contenant aux premiers indices que les z, y, 2, ..., et
aprés avair effectuées les opérations indiquées par celles des TT qui
contiennent le &, 17, ¢, ... au seconds indices, on y substitue partoub
le zéro am lien des &, %, £, ... qui-ne se trouvemt quaun second

membre, il restera ’
q:-——-«z o« . .1,

ot dans le second membre ne sonf restées que les TF formées exclusive-
ment avec les %, ¥y, 2, . ..

11. Théoréme III. Toute fonclion enticre des M-36re8 LYy .wyty.sy¥
f e 2 «. wf’:o;’ e ﬁiﬁ YT Yy e g el 0% p 2w,
homogéne et de degré ; par rdpport & chaque indice ¢, c'est- - dire
telle que Uon ait dans tous les. termes
hte+ -+ oa=uw

peud foujours Séerire sous la forme
f=UA.E

en désignant par E la fonction monoterme:
E =220y .- t%?
et par O ume ceriaine opération , composée avec les SEI9ES Xy Yyuvsy Wy é0y Oy
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dont les degrés de deérivation par rapport aux séries x, y, ..., u ne
dépassent pas les nombres o, a,, ..., o, respectivement.
En désignant en effet par
gl’ gﬂ, gru’, e g(”)’

4 [{4 rny n
7714"7;"71'”;"7();
7 IZ4 1244

o, o) a’ ..., o,

# . p nouvelles séries de variables auziliaires de méme espéce que les
Ty Yy & « - o Uy . . ., v, Indépendantes entre elles et des z, ¢, ..., u, ..., v,
on peut écrire, ainsi qu’on peut le vérifier immédiatement

(3) apal. .. x;P S L S 0P ="F.A,. A . E,
ol
a, 0 i, (i 2 l Op 0p
A= D4 D! o D8y D Dy D% D D% D
— 4 0, o1 i, O 0: lp Op 0

8,= g, D¢, .- DY, - Dy, D3,... D%, ... D D% ... D%

et
k

1
|“‘L! LL’ Ili EZ'_IQLEI_?_”.

Mais, d’aprés article 10, on peut toujours transformer l’opéra.tion
A,A,, a laide des formules fondamentales (I), (II) , (III), jusqu'a en
éliminer les variables auxiliaires, et l'on obtiendra alors

AQ-AloEmA.E.

A étant une opération composée par les seules 2, y, 2, ..., v; et
Pon voit immédiatement que les degrés de dérivation de A par rapport
& ces séries ne supéreront les nombres e, @,, . . ., @, qui représentent

les degrés de dérivation de l'opération A, . A, par rapport & ces
mémes séries.

12. Corollaire. 8 D,, D,, ..., Dy, sont les opérations élé-
mentaires propres emtre les n séries x,y, ..., v, e si Q, Q,, ..., O
sont tous les termes de la forme

(4) DY ...D“. D"
dont les degrés de demvatwn en &, Y, ..., v ne dépassent pas resp.
les nombres ay, a,, ..., a,, et que lon pose

E=alyy ... o,
entre les fonctions entiéres

QzE: QzEz c QtE

ne peut avowr licw aucune relation lindaire & coefficients constants.
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Il suffit de supposer dans le théordme que précéde p == n et
d’observer 1°) qu'en vertu de ce théordme et du théoréme II la fonction f
peut se déduire de E par une opération composée de termes de Ia
forme (4), 2% que le nombre des termes distincts de f coincide pré-
cisément avec le nombre ¢ des termes opératifs de cette forme (4).

13. Le théoreme Il peut se généraliser en deux sens différents
au moyen de quelques modifications légeres de la démonstration que
nous en avons donné.

Soit ® Pun quelconque des produits que l'on peut former avec
les n? opérations (1), et désignons en général par
(5) By Tay B3y « « oy On |
les degrés de dérivation par rapport aux différents groupes de variables

Z, Y, By ..y v
respectivement, et désignons analoguement par
(®) J1s Jas Jay + + o
les degrés de multiplication par rapport aux mémes séries.
Si nous imposons aux degrés (5) et (5)’ des conditions de la forme

(A) Py (Bhs gy + o oy Uy Ty Jas « oy Jn) < €
Po(yy gy - o oy Uny J1s oy + v oy Jn) < €y
ou les ¢ sont des fonctions rationnelles entidres a coefficients réels et
positifs, et les ¢ des nombres positifs donnés, le nombre des termes &
qui satisfont & ces conditions sera évidemment limité. Maintenant nous
imaginerons que l'on adjoigne, si l'on veut, & ces conditions des
nouvelles conditions, de nature complétement arbitraire, pour les
différences

il """ju bp — Jay + + o Un = Jn
et nous désignerons le systéme de ces nouvelles conditions par (B).’
On pourrait, p. exemple, imposer des conditions exprimables analyti-
quement par des équations de la forme:

11’1(’:1 “‘“‘ju by = Jay ++ oy Un "‘".7#) =0,
Yo(8y — Jiy g =—Jas « - o3 tn — Ja) =0,

les o désignant des fonctions bien determinées quelconques. Ou bien,
on pourrait imposer des conditions de nature arithmétique, p. exemple,

que la somme
(6 —J1)* + (G2 — Jo)® + - + (tn — Ju)?
fat un carré exact ete. ete.
Désignons par © l'ensembla de tous les termes # qui mﬁafmt
simultanément aux couditions YA) et (B). Les termies dont se composé
© peuvent s'derire comme il suit;
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’ ’ 14
91, e‘, 9, ” 91 3 v ey
(6) 62’ 92” 92”, 92’”, LR
’ 144 {44
@9, ee, 99 3 eg 9 v ey
en plagant dans une méme ligne horizontale tous les termes & qui ne

different entre eux que par lordre des facteurs élémentaires. Cela
posé, on a le théoréme suivant.

Théoréme III. & ©,, ©,, ..., ©, sont o fermes choisis arbi-
travrement resp. dans chacune des ¢ lignes horizontales (6), tous les
termes (6) peuvent S'exprimer por une somme de ces @ termes ©,, . . ., O,
mulmolzes resp. par des mombres entiers positifs ou mégatifs.

Supposons, en effet, qu'on ait déja démontré que tous les termes
de O, dont le degré total ne dépasse pas 4 — 1, sont exprimables par
une somme de la forme

@10 + 0,0, 4 - -+ 4 2,0,
les o étant des nombres entiers. Il suffira alors de démontrer, comme
3 l'art. 8, qu'un terme quelconque de degré A, appartenant & ©, sera
aussi exprimable par une somme de la méme forme.

Soit ©,) un terme quelconque de @ de degré A. Le théoréme I
nous apprend que la différence O, — @, est exprimable par une
somme, & coefficients numériques entiers, de termes de degré i -— 1.
Mais en examinant la démonstration du théoreme I il est facile de
g'apercevoir que ces termes de degré A — 1 feront eux mémes partie
de ©. Car les formules fondamentales (I), (II), (III), en substituant avx
termes de deuxiéme degré des premiers membres des termes de degré
inférieur, n’augmentent jama,is par cette substitution ni les degrés de
derivation 4, %oy .. ., s, ni les degrés de mult1pllcat10n JisJas o« o3 Jny
et laissent complétement inaltérées les différences 4 —j,, 4 — Jo, - -

— jn. Done, les termes 0, et O, satisfaisant déja aux condltmns
*-(Aﬁ et (B), les termes de degré 4 — 1, par lesquels s'exprime leur
différence, devront y satisfaire de méme. Ces derniers termes appar-
tiendront donc & © et conséquemment ils pourront s'exprimer, d’apres
notre hypothese, en fonction linéaire, & coefficients numériques entiers,
des O, ©,, ..., Op. On -aura alors:

0, — O, = “1161 + @30, 4+ - + %0,
0, = B,0; 4 $,0, 4 - -+ 4 POy,

les B étant des entiers positifs ou neora.tlfs
14. Une operatlon quelconque A, dont les termes appartiennent
3 O, pourra donc s’exprimer sous la forme

0,0, 4+ ¢,0, + - - + 0‘999:

d’ol
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les o étant des fonctions linéaires (& coefficients numériques entiers)
des coefficients de I'opération A.

Si Yon n’impose aux termes de @ que la condition 2 ¢t <k,
on a en particulier:

Théoréme IV. Une opdration quelconque de degré b peut aussi
Sexprimer par les mémes termes de la forme

N Iz Ha I
«. DF...DS. Dy, DY,
considérés au théoréme II, aveec la condition 2 ulk, lors méme

qwon ait exécutd danms quelg'un ow dans chacun de ces termes une per-
mutation quelconque des facteurs élémentaives gqui le composent. Seule-
ment les valeurs des coefficients numériques entiers ax ne resteront en
générale pas les mémes.

On pourrait p. exemple dans l'expression d'une opération donnée

par le théordmeII substituer au terme D§ D DY le terme D5~ Dy~ Di~
. Dy D, D, ou bien la puissance [D,.D,.D,]* pourva qu’on change con-
venablement les coefficients de l’expressmn.

15. Théoréme V. Entre les opérations mondmes de la forme
€)) D ... Dy DD
(ou entre ces mémes termes aprés avoir effectué dans chacun une per-

mutation quelconqz@e des facteurs D,, D,, ...) ne peut avoir lieu aucune
relation linéaire & coefficients constands.

Nous considérerons d’abord les termes de la forme (7) et sup-
poserons aussi que les # premieres opérations élémentaires Dy, D,,...,.D,
coincident avec les'n opérations impropres Dz, Dyy, - . ., Dyy.

Désignons par © l'ensemble de tous les termes de la forme (7)
dont les degrés de dérivation par rapport aux Zy Yy &y 5+ 0 1O dé-
passent pas respectivement certains nombres Ay By o P2 ot sup
posons, s'il est possible, qu'ils soient liés par unié relation linaire a
coefficients constants. Soient, maintenant, @,% @,% @° ..., @ les
fermes appartenants 3 © qui ne *coxﬁlennent pas d’'opérations élémen-
taires impropres Dyg, Dyy, « . o Dyoj et @/, @, @, ... les autres
termes de © qui ne différent de @; que par des facteurs impropres
Deyuy Dyy, « o oy Dyy.

Soit, s'il est possible

® > i Q9 =

4 . :
une relation linéaire 3 coefficients constants «;; dont on veut supposer
Pexistence, Si on la pphque 4 la fonction mondme F=—-—~ oty .. 508, on-

aura en particalier
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(9) 2 Oij . Qi(j)F-—= 0.
ij
Mais il ‘est aisé de voir que les résultats
Q'F, ¢ F, Q'F
ne différent entre eux que par un facteur numérique. Omn 2, €n effet,
d’aprés notre hypothése:
Qi = QP . .. Dy, D,

fny byy .o - - b 6tant des exposants resp. inférieurs & A, OG> - - 9 @
et par conséquent
Qi(j)F== At @l:,t’ Ce e Q't” . Q,'OF.

On peut donc écrire:
00 @QOF + 01 @ F + s Q/ F 4+ - = (4,0, -+ -, @)~ Q' F
olt ¢; est le symbole d’'une fonction rationnelle entidre des arguments
X, , ... ¢ dont les degrés par rapport & A,y ..., @ ne peuvent
supérer resp. les nombres 4, g, ... @, et dont les eoefﬁclents sont
les Cio, Ci1, C;2, v
La relation (9) devient ainsi

i==h

ST ok, 6, -0 @) QOF =0,
i==1
Mais pour toutes les F qui ont des exposants 4, u’,." ., © , resp.égals

ou supérieurs aux nombres i, g, ..., ¢, ne peut subsister (art. 12)
gucune relation linéaire 3 coefficients constants entre .les~ résultats
Q°F, QL F, ..., @°F. On aura donc nécessairemient pour -tous ces
gystémes .de valeurs
e:(A, @y .y @) =0.

Mamtena.nt la fonction entidre @i(4, ', ..., ¢) devant gannilet
pour un nombre infini de systémes de valeurs de ses argume:nﬁs, chaqué
argumént pouvant prendre un nombre infini de valeurs indépendam-
ment des autres, elle doit étre identiquement nulle, daprés un-théordme:
bien ¢onnu d'algebre. On aura donec: -

tio=0, =0, o2=0,..- -

La relation (8) ne peut donc se vérifier que pour des wvaleurs nulles
des coefficients e. q. f, d.

16. Désignons maintenant par ©° l'ensemble des m@mes termes
©-aprés avoir effectué dans chacun d’eux une permutation quelconque
des facteurs élémentaires, et supposons, §'il est possible, ‘que leg termes
@ soient liés par ume relation linéaire i coefficients eonstants. Alors,
les termes © pouvant toujours sexprimer (att. 14) en fometion lindaire
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des © et réciproquement, une relation linésire devrait aussi avoir
lieu entre les termes © contrairement & cé que nous avons démontré
ci-dessus, Le théoreme V se trouve ainsi compldtement démontré:

17. Théoréme VI. Pour que le degré dune opération:
A = FDy, D,,... Dy)
composée d'une manidre quelconque avee les opérations élémentaires
D,, D,, .., Dy soit irréductible (art. 4), il fout et il suffit que ce
degré coincide avec le degré de la fonction F(w,, @,, ..., 0y) con-
sidérée comme fonction des variables indépendantes o,, @,, ..., o

En effet, A; étant une opération quelconque de degré A, soit A,
I'aggregat de tous ses termes de degré 4. On aura ;

AZ = AQ + A;,....j, .
A}_y étant une opération de degré non superieur & 4 — 1. Si nous
désignons maintenant par A, ce que devient A, quand on y permute
dans chaque terme les Opérations élémentaires de manitre & les ranger
dans Yordre préfixé D,, .D,, Dy, ..., nous pouvons éerire (art. 7): :°
(10) by = Ay + A,
71 étant une nouvelle opération dont le degré ne dépasse i — 1.
Nous avons done
(11) Dy = Ao’ + (A’l——l + A'l'-t)-
Supposons maintenant que le degré de A; soit réductible, c’est--
dire que l'on ait
D=0y
ot A;_; soit une opération de degré égal ou inférieur 4 — 1. On
tire alors de (10)
Ay == By — By — Dy
Maintenant, le second membre de cette égalité pouvant toujours s'ex:
primer (art. 8) par des termes dont les facteurs.élémentaires se gnivens
dans Vordre préfixé et donb le degré me-supdre” 4 — 1, pendant: que
les termes du premjer membre sopt:tous.de -degté A et composés de
factenrs qui se suivent déja dans’le;mbme. ardre; cefte égalité nous
donne une relation linéaire quitne:peut se vérifier (art. 15) que dans
le cas ol chaque membre-soit-nul, séparément. On aura done
Aol == 0,
Mais A, nest autre chose que I'ensemble des termes de degré 1 de
1a fonction F(D,, D,, ..., Dy) considérée comme fonction des variables
indépendantes D,, D,, ... . Cette fonction sera donc, de ce point
de vue, une fonction de degré A — 1. )
La condition énoncée .dans notre théoréme est donc necessaire.”
Mais elle est aussi suffisante. Car si‘Ton suppose Ay =0, on tire
de (11)
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Ay = A}y + Ay,
ce qui donne une réduction de l'opération A; & une opération de
degré 4 — 1.
Exemple. L'opération de 6™° degré:

A = D3, D}, D% — Dy, Duy D2, Dy Dy + 2D,y Dy, D, + D2, D2,

a son degré réductible, parce qu'en substituant aux symboles D,,, D,,
D, Dy, resp. des variables indépendantes &, n, £, = on obtient la

fonetion
52722@2 —_— §2,,]2§2 + 2%"7? + f,?z?
28n¢ 4 £,

qui est seulement du quatrieme degré. On trouverait donc que A se
réduit an cinquidme degré ou & un degré plus petit.

19. Théoréme VII. Le degré irréductible du produst de plusieurs
opdrations, différenies de zéro, est égal a la somme des degrés irréductibles
de ces opérations.

Il suffit évidemment de démontrer ce théordme pour le cas du
produit de deux opérations. Soit donc

F\(D,, Dy, Dy, ...} . Fy(Dy, Dy, Dy, .. .)

le produit de deux opérations, des degrés irréductibles g, et m,, ex-
primées resp. i)ar des fonctions entitres F, et F, de ces mémes degrés;
et supposons, il est possible, que le degré irréductible de ce produit
soit inférieur & g, -~ p,. Ca revient & dire (art. 17) que la fonction

entidre

¢’est- 3 -dire

Fy(wy, 0y, ...) . Fy(w,, @,,:..),

des variables indépendantes ®,, w,, ... est aussi d'un degré inférieur
&' Wy - p,, eb, par conséquent, que les deux fonctions F,(o,, o,,...)
et: F, (0, ,, . ..) ne peuvent &tre simultanément des degrés respectifs
@i ¢ w,. Mais si I'on supposait, par exemple, que la fonection
FXeo,, »,,...) était de degré inférieur & w;, il Yensuivrait (art. 17)
‘que 'opération Fy(D,, D,,...) serait de degré irréductible inférieur
& w,, ce qui est contraire & notre hypothese.

19. Corollaire A. Pourgue le produit de deux opérations
soit identiquement wul, Vune ou UVaulre d'entre-elles dost étre nulle
tdentiquement.

Soient, en effet, u, et u, les degrés irreductibles des deux opérations
A, et A, et supposons, il est possible, qu'on ait

o A - by =0,
sans que A, ou A, soient séparément nulles. Le second membre étant
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une opération de degré nul, on aurait par le théoréme précédent
#y + #, = 0 et par conséquent

=0, g,=0.

Le produit A; A, serait donc le produit de deux simples constantes
différentes de zéro, ce qui serait absurde, ce produit étant supposé
égal a zéro.
20. Corollaire B. Les puissances différentes d'une mémé opération
ne pewvent élre lices par aucune relation lindaire @ coefficients constants.
Supposons, en effet, que l'on ait

ay + 0, A + a, A4+ -+ -+ AP =0,
les coefficients a,, @, a,, . . . étant des constantes et A une opération
quelconque différente de zéro, dont le degré irréductible soit y. On
en déduirait
a . AV = — (a;,_lA"“l + a;,__zA"—2 + LIRS —I— ay A + a(,)

et I'on voit que le coefficient a; doit &tre nul, car autrement le premier
membre serait, par notre théoréme, une opération de degré irréductible .
u . h, pendant que le second membre serait une opération dun degré
évidemment inférieur. Le coefficient a; étant donc nul, il restera

a + @A+ -+ ap A1 =0
et 'on démontrerait de méme que a5, =0, ete.

§ IL
’ L'Opération H.
1. L'opération de M. Cayley

a LI a

m o o P 2 9
Q= oa’z' .60 ——] x:—t_é_—m—i—-——é—y;-t’#i—a—'l;;,

Gor T B

formée avec n séries de variables mers: gz, y, ... v, opération qui
joue un rdle trés imiportant dans la théorie des formes invariantivés,
peut toujours se ramener- & des simples opérations €lémentaires, telles
que nous les avons considéré dans le § qui precéde A cet effet il
suffit de considérer l'opération

: 2
) He(ay---0) D)t 890, ayz"'"é'é;"’

qui ne differe de la précédente qu'en ce que le résultat de I'opération
Q doit &tre encore multiplié par le déterminant 7
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des 'n séries de variables.
Nous allons démontrer que Vopération H ainsi définie peut étre
remplacée par un aggregat des n? opérations élementaires:

(2) Doyy Dayy -« oy Daoy oy Dozy Doyy oo oy Do,

qu'on peut former avec les mémes séries de variables.

2. Pour ramener l'opération H & ces dernitres opérations mnous
introduirons pour le moment dans les caleuls % nouvelles séries de
variables &, 9, £, ..., ® de méme espdce que les 2, y,..., v, com-
pletement indépendantes entre-elles et de celles-ci. A Paide de ces
nouvelles variables, qu'on pourrait appeler auxiligires 'opération H
peut s'écrire sous la forme suivante .

- o 9o 2
He=Due... Doy Dia{(En ... ®) D kg5 50" o |
parce qu'on a° ‘
Dyy ... DyyDra(En ... @)= (xy...9)
et paree qu'on peut évidemment toujours supposer que la fonetion, sur
laguelle on doit effectuer Iopération H, soit indépendante des variables
- auxilisires £, 7,..., o.
Mais, d'apres la régle de multiplication des déterminants, on a
Dz& D Dzu

0 0 0 DSD Du
Cn.o0) S o oDt D Do)
Dti-D&Q"'BGm

On peut done écrire
€a} H=D°W'“DQ’DE"Z:‘:DzéD'Q"'Dth

oit le second membre se compose avec les 29 séries:
xr!h- wv; & 1,..., o
' Mamteaan:k i saaggt s&alem&a& .d’éliminer les variables auxiliaires par

le procédé indigué an. §a.,préee§ep§ A{voir le théoréme II, eorollaire B)
On parviendra ainsi & on vésuliat de la forme suivante:

H=Dlc.D}...D}, D

ax

ou z,¥,...v estune permutation qudconqna,des lettres z, ¥, . X
les exposants &, &, ..., & wayantique lesiwaleurs O et 1, et les
coefficients O étant des nombres entiers:pesitifs.on négatifs.
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3. Pour n = 2 on ftrouve:

. 2 o _ 8 @
Hmy (wl?h x2y1)(3w1 Y2 - ds 3y1)+ Dwx+Dxx-Dyy” -Dyx-Da:y

et pour n = 3:

0 0 9
Ty Xy g ow, 0%y Dm
0
Ha:yz:: Y1 Y2 Ys|° oYy 33/2 62/3
21 22 23 0 0 0
6z1 azz st

= xz(l"!‘-Dyy) (2+DM) + DszwyDyz + Dnyzy-sz
- -D:cx-Dzy Dyz - Dzm(1+Dyy) Da:z - Dyx-ny(2+-Dzz) .

Ces expressions de H peuvent se représenter d'une maniére trés-simple
sous forme de déterminant en écrivant

.Dzy Da;y ) Do ny D,
Diw 1+-Dyy ’ szz= DV“’ 1+‘Dyy -Dyz ) ete.
D.. 'Ds!l 2+-DM

pourvu que dans chaque terme du développement on ait soin de ranger
les facteurs opératifs dans le méme ordre des lignes verticales aux-
quelles ils appartiennent.*)

4. Au lieu de partir de l'expression (a) de .H composée avec les
variables auxiliaires &, %, ..., @, on peut partir de l'expression
guivante:

" (b) H={2iD5wD,,,,...Dw}-D,w...D,,,,Dz;

ou bien de l'expression
() He= {1 DiaDyy... Duef - {14 DD, 15065,

qui se deduit de (a) ou de (b) en y permutant de foutes les maniergs
possibles les variables auxiliaires £, 9, . . ., ®- Cette derniére expression
nous apprend que Uopération H est symmélrique par rapport aud séries
de voriables z, y, ..., u dont elle dépend; ce quon pouwvait & ailleurs
dédmire immédiatement de Vexpression (1).

5. L'expression de H au moyen des opérations élémentaires (2)
a un sens parfaitement déterminé quel que soit le nombre m des variables
dont se compose chacune des séries %,Y,..., 0. Dans le cas od le
nombre m est égal au nombre n des séries z, ¥, ..., ¥ DOUS ayons
Vu qt'on a identiquement

ny ==

*) Voir le tome XXIX de ces annales: Uscber die Zuriickfiihrung der Cayley’-
schen Operation @ auf gewdhnliche Polar-Operationen.

Mathematische Annalen. XXXVII
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9 0 2
He=y0) 3t 50 54, Sy b
mais il est aisé de voir qu'on aura une expression analogue aussi pour
le cas de m>n. Si lon pose en effet pour mZn

0 o_ ... _0
0 0
Ly Ty...%m w05 T
4y 0 Jo .. ._0
3) He=||% Y- Ym 3 % v
Uy Uy ...0p 3 '
30, a'vg va

a 0 0
==2 (%0 Ys - - - ¥,) ( ol TR Ty

on pourra transformer le second membre, par l'introduction des séries
auxiliaires §, 9, . . ., @, d’'une maniére tout & fait analogue a celle de
Yart. 1. On trouvera ainsi:

E—...-: .Duo PP .D"-Dé‘cz (g'l My + - o m‘n) (“5-85;- az"
i ' ’

= Doy .DyyDts D) + Dot Dyy . . . Dou -

expression qui ne differe point dans sa forme de celle que I'on avait
pour le cas de m = n. Cependant il est &vident que dams le cas de
m < n le résultal de Vopération H sera towjowrs nul identiquement.

6. L'opération H enire des séries de variables z, y, 2, ..., v est
permulable avec lowles les opérations gwom peul former avec ces séries.

Pour démontrer ce théoréme il suffit évidemment de montrer que
H est permutable avec chacune des opérations élémentaires (2), et on
pourra se borner aux opérations de la forme D,,, p étant une quel-
conque des variables z, y, ..., v parce que Popération H est symmé-
“frique par rapport aux variables z,y,...,v dont elle dépend, ainsi
que nous 'avons déji remarqué (art. 4).

En partant-de Fexpression (6):

H={3'4 DtDyyIt.. .- Do} . D, ..

an moyen des formules
-Dcp Dy = D&t Dap + D&m
Dy -D't: = Das Dxr -+ Dw:

. . *

LI 3 a
oy,

. D,,; D’g .Dg&

on trouve aisément:
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D,p = {2 & DgaDyy . . - Dao} = {Zi DgoDyy . . - Do} Day

+ 34 DDy .. D,

Maintenant, si p coincide avec y, ou #,... ou », on a évidemment

D+ DeyDyy Do Doy =0
et on conclut immédiatement
.pr.H == H.sz.

Dans le cas ol p coincide avec # I'égalité précédente devient
Dao{ D+ DeaDyy .. Dun} = | DV Dsa Dy - - - Do} (Daat-1)

et I'on aura, encore D,,H — HD,,, car
(.Dgz“," I)pro- "'Dz;'l)y’l Dz$‘= -Duw“nDzC-Dyr) .D$E . Dm *)
9. L'opération H entre les n séries &, 4, 2, ,. . ., t, u peut loujours
s'éérire sous la formie ‘
(4) A0 + A: Dwy -+ Az-Dyz + te + An—-lDtu
les A; étant des opérations composées opportunément avec les mémes
séries, et
AO = Dwm(l +Dyy) (2+Dzz~) ¢ .0 (n""‘l“l—Duu)

Ce théoréme est évident, d’aprés l'article 3, pour le cas de deux
séries 2, y. On peut donc le démontrer en le supposant vrai pour le
cas de % — 1 séries et en l'étendant au cas de # séries, Nous suppo-
serons, pour fixer les idées, qu’on l'ait démontré pour le cas de trois
séries z, y, 2 c'est-a-dire que lon ait
(B) H,y. = Ds(14+D,,) 2+ D) + Ay Doy + 8,Dy; -

et qu'on cherche a le démontrer pour le cas de quatre séries z,y, 2, ¢.
En développant Vexpression donnée & Dart. 3:

!Dx?z . *‘Dmy’ s -Da:a -D.‘bt
. _{Dw 14Dy Dy D,
W "t Dy -~ D, 24D, D,,
D, Dy, D;, 34D,

4

_ . . %) Pour m sériesil y a, en dehors de I’opération H, » — 1 autres opérations
fﬁéameﬂﬁa:les qui jouissent de la méme propriété d'étre permutables i toute
" e Sptation -formde ‘avec les m séries, ainsi que je I'ai démontré ddns moh'
mémoire : Ricerea delle vperazions invariantive fra pio serie di variabili permutabils:
con ognt altra operazione. (Atti della Ra. Acc. delle Scienze fis. e mat. -di -Napoli,
Vol. I, Serie 2a). '
9%

3
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§ IIL

Sur .1a dérivabilité des fonetions ratiommelles entiéres les umes des

ayutres et sur l'impossibilité de dériver une fonction de plusieurs séries

de variables, exactement divisible par le déterminant des séries, de
fonctions d'un nombre plus petit de séries.

. 1. Théoreme I. 8¢ deux fonctions rationnelles entiéres des mémes
séries de variables, homogénes par rapport aux variables de chaque série,
ne différent Tume de Uaulre que par une permutation quelconque des
séries, elles seront toujours dérivables Pume de Pautre au moyen & opérations.

Soit p. ex. f (#, y, #) une fonetion des trois séries z, y, # homogéne
par rapport aux variables de chaque série et resp. des degrés 4, u, u.
Je dis que la fonction f(y, ¢, ) peut se déduire de f(z, g, #) par des
opérations formées avec les séries x, ¥, 2, Soient en effet &, 5, § trois
nouvelles séries auxiliaires indépendantes des précédentes. On reconnait
sans peine que

f(gy 7, g) Iz L I,, ::ED#QDZCI“(% Y, Z),

f(ya 2y &) = nyD Eﬂa’ f(g} 7, §)
d ou:

. 1 vl v
@, 2,2)= (AE O D y D'y, Dty D DYy n Datf (@, 4, 2). ,
Maintenant on peut éliminer les séries auxiliaires par le procédé
que nous avens indiqué au § I. (Théoréme II, Cor. B), et on obtiendra

fy,,2)=24.fx,y,%) ‘
Y operatmn A étant composée avec les opérations elémentaares .Dmﬁllm, o
qui ne dependent que des 2, ¥, 2
2. Théoréme II. S¢ une fonctzon @ de n-<— 1 séries de variables
peut se dériver, au moyen dopérativis, dwne"” fonction f mizomzelle
entiére (homogéne en chaque série).de-n:séries de” variables #,9,2,...
on pourra toujours de’termmer dés opérations A; telles que Ton ait:

o ..__2’ A.DEDE . DX f
le symbole 2 s diendant aux systémes de valewrs des m — 1 exposants
e;i,ﬁﬁ;, vy A dont la somme a; - Bi 4 -+ -+ A est dgale auw degré
szé fen s ¥
Soit 'p. ex»y la série qui n'est pas eoni;enue dans la fonction -

@(®, 2, %, ..,,uw) dérivée de f(2,y, ¢,¢,...,u). On a d’abord d'aprés
le' théoreme précédent . . :
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on trouve d’abord
Heyy = (3+ Dy) Hyys + 8y Dy + Ay Dy + A5 Dt -
Mais en appliquant plusieurs fois de suite l'identité
Dyy = Dyg Dy — Dipe Dy g
on peut facilement exprimer les opérations Dy, Dy, D.. par les trois

opérations Dy, Dy, D,;. On obtient alors évidemment, apres avoir
substitué pour H son expression (5), un résultat de la forme '

Hypt = Das(14 D)2+ D) B+ D) + A" Day + B," Do+ 85" D
ainsi qwon le désirait. La démonstration reste absolument la mé&me
pour un nombre quelconque de séries.

9. Si une fonction rationnelle enticre des n Séries Z, Y, & -+ b U
homogéne par rapport & chaque série, est ammuléde par chacume des
n — 1 opérations:

Dy Dysy o o oy Dy
elle est identiguement égale & ume puissamce du déterminant (rY%...u)
multiplie par ume fonction entiére desy, o, . . ., t qui sera auss: annulée
par les opérations D,,, . .., Dy,.

En effet, si 'on opére sur une fonction f, qui jouit de ces pro-
priétés, avec I'opération H, le théordme de V'art. précédent nous donnera

Hf Aof
ol le second membre n’est autre chose que la fonction £ méme multi-
pliée par un nombre entier, positif et différent de zéro. Mais le
premier membre Hf est une fonction exactement divisible par le
déterminant (zy ... fw) ainsi qulil s'ensuit immédiatement de la dé-
finition méme (1) de H. On aura donc
f=(2y2...tu). @
@ étant une fonction entidre qui satisfait encore aux égalités
Dyep=0, Dyyop=0,...,Dyyp =0
puisqu’on a identiquement
D.f = (2y2...tu). Doy, Dyf=(zys...tu). D, q,.
Maintenant, si ¢ dépende encore de z, on démontrera de la méme
mabnitre que @ est de la forme (2y#...tu). v, ¥ étant une fonction
entidre des %, y, #, ... qui satisfait aux égalités:
. Dyp =0, Dyytp =0, ..., Dy ¥ =0,
On obtient ainsi
fe==(zy2...tu)?. 9
et on peut continuer de la mé&me manidre jusqu'a ce qu’on ait séparé
de f une puissance de.(zy ...u) dont I'exposant soit égal au degré
de f en z.’ -
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oly, s, “)“'Alp(x, Byt ..uW)-
Maintenant, la ¢ (z, #, t ., %) pouvant, d’aprés notre hypothése,
se dériver de flz,y,s, t, .oy u), on peut toujours écrire, ainsi que
nous I'avons démontré au § I (Théorame 1I):

o p ]
w(y,#,t,---,u)=2A,.D=;D‘3.. D ‘.

les A; ne contenant plus la variable & anx premiers indices. La somme

a4 Bi -+ -+ - + & doit donc étre égale dans tous les termes deZ’

au degré de f en z, sans quoi le second membre ne powurrait étre de
degré nul en z. Le théordme est donc demontré parce que la fonction
@(,8,t,...,u) pout & son tour se déduire de @(y, #, %, - .., %) 80
moyen d’opératmns en vertu du théordme précédent

8. Dans ce qui va suivre nous dirons qu’une fonction entitre f des
# séries de variables 2,y, 2, ..., 4 est impropre (ou bien qu ‘elle . est
dérivable dun nombre plus pdzt de séries), lorsqu’elle peut se déduire,
au moyen d'opérations, de certaines fonctions de » — 1 séries de
variables. (a revient & dire que la fonction f doit pouvoir se représenter
identiquement sous la forme

f(z’y?"“ ’“)_26‘ ?‘@p#;e;tﬁ;ﬁ} 5‘@,

Jes A, étant des opérations entre les n séries z, y, .C, oo ooy U
En effet, on pent toujours supposer, sans nuire & la -généralité,
que les » — 1 séries qui entrent dans les ¢, soient partout les mémes,
et I'on pourra toujours les choisir arbitrairement. Car, 8’il soit, p. ex.,
ponr. le cas de quatre séries de variables z, y, #, ¢: :
[ 4, 4, 8) = D@y (9, 4, 8) + 8,95 (2, 8, ¢) + A‘%(yg %, %)

on peut toujours écrire, ainsi que nous Vavons vu ci-dénsts’
P2 (%, 2, 8) = D, . 9,(y, 5, 8),
P3 (4, #,2) == D . @5(y, 2, 3)
D,, D, étaxit des opérations entre z, y, #, ¢; et si 'ou pose
. 8&yDy= A, ADy= A"
on sura pour [ la forgxe:
l f(@, 9 80) =B,y 2,4 + é’Wz(S‘: 5%+ A"py(y, 4 f)
" 4, Théordme IIl. Une fonclion impropre f des--n sdries de
variables ‘2,9, 8, .. ., % est lowjowrs de la forme:

waD::‘de...Da'Dm d’i(’ﬂasa"' %) .

On a d'abord d’aprds larticle précédent
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@Y. ==2Ae-<r¢(y, 8y ...y ).

Maintenant on peut toujours arranger (§ I, art. 8) les u? opérations
élémentaires dont se compose A; de manidre que l'on ait identiquement

Ai ==2 D::—I Dag Dd; j’ D‘fz—-l e -Dﬁ: Dﬁ;

o yz

A; étant une opération qui dépend seulement des y, 8, ..., w. Mais,
Ia fonction ¢; ne contenant pas les z, on aura '

Dot DEDE gy, 8, ..., u) =0

Pexcéption du cas
131 “"ﬁz“‘ "==ﬁu—-1"=0‘
On pourra done éerire simplement

D iy, 8. ., %) aZD“""‘. . ,B;‘;D“‘ B s i 8 e s 9.

i f,;)\ w{%‘r J;ﬁfﬁ'f S o .

j“ZD%M D“‘ﬁf“*ﬁﬂ' n-s“;

parce que A, ¢; est év1demment une fonction des eeules Yy By ooy e
Le théoréme reste ainsi démontré, .

5. Théoréme IV. Une fonction entiére impropre des n séries de
variables neirt x, y, 2, ..., u est toujours annulée par Uopération de

Cayle
yley 3

Q==2+aw¢ oys 0%,

flz,92...,u) ==2A; o (Y, .e,. Gy

Soit en effet

Yy nfég
.. L
une fonction impropre des x, 4,4, ..., % . On & {% 3

i d e g?#);@w%«
(xyz. u) Qf=== H . 2&;%@‘@;@ £5 ).
”ﬁw«mw{é‘«z’ a’@gggﬂ 3w v@
Mais les ¢;, ne contenantwm les J&mbles x, “seront évzdemment
annulées par lopération H. ~Le econd ‘membre de la darméte égalité
est’done nul e¥'l'en o par ovnaégaentr
Qf =0
6. Nous allons maintenanf-démontrer le théeménie suivant qui eph
durte importance ‘fondamentale Pour notre théorie: .
%P héorome V. Une fonction rationmelle entidre Fz,y, 8, ..., 9
des n séries devariables nre %, 4, 7, . -, 4 qui s0ut exactement divisible
par le ddierminant des variables est toujours une fonction propre. ;:Bm
Baulres termes: il me peut subsister s ddentité dé la-forgie .«
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(2yz...w). F(x,y,2,...,%) -—-ZA,-f,-(y, By ooy )

que dans le cas évident ow chaque membre est nul séparément.
Kvidemment on peut toujours supposer que la fonction F soit
homogene par rapport & chacune des n séries 2,9, 4, . . ., %
En nous bornant, pour mieux fixer les idées, & cinque séries de
variables «, y, #, {, u, soient resp. I, m, n, 7, s les degrés dans ces séries
de la fonction\F qui satisfait par hypothése & une identité de la forme:

(®) wystu) F (@9, 26 0) = D B fi 0y 21y

Nous considérerons toutes les fonctions dont le degré total est égal
au degré total

b=l4+m+n+r-+s
de F et nous les rangerons d’aprés la régle suivante. Qu’on prenne au

hasard deux fonctions quelconques & et ¥; soient w,, y,, ts, Wy, Us

les degrés de W par rapport aux cinque séries, écrits dans l'ordre de
leur valeur croissante, de sorte que l'on ait:

(4 Z!‘z?l"s‘? by < s

et soient v, 2 v, Z v, £ v, < v, les degrés analogues pour ¢, Nous
dirons alors que la fonction ¥ est infériewre & @ si Von ait: p; < w,;
ou si, étant g, = v, il soit p, <'w,; ou &'l on ait y, = v, u, =,
g = v; ot ainsi de suite.

Cela posé nous allons démontrer que, si une identité de la forme
(a) est impossible pour toutes les fonctions W inférieures & une certaine
fonction @, elle sera de méme impossible pour . *

Admettons en effet, il est possible, qu'on ait identiquement

® (wystu). @y tu) = > M. ou(y, 2 b, )
! i

et supposons, ce qui est toujours permis, que I'on ait:
1ZuZv3eZo.
Si nous opérons sur les deux membres de cette identité avec
'opération élémentaire D,,, nous en déduirons

©) (@ystu) {Day®) = & gily, & 4, u)
i

ot
Ai’ = zyAi

Cette identité est de la méme forme de (b), la fonction ¢ y étant rem-
placée par la fonction.D,, ¢ qui lui est inférieure, parce que les
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degrés de cette dernidre fonction en 2, ¥, 2, ¢, v sont évidemment 1 — 1,
uw-t 1,70 6. On aura donc identiquement d’aprés notre hypothese:

(d) Dyy® =0
Si l'on optre maintenant de la méme maniere sur lidentité (b)

avec les operations élémentaires Dy,, D,;, D, successivement, on en
déduira par un raisonnement semblable
(e) .Dy,q) == O, .Dgtcb === 0, .Dmfb =0
car il est aisé de reconnaitre que les fonctions Dy, ®, Dy ¢, Dy ® sont
toutes inférieures & &.
En effectuant désormais sur l'identité (b) Yopération H qu'on peut
mettre d'aprds un théoréme démontré précédemment (§ I art 8) sous
‘la forme:

H= 0o+ A Doy + 8, Dy, + 83 D0 + Ay Dy,

Ay = Duw(14-Dyy) (2+ D,) 3+ De) (4+ ngu):
et ayant égard aux identités (d) et (e) on obtient: -

By {(@ystu). O} =H > A= 0.
4
Mais, l'opération H étant permutable (§ II, art. 6) aux 4y, on a

HZA,’QJ,'=2A,'.H9),‘=O

puisque lopération H annule évidemment les fonctions ¢; qui ne
contiennent pas les #. Il reste donc:

A, {zyztu) .} =0.

Mais on a évidemment, i, u,», 0, ¢ étant les dégrés de ¢ dans les
cinque séries:
B {(ayatu) .0} = (A4-1) (6+2) (+3) (o+4) (6-+5) . (aystu) . ©
od le facteur numérique est nécessairement différent-de zéro, On do:t
donc avoir 1dent1quement b= O ainsi qui ‘il fallait .démontrer,

7. Cela posé, le non}bre des sys%‘émes différents de degrés qu1
peuvent se présenter poui les "Fonctlons inférieures & F et de degré

total égal au degré total & de F est toujours limité, car les systémes
de nombres entiers et positifs 4, g, v, g, @ satlsfausa.nt a légalité

Atpt+v+oto=5k

sont en nombre évidemment fini. Soit N le nombtre de ces systdmes
uét* soient

ol

Ay s v Q15 s
Ay, Wo, Vyy @2y Oy,

Ay, oy, vys @4, Oy
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&

Is. systomes: eux-mémes rangés dans lordre des fonctions dont il
‘représentent les degrés, de sorte qu'une fonction des degres:

Ay Wiy Vi, Qi O

géra. supérieure. & une.fonction des degrés

higr) i1, Vidrs Qi1 Citas
Le dermier systéme aura évidemment les valeurs
gg) ZN-"——:O, ex=0, vy=0, oy =0, oy=~F.
A/ izz % 'f . . .

‘Mantenant, si une identité de la forme (a) est impossible pouy

les. fonetions, 7 dont les systdmes des degrés soient:
“ 215 Bty Vi, Qid1, Oiga,

- * . . « N

A, & by, VY, On, Oy

I démonstration donnée & I'art. préc. nous apprend qu’elle sera dé
thdéme impossible pour une fonction F dont les degrés soient:
. gx‘i} (uis 'Vi; Qi; 61'0 i
On voit done que la démonstration de I'impossibilité d’'une relation de
Is forme (a) est'réduite &' démontrer qu'une relation semblable esh
impossiblé pour une fonction F des degrés (g), clest-d-dire -pour umé
fonetion d’'une seule série:de variables.
Mais si I'on avait p. ex. dans ce cas:

(zyetw) . Fu) = D] Mifi(y, 2, ¢, u)

on pomrait opérer sur'les dégi me;mbresﬁ avec lopération H et 'on.
en déduirdit' comme & Fart. précédent: .-
H{(zyetu) . F(u)} =0
¢e qui revient encore & I'identits
) F(u) = 0;
oar, la fonction F(4) ne contenant pas les variables-z, y, 2, ¢ esh

) g *y -i.‘..% ing ¢ ” .
par_les opéritions 6lémentaires Dy, Dyy Dy, D, . Notre

<8¢ Lis' migme™ rofiere qui nous a conduit & la démonstration du
gﬂ;zéﬁféﬁe précédant peut igrv;i:\, sany modifications essentielles, a dé-
montrer le théordme suivant:

v Phéordme VI 8 By Yy Byooorth SOME W Séries de variables;

%

w'importe de quelle espice m, ot H est Vopération : .
H= o e .. 8
Z %o Yir - -+ ) om;, oy, 3“¢,,)

i e pout subsister aucune. identité de la forme



Opérations dans la théorie des formes. o7

(2) H.F@y, 8 ..,%) ‘=2Ai°ﬁ(?/7 )

sans gque les deux membres soient nuls séparément. :

On démontrera, comme ci-dessus, que si une identité de la forme
() est impossible -pour des fonetions F' inférieures & une certaine
fonction @, lidentité supposée

(ﬂ) H.CD(x,y,z,..._,u)==2A,-.q>,-(y,z,...,u)
entraine les identités
(@) Dyy® = v, D,d=0,...,Dpo®

Si on opere alors sur l'identité (f) avec Vopération
on obtiendra ‘d’abord:
H. H <D—- 0.
Mais, en vertu des (y)%, on a (§ II art 8) &
HO = Aod) H. ch Ao WA N
On doit donc avoir
A2.d=0

ou, ce qui est la méme chose, ® = 0. Abstraction faite de ces peﬁtes
modifications la démonstration reste done la méme des articles précédents.

§ IV.

Développement d'une fonction de » séries de variables. smivant les
puissances du déterminant des séries et les polaires de-covariants qui
contiennent seulement » —-1 séries.«

1. En partant des théordmes démontrés ci-dessus hous allons
‘maintenant établir le théoréme suivait. - -
Théoréme I. Une )‘onctwgz mtwﬂmlle entiere, quelconque

, F’(ﬁx’ Wf o i 3 ’M)
‘dés n séries w, Yy, 2, PN d’espece %, peut towjours Sexprimer sous
la forme
F(z,y, 2,..,u)=(ry2...u).®(2, 9, 2,... 7“) +2A S 20 %)

“WiJesecond ‘membre est la sommie de deux -fonctions rationnelles entieres
dont; Ta premitre. ost elactement divisible par Te déierminant.(, 9,85 i1y h)
des qfarmbies, et dont la seconde. est. ume. fonction dérivable *(par.-nos
opérations) de fonct@ons fi(4, 2 .« oy w) qui - contienment sewlement les
SEries Y, 8, - vy U
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Une fonction quelconque F' pouvant toujours s'écrire sous la forme

F=F0+F1+~--+F,,
ol les termes d'une méme fonction F; sont tous du méme degré par
rapport & chacune des séries z, y, 2, ..., % et du méme poids par
rapport & chacun des indices 1, 2, ..., qui affectent les variables,
il nous sera évidemment sufﬁsant de demontrer le théoréme pour une
fonction quelconque qui jouit de cette propriété. .
Nous supposerons donc que tous les termes de & sofent des degrés
Qys Qoy - - +» On 6 des poids p,, p,, . . ., Pn, de sorte que Von ait:
1) F*ZA; aal. oyl g bl i

n

les A; étant des coefficients constants et les exposant sa.tlsfalsant pour
chaque terme de F aux conditions:

@ 4ty =gy, oy B +---+ 4 —101;
@) Bi+ B+ Bu =2, e, 4+ By, + - +3' —Pza
ll+lz+"'+ln=qn7 On + Bu + - +a'it‘==l7n-
Le nombre M des termes
(3) Ei: Ez; IS EM;
qui peuvent se trouver en F, sera donné par

M= Y(Py, P>+ ) Pn5 D15 Tar» -y In)

en désighant par'¢ la fonction arithmétique qui exprime combien il
y a de systémes-de solutions pour les (2).

Parmi les fonctions des mémes degrés et poids que F' il y en a
évidemment

M=y — 1, p,—1,..,0.—1; ¢s— 1,0, —1; sy gw— 1)
qui sont exactement divisibles par le déterminant (x4 2 .". . u) et entre
lesquelles il ne peut subsister aucune relation linéaire & coefficients
constants, Mais ces.dernitres fonctions sont linéairement indépendantes
des fonctions mpro}wes c'esta-dire des fonctions de Ia fom“

Z’A"f(ﬂ?/:z‘:

ainsi que nous Vavons démontré (§ HI, art..6).. Il .suffira.donc pour
démontrer le théoréme énoneé ci-dessus de démontreriqu’il y. & am
moins M - M, 'fonctions impropres des mémes. degrés et poids que
F, entre lesqu‘elles il n'ait lieu aucune relation lnéaireis caefficients
constants.
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2. Désignons respectivement par

-Dll ’ Di‘z) RS -Dlm
-D21 ’ Dn, LIRS -D2m

D1y Dazy .o oy Dun
les opérations qui occupent la place correspondante dans le tableau
1, Dyyy Dasy o« oy Dau,s
Dysy, 1 4, Dysy .oy Dyu,
Dm, D,,, 1 ,... De,
D,m, Du,,, ~Du,, R |

et rappelons nous (§ I, art. 11) que les différents termes (3) peuvent
tous se déduire du i;erxpe

— Pyt
su moyen d’opérations. Et plus préclsément si Yon indique pa;r
Dy Dy, ooy Dy les M 0perat10ns de la forme

4 A=DM.. Dapi.. . D-... D% DD, .. Dh DY

1

ot les exposants satisfont aux mémes conditions (2) considérées ci-
dessus, nous savons que les termes (3) s'expriment en fonction linéaire

-

3 coefficients constants de

(5) Al .Eo, Aon, v v ey A_M'.E("

et réciproquement. s
Nous savons de plas (§1I, art. 14) que I'on peut substituer an

systeme (D) le systeme

(6) . AilEO) A2’E0r . ‘Al’lE

oa A/ differe de A; par une permuta’.tmn arbitraire des facteurs
élémentaires Dy, qui la composent. .

Maintenant iious nous servirons de ce pmnerpe pour permuter, de
la manidre qu'on va expliquer, ‘Vordre des facteurs des opérafions A;
dont les exposants (4) satisfont & Y'une aw moins des équations: '

(7) o =0, 8,=0,7=0,..., 4 =0. Co
Dans ces opérations il y aura, évidemment un produit de la forme
® D D5 .. DY Dyt - Do

avec la condition

0, +0, 4+ + 00+ 0+ 4 On=py
et, si 'on prend pour A/ ce que devient A; quand on y -permute
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E0=(wyz...u).¢+2A,-’ iy, 2, ... )
ol
ﬁ(y; By ooy '“’) = AiEO'
Drautre coté, ¢ étant une fonction rationnelle entidre des degrés
¢, —1,...,¢qn — 1 et des poids p, — 1,...,p, — 1, on a (§ I, art, 11):
¢=AE,

-1 -1 D=1
El = wi’l ?/52 e o o un“
ol, ce qui est la méme chose # moins d'un factenr numérique:
E1 = Q . Eo .

en prenant

Nous pouvons done écrire:
© E=A.H.BE+ D A.fi4,4...,u), fi=AB,

Mais, si Yon a une identité de la forme:

(2, Tgyeens Ypy Yaieeesens) == A Fy (&), ayee§ Yis Yayoseioen)
il est aisé de reconnaitre que l'on a aussi:

F(am’ bw,.o.; ay’ by,..o;.o .) _ A.Fl(ax’ dy,...; b¢, by,.o.;o.-)
o : :
Oy == wix1 + a2x2 + e + An Ly y
by == b2, 4 0,2y 4 -+« + bpln, - -
les @,b,c,... étant des constantes arbitraires. On peut donc tirer
de l'identité (9) la suivante:

Feall b el ... "= AH. F+2A;f,-(y,z,...,u), fi—= AF.
Maintenant il suffit de remarquer que les opérations A, H, A/, A;
sont indépendantes des a, b, ¢, ... pour reconnaitre que cette identité
aura lieu pour une fonction rationnelle entitre quelconque F(2,y,...,u)
resp. homogéne et des degrés p,, p,, ..., p. par rapport & chaque
série, car

21 1P Dy
@, b ...e,

est précisément Iexpression symbolique d’une fonction générale de ces
degrés. Si nous remettons & la place de H son expression en Q, nous
pouvons done énoncer le théoréme suivant: £

Théoreme III. Si F(z,y,...,u) est une forme algébirique générale
de certains degrés par rapport d chaque série x, Y, ..., w, On a ume

identité de la forme:
(10)  F(@3yeer ) = @y ). (@, 8y yt) - AL 5. . 0)
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ot

(11) O=A.QF e fi=U0F

Q dtant Lopération de Cayley et les A des aggrégats es opérations
élémentaires Dypy, Dyyy Dy, . .. Cetle identité a liew indépendamment
des valeurs des coefficients de F' qui restent absolument avbitraires. En
dautres termes les opérations A, Ay, A, dépendent seulement des degrés
de F par rapport aux différentes séries.

7. La forme donnée dans ce théoréme aux fonctions @ et f; nous
dit qu'elles sont des covariants de la forme F.. Quant aux f; on voit
aisément, d’aprés un théoréme précédent (§ III, art. 2) quon peut
toujours les déterminer de la manitre plus simple en prenant:

fi=D3Dk. . . Di.F
oy Biy . .., A; 6tant un systeme quelconque de nombres entiers et
positifs qui satisfont & la condition

a4+ pi+ - Fhi=p.
En appliquant la formale (10) p, fois successivement on obtient done,
d’aprés cette remarque, le théoréme svivant:

Théoreme IV. Si F(x, ¥, ..., %) est une forme algébrique générale
des n séries despéce n, de degré p par rapport a la série x, et de certains
degrés domnés par rapport aux autres séries, on a towjours wune identité
de la forme:

(12) F(x,9,8,...,u) =2(wy...u)#:A,-.<pi(y, By ooy W)
#f

ot . ’
(s A3 - 2“ “
(13) q)i(yzz:"vu)"——"Dx}Di‘z.--Dwz.Q . F
le' sigme . E’ Sétendant a tout les systémes de valeurs des n- nombres
%@?"3 et positifs i, Pi, . - ., A, b qui satisfont & la condition?
pe L; ¥ <. RN L 4:5-%:} k‘%g}_“

o ' o + Bi + \ + 4 +«iy f:;égi?? Foswenloidn
Lropération A: qui corresponde d;chague foncisonfione dépend myllement
des coefficients, de‘f” mais, seulement dgg&éﬁﬁgi@*ﬁ T S

., 8 .Corollaire A. Une.foime:glgébrigue F de n séries Ty Yy -
d’espéce n, de degré. p par. rogport.a. une série z, est toujours équivalente:

n —1
a systéme des ( +11; ) formes algébriques:
Z@/Dgz cee D?mQ” F

. . o A =1,
et . CTEA o Fide=p.

*) Dans le.cas de deux seules séries binaires #, y la formule (12).coincide
avec une formule bien connue de Clebsch et Gordan. Voir: Clebsaghw,’szgghfeﬁ
der bin. alg. Formen 1872, pag. 15, ou bien: Kerschensteiner; Gordan's Vor-
lesungen 1887. pag. 81. ‘

Mathematische Annalen. XXXVII,
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By=(@ys...u). 0+ DA fi(y,2,...,0)
ol '
fi,2,.:.,u) = A E,.
Drautre coté, ® étant une fonction rationnelle ‘entidre des degrés
g1 —1,...,¢4. — 1 et des poids p, — 1,...,p, — 1, on a (§ I, art, 11):

en prenant
1—'1 -'1 p —1
olt, ce qui est la méme chose & moins d’un facteur rumérique:
Ei = Q . Eo .

Nous pouvons done écrire:

@ Bo=A.H.E+ D 0.fi#6...,4), fi=NAE

Mais, si I'on a une identité de la forme:

F(@y, Zyyees Y1 Yoioee5ees) == D Fy (T, Zyyeees Yys Ypsoresees)
il est aisé de reconmnaitre que l'on a aussi:

F(aw, bx’oc.; ay’ by,o )—"A F(a”, ay’d .., bz, bg7¢qg;o.t)
o"a %y »51!: Ag%. .

Uz = 4 %y + 0,2, + so s Unll,
by = b & + by®y 4 -+ A bpany

les @,b,c,... étant des constantes arbitraires. On peut donc tirer
de Yidentité (9) la suivante:

Fee ag; bf;z cﬁ’l . .. eﬁn == AH,F—*—ZA{]‘;(?/,ﬁ,---,%), f; == AiF
¢

Maintenant il suffit de remarquer que les opérations A, H, A/, &
sont indépendantes des a, b, ¢, ... pour reconna;ltre que cette identité
aura lieu pour une fonc(non ratlonnelle entidre quelconque F(z,Y,..., )
résp: homogene et des degrés p,, p,, ..., P» Par<Fipiort’ & chaque
série, ear o

y4) )
a bl ..

est précisément I'expression symbolique d’une fonction gé‘néra.le de ces
degrés. Si nous remettons & la place de H son expresmm eh Q, nous
pouvons done: énoncer le théordme suivant: Y

Théordme III. S F(x,y,...,u) est une forme algebmque générale
de certains degrés par rapport a chaqug série Z, Y, . « ., Uy, ON G UM
identité de la forme: :

(10) F(#,Yy.. 1) = (&Y. ). D(Z, Yy o ,8) AH E(MQM
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Y

ot
(11) O=A.QF e f;=

Q dant Vopération de Cayley et les A des aggre’gats des opemtwns
elémentaires Dyy, Dy, Dy, ... Cette identité a liew indépendamment
des valeurs des coefficients de F' qm’ restent absolument arbitraives. Fmn
d'autres termes les opérations A, Ay, A; dépendent seulement des degrés
de F par rapport aux différentes séries.

7. La forme donnée dans ce théoréme aux fonctions ¢ et f; nous
dit qu'elles sont des covariants de la forme F.. Quant aux f; on voit
alsément, d’aprés un théoréme précédent (§ III, art. 2) qu'on peus
toujours les déterminer de la manidre plus simple en prenant:

fi=DjiDk. D . F
oy Bis . ..y A; Etant un systeme guelconque de nombres elatxers et
positifs qm satisfont & la condition

o; 4 fi 4 - ‘j"‘?'i"':gpi'
En appliquant la formule (10) p, Fois successivement on obtient done,
d’aprés cette remarque, le théoreme suivant:

Théoreme IV. Si F(z, y,..%, u) est une forme algébrique générale
des n séries d'espéce n, de degré p par rapport d-la série x, et:de certains
degrés domnés par rapport awx aubres séries, on a toujours une identité
de la forme: -

(12) Fl(z,y,2,. ..,u)=2(my .\?Qﬂ A pi(y, 8y ..., u)

ou " ;- .

(13) iy 2 .. u) = DD DY QT

le signe 2 sétendant @ toz%ti’les systemes'- de”fm}éwrs des - %ﬂmbres‘
entiers ‘et positifs o;, ;3,, Y ,‘GZJ qui saiwf:qnt é la oondzw

r(‘é;ﬂ B

“‘ + ﬁf + : i’%%&vgi”@ oy oetties e S RRTS TT N
Liopéranon pe qui cowespom?gg gﬂg%fgm Lot f e dépend ;ewllcmem

oo pefcionts de ' il sl U S ..
8. .Corollaire A. . Unes ¢ B de n séries a,4,...%

a’ e.gpe@g n, de degm p pagf r@oﬂﬁ@ aufz&sérze z, est toujours dguivalente

&

n [
aw systéme des ( » ) formes algébrigues:
,Qa oL :yD ... D; @ F
Nl a+ﬂ+~-+l+w”%

*} Danh le .cas de deux seules séries binaires x, y la formule (12) coincide
avec une formule bien connue de Clebsch et Gordan. Voir: Clebsch Theorie
der bin. alg. Formen 1872, pag. 15, ou bien: Kerschensteiner; Gordan's Vor-
lesumgen 1887. pag. 81.
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Ces formes ne contiennent plus que les m — 1 séries y, 2, ..., u et sont
des covariants de F.

I1 suit, en effet, des formules (12) et (13) que tout invariant ou
covariant de F est un invariant ou covariant du systéme des @; et
réciproquement.

9. Corollaire B. 8i une forme algébrique F des n séries
X, Y, 2, ..., u despécen est annulée par chacune des n — 1 opérations
élémentaires:

Dzy; Dzz, c ey -Dam’
elle se réduit au  produit d’'ume puissance du délerminant (xy 2. .. w)
par une forme algébrique qui comtient seulement les séries y, 2, ..., %,
et réciprogyement.

La formule (12) devient en effet dans cette hypothése

Fr,y,2,...,u)=(xys... w2 . Dp.@p(y,2,...,%)
ou la fonction A, . @,(y, 2, ..., #) ne peut contenir les z, p étant le
degré de F par rapport aux z. La proposition réeiproque est évidente.

§ V.
Extension au cas de fonctions analytiques queleconques.
1. L’extension de notre développement (§ IV, art. 3):

F(z, 9,2 ...,u) ==2(56?/2 R ) N AYY P1( A P 7

au cas ol F' n’esl pas une fonction rationnelle entiére mais une fonction
analytique*®) quelconque des % séries 2, y, 2, ..., u, se presente de
la maniére la plus naturelle si l'on substitue & la définition que nous
avons donné de fonction empropre, c’est-a-dire d’étre dérivable, par nos
opérations A, de fonctions dun nombre plus petit de séries, la pro-
priété absolument équivalente d’étre annulée par-opération Q.

" Nous avons démontré en effet (§ III, art. 5) qu'une fonetion im-
propre est toujours annulée par cette opération. D’autre coté les
formules (10)'et (11) du § préc. nous montrent éviderament que, si une
fotictionF ‘est’ annulée par Yopération Q, elle se réduit & la forme

. 2?&{?}@% Byvooy %)

cest-a-dire qu'elle est nécessa:rement une fonction impropre. Donec:
pour quune, fonctzon rationnelle entiére de w séries soit dérivable de
fonctions de n — 1 séries, il est ridcessaire et suffisamt qu'elle soit annulée
por Vopération Q. %)

#) Dans les sens bien.connu de M. Weierstrags. ‘73 w=sf,
##) Si T'egpéce des séries est supérieure au nombre % des séries, oh-peut dire
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De ce point de vue la généralisation du premier théoreme (§ IV,
art. 1) est donnée par le théoreme suivant.

2. Soit F(z, y, ..., u) une fonction analytiqgue quelcongque des
variables Ty, .. oy Tny Yiy oo oy Yny ooy Ugy « o oy U, Monodrome et con-
tinue pour toules les wvaleurs des variables dont le modul est égal on
infériewr & un certain nombre positif 0. On a alors identiquemenit

(1) _.F(x, Yoo =¥@y .., 0+ (xy...w).Px,9,...,%)
les deux fonctions © et ¥ élant monodrimes et continues pour les mémes
valeurs des variables et la premiére satisfaisant a Véquation aux dérivées

partielles
. S anq’
@ 2> Frmm =0

D’aprés Yhypothése on peut toujours représenter la fonction F(z,y,...,4)
par une série ordonnée suivant les puissances entiéres et positives des
variables @y, 2y, .. ., ¥y, . <.

(3) : P+ P+ Pt
en désignant par une lettre unique P; I'ensemble de tous les termes de
la série qui sont de méme degré total par rapport aux variables. Cette
série sera convergente pour toutes les valeurs des variables dont les
moduls sont égals ou inférieurs & .

P; étant une fonction rationnelle entitre des variables, on peut
“poser d’apres le § IV:

P,-=1/),-+(xy.. .u).¢¢
P; et ¢; étant aussi deux fonctions rationnelles entiéres dont la
premidre satisfait & I'équation (2):
Qi = 0.

Maintenant je dis que la série

Y+ + v+

qu’on peut évidemment considérer comme uhe série ordonnée suivant
les puissances des variables, est convergente pour toutes les valeurs
des variables dont les moduls ne surpassent pas 9. Nous avons en effet

F =lim {f’zpz-l- (y - - -u)S%me}

fuxe] i==1

d’ot

& f==n 1

i=1 B e

qu’il est nécessaire et suffisant que F' soit annulée par l'opération H (dont I'ex-
pression est indépendente de I'espéce des séribs. cofr,:§ II, art. 5).
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en désignant par F', ¢ ce que deviennent F, 1 quand on ¥ .sgbstitue
pour toutes les variables le nombre ¢. F" ayant par supposition une
valeur finie, on voit que la série

¢1+'¢"2+¢‘3+ .
est convergente pour z; = @, = --=¢. D'aprés un théoréme. bien
connu elle sera donc convergente pour toutes les valeurs des variables
dont les modules ne surpassent pas @, et I'on aura pour toutes ces
valeurs

Y=o+t U4
¥ étant une fonction monodrome et continue. Le reste de la démon-
stration ne présente désormais de difficulté.
3. Lexpression dume fonction analytique F(z,y, .. ., w) sous la
forme (1) considérde au théoréme précédent ne peut s'effectuer que d’ume

seule mamiére.
En effet, s'il n’en é6tait pas ainsi, on déduirait évidemment de

deux expressions supposées possibles une identité de la forme:

3) @y, .., u)=(@y...u).9x,y,...,u)

f et @ étant deux fonctions analytiques continues aux environs des
valeurs nulles des variables, dont la premidre f satisferait & l'équation
aux dérivées partielles

et les deux membres de (2) ne seraient pas nnls séparément.
Cela supposé, soient

f=ﬁ) +f1 +f2 +:
P=0)+ @+ P+ - - -

les développements de f et ¢ suivant les puissances des variables, f;
et @; désignant 'ensemble de tous les termes de méme degré total ¢
dans toutes les variables #,, #,,...,¢,,.... De la condition (4)

Of = Qf, + Qf, + Qs + - -+ =0
on déduit évidemment
(6) Qf, = 0.
D’autre coté l’idgntifé@’i&) nous, donne évidemment les. identités
fim= (@Y ... u)- Prs.
Mais, les f; et ¢;_,; étant deux fonctions rationnelles entidres dont la

premitre satisfait 3 la condition (5), cette identité ne peut avoir lieu
(§ IlI, art. 6) que dans le cas od:

ﬁ' = O; Pi—y == 0.
On aurait done identiquement
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f=0, =0
contrairement & ce qui a été supposé.

4. Nous n'insisterons ici pas davantage sur Fétude complete du
développement des fonctions analytiques de plusieurs séries. Il nous
semble méme superflu d’énoncer le théoréme plus générale qu'on déduit
du théoréme précédent dans le cas ol la fonction analytique F serait
donnée aux environs de certaines valeurs a,,a,, ..., b, b, ... des
variables @, @,, .. ., ¥, ¥, . - . pour lesquelles elle est continue. II
suffit & cet objet d’appliquer le théoréme démontré & la fonection F
considérée comme fonction des nouvelles variables z,, z,,.. ., ¥\, 5, . - .
liées aux précédentes par des substitutions linéaires qui changent leurs
valeurs nulles dans les valeurs a,, @y, ..., by, by, . . ..

Naples, avril 1890.




