
Sur les Opdrations dans la thdorie des formes a]gdbriqims. 

Par 

Mr. A T.~'nDO Caezm ~ Naples. 

Les choses que je vsis exposer dans ce m~moJre ne sont pas seule- 
ment un r&um~ syst~matique de pattie des rtkultats plus importantz 
auxquels je suis parvenu dana mee travaux su~ la ~ o r i e  g~n~rale tiN' 
formes alg~briques. On y trouve~a quelqu' autre r&ultat et beaucoup 
"de d~monstrations nouvelles dont le but principal eat de ramener, 
.autant que possible, le m~canisme de la technique ol~ra~ive dee 
formes invariantives h sea ~l~ments plus simplee, c'est.h.dire aux 
operations de t~olaire~ lea seules dont l'usage eat essentiel dana ce qui 
va suivre. 

On y trouvera aussi une d~monslmtion simple et absolument 
rigoureuse de l~ possibilit6 de developper un~ fonctio,~ de ~ s~eo de 
variables suivant les puissances entibres du d~terminant dee varisbl~ 
et les polaires de covariants qui contiennent seulement ~ - - I  s~iee.*) 

w  

Th~orSmes fon~amentsax su r lea relations a t t ~  lea ol~rstiona 

1. Dana ce quJ v~ s a l v e  ~ d ~ e r o ~  ord ins i rement  1 ~  
une seule lettre, p. ex. ~ l'ev~emb|e de plusieurs variables ind~L~a, 
dantes :~0, :vi, ~ ,  . - . ,  :r~, et nous dirons alors clue :v repr&ente une 
s~rie de variables de l'espbce % ou bien, tout oqurt, que x eat vine 
variable de resl~ce ~. 

*) J'si cru d'aut~ut plus ~tile de donner ioi oet~ d&zion~bration que j~gnore 
qu'on n'ait donn6 jusqn~l, pr~ent  aucune autre d~momdzation de oe th~ortme 
depuis mon m~moire: , , F ~  d/um~ t e 0 ~  ~ ~ .  de~  /orm~ ~Tgebde,~ 
(Memorie dells R o. Ace. dei Lincei 1882)" ot~ j'ss ~tabli ce th6orbme pro: un 
proc~d~ qui ~tsit peut ~tre un peu p~uibte et qui se trouve comid&ablement 
oimplifi~ dsns ls d~monstr&tion que je vais en donner iei. 
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A. CAPELLI. 

Nous considSrerons toujours plusieurs sgries de variables de m~me 
esp~ce: 

R~---~O, X l , , ~ 2 9  "''9 X~, 

~ 'gO, gl~ ~2~ "" ", g" 

et nous nous occuperons d'abord avec l'gtude des opgrations de la 
forme 

0 0 0 
D~,z, - -  yo ~ o  + y' o~, + ' "  " +  y" o~,, ' 

/ ) ~  -~x~ Oyo Oy, Oy---~' 

O O O 
D ~ ' - -  x~ ~'o + xl Ox, + . . . + x ,  Ox~' 

que nous appellerons opgrafions dldmentaires. Nous dirons parfois 
.qu'une opdration dlgmentaire D~q est propre ou impropre suivant que 
ses indices reprdsenten~ deux sgries diffdrentes de variables ou la m~me 
sdrie; car on sait, par le thgor~me d ' E u l e r ,  qu'en effectuant une 
opgration/)~$ sur une foncfion homog~ne f, de degr6 k, des variables 
Po, lol, �9 . ' ,  P,, on ollfient simplement 

Of ~f -[ " " - t - P ,  O f - - - - k . f .  

Mais, si l'on effectue une opgration propre/)~q sur une fonction f(lo, q) 
enti~re, homog~ne et resp. des degrds /~ et h par rappor~ k chaque 
s~rie, lo r~sul~at 

Of Of + . . .  + ~, Of 
D ~ .  f ~ qo ~ + qt op, op, 

sera gvidemment une fonction enti~re et homog~ne de chaque sgrie 
1~ et q, des degrds respect.ifs / ~ -  1 et h + 1. 

L'op6rafion r6sultante de plusieurs opgrafions A', A", A"', . . .  
effectuges successivemen~ sur une m~me foncfion sera reprdsentge par 
le prodait 

. . .  A " ' . A " . / X '  

o~ les facteurs opgra~ifs se ~rouven~ ranggs, en allant de droite 
gauche, dans l'ordre suivang lequel ils doiven~ s'effectuer. 

2. Dans le cours de ce mgmoire nous ne considgrerons ordinaire- 
men~ d'autres Ol~$!'afions que celles qui s'exprimen~ par un aggregat 
rafionnel eg entier, ~ coefficients c o n s f ~ s ,  des opdrations 61gmen~aires 
dgfinies ci-dessus. Si l'on d6signe donc par 

D~, D~, ..., D# 
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les N ~ n ~ operations dl~mentaires 

D y, D=., 
(i)  Dye, Dyu, Dr. ,  . . - ,  D~., 

D,,,..., D,,, 
qu'on peut former avec n s~ries de variables x, y, ~ , . . . ,  v, l'expression 
plus g~n~rale d'une operation sera donn~e par 

D2,... ,  
F ~t~nt un symbole de fonction rationuelle enti~re. Cependant il es~ 
important de remarquer qu'elle ne sera pas seulement earact~ris~e par 
la fo~me a~ge'brr162 de la fone~ion F,  mais aussi par sa forme ac~ue.ll~, 
c'est-~-dire par rordre suivant lequel se trouvent ranges dans chaque 
terme de ~'  les facteurs op~ratifs D~, D~, D3, . . ,  qui ne son~ pas 
en g~n~ral loermu~ab~es entre eux. 

3. l~elativemen~ ~ une op~ra~ion donn~e 

A = F(D~, D~, . . . ,  D~) 
on aura ~ dis~inguer des esp~ces diff~rentes de degr~s, c'es~-~-dire: 

a) le plus grand nombre de faeteurs D~, D ~ , . . .  ~gals ou 
dis~incts dont se composent les ~ermes de F~ ce que nous appellerons 
le d~rd  ~oM1 ou simplemen~ ~ de~rd de A. 

b) le plus grand nombre de lois que dana un m~me terme de ~' 
se pr~sente, 6 o m ~  lOr~m~r ~nd~_~, une certaine variable ~, ce que 
nous appellerons le d~rd de dZ~ri~a~io~ en ~. 

c) le plus grand nombre de lois qu~une m~me variable z se l~r~sen~e 
analoguement comme second md~ce, ce que nous appellerons le d ~ d  
de multiplication en x. 

Cependan~ il faut bien remarquer que les degr~s ainsi d~fi,ni~ s~ 
rat~aehent essentiellemen~ ~ la forme actuelle de l'expression de A et 
qu'ils pourron~ quelquefois se diminuer en changeant oppor~un~ment 
la forme de l'expression de A. 
r 

4. Nous dirons que deux op~ra~ions A et A" son~ d~a~s "si ron 
air identiquement 

pour route fonc~ion rafionnelle enti~re*) f des variables qui entreat 

*) On verra dana ce m~me paragraphe, que route ~galit~ en~e deux opera- 
tions peut t~ujours se d~duire au moyen des relations fondamentales des tgrp~s 
I ,  II, III donn~es ci-apr~s. Or, ce~ relations pouvant s'appliquer ~. une fonction 
~ e ~ / ~ e ,  if s'ensuit que, si deux op~ra~ions sont'~g~es d'apr~s notre d~finition, 
eUes donneront aussi le m~me r~sultat lots m~me qu'on lea appliquera ~,. une 
fonc~ioa de nature quelconque satisfaisante aux conditions ordinaires de d6r/vabilit6. 

1" 



4 A. O ~ . ~ .  

dans ]a composition de A et A', et nous appellerons degrd irrdduetible 
d'une opdration donnge A la plus petite valeur du degr6 total des 
diffgrentes operations qui lui sent ggales. 

On peut aussi dgfinir d'une mani~re analogue le degrg irrgductible 
de d~rivation ou de multiplication par rappor~ ~ une sgrie de variables. 

5. Les opgrat~ons ~lgmentaires qu'on peut former avec des sgries 
disti~wtes de variables de m~me esp~ce, p, q, t, s , . . .  sent liges entre 
elles par des relations dent les plus simples sent donnges par les types 
suivants: 

Ces relations sent fondamentales, car tou~e autre relation entre 
l e s  operations peut toujou~rs se dgduire de celles-ci, ainsi qu'on le 
reconnaitra sans peine ~dans la suite de ce paragraphe. 

On ~ourrait aussi d~montrer*), K l'aide de ces relations, que les 
n~ operations el~mentaires (1) qu'on peut former avec n s~ries 
x, y ,  z, t, . . . ,  u,  v sent toujours exprimables comme un aggr~gat 
.rat-ionnel entier de n "Jr 1 d'entre elles, par exemple par l e s n - t -  1 
op~ratioms gl~mentaires: 

D~, D~,, D,,, D~,..., D~, D,~. 
Mais nous ne nous arr~terons pas ~ la d~mon~f~ation de ce point qui 
a peu d'importance pour ce qui va suivre. 

6. T h e o r ~ m e  I. Si IT et H" sent deux lyroduits de ~ opdrations 
dld~nenta~res, ~ui ne different que par  l'ordre de succession des facteurs, 
on 'aura  i d e ~ t i ~ n ~ t  

TI 

o~ les codfficients constants ~ sent ~.s hombres entiers, ~ositifs ou ne'gatifs, 
et les ~, sent des Woduits de ~t :--~" 1" @dragons dlge~ntaires. 

Considdrons d'abord le cas off U et ]7' ne different que par l'6change 
do deux faeteurs eonsgeutifs D, et D~, de la sorte qu'on air: 

*) V. Osse~'razioni so'pra le ~'elaz~ri ct~ ~sso~,o aver Zuogo ide~nt,ieamente 
fra le o pvrazioni inva, ria,ntire. (Rend/oonti r Ro: bccaklemia dells Seienze eli 
~apoli. Giugno 1887). 
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U ~ A . DiDi. A', U' = A . DjD~ . A', 

A et A' ddsignant resp. les produits des f~cteurs qui prdcbdent et qui 
suivent. On tire de Is 

n- n'= {D,D  - 

ce qui d~montre le th~orbme pour le cas considdrd, car le facteur de 
deuxi~me degrd peut se remplacer, en vertu des relations fondamentales 
(I), (If), (III), par le zdro ou par un facteur de premier degr~: 

~ .  D~ + ~ .  D,. 

~i e~ ~2 repr~sentan~ l'unit~ positive ou n~gative, ou bien Ie z~ro. 
Maintenant, on peut ramener le cas g~n&al, ot~ IT et IT' different 

par des dchanges quelconques des facteurs, au cas precedent, en con- 
sid~rant, co qui est ~videmment toujours possible, une succession limit~e 
de produits ITI, IT2, ..., H~, tous compos~s des m~mes'facteurs de 
IT et H', telle que deux produits cons~cutifs quelconques de la succession 

ne different que par une transposition de deux faoteurs cons~cutifs. 
On aura alors d'aprbs ce que precede 

- -  17~ ~ ~o ~o + ~o'~o ', 
ITs-- I T ~ -  ~ + ~'u~', 
ITs-- ~ ---- ~ ~ + ~'~', 

les ~ exprlmant le z~ro ou bien ___@ 1, et lea ~ &ant des prodults de 
; t -  I operations dl~mentaires; et en sommau6 ces relatlon~s 'o'h fin 
d~duira 

ainsi qu'il fallait d~montrer. 

7. C o r o l l a i r e .  Bi A .~ F(D~ffi, i~v ,  29,~,, . . .) e, st um fonc~ion 
de degrd total 4, et" A' une op&ation gui coincide avee A si l'o~ 'a 
r, egard seulement a sa for~me algdbrique, mais qui endiff&e ~ar Pordxe 
de8 facteucs opdratifs, leur diffdrence A -  A' eat une opdration dent 
le degrd irrdductible ~e $eut supdr'er ~ t -  1, et do~ lea coefficients seront 
des fonctions lindaires (ou coefficients numdriques entiars) des e o e f l ~ t a  
a~A. 

~a d~coule imm~diatement du th~or~me ddmontr~ en l'appliquaa~ 
successivement ~ cl~aque terme" de A et au terme r ~le A'. 

8. T h d o r ~ m e  II. Si t)~, 1)2, . . . ,  D# sent l~ n ~ opdraCio~s 
e]dmentaires (1) rangdes dans un ordre ahoiai arbitrairement, u~e ot~ration 
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q ~ d z ~ e  A c ~  .ear tee o~ra~/o~ ~ / r  pe~ tot~ours 
s ' ~ e , r  ~ar une somme de ~ de 1,a forme 

. . . .1) ~ _  1 . . . .  

~tiers des c o e f ~  de ~) et t~, t ~ , . . . ,  tt~ des e~tiers ~r do~ 
l~ somme ~ ~ ~ lz degr~ ~ de A. 

Ce th~or~me ~tsnt ~vident pour les operations A de dogr6 ~gal 
Funit~ supposons le d~j~ d6montr~ pour routes lea operations A dont 
le degr~ soit ~gal ou inf~rieur ~ Z -  1, et proposons nous de le 
d~montrer Pour lea operations de degr~ ~. ~a sufllm ~videmment pour 
~tablir la v~rit~ du th~orSme. 

A ce~ effet, ~tant donn~e une ol~ra~on quelconque ~ de degr~ ~, 
d~s~ons par A" l'op~rat~on qui se d~luit de A en permutsnt dans 
chaque terme de A ]'ordre des facteurs de nmni~re h ]es ranger daus 
l'ordre ~ 6  (2). On aura: 

les p grant les m~mes coefficients de ~. Mais, les opgrations A et 
~" coincidant entre elles par rapport h la forme alg6brique, leur 
difference ~ - -  ~" sera une o ~ o n  r~ductible au degr~ Z - -  1, ainsi 
qu'on 1 ~s vu tout ~ l'heure. On p o ~  donc l'exprimer, en vertu de 
notre hypothbse t sons ls  forme 

es j, ~amt des fonc~ions lin~iros (~ coefficients num6riques enfiers) 
des coefficients de ~ et la somme des exposants @t ~ " " " ~" @a ne 
Pouvant d@asser ~--1.  On trouve done ~n additionnsnt eette expression 
lavee ts pr&~lente 

ee qui d~mon~e le ~(~r~me.  
~Neus allons en d~duire quelques corollaL~es qui nous ~ m n t  

utils darts Is suite. 
9~ C o r o i l s i r e  A~ ~ ~ks sddm de vadaS~es ~, q,  ~, . . .  

trSs 

po~  lz, em/er mdkz/es x, y ,  n, . . .  ~. 
Fm effet, si A es~ nne Ol~mtibn queleonque form~ avec les 

x,  y,  ~, . .  et !~  [,  if, L . - - ~ o z ~ - ~ ~ g ~ n r e , r  s le 
t~or~me  ci-demus,  sons Is forms 
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A = ~ J  a .TT.IT ' ,  

IT d~signant un produit d'op~rations ~16mentaires D~q dont le premier 
indice 1~ soit l'une des ~x, y, ~, . . .  et 17' un produit d'op6rations 
~16mentaires syants pour premier indite les ~, ~, ~, . . . .  Mais la 
fonction f ne d~pendant pas des ~, ~, {, . .., on aura" ~videmment 

IT'.f--o 
l'exception du cas off IT' Be r6dui~ ~ l'unit6. II reste done pr~cis6- 

ment pour A f  une expression de ta forme 

Z X f ~ ~  ~. IT.f, 
c. q. f. d. 

10. C o r o l l a i r e  B. Si une fonction tp des sdrie~ x ,  y ,  z ,  . . . 
air dtd tidal/wire aVune fonction f des m~mes sdries au moyen aro~drations 
compasdes avec l~s x ,  y,  z , . . .  et avec des nouvell~.s sdries ~, ~,  ~ i .  . . ,  
elle 2aourrait aussi gen de'duire directement avec des o~drations formdes 
des seul~s x ,  y ,  ~ , . . . .  

En effet, si apr~s avoir repr~sent~ ~ comme fount ~ l'heure, sous 
la forme 

--.-- ~ ,  ,~. "Fr. f, 

les TI ne contenant aux premiers indices que les x,  y, ~, . . . ,  et 
apr~s avoir effectudes les op6rations indiqu~es par celles des IT qui 
contiennent le ~, ~, ~ , . . .  au seconds indices, on y substitue partou~ 
le z~ro au lieu des ~, ~, ~, . . .  qui~ne se trouvent qu%u second 
membre, il restera 

off daus Iv s eHnd membre ne sont rest~es que les ~orm6es  exclusiva- 
ment avec les x ,  y~ s ,  . . .  

IL Th~or~me  HI. T o ~  f o n ~  ~t /~r  c ~ s ~ r ~ s  ~y,. . ,u, . . . ,v 

te, Y~ ~w, I'o~ a~ da~ to~s ~i~ f ~  
x~+ ~ , + . . .  + e,-----,~ 

~ s'&d, re so~ h for~ 
f ~ A ~ . E  

t 
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dont tea degrds de ddrivation par rapport aux sdries x ,  y,  
ddpassent ~as les hombres a~ , a.~ , . . . ,  a~ respectivement. 

En ddsignant en effet par 

~ P SP ~ t f  
, , . . . ,  

, , ,  , , ,  r l ( n )  
~ 1 , .  ~ 1 ,  ~t , " .  . ,  , 

�9 ~ $ �9 $ �9 �9 �9 �9 

CO~ CO ~ Ca ~ . . .~ f.O(n)~ 

n .  p nouvelles sdries de variables auxiliaires de m~me espbce que les 
x, y, z , . . . ,  u , . . . ,  v, inddpendantes entre elles et des x, y, . . . ,  u, ..., v, 
on peut derire, ainsi qu'on peu~ le vdrifier immddiatemen~ 

~ % �9 �9 �9 ~' �9 y ~  y ~  �9 �9 �9 . . .  v ' v  . . p . . 

off 

e ~  

D~n (11 A~ ~ , cD . D ~'. . D ~ ~"~. . D ~ . DS, D% .. D~(,,), 
z r  . x~(n)" Y ~ f " ' Y ~ I " "  y~l(n) "" vr va~"" 

1) . D . . . D  ...Oe, ~"y " " ~(n)~ ~'~ ~(n)~ ~,  ~.  y �9 ~," 

Mais, d'apr~s l'article 10, on peut toujours transformer 
A2At, ~ l'aide des formules fondamentales (I), (II), (IIl), 
dliminer les variables auxiliaires, et l'on obtiendra alors 

l'op6ration 
jusqu'~ en 

A 2 . A 1 . E ~ A .  E .  

A dtant une opdration composde par les seules x ,  y,  z , . . . ,  v i et 
l'on voit immddiatement que les degrds de d6rivation de A par rapport 

ces sdries ne supdreront les nombres ~1, a 2 , . . . ,  a# qui reprdsentent 
les degr~s de dgrivation de l'opgration A 2 . A 1 par rapport ~ ces 
m i ! m e s  " " s e r m s .  

12. C o r o l l a i r e .  Si D j ,  D2, . . . ,  D s,, sont les opdrations dle" 
mentairas proffres entre lea n sdrias x ,  y , .  . ., v,  et si 'Q1, Q 2 , . .  ., Q, 
sont tousles  termes de la forme 

(4) TJ~ N '  D~j  ~l 

dont les degrds 
les hombres r , 

entre 

de ddrivation en x ,  y ,  . . . ,  v 
%,  . . . ,  an, et que l'on pose 

entiOres 

Q E, 

Zes fonctions 
Q ~ E , . . . ,  Q ,E  

ne 1rout avoir lieu aumne 

ne ddpassent pas resp. 

rdation ii~aire d coaffi~ie~ constants. 



Op6rations dane la tht~orie des formes. 9 

I1 suffit de supposer dana la thdor~me que precede p = - n  et 
d'observer 1 ~ qu'en vertu de ce th~orbme et du th~or~me II la fonction f 
peut se d~duire de E par une operation compos~e de termes de ]a 
for me (4), 2 ~ que le hombre des termas distincts de f coincide pr~. 
clsement avec le hombre t+ des termes op~ratifs de cette forme (4). 

13. Le th~or~me II peut se g~n~raliser en deux sens diffdrents 
au moyen de quelques modifications ldgbres de la ddmonstration que 
nous en arena donn~. 

Soit 4~ lSun quelconque des prodults que ton peut former avec 
les n 2 operations (1), et d~signons en g~n~ral par 
(5) i~, i , ,  i~, . . . ,  i~ 

+ 

les degr6s de dgrivation par rapport aux diff6rents groupes de variables 
X~ ~/, ~, . . . ~  V 

respectivement, et d~signons analoguement par 

(5)' j , ,  j2, j~, . . . ,  j . ,  
les degr~s de multiplication par rapport aux m~mes s~ries. 

Si nous imposons aux degr6s (5) et (5)' des conditions de Is forme 
~, (i, ,  i~, . . . ,  i , ,  j , ,  j~, . . . ,  j . )  < e,, 

(A)  
~ ( i i ,  i~, . . . ,  i~,  J l ,  J2,  �9 ' ", J~) < e2, 

�9 �9 �9 $ �9 �9 I t �9 I t I �9 $ 

off les ~ sent des fonctions rationnelles enti~res ~ coefficients r~els et 
positifs, et les e des hombres positifs donngs, le hombre des termes 4~ 
qui satisfont ~ ces conditions sera ~videmment limitd. Maintenant nous 
imaginerons que l'on adjoigne, si l'on veut, i~ ces conditions des 
nouvelles conditions, de nature compl~tement arbitraire, pour lea 
diffgrences 

i~ - . j ~  , i 2 - j + , . . . ,  i .  : j .  
et nous d~signerons le systi~me de ces nouvelles conditions par (13). + 
On pourrait, p. exemple, imposer des conditions ex~rimables analyti. 
quement par des ~quafions de la forme: 

, , ,  q,  - j~,  i~ j~ ,  . . . ,  +: - j . )  - -  o ,  

, ~  (i,  - j , ,  i~ - -  j~ ,  . . . ,  i ,  ~ j . )  - -  o ,  
$ $ $ �9 t �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 g Q $ 

que la somme 
(i ,  - j , )~  + (/2 - j~)~ + . . .  (~, - ~ : ) ,  

fflt un carr~ exact etc. etc. 
D~signons par {9 rensemble de tous los termes ~ qui 

Les b e ~ ~  & n t  se 

les ~ d~signant des fonctions bien determin~es quelconques. Ou bien, 
on pourrait imposer des conditions de nature arithm~tique, p. exeml?le+, 

simultan~ment aux conditions "(A) et (B). 
e peuvent s'~crire comme il suit: 



I f p  

el, e~, e/% et , ..., 
l' If JCP (6) e~, e2, e2 ,  e2 , . . . ,  

q, �9 �9 �9 �9 �9 �9 

e~, ep, e e , e/", . . . ,  
en pla~ant dans une m6me ligne horizontale tousles termes ~ qui ne 
different entre eux que par l'ordre des facteurs dl~mentaires. Cela 
posd~ on a le thdor~me suivanr 

Thdor~me III. Hi Ot, 02, . . . ,  Oq sent @ termes choisis arbi- 
trairement resp. dans chacune des @ lignes horizontales (6), tous Zes 
termes (6) peuvent s'ex~rimer ~ar une somme de ces @termes 01, �9 �9 O~ 
multi~lids rest. par des .hombres entiers positifs ou ndgatifs. 

Supposons, en effet~ qu'on air d~j~ ddmontrd que tous les termes 
~le O, dent le ~ degrd total ne ddpasse pas Z -  1, sent exprimables par 
une somme de la forme 

~1 el 4- ~2 e~ .--F �9 �9 �9 "+" ~e ee, 
]es a dtant des hombres entiers. II suffira alors de ddmontrer~ eomme 

l'art. 8, qu'un terme quelconque de degrd ~, appartenant ~ e~ sera 
aussi exprimable par une somme de ]a m~me forme. 

Soi~ e~(~) un ~erme quelconque de O de degrd ~. Le thdor~me I 
nous apprend que ]a difference O~(ff)- 0~ es~ exprJmable par une 
somme~ ~ coefficients numd~iques en~iers~ de termes de degrd ~ . - 1 .  
MMs en examinant la ddmonstration du thdor~me I i l  est facile de 
s'apercevoir que ces termes de degrd ~ -  1 feront eux m~mes pattie 
de O. Car Jes formules fondamenlales (I)~ (II), (III), en substituant aux 
~ermes de deuxi~me degrd des premiers membres des termes de degrd 
infdrieur, n'augmentent jamais par cette substitution ni les degrds de 
derivation i~ ~ i~ ~ +.., i, ~ ni les degrds de multiplication j~, j ~ , . . . ,  j , ,  
e~ ]aissenr compl~temenl~ inaltdr~es ]es diffdrences i~-Jt~ i~ - - j : , . . . ,  
/.~--j~. Donc~ les Cermes O,(~) e~ O~ satisfaisant ddj~ aux conditions 

+(A) et (B), les termes de degrd ~ -  1~ par lesquels s'exprime leur 
diffdrence, devron~ y satisfaire de m~me. Ces derniers ~ermes appar- 
tiendro~r donc ~ 0 e~ consdquemment ils pourron~ s'exprimer~ d'apr~s 
notre hypoth~se, en fonction ]indaire, ~ coefficients numdriques entiers, 
des e ~  e~, ...,+@e. On aura alors: 

e, , (~)-  e , , -  ~ e, 4" ~e~ --I-- . . .  4- ~e~  
d'o~i 

e,(,,,) ~ /~ ,  e~ -4..- ,~e~ + . . .  + / ~ e ~ ,  
les ~1 ~ant des dn~iers posi~ifs ou ne~atifs. 

14. Une opdra~ion quelconque A, dent les ~ermes appartiennen~ 
0, pourra donc s'exprimer sous ]a ~o~me 

at e+ 4- ~+ e~ 4- �9 " -'t- ~ e+,, 
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les a 6rant des fonctions lin6aires (& coefficients num6riques entiers) 
des coefficients de l'op~ration A. 

Si l'on n'impose aux termes de O que" Ia condition ~ i < k, 
on a en particulier: 

T h ~ o r ~ m e IV. Une opdration quelconque de degrd k ~eut aussi 
s'ex~rimer par les m~mes termes de la forme 

. . . .  3 " 2 " 1 ~ 

au thdor~me II, avee la condition ~ l~ ~ k, lots m$me considdr gs 

~u'on ait exdcutd darts quel~'un ou dans ehacun de ces termes une Set- 
mutation ~uelconque des facteurs dldmentaires qui le eoneposent. Seule- 
ment les vateurs des coefficients numdri~ues entiers a x ne resteront en 
gdndrale ~as les m~mes. 

On pourrait p. exemple dans l'expression d'une op6ration donn6e 
par le th6orbme II substituer au terme/)a ~/)~/)~ le terme/)~-~ D~ -~/)~-a 
.29sZ)~29 ~ ou bien la puissance ~Ds/)229~]~ pourvu ,qu'on change con- 
venablement les coefficients de l'expression. 

15. T h 60 r i~m e V. ~ntre les opdrations mon6mes de la forme 
. DmD m (7) . D ~ r . . . D ~ ' _ ~  _ ,  

(ou entre ees m~mes termes apr~s avoir effectud dans chaeun une ~er- 
mutation quelconq~e des facteurs 1)t, Dz, . . .) ne ~eut avoir lieu aucune 
rdah*on lindaire ~ coefficients constants. 

Nous considgrerons d'abord les termes de la forme (7) et sup- 
poserons aussi que les n premieres opdrations 61~menlaires /)~ Dz,...~Z)~ 
coincident avec les. n op6rations impropres 2 9 ~  /)uv~ - . ,  ])~,. 

Ddsignons par O l'ensemble de t ous l e s  termes de la forme (7)" 
dont les degr6s de d6rivation par rapport aux x~ y~ ~ . . .~ v axe d6- 
passent pas respectivement terrains hombres ~" g~ ~ .~. ,~ q, er stap- 
posons, s'il est possible, qu'ils soien~ iids ]?ar u~i6 ~elat6~)~ia lingaire b~ 
coefficients constants. Soient~ main~dnazii;~.Q0 Q o, Qa o . . . ,  Q~0 les 
termes appartenants g 0 qui tie' ~ofir pas d'op6rfigions 616me~u- 
taires impropres D ~  Duv ~ ...,=29o~; et Q~', Q~, Q~ ~ . . .  les auta~s 
termes de O qui ne different de Q~ que par des facteurs impropres 
~ ) ~  1)vv~ ...~ ~ .  

Soit, s'il est possible 

(8)  Q,(J) = C, 

une relation lin6aire ~ coefficients constants e~ dont on veut snpposer 
l'existence, Si on l'applique a la fonctionmonSme 2 '~x~ 'y~ . .  ~ v ~  oa- 

~ura en particulier 
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(9) 

Ma~s il ~st aisg de voir que les rgsultats 
0 ~ r l l  (~ ~ , (~ F ,  Q~ F ,  . . .  

ne different entre eux que .par uu facteur num6rique. 
d'apr~s notre hypoth~se: 

t~ .D~t 
= Q 2 . 1 ) : ' r  . . 1 > , ,  ==, 

t~, t~, . . . .  , C 6tan~ des exposants resp. inf6rieurs 
e~ par consequent 

~(~) 2 '  ~ ~t",. g '  ~ , . . .  0' ~ �9 ~ ?  2". 

O n  a~ en effet~ 

On peu~ done 6crire: 
~."F �9 . . ") 

o~ ~ est le symbole d'une fonction rationnelle entibre d e s  arguments 
~-', ~'~ . . . ,  0' dont les degr6s par rapport & ~', 9', . . .~ O" ne  peuvent" 
sup&er resp. les nombres 2, g , . . . ,  0, et dont les coe f f i c i en t s  sont 

les  ~,0,  ~i1~ CQ2~ . . . .  
La relation (9) devient ainsi 

i~---h 

~ ( z ,  g ,  . . ., o 9 .  Q,o F - ~  o. 

Mais pour routes les F qui oat des exposants X', 9 ' , .  : . , ~ "  resp..ggsls 
ou sup&ieurs aux nombres X, 9~ . . ,  0~ ne peut s u b s i s t e r  (art. 12) 
aucune relation lin~aire ~ coefficients constants entire ~les= r&ultats 
~1 ~  Q2~ . . .~ Ql ~  On aura done n~cessairenient p o a r  -tons ces ~ 
Syst~mes.de valeurs 

(Z ' ") 0 qo~ ~ g , . . . ,  0 ~-  .' 

~aintenant~ la fonction enti~re ~o~(~', g + , . . . ,  0') d ~ v a ~ t  s'ann~le~ 
pour un nombre infini de syst~mes de valeurs de ses argu~nezi~b,  chaqh~ 
argument pouvant prendre un nombre infini de va leurs  ~ind~pendam- 
ment des ~ autres, ~l!e doit ~tre identiquement nulle ~ d 'ap~6s  un~ th~or~me ~ 
bien c~nhu d'alg~bre. On aura done: 

~ o ~ - 0 ~  a ~ - - 0 ,  a ~ - 0 ,  . . . .  

La relation (8) ne peut done se v~rifier que pour des v a l e  urs nulles 
des coefficients c. q. f. d. 

16. D&ignons maintenant par 0 '  l'ensemble des m 6 m e s  terme.s 
0-'apr~s avoir effectu6 dans chacun d'eux une p e r m u t a t i o ~  quelconque 
des facteurs 61~mentaires~ et supposons~ s'fi est p.ossible~ "clue ~les termes 
O" soient li& par une relation lin~aire ~ c o ~ s  ~ o ~ D ~ s .  Alors, 
les termes 0 pouvant toujours s'exprimer (art,. 14) en f o ~ r  ]in~ir~ 
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des O" et rgciproquement~ une relation lin~aire devrait aussi avoir 
lieu entre les termes O contr~irement ~. co que nous avons d~montr~ 
ci-dessus. Le thdor~me V se trouve ainsi compl~tement dgmontr~: 

17. T h d o r ~ m e VI. _Pour que le degrg dune opdration: 
~ F(D 1, D ~ . . . , / ) ~ )  

composde d'une mani~re quelcon~ue aver lea opdrations ~ldmentaires 
D~, 1)2, . .  , 1)~ soit irrdductible (art. 4), il faut et il suffit que a~ 
degrd coincide avec le degrd de la fonction 2'(ml, ca2 , . . . ,  co#) corn 
siddrde comme fonction des variabZes indgpendantes r ~2~ . . . ,  rex. 

En effet, A~ dtant une opgra~ion queleonque de degr$ 4, soit A0 
l 'aggregat de tous ses termes de degr~ A. On aura 

A' ~__~ grant une operation de degr~ non superieur ~ X---1. Si noas 
ddsignons maintenant par A0' ce que devient A0 quand on y permute 
dans chaque terme les 6pdrations dtdmentaires de manibre ~ les ranger 
dans rordre prdfixd Dj ,  D=, /)s, ...~ nous pouvons ~rire (art. 7): ~ 
(10) A0 = A0' + A~_~. 
A~'_~ grant une nouvelle operation dont le degr~ ne d~pssse A- 1. 
Nous avons done 

(11) A;t---., a0' q- (5~_, -[- A~'_:). 
Supposons maintenant que le degrd de A~ soit rdduetible, o'est-~- 

dire que l'on air 

off A~_~ soit une opgration de degr6" ~gal ou infSrieur ~t ~ L ~On 
tire alors de (10) 

Maintenant, le second membra-de eerie ~gali~ ppava~t ~0u m s!~e~- 
primer (art. 8) par des termes dont les fset~rs,~tdme~taires se ~ i ~  
clans l'ordre prdfixd e~ dont !e degrd ~e~:~ttp~re~ ~t - -  ~ ~endan~ q~e 
!es termes du premier membre s o ~ ~  ~zle~leg~ ~t e~ eOml)OS~S ~de 
i~eteurs qui se suivent d~j~ daus~:!e~ . ~  ~rdre# cette figali~t6 no~ 
donne une relation linSaire qt~i~zre~peut se vgrifier (art. 15)clue d~.n~ 
le eas off chaque membre~n~J~s~pargment ,  On aura done 

A0' = 0. 

Mais A0" n'est autre chose clue rensemble des termes de degr~ A ~e 
la fonction ~'(~)~,/)~ ..., ~D#) considgrde comme fonction des varisb~s 
iztdgpendantes D~, D~, .... Cette fonc tion sera done, de ee l~Oin~ 
de rue, une s de degrd A- I. 

La condition gnoncde Aans notre th~or~me est done neeesse~; 
Mais elle est aussi suffisante. Car sl ~rbn suppose A0' ~= O~ on tire 
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ce qui donne une rgduclion de l'op6ration &i ~ une opdra~ion de 
degr6 Z - - 1 .  

Exemple .  L'op6ration de 6 m* degr6: 

a son degrg rgductible, puree qu'en subs~ituanl aux symboles D~ ,  D~, 
D~,  D~  resp. des variables ind@endanbs ~, y~ ~, ~ on obtien~ la 
fonetion 

e'es~- & - dire 

qui es~ seulemen~ du qua~rihme degr6. On ~rouverait done que A so 
r6dui~ au einqui~me degrd ou i un degr~ plus peril  

19. Theorem e VII. Le degrd irrdductible du produit de p~usieurs 
opdrations, diffdrentes de ze'ro, est dgal ~ la somme des degrds irrdductibtes 
de ees opdrations. 

I1 suffit dvidemment de dgmontrer ce ~hgor~me pour le cas du 
produit de deux opgra~ions. Soi~ done 

D . . . . ) .  

le lJrodui~ de deux operations, des degrgs irrgduc~ibles #t e~ #2, ex- 
primges resp. par des fonctions enti~res 2'~ e~ ~2 de ces m~mes degrds; 
et supposons, s'il es~ possible, que le degrg irrgduciible de" ce produit 
soil infgrieur i ~t -{- ~ .  ~a revien~ ~ dire (arc. 17) Tae la fonetion 
en~i~re 
" 

des variables ind~pendanbs eoj, ~ 2 , . . .  es~ aussi d'un degr6 infgrieur 
k ~ l  "{- ~ ,  et, par consgquen~, que les deux fonctions .F l (r eel, ...) 
et~ 2'~ (rot, ~ , . . . )  ne peuvent 6ere simultan~ment des degrds respecL4fs 
1,i et~ ~v Mais si l'on supposaii, par exemple, que la fonction 
~ ( o l ,  ~ ,  . . . )  (!tai~ de degr6 infgrieur ~, ~ ,  il s'ensuivrait, (art. 17) 
'qud l'0pgra~on 2'~ ( D ~ , / ) ~ , . . . )  serait de degrg irrgductible inf~rieur 

~ ,  ce qui esl coI~traire ~ notre hypo~h~se. 

19. Cor el lair e A. t)ourque le produit de deux opdrations 
soit~ identiquement nu~, l'une ou Vautre d'entre-elles do~t ~tre nulle 
ide~ti~uement. 

Soient, en effe~, 9t et ~ les degrds irreductibles des deux op6ra~ions 
A t e~ A~ e~ supposons, s'il est possible, qu'on air 

A~ �9 A~ --- O," 

sans que &t ou &~ soienl sdpardmenr nulles. Le second membre d~mx~ 
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une opgration de degr~ nul, on aurail par le ~hgor~me prgcgdent 
Stl -~- ~ ~ 0 et par consgquent 

t~, ~ 0, ~ - 0 .  

Le produit A1Az serail don'c le produi~ de deux simples cons~antes 
diffdrentes de zgro~ ce qui serail absurde~ ce produil 6~an~ supposd 
dgal ~ zgro. 

20. C o r o l I a i r  e B. Le s  ~uissances diffdrentes d' une  m~me opdration 
ne ~euvent  ~tre lides ~ a r  aucune  relation lindaire dt coefficients constants.  

Supposons~ en effei~ que l'on ail 

a o 2 r- a~A -~ a~A ~ Jr- " ' ' - ~ -  a~A a ~ 0 ,  

les coefficients ao, a~, a~, . . .  giant des constantes el 5 une opgration 
quelconque diffgrente de zSro, dont le degr6 irrgductible soir St. "0~i 
en dgduirait 

et l'on volt que le coefficient aa dolt gtre nul, car autremenl le premier 
membre serai~, par notre thgorbme, une opgrar de degrg irrgductible 
St.  h ,  pendant que le second membre serair une opgration d'un degr6 
6videmment infdrieur. Le coefficienl aa grant done nul~ il resf~ra 

a0 2r- a~ A + . . . - ~ -  a a - , A a - ~  0 

et l'on ddmontrerait de mfme que a~_.~ ~ 0,  etc. 

Xa 

~xt 

w II. 

' L '0~ration H. 

L'opgration de M. C ay 1 e y 

�9 . __/ . ;  _+ 

fortune avec n s~ries de ~variables ~res: x ~ y~ . . . ,  v, op~raf, ion qui 
joue un r5le tr~s i~iipor~anr dans ]a th~orie des formes invarisn~iv~s~ 
peut ~oujours se ramener ~ des simples operations ~l~mentaires~ ~elles 
que nous les avons consid~r~ dans le w qui precede. A cet et~et 11 
sufflt de consid~rer rop~ration 

(1) H ~-  ( x y  . . . v) . _~ ~ ,  ~y~ . . .  ~% , 

qui ne diff~re de la prgc~dente qu'en ce que le rgsultat de l'opgrar 
doi~ ~tre encore multiplig l~ar le dg~erminant o 
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des '~ s~ries de variables. 
Nous allons d6montrer que l'op6ration H ainsi ddfinie peut ~tre 

rempIac6e par un aggregat des ~ operations 6lementaires: 

(~) D.| D.,,, . . . ,  D , , ,  . . . ,  D.=, D.,,, . . . ,  I ) , , ,  

qu'on peut former avec les m~mes s~ies de variables. 

2. Pour rsmener l'ol~ration H ~, ees dern~res op~rsfions nous 
introduirons pour le moment dsns les ealeuls n nouvelles s~ries de 
variables 6, ~, ~, . . .~ ~ de m~me esp~ee que les ~v, y , . . . ,  r, eom- 
pl~tement ind~pendantes entre-elles et de eelles-ei. A rside de ees 
nouvelles variables, qu'on pourrait appeler aux///~/~es l'op~ration H 
peut s~crlre sous la forme suiv~t~ 

H = .D.,,... DwDe, { (~ . . . - e )  4- ~ ,  By, " ' "  ~)%,' 

parce qu'on a ~ 

. D o , . . . .  D , , ,  De~ (6 n �9 � 9  '~) - -  ( : ' : ~  �9 �9 �9 ' ~ )  

et par~ qu'on peut~ dvidemment toujours supposer clue la fonction, sur 
lsquelle on doit eflectuer l~op&ation N, soit ind~vendante des variables 
auxiliaires ~, ~, . . . ,  v. 

Mais, d'aprbs la rbgle de multiplication des d6terminants, on a 

D,e D , ~ . . .  D . .  
~ , ~ , , . . . z ) , .  

(~'~.--~) �9 ~ .... a,;  ..... 

On peut donc 6crire ' 

(~) H - -  D.,,... Dee De...~ ___. D,e D . . . .  D. . ,  

O~ ]e eeeond memb~ ~ compose avec tee 2n s(tdes: 

~ z , y , . . . ,  v; ~ , ' q , . . . ,  m. 

Maintena~t d~ s ~ t  ~ e ~ e ~ 6 1 x m m e r  les variables & u x i ~ e s  pax 

O n  parviendr~ ~ ~, un ~ de la feline snivante: 

j ,  

o~ x, y '~ . . . ,  r" est une permutation quekonquedes lettres ~, y , . . . ,  ~ 
|es exposants ~t, ~ , - - . ,  sm n ' a y s ~ q ~  ] ~ i ~ ~  0 ~et 1, et lee 
coefficients 0 ~tant des aombres e n f i e ~ ~ ~ ! ~ m  ~ s .  
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3. Pour ~ 2 on trouve" 

et pour n - - 3 :  

Y~ Y~ Ys 
gi g2 g3 0 

0 zt 0 z~ 

~ - )  + D,~,~+ D~,Dvv-- Dv.D~ , 

~'~s 

~Zs 
+ D,,) D+.) + D.eD.,D,+ + 

- -  D ~ , D , ,  D r + -  D + ~ ( I + D , , )  D~,+ -- D~,~,D~v(2+/),,). 

Oes expressions de H peuven~ se rel~r6sen~er d'une mani~re ~r~s-simple 
sous forme de dgterminant en gcrivan~ 

D ~ y  

D ~l a a 
1)~ t ~ w - ~ -  l + D v v  ' 

D ~  D~v D~ f 

pourvu que darts chaque terme du dgveloppement on ai~ soin de ranger 
les facteurs op6ratifs clans le m~me ordre des lignes ver~icales aux- 
quelles ils appar~iennenL*) 

4. Au lieu de par~ir de l'expression (a) de /~ compos6e avec les 
variables auxiliaires ~ y , . . . ~  ~ ,  on peu~ par~ir de l'expression 
suivaute: 

(b) 

Mathamatl~ae Amaal~o. xxx~:El:. 

ou bien de l'expression 

qui se deduit de (a) ou de (b) en y permu~a~ de ~out~s les mani~r~s 
possibles les variables auxiliaires ~, ~ �9 �9 .~ o .  CeaSe derni~re expression 
nous apprend que l'opdrat, i ~  Hest, ~m~,d~ri~ue par rapport au~ sgries 
de variables x,  y, . . . ,  u do~ e~e d~end; ce ~u'on po~vait d'ai~leurs 
dd_~re / ~ m d d ~  de ~'ea~ess~ (1). 

5. ffexpression de H au moyen des opgrations glgmentsires (2) 
a un sens parfai~ement d6terming quel que soit le nombre m des variables 
dent se compose chacune des sgries x~ y , . . . ~  v. Dans ]e cas o5 !e 
hombre m est 6gal au hombre ~ des s~ries a~, y , . . .  ~v nous avons 
@tt q~o~ a identiquement 

�9 ) Voir le ~ome XXIX de ces annales: Ueber die Zur(ickffihrung der Gayley'- 
sehen Operation ~ auf gewShnliche Polar-0perationen. 
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- -  (,~..~) + ~, ~ .  - ' -  ~-~ , 

mais il est ais~ de voir qu'on aura une expression analogue aussi pour 

le cas de m ~ n .  Si l'on pose en etfet pour m ~ n  

2: I 

H =  Y~ Y~. . . y,n 
r * t * 

~2 * " �9 t T m  

( a )  
0 0 0 

Oy~ 0 ~  OYm 

0 
0~ Or~ 

ffi ' . ~ ' . ' " " - )  o~,. o " ' "  

i 

on pourra transformer le second membre, par l'introduction des s~ies 
auxiliaires 6, ~ , -  �9 v ,  d'une mani~re tout ~ fair analogue ~ eeUe de 
l'art. 1. On trouvem ainsi: 

�9 "" o o , .  
i 

•- D .o .  . . D ~ , D ~ , ~  -t" D , ~ D , ~ .  . . D , ,  . 

expression qui ne ditFere point dans sa forme de celle que l'on avait 
pour le cas de m ~ ~ Cependant il est ~vident que darts ~e cas de 
m ~ n ~e r ~  de r ~ d r a ~ m  H sera t~jours  nu//dent/gueme~. 

6. L ' o l~a~m H ~ des sd@s de variables z ,  y,  s ,  . . . ,  v es~ 
~ k  aver ~ les opdvat~ms ~'r  p e ~  former aeec ces ,~v'ies. 

Pour d~montrer ee th~orbme il suffit ~videmment de montrer clue 
H eet permutable avee elmeune dee Ol~ t ions  e'16mentaires (2), et on 
pourrs se hornet aux o ~ o n s  de la forme Dffip, p 6rant une quel- 
eonque des vL-isbles x, y , . . . ,  v psroe que l 'op(ntion H eat symm~- 
t ~ e  par rapport aux variables x,  y , . . . ,  ~ dont die d6pend, sinai 
que ~ l'avons d6jiL remsrqu6 (art. 4). 

~ - t m t  ~ r ~ f f i - ~  (6): 

H = = .  , . . .  D . .  . D . .  . . . D.~  ~ D . ~  

au mo~yen des formu]es 

D., D~..= De. D., + Do. 

oh ~ouve sis~ment: 
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D ~  = { ~  ~__.D~D~v . . . Dr I 

Muintenant ,  s i p  coincide avee y,  

i " " et on conclut mmedmtement  

+ ~ + D ~ D , ~ . . .  D~, . 

ou ~ , . ' . .  ou v, on a 6videmment 

. .  �9 D ~ ,  --- 0 

D ~  H ---- H D ~ .  

Dans le GaS 06 I0 coincide avec x l'dgalitg prgcgdente devient 

et ron  aura,  encore D ~ H  ~ H D ~ ,  car 

9. L'o~dration H entre les n sdries x ,  y ,  z, , . . . ,  t ,  u l~eut tou~ours 
s'dcrire sous la forme 

(4) &o + &,D~, + A~D, ,  + . .  �9 + A,_~D,~ 

les &z grant des olodrations com~osdes opportundment avec les m$mes 
sdries , et 

&o --- D ~ ( 1  + D , , )  ( 2 +  D , , ) . . .  ( n - -  1 + D . . )  

Ce th6or~me est gvident,  d'apr~s l'argicle 3, pour le GaS de deux 
sdries x, y. On peut done le dgmontrer en le supposant vrai pour  le 
cas de n ~ 1 sdries et en l 'dtendant au cas de n sgries. Nous suppo- 
serons, pour fixer les idges, qu'on l'ait ddmontr~ pour le cas de trois 
sgries x,  y~ ~ c'est-~-dire que l 'on air 

(5) H~v, ------ D~(1 + Dvv ) (2 + D**) + A~ D~v + A~D~ ' :: ~' "" 

et qu'on cherche & le dgmontrer pour le cas de quatre s~ries x,.u ~, t. 
E n  d~veloppant l'expression donn~e ~ l 'art .  3: 

.D w 

D~ 

~ ~D~ , D ~  

D~ v 2 + D,,. 

Dt~ D~, 3+Dt~ 

H, n -  1 au~res opdra~ions 
d'etre permutables ~ route 
je Fai ddmontr~ d~ns mo~ 

.~ ~ *) Four~ ~ s~ries il y a,  en dehors de l'op~ration 
f o~ds~nen!l~les qui jouissent de la m~me propri~td 
~ ' : ~ p ~ t ' h ~ f ~ r n ~ e  :~avec les n s~ries, ainsi que 
m6mdire : l~ic~a ~ e  ~e~'azioni inva/riantive f~a ~i~ serie di va~iabill l~erea~a~ 
con ogni a~tra operazione. (Atti deNa Ra. Ace. delte Sci~nze fis. e mat. ~i ~l~e~;o~i, 
VoW. 1, ~erie ~,). 
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w III. 

Sur ~la d~rivabflit~ des fonctions rationnelles enti~res los unos des 
aBtres et sur l'impossibilit4 de d~river une fonction de l~lusieurs s~ries 
de variables, exactement divisible par le d6terminant des s4ries, de 

fonctions d'un hombre plus petit de s4ries. 

1. T h g e r ~ m e I. Si deux foncttons rationnelles enti~res des m~mes 
s~ries de variables, homog~nes par rapport aux variables de chaque sdrie, 
n~e "different l'une de rautre ~ue par  une permutation ~uelconque des 
sdries, etles seront toujours ddrivables l' une de l' autre au moyen d' opdrations. 

Soi~ p. ex. f ( x ,  y~ z) une fencLien des treis sdries x ,  y ,  z homeg~ne 
par rappert aux variables de chaque s~rie eL resp. des degr~s )~, ~, v.. 
J~e dis que la foncLien f(y~ ~ x) peu~ se dgduire de f ( x ,  y, ~) par des 
opgratiens formges avec les sgries x, y~ z. SeienL en effeL ~ ~ ~ h'eis 
nouvelles sd~es auxiliaires indgpendautes des precedences. On reconnait 
sans peine c~ue 

1 

1 
f (y ,  ~, x) - -  I~_ I~_ I~ 

d' eft: 

�9 1)~D,,l)~r y, ~), 

. 1 )~D~,D~ f(~, ~, ~) 

1 ~ t~ �9 ~ �9 D~, 1 ) ~ D ~ 9 ~  1)~ D'~f@, y, ~). f(y, z, x) - -  (E)2(~)2(~)2 
A 

MainLenant en peut gliminer les s~ries auxiliaires par le proc~d~ 
que neus avens indiqud au w I. (Th~er~me II, Oor. B), eL on obr 

f ( y ,  ~, ~) - -  A . f ( x ,  y ,  ~) 
l 'op~atien ~ ~LanL cempes~e avec los ep~ratiens ~ 1 6 m e n h ~ i r e s ~ ~ , ~ . ,  
qui ne d~pendent que des x, y,  ~. 

2. T h d o r ~ m e  II. Si une fonction ~ de ~.~- 1 sdries de variables 
peut se ddriver~ au moyen d'~opdrati~s,' "d'v~icY~fonction f rationnd~e 
enti~re (homogOne en chaque sdrie)~da~4c~;~dries de ~ variables x ,y , z , . . .  ,u,  
on pourr, a toujours ddtermi~aer des opgra~ions A~ telles que l'on air: 

~e symbo~e ~ , .gdtendant  aux systOmes de valeurs des n - -  1 ex~osants 

ai~fl~,~., ,) ~ dent la somme a~ ~- ~ ~ . .  �9 ~ ~t~ est dga~e au degrd 

Seiti'lb. ~x~y la sgrie qui n'esL pas contenue dans la fonctien �9 
~ ( x ,  z, t , . .  , ,  u) dgriv~e de f ( x ,  y,  z,  t, . . . ,  ~). On a d'aberd d'ap~s 
le ~ ~hder~me prdcgdenL 
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on trouve d'abord 
H~, ,  , ~  (3.-I-Dn) H ~ ,  "Jr" A,'D~ + A~'D~ .-[- ~s ' .D,~ . 

Mais en appliquant plusieur~ lois de sui~ l'idengih~ 

on peut facflement exprimer les operations J0~, Drt , ~O~t par  les trois 
op6rations I)~,  Drs , D , .  On obtient alors ~videmment, apr~s avoir 
substitu~ pour H son expression (5), un r~sultat de la fo rme  

H~..=. D=(1 -}- D~)(2-}- D.;) (3 -}- D~) -}- A/" D~ + A~" Dy. -~ As"D~ 

ainsi qu'on ]e d~sirait. La d~mons~ration reste absolument la m~me 
pour un hombre quelconque de s~ries. 

9. 8 /une  s ra~nne~e cnt/~re des n sdr/es x, y, ~ , . . - ,  t, u, 
~ r t w g ~ s  ~ar rappart d chaq~  sgris, est annul& p a r  chac~ne des 
n -  1 opdrations: 

D ~ ,  D r . , . . . ,  D,~ , 
e~e eat identiquement dgale d une puissance du ddtermina~t  ( x y z . . . u )  
muJti~lide par une fondion enti&e des y, ~, . . . ,  t qui sera a~ss i  annulde 
par ~es o~drations D r . , . . .  , 1) , , .  

En effet, si l'on op~re sur une foncfion f, qui joui t  de ces pro- 
llri6t&, avec Fop6ration H, le th6or~me de l'art, pr~c6dent nous donnera 

H f - - A o f  
oh le second znembre n'est autre chose que la fonction f m6me multi- 
pli& par un hombre entier, posifif et diff&ent de zgro. Mais le 
premier membre H f  eat une fonction exactement divisible par le 
d6terminaut ( x y  . . .  tu)  ainsi qu'il s'ensuit immddiat~ment de la dd- 
tlnition m~me (1) de H. On aura donc 

f - -  
~thmt une fonc~on enti~re qui safisfait encore aux ~galit~s 

D~r -~0 ,  Dr.~ ~ 0 , . . . ,  D ~  -~0  
puisqu'on a identiquement 

D ~ f  - -  ( xy~  . . . tu) . D ~ ,  D r , / - -  ( x y a  . . . tu)  . D~,,cp, . . . 

Maintenant, si r d~ipende encore de x, on ddmon~rera de la m~me 
mani~re clue ~ eat de la ~orme (xy~ . . .  tu) . r ~P ~tant une fonction 
en~i~re dee x~ y, z , . . .  qui sati~fait aux dgalihis: 
. D , ~  ,~ O, D r , ~ ' - O , . . . , D n , ~ . - - O .  

On obtient ainsi 

f - -  ( ~ y ~ . . .  tu)~. 
et on peut continuer de la m~me mani~re jusqu'~ ee qu 'on air s~par~ 
de f une puissance de . ( ~ y . . .  u) don~ l'exposaut soi~ ~gal au degr~ 
de f e n  x." 
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~(~,  s,  t , . . . ,  . )  •- ~ ( = ,  s,  t , . . . ,  u)- 
Maintenaat, IS $0 (z,  ~, t, . . . ,  tt) pouvant, d'aprbs n o t r e  
ee ddriver de f(x, y, ~, ~, . . . ,  u), on peut toujours 6crire, 
noue l'avons d6montr6 au w I (Thdorbme lI): 

, ,  r / '  , _ . , . .  . f  

hypoth~se, 
ainsi que 

|es ~ ne contenant plus ls variable x aux premiers indices. La somme 

+ ~ + " "  4-0~ doit done ~tre ~gale duns tous lee termes d e ~  
au deg~ de f en ~, sans quoi le second membre ne pourrsi t  ~tre de 
degr6 nul aux. Le th6orbme est done demontr6 pares clue ls fonction 
qp(~, J, | , . . . ,  u) peut L son tour se d~duire de ~ ( y ,  t ,  ~, . . . ,  ~) au 
moyen d ~ t i o n s  en vertu du th~rbme precedent. 

8. Dane ee qui vs suirre nous dirons qu'une fonetion enti~re f des 
~t ~riee de variables ~, y, a , . . . ,  u est impvop~e (ou bien qu'eHe.~st 
ddri4~e d ' ~  hombre ~ ~ de s~/e~), lorsqu'elle pout  so d&luire, 
au moyen d'op6mtions, de eertsines fonctions de n ~ 1 s~ries de 
vsrisblee. ~s revient k dire que Is fonetion f dolt pouvoir se representer 
identiquement sous Is forme 

que lee t , -  1 s~vies qui entrent dane lee q0~ soient psr tout  les m~mes, 
st ron pourrs toujours tm ehoisir srbitrsirement. Car, s 'il  soit, p. ex., 
pou~ le eea de qu~tte ~riee de vs.,-iablee ~, ~, ~, t: ~ 

f(~, y, n, ~) - -  ~ v , ~ ,  ~ ~ + ~.v, .(~, . ,  ~) + ~ ,  v,s(y. ~, ~ 
on peut toujours ~rire, sinsi clue nous l'&vons vu ~ ~  

~ ,  D~ 6ts~it des op~m~ons entre ~, y, ~, ~; et si l'ou pose 

on surs pour f Is forms: 

4, Th60ri~m e ill.  Um f o ~  i~/~o~e f des~ ~n s~es  de 
~ b k s  ~ ~, s , . . . ,  a, ~ ~ o w ~  de l~ foe.e: 

f . f ~ D ~  -~. .. D:D~, - * , ~ ,  , ,  �9 � 9  u ) .  

On s d'~bord d'aprts l'artiele pr~o~dent 
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f(x,  y, ~, . . . ,  u) = ~  a , .  ~,(y, ~, . . ., u). 

Mainf~nant on peut ~oujours arranger (w I ,  art. 8) les n ~ opdmfions 
616mentaires don~ se compose A, de mani~re que l'on sit '  identiquemeat 

A/  dtant une operation qui ddpend seulement des y, s, . . . ,  u. lKai~ 
Is foncfion ~,  no contenant pas les x, on aura 

DP--1 p* p, .z)~.z)~, ~,(~', ~, ,~ ) - -o  
l 'exc~fion du �9 

p, .=. p~ . f f i  �9 �9 �9 • .  p,,_~ .=. O, 

On pourra done gcrire simplement 

D a~-I ~ , 

parce que A i . ~ est ~videmment une reaction des scales y, $ , . . . , u .  
Le th6or~me res~e ainsi d~montr6. 

5. T h g o r ~ m e  IV. Une fonction enti~re improlzre des n sdrie~ 
variables n "~r" x, y, z, . . . ,  u eat toujours anmdde par ~'o~$rat~n de 
Cayley 

Soit en etfet 

f ( x , y , ~ , . . . , u ) - ~  Ar ~(y,~, 
une fonction impropre des x, y, ~ , . . . , : u .  ~ On 

Mais lea ~ ,  ne con~enant_~l~ /~  ~ya~bles x,  sero~ ~fvidemmenr ~ 
annul~es par lop,ration ~ .  ~ , b  ~e~onit membre de Is dermbre 4~dit~ 
esL~donc ~ ~ r  pa~ con~iquent: 

~f--O 
6. Nous a!l~ns maintenan{;~montrer h t h ~ e  suivant qui 

~ a  ;~imlaor~nze fondamentale ~tmr notre th~orie. . 

" ~ " a t ~  2 o - ,  , * , ,  

~ar le dgterminant des variables est t ~ s ~ u ~ f ~ ~  ~ro,~O,~,~ 
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( x y ~ .  . . u) . F ( x ,  y, ~,.  . . ,  u) ~-~-~ Z~+f+(y, ~, . . . ,  u) 

que clans le cas dvident o~ chaque membre eat nut sdpardmen~. 
~lvidemment on peut toujours supposer que la fonction F soi~ 

homog~ne par rapport ~ chacune des n sgries x, y, z , . . . , u .  
En nous bornant, pour mieux fixer les id4es, ~ cinque sdries de 

variables x, y, ~, t~ u, soient resp. l~ m, n, r, s l e s  degrgs dans ces sdries 
de la fonction ~" qui satisfait par hypoth~se ~ une identitg de la forme: 

(a) (~y~ i , )  . F  (~, y,  ~, ~, ~) = ~ a ,  . f ,  (~, ~. ~, . ) .  

Nous consid4rerons routes lea fonctions dont le degr4 total est 4gal 
au degr~ total 

"~ == ~ --I- m -t-  ~ -'F- ~" -t-- s 

de F et nous les rangerons d'apr~s la r~gle suivante. 
hasard deux fonctions quelconques ~ et ~ ;  soient 
lea degr~s de ~ par rapport aux cinque s~ries, 
leur valeur croissante, de sorte que l'on air: 

et soient ~ ~ ~ ~ ~n ~ ~ ~ ~ les degr& analogues pour r 

Qu'on prenne au 

6crits darts rordre de 

Nous 
dirons slots que la fonetion ~ est i~f&ieure ~ ~ si l'on air: P'l < vl; 
ou si, *rant ~1 ----- vl, il soit y, < v~ ou s'il on air PI •ffi vl,  V2 •= v~, 
Ps " - v s  et ainsi de suite. 

Cela posa nous allons ddmontrer que, si une identitd de la fbrme 
(a) est impossible pour routes lea fonctions ~ inf~rieures ~ une certaine 
fonction ~ elle sera de m~me impossible pour ~. ~ 

Admettons en effet~ s'il est possible, qu'on air identiquement 

(6) (~y~- ) .  ~ ) C ~  ~-) --  4 , .  ~(~, ~, ~. ~) 

et supposons, ce qui est toujours permis, flue l'on air: 

~ ~ ~ .  

de cette Si nous op~rons sur les +deux membres 
l'op~ration ~l~mentaire D ~ ,  nous en ddduirons 

olt 

identit~ avec 

4 / - -  D+~,  
Cette identit~ eat dela m6me forme de (b), la foz~tion 4~ y ~tant rem- 
p]ac~e par la fonetion~ D ~  �9 qui lui eat inf~rieure, ~par+ce que lea 
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degr4s de cette derni~re fonction en x, y, ~, ~, r sont 4videmment ~ - -  1, 
p + 1, v, p, ~. On aura donc identiquement d'aprbs notre hypoth~se: 
(d) / ) ~ ,  - -  0 

Si l'on op~re maintenant de la m~me mani~re sur l'identit4 (b) 
avec les operations 414mentaires D~,, D,t, Dt~ successivement, on en 
d4duira par un raisonnement semblable 

car il est aisa de reconnai~re que les fonctions /)v. r  /9., r  /)m r sont 
routes infarieures A r 

En effectuant d4sormais sur l'identit4 (b)l'oparation H qu'on peug 
,nettre d'apr~s un th4or~me d*montr4 pr4c*demment ({} II art 8)sous 
Ia forme: 

H = Ao + A1D~v + A2 Dr, + A8 D., + A4 Dr. 
o~ 

Ao = D=(I +D~) (2+D,)(3+D~) (4+ D~), 
et ayant 4gard aux identit~s (d) et (e) on _obtient: 

t 

Mais, l'opdration "H dtant permutable (~ II, art. 6) aux A~, on a 

H ~ A,~, -- Z A, . H~, = O 

puisque l'op4ration H annule 4videmment los fonctions 9~ qui ne 
contiennent pas les ~. II reste done: 

% r --o. 
Mais on a 4videmment, ;~, 9, v, e, e 4rant les d4gr4s de r dans les 
cinque s4ries: 
&o{(xyztu).e~} = (;t+ 1) 0 , + 2 )  ( v + 3 )  (e.+ 4) ~(, + 5 )  .(xy~tu). 9 
olt le facteur num4rique est n4ogssa~oment diff4rent~do z4ro. On dolt 
donc avoir identiquement r = 0 ainsi qu'il fallait~d4montrer. 

7. Cela pgse, le no~bre des sy9%~mes diff4rents de degres qm 
peuvent se pr4senter pour les fonctions mf4neures ~ F et de degr6 
total 4gal au degr~ total ~ de ~ ~ e s t  toujours limit4, car les syst~mes 
~e hombres entiers et positifs ~t, ~, v, ~, ~ satisfaisant ~ l'4galit4 

~ t  eli nombro ~videmment fini. Soit ~r le nomb~e de ces syat~mes 
4~osoient 

~.l, 91 ,  v i ,  ~ t ,  a~, 

;~, ~2,  v~, ~ ," r 
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1~ ~ s ~ e s  ~ gux.m~mes ranges dans l'ordre des fonc~ions dent  ~ 
~ i r e p ~ n ~  "]es degr~s~ de sor~e qu'une fone~ion des degr~s: 

Jlm, s~rienre~ ~ une~fonc~iofi des degr~s 

J~ d~mer sysf~me aura ~videmment5 les valeurs 

~ si une iden~i~ de la forme (a) es~ impossible pon~ 
l ~ f ~ l m ,  ~ don~ les syst~mes des degr~s soien~: 

lg d~m'o~ra~ion donn~e~ g l'ar~, prec. nous apprend qu'elle sera ~ 
mgme impo~ible pour une fone~ion $' don~ les degrds selene: 

On voit done que la d~mohs~ra~ion do l'impossibili~ d'une relation de 
Ia rome (a)~ es~' r~dui~e k' d~mon~rer qu'une relation semblable e ~  
im~iBI~  pour une'fonetion F des degr~s (g), desk-k-dire Tour  u~e 
~one~ion d'une seule s~e~ de vaiiables. 

Maig si ron avai~ p. ex. dans ce cas: 

( ~ z ~ )  2'(u) = ~  A,t;(~ , z, ~, u) 
~ i 

on ,pburrail op~rer sur"les defix membres avec l'opdra~ion ~r e~ l'on. 

(~yzt~).  . { = o  
qui revient encore ~, i'~r 

~(~) - o; 
r ~ f~nefioh .~(u)  no eont~enan~ as los " -- ei" 
~ ~ 3 ? a r ~ ' ~ r t f l ~ i b n s  ~l~men~aires D D . D .  

:~h6or"e~ ~d~hf ~ ~ i ~ ;  Sans modfficahons essentielles, ~ rid2 
montrer ,ie th~orbme s~ran~: ~' 

n ~  de. guell~ es~e  m, et H est l'opdration: ~ 

,~ ~ ~ewt, ~ib~a~er aueatne, i d~ ' td  de ~a forme 
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(~) H .~'(x,  y, ~, . . . ,  u) = ~  As .  f ,(y,  ~, . . ., u) 

sans que les deux membres soient nuls sd~ardment. 
On d4montrer~, comme ci-dessus, que si une iden~it4 de la forme 

(~) esl impossible-pour des fonetions F inf6rieures ~ une cerlaine 
fdnc$ion O, l'iden~it4 suppos4~ 

(~) H .  r (x, ~, ~ , . . . ,  u) =~ n , .  ~,(~, ~, . . . ,  u) 

en~rai~ie les identi~4s 

(~) D ,~ r  --~ o, D ~ , r  0 , . . . ,  D ~ r  = 0. 

S~ | 'on op~re alors sur l'identit4 (~) avee l'opgration 

H-- A o + 'h D~ + A~ D~, +... 
On ob~iendra ~d'abord: 

H./I.r 

Mais, en verlu des (7)i , .~ a ( ! I I ,  ar(, -,~il 

H O ~ A 0 O ,  H . H O ~ A o , A o O .  
On doir done avoir 

Ao ~ �9 �9 =0 

ou, ce qui es~ la m~me chose, O ~--0. Abstraction faite de ces pe~i~es 
modifications la dgmons~ration res~e done la mOme des articles pr4e4den~s. 

w IV. 

D~veloppement d'une fonotion de n s~ries de variables~ suivant les 
puissances du d~terminant des s~ries et, les polaires de eov, ariants qui 

eontiennent seulement n =-=4 s~ries:~ 

1. En par~an~ des ~h4or~mes d~mon~r~s ci-dessus iiou~s ~ allons 
main~enan~ 4~ablir le ~h~or~me ~uivaii~. ~. 

T h 4 o r ~ m e I. U~e [ b n c f ~  ~ n ~ l e  ~ti~re~ q u e ~ o n ~  

~ ~* ~/~::~ peut toujours s'exprimer soug ~ d ~  ~ sdries x, y, ~ . �9 ~ , ~ , a espece n ,  
la forme 

�9 '(~, ~, ~,. . . ,~)= ( ~ , . . . ~ ) . r  (~, y, ~,. . . ,~).+ ~ , .  ti(~, ~,...,~) 

~ e ~ s e v o ~ d  ~membi'e es~ la Somme de deux ~for~tions -rationndles e ~ e s  

.de~ ~dr~bles ~ t ~  dont la seconde~ est. une~ fbnvtion ddrivab~e ~-(~var~:cws 
opdrations) & f~nctions f~(y, ~, .~.~ u) ~ui~v'ontiennent ~ 
sdrie8 y ,  Z, . . . ,  u. 
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Une fonction quelconque F pouvant toujours s'~crire sons la forme 

~ - - ~ 0 +  FI + . ' .  + ~  
oh lea termes d'une m~me fonction F~ sont tous du m~me degrd par 
rapport ~ chacune des s~ries ~, y, ~ . . . ,  i~ et ,du m~3me ~oids par 
rapport ~ chacun des indices 1, 2~ . . .  ~,  qui affectent lea variables~ 
il nous sera dvidemment suffisant de d6montrer le th~or~3me pour une 
fonction quelconque qui jouR de cette propri~t6. 

Nous supposerons done que tousles termes de ~ solent des degr6s 
~ ,  ~/~,... ,  ~ e~ des l~oids pl, io~ ~ . . . ,  p~, de sorte que 1'on air: 

les Ar ~tant des coefficients constants et lea expossnt satisfaisant pour 
chaque terme de ~ aux conditions: 

r + ~e2 + . .  �9 + r ~ ~ ,  
~ + ~3~ + . . .  + ~, =. ~ ,  

;h + ,t~ + � 9  �9 + ;t, ~ ~,, 

oe~ + 3 ,  + " " " + ~'~ ~ ~ ,  

oe2 + 3~ + " "  + X~ ~ i ~ ,  

r + ~ + . . - +  ,~,,=, ~ .  

e~nsi clue nous Favons 
d~mon~rer le~,th~orbme 
moins M ~-  M~'/fonctions 

entre lesq~el!es il n'sR 
constants. 

Le nombre ~ des termes 

(~) E~, ~ , . . . ,  ~ ,  

qui peuvent se trouver en F,  sera donn6 par 

M ~ q~(l~l, 102, �9 � 9  1o4, ~1, ~2, " �9 ", ~ )  

en d ~ s ~ n t ~  p a ! ~  la fonction sri~mdtique qui exprime combien il 
y s de systbmes de-solutions pour les (2). 

Parmi Ies fonctions des m~mes degr6s e~ poids que F il y e n  a 
~videmment 

" M I ~ ( P I - - I ,  p 2 - - 1 , . . , , ~ , - - 1 ;  ~ 1 - - 1 , ~ 2 - - 1 ~  ~'~''~q-~- t) 

qui son~' exactement divisibles par le d6terminan~ (a~ y ~. ~.. ~) et entre 
lesqueUes il ne peu~ subsister aucune relation lin6aire ~ coefficients 
,cbns~an~s[ Mais ~es Aerni.bres fonctions sont lin~airemen~ ind6pendautes 
des f6nel~ib~is ~ p r ~  c es~a.dire des fonctions de ls : f o r e  ~ 

d~mon~r6 (w HI~ ,ar~.~6).~ Ii,suf~e~donc ,po~r 
~noncd ci-dessus de d~mont~r~q~'i~ yo it ~u 

impropres des m~lnes~ deg~s e~ poids qne 
lieu aucune relit~kr~i ~ . ~ e f f i c i ~ t ! ~ s  
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2. Dgsignons respectivement par 

. D l l ,  DI~ , . . . ,  D I , , ,  

1)21,  D22 ,  . . . ,  .D~,,, 

lea opgrations qui occupent la place correspondante clans le tableau 

D,,~,, D , , ,  1 , . . . ,  D ~ , ,  

Dt ,~ ,  D~, , ,  ~D~,, . . , ,  1 

et rappelons nous (w I, art. 11) que lea diff~rents termes (3) peuven~ 
tous se dgduire du ~erme 

9 ~n 

su moyen d'op~rafions. Et ,  plus pr~cis~ment, si. l~on indique par 
A~, A ~ , . . . ,  A~ les M operations de la forme 

off les exposants safisfont aux m~mes conditions (2) considgr~es ci- 
dessus, nous savons que lea termes (3) s'expriment en Ibnetion lin~aire 
~, coefficients constants de 

(5) ~ , ~ 0 ,  ~ o , . . . ,  A~+~o. 
et rgciproquement. 

Nous savons de plus (w I, art. 14) que ron pou~ substituer ~a~u 
syst~me (5) le syst~me 

(6) 
off A~ diff~re de ~ par une permutation arbi~r~dre des facteurs 
~Wmen~aires D ~  qui la composent. ~ ~ 

Maintenant nous nous servirons de ~ pHndpe pour permu~ter, de 
ta mani~re qu'on va expliquer, ~I~6rare des facteurs des opgra~ions ~ 
don~ les exposants (4) safisfont ~ l'une au ~no/ns des ~quations: 

(7) ~ -- O, ~ ~ 0• rs ~ 0 , . . . ,  ~t, ~ O. 

Dans ces opgrafions il y aura, gvidemment un produit de la forme 

"Do. Do, Do~_l DO~+~.. e. (8) _ ~ _ ~  . . . .  ~.~_~ ~,~+~ . D~,. 

avec la condition 

O~ -J- 0~ W .  �9 �9 ~ 0~-~ n u 0~+~ ~ - - , .  -J- O. ~ l~e~ 

et, si l'on prend pour A( ce que deviant ~ quaud on y ~l~ei~m~e 
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/~o - -  (x~ z . . .  u) .  r + ~ a / .  ti(y, z, . . . ,  u) 
i 

D'autre cob!, �9 
q~ - -  1 , . . . , q , -  1 

/i(u, ~ , . . . ,  u) = a,~o.  
4~an~ une fonction rationnelle 'enli~re des degr4s 
et des poids 1o~ - -  1, ...,~o~ - -  1, on a ({} I~ ark 11): 

of  

les a , b , c ,  . . . 

de l'iden%it4 (9) 

~ =  ~, by r  r = a H . _ ~  + a,'~(y,~,...,,~), n = z~,F. 
i 

Maintenant iI suffi% de remarqaer que les op4ra%ions A,  H ,  4 :  A ,  
son% indgpondantes des a, b, c , . . .  pour reconnai~re que eerie idenr 
~ura lieu pour une foncfion rationnelle enti~)re quelconque ~ ( x , ' y , . . . ,  u)  
res F, homogi~ne e~ des degr4s Pl, P2, . . . , / ~ *  par rapport k chaqae 
s4rie, car 

P, ~2 Pn a~ by . . . e u 
\ 

es~ pr4cis4menr I expresm6n symbolique d'une foncr g4ndrale de ces 
degr~s. 8i nous remer ~ la place de / / s o n  expression en ~, nous 
pouvons done 4noncer .Io ~h4or~me suivan~: /~ 

Th  4or~me III. /~i _F(x, y, . . ., ~) es~ une forme algdb~ique gdne'rale 
de certains degrds ~ a r  ra22ort dt cha~ue sdrie x, y , . . . ,  u ,  on a une 
identitd de ta forme:  

0o) 2~(~,~, . . ,&=(x~. . .~)  r  ~ ' ~ '  . . ,. ~ ( ~ , . . . , ~ )  

F ( a . ,  b , , . . . ;  ay, by, . . . ; . . . )  -~ 

a~ ~ -  a!  Xl ~ a2x2 

b~ == b,x, + b2x2 

4%an% des constan%es arbilraires. 
la suivanie: 

t;(y, ~ , . . . ,  ~), /~ = ~,~o. 

forme: 

ZX.rl(xl, x2,...; y,, y~,...;. . .) 
a aussi: 

A.F~ (a~, a~,...; b+, b~,...; . . .) 

+ . . .  + a,x,, 
+ . . . + b , , x , , . . .  

On peat done ~irer 

Nous pouvons done 4crire: 

2o= ~ . S . ~ o  +~A,'. (9) 

Mais, si l'on a une iden%it4 de la 

F(x,, x2,...; Yl, Y2 ; ' . .  ; . . .) =~ 

il est ais4 de reoonnaRre que l'on 

en prenan% 
.E~ == ~,-~ ~ ~-~ . . .  u~,, -~ 

off, co qui es~ la mgme chose ~ moins d'un facteur num4rique: 
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o~ 
(11) O ~ A . ~ F  et f ~ A ~ F  
~2 dtant l'opdration de Cayley et les A des aggrdgats des o~drations 
dldmentaires Z)~ u, Du~ D ~ , , . . .  Cette identitd a lieu i~tddpendamment 
des valeurs des coefficients de F qui restent absolument arbitraires. 
d'autres termes les o!9drations A,  A,, A /  ddpendent seulememt des degrds 
de F par rapport aux diffdrentes series. 

7. La forme donnde dans ce thdor?~me aux fonc~ions (P e~ /~ nous 
dit qu'elles sont des covariants de la forme /~.. Quan~ aux  1~ on voit 
aisdment, d'apr?~s un th6or?~me prdcddent (w III, ark 2) qu'on peut 
toujours les dd~erminer de ]a mani~re plus simple en p renan t :  

a~, f l~ , . . . ,  ~ dtant un syst~me qaelconque de nombres en~iers e~ 
positifs qui satisfonf, k la condition 

a~ + t ~  + ' " " "f- ;t~ = ~ .  
En appliquanr la formale (10)p~ lois suecessivemen~ on ob~ient done, 
d'aprbs cette remarque~ le thgor~me suivan~: 

Th~orbme IV. ~i F (x ,  y, . . ., u) est une forme algdbrique gdndrale 
des n sdries d'esp~ce n, de degrd p par rapport ~ la sdrie x ,  et de certains 
degrds donnds par rapport aux autres sdries, on a toujours une identitd 
de la f orme : 
(.12) F(x ,  y, z , . . . ,  u) ~ - - -Z  (xy . . . u)~ : A~. ~(y ,  z, . . . ,  u) 

tt, i 

oil 
~i(y~ z, . . . ,  u) = i )  ~' D ~' "9 ~' ~ F 

~e ~ signe ~ Z  s'dtendant d tout les syst~mes de va~eurs des  n ~ ~ombreg 

e~,. ? la eonazr/ton: ed~iers et positifs {~, Z~, tt qui shtis~nt ~ ~'~':'~-~ 

des coefficients de F m a ~  seu~e~vt d#~.~~gs. ~).~ ~)~L, ~ ,~ 

d'es~ce n~ de ~degrd.p $ax~ ~'al~orf~. u~te sdrie x, est toujou/rs dquiva~enta 

air syst~me des-~-(n'~t-P--~.) formes cdgdbriques: 
\ P 

~ . . D  ~ f l ~ . F  

d +  t~ q- . . .  + z + t t - - p .  

~) Bans le~cas de deux seules s6ries binaires x, y la formuke (l~2),;~oinc~d~o 
avee une formule bien connue de Clebsch et Gordon .  Volr: C l e b s c h  ~d~corzg 
der bin. a~g. For~en 1872. pag, 15, ou bien: K e r s c h e n s t e i u e r :  ~ g ~ . d ~ s  ~lro~.- 
Zes~gen 1887. pag. 81. 
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oil 

1~ o - -  ( x  y z . . . u )  . r + ~ ~;  . 5 ( y ,  z ,  . . . ,  u )  

f,r ~ ,  . , . ,  ~ )  - - -  ~ , ~ o .  

D'autre co~6, r g~an~ une fonction rationnelle 'enti~re des degr~s 
~/l ~ 1 , . . , q .  - -  1 e~ des poids Io~ - -  1,...,1~ - -  1, on a (w I~ art. 11): 

en prenant 

off, ce ~[hi es~ la m6me chose ~ moins d'un facteur ziumgrique: 

Nous pouvons done gcrire: 

(9) .Eo ~ A . H .  ~ o -{-~w A i .  
i 

Mais~ si l'on a une iden~itg de la 

le(x~, x2 , . . . ;  Y~, Y~ ;. . .  ; . . . )  

il est ais6 de reconnai'tre que l'on 

2'(a~, b~,.. 
o~ 

5(y, ~ , . . . ,  u), 5 -~ ~,~o.  

~rme:  

a~ --- a I Xl 4 -  a2x2 

~.2'~ (x~, x~, ...; y,, y~,...; ...) 

a aussi: 

a.~, (a~, a~,...~ b~, ~ : : . . ; . . . )  

4 - " .  4- a ~ ,  
4 - . . .  + ~ ,  ..... 

les a ,  b , c , . . ,  g~ant des constan~es arbi~raires. On peut done firer 
de ridentit6 (9) la suivante: 

~ -  a, b~ < . . .  <-~= aH.~+ ~;~(y ,~ , . . . ,~ ) ,  ~ ~ ~ , F .  
t 

Maintenan~ il suffit de remarquer que les. operations ,~, H~ A.' A, 
sont indgpendantes des a,  b, c, . . .  pour reconnaltre que ee~e identit6 
aura lieu pour une fonc~ion rationnelle en~ii~re quelconque ~(x, 'y , . . . ,  ~) 
l'~!sF., homog~ne e~ des degr~s Pl, P 2 , . '  " , P n ~ ~ l ~ t ~  ~chaque 
sgrie, ear 

Pl ~ 2  ~n 

es~ pr~cis~ment ~'expressi(m symbolique d'une fonction g6n~rale de ees 
degr~s. Si nous reme~ons ~ la place de t / s o n  ext)ressiun~ eh Q, nous 
pouvons done. ~noneer le ~hgor~me suivant: ~ 

Th  ~or~me III. ~i 2~(x, y, ~ . . ,~ u) es~ une forme aOdbri~u~ gdndra~e 
de certains degrds ~ar  ra~2~ort ~ chaque sdrie x, y, . . : ,  u ,  on a une 
identitd de la forme: 

(10) $'(x,  yr. . . , ,u)  = ( x y . . .  u) r y , , . . , u ) 4 -  :~7~:~av,~(~t,~_ . . . .  ,u): �9 _ ~ , ~ : ~ ~  
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o~ 
(11) r  et f~----A~F 

grant ~'o~dration de Cayley et les A des aggrdgats des o~drations 
eldmentaires 1)~,  Du,~ D , ~ , . . .  Cette identitd a lieu ind~endamment 
des valeurs des coefficients de F qui restent absolument arbitraires. ~ a  
d'autres termes les o~drations A,  A,,  A~' ddpende~t seulememt des degrds 
de F ~ar ra~2ort aux diffdrentes se'ries. 

7. La forme donnge dans ce thgor~me aux fonctions ~ et f~ nous 
dit qu'elles sont des covariants de la forme F. ~ Quan~ aux ~ on volt 
ais6ment, d'apr~s un thdor~me pr6cgdent (w III,  ar~. i~)qu'on peul 
toujours les ddterminer de la mani~re plus simple en prenant: 

~- D ~ F 

ao f l~ , . . . ,  I i  6tan~ un syst~me qaelconque de nombres e~tiers et 
positifs qui satisfont ~ la condition 

a ,+  + 
En appliquant la formule (10) .Pl ~ois successivement on bbtient d6ne, 
d'apr~s cette remarque~ le th~or~me suivant: 

Thdor~me IV. Si F i x ,  F, . .~,  u) est une forme algdbri~ue gdr~ra~e 
des n sdries d'esp~ee n, de degrd ~ ~ax ra~o~,&~a sdri~'~ e~:d5 terrains 
degrgs donnds par rapport aux autres sdries, on a toujours une identitd 
de ta forme: 
(12) F(x ,  y, g , . . . ,  u) :~ (xy . . , ~ A~ ,,q~(y, g, . . ., u) 

off 

re signe ~ s'dtendant a t6@t~e~. ~ s~idt~n~es"~dy'r~ya~s ~N, no~ ~ 

entiers :et positifs ~ m d i ~ !  

L'opgr~t~O~ zx, !lui Z@.~,d ~ " m e n t  
des co~fwients de i ~ , -  ., :,/~, 

d' e s $ ~  n ~: de ~grO 1ours dquiva!e~ ~ 

= ~ z Qu 

~ D ~ u ~  le ~cas de deux seules s~ries bina/res x ,  y ls  formute (~2) f co~n~d~ 
avec une formule bien connue de C l e b s e h  et G o r d a n .  Voir: C l e b s c h ' ~ o r i ~  
der bi~. aZg. ~o~r~en 1872. pag. 15, ou b ie r .  K, e r s e h e n s t e i u e r =  G o r ~ s  Vor- 
Zeswnge~ 1887. pag. 81. 
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Ces formes ne contiennent ~lus que les n --  1 sdries y,  z , . . . ,  st et sont 
des covariants de ~.  

I1 suit, en effet, des formules (12) ei (13) que tout invariant ou 
covariant de 2' est un invariant ou covariant du syst~me des q0~ et 
r4ciproquement. 

9. C o r o l t a i r e  B. ~i une forme algdbriqste F des n sdries 
x ,  y, z , . . . ,  st d'esp~ce n e s t  annulde par  chacune des n - -  1 opdrations 
eTdmentaires: 

rile sa rdduit au, 20roduit d'une Faissance du ddterminant (x y z . . . st) 
par une foxme alge79rique qui contient seulement les sdries y, z , . . . ,  st, 
et rdd~roqy~ement. 

La formule (12) devient en effet dans cette hypoth~se 

�9 "(x, y, 4 , . . . ,  st) = ( ~ y 4 . . .  s t )~.  ~ .  ~(~ ,  ~ , . . . ,  st) 

off la fonction A~. r z , . . . ,  u) no peut contenir les x, 20 giant le 
degr4 de ~ par rapport aux x. La proposition r4ciproque est 4vidente. 

w 1 6 5  

Extension au cas de fonctions analytiques quelconques. 

1. L~extension de notre d4veloppemen~ (w IV, art. 3): 

2"(x,y,~, . . . ,  st) = ~  ( x y 4  . . . st)~ . h~f i ( y ,  4, . . . ,  u) 
ht, i 

au cas oil 2 '  n'est pas tree fonction rationnelle enti~re mais une fonction 
analytiqste*) quelconque des r~ s4ries x ,  y ,  4 , . . . ,  st, se presente de 
la manii~ra 1~ plus~ naturelle si l'on substitue ~ la d4fmition que nous 
avons donn4 de fonction improlare, c'es6-~-dire d'6tre d4rivable~ par nos 
ope'riations A, de fonctions d'un nombre plus petit de se'ries, la pro- 
pri4t4 absolument 4quivalente d'etre annul4e par e l'op4ration Q. 

Nous avons d4montr4 en effet (w III ,  art. 5) qu'tme fonction im- 
propre est toujours annul4e par cette op4ration. D'autre c5t4 les 
ftncmu~e~ (l"0)~t (11)du w pr4c. nous montrent 4videgament que, si une 
~()~dt~O~.F ~ n ~ f i u ~ e  ~ pardi'operation Q, elle se r4duit ~ la f0rme 

c'est-~-dire~ r est n4ces~sairement une foncti()n impropre. Donc: 
pour qst'une fonctio~ rationne~le enti~re de st sdries soit ddrivable de 
fonctions de n - -  I sdrles, i~ est ~idcessdire et suffisimt qst'dle soit annul& 
~ar  ~' o~di'ation Q. *'*) 

*) Daus" les ~ens bien~connu de M. Weierstr~.  ~ :~:~ ~ 
**~ Si l'eslo~ee des s4ries est sup4rieure au norabre ~ d~i s~iribs, oi,~peut dire 
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De ee point de rue la g6n~ralisa~ion du premier ~h6orbme (w IV, 
art. 1) esg donn~e par le ~h~or~me suivant. 

2. 8oit  F ( x ,  y , . . . ,  u) une fonction analyti~ue quelcon~ue des 

variables x l ,  . . .  ~ x , ;  Y l ,  �9 � 9  Y,; �9  �9 ; u t ,  �9 �9  u , ,  monodr6me et con- 
tinue pour  tou~es les valeurs des variables dont le mo~ul est dgal oct 
infdrieur d un  certain hombre posi t i f  ~. On a alors identiquempnt 

(1) FCx, y,-. . ., u) - -  V ( x ,  y, . . ., u) + ( x y .  . . u)  . r  y, . . ., u) 

les ~ u x  fonctions r et vg grant monodr6mes et continues ~our les m~mes 
valeurs des variables et la premiere satisfaisant ~ ]'dquation aux  ddrivdes 

p a r t i d ~  

~ _ +  o-v =o .  ( 2 )  . - -  0 ~ ,  ~ u , "  "" ~u. 
" 5  

Drqcrb~s l'hypo~h~se on peu~ toujours reprSsenter la fone~ion F(x, y,...tu) 
par une sfirie ordonn~e suivant les puissances enti~res eg positives des 
variables ~ ,  ~ ~ . . . ,  y~ ~ . : .  

en d~signan~ par une le~re unique ~P~ I'ens~mble'de tous les ~ermes de 
la s~rie qui song de mgme degr~ ~ogal par rapport aux variables. Ce~ge 
s~rie sera convergence pour tou~es les valeure des variables don~ les 
moduls song 6gals ou inf~rieurs & 0. 

P~ ~an~ une fonc~ion ra~ionnelle entii~re des variables, on peu~ 
"poser d'apri~s le w IV: 

P~ - -  ~,, + ( x y  . . . u )  . ~ ,  

~ e~ tp~ 6~an~ aussi ~leux fonctions ra~ionnelles enti~res don~ la 
premiere sa~isfaib ~ l'dqua~ion (2): 

~V~ == 0. 
Maintenan~ je dis que la sgrie 

~ + ~ + ~ + 

qu'on peu~ 6videmmen~ consid~rer comme uae ~ r i e  ordonn~e suivan~ 
les puissances des variables, esg convergence pour routes les valeurs 
des variables don~ les moduls ne surpasseng pas 0. Nous avons en effe~ 

F ---- lira g,~ + (x y �9 �9 �9 u (p~ 
~ ' ~  i ~ : ~ l  " ~  

d'ofi 

----- lira q.,/ 
i - ~ - I  ~ 

~s 

qu'il es~ n~cessaire el; sumsant que F soi~ annuI~e par l'op~ration H" (don~ l'ex- 
pression es~ ind~pendente de l'esp~ee des s~ril~ eft.:w II~ art. 5): 
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en d6signant par F ' ,  r ce que deviennent / r  ~Pi quand on y substitue 
pour routes les variables le nbmbre 0. /~" ayant  par supposition uno 
valeur finie, on volt que la s6rie 

Vl + ~'2 + ~'s W " "  
est eonvergente pour x I -~- x 2 ~ �9 -.---~ ~). D'apr~s un th~or~me bien 
eonnu elle sere done convergente pour routes les valeurs des variables 
dent les modules ne surpassent pas 0, et ]'on aura pour routes ces 
valeurs 

~ ~, + ~2 + ~s + " "  

~ n t  une fonction monodrSme et continue. Le reste de la d~mon- 
strat~on ne pr~sente d~sormais de difficult& 

3. L'exFression d'une fonction a~aZytique _F(x, y , . . . ,  u)sous la 
forme (1) co~siddrde au thdor~me prdcddent ne peut s'effectuer que d'une 
seule ma~i~e. 

En effet, s'il n'en dtait pas ainsi, on d6duirait 6videmment de 
deux expressions supposges possibles une identitg de la forme: 

(3) f ( x ,  y ,  , . . ,  ~ )  ~ ( x y  . . . u )  . ~ ( x ,  y ,  . . . ,  u )  

f et ~ ~tant deux fonetions analytiques continues aux environs des 
valeurs nulles des variables, dent la premiere f sar ~ l'6quation 
aux ddriv6es partielles 

(4) nf---- O, 
et les deux membres de (2) no seraient pas nnls sdpar6ment. 

Cela suppos6, soient 

f----f0 + f ,  + / 2  + " ' ,  
(P--  ~o + ~, + (P~ + �9 " 

los d6veloppemen~s de f et ~0 sulvant les puissances des variables, /~ 
et (p~ d~signant rensemble de tous les ~ermes de m6me 'degr6 total i 
dans routes les variables x,, x ~ , . . . ,  yt, . . . .  De la condition (4) 

+ 
on ddduit 6videmment 

(6) nf , - -  o. 
D'au~re eSt~ l'identi~6;~;(3 )-nous: 4o~ne ~d~idemment les~ iden~it~s 

fl ~ (x y . . .  u)-. ~_~. 

Mais, les f~ et ~r diant deux fonctions rar enii~res dont la 
premihre satisfait ~ la condition (5), cett~ identit~ ne peu~ avoir lieu 
(~ III ,  art; 6) que duns le cas oil.: 

~ 0 ,  ~ - a ~ 0 .  
On aurait done ide~tiquement 
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f ' ~ 0 ,  q 0 ~ 0  
contrairement ~ ce qui a did suppos& 

4. Nous n'insisterons ici pas davantage sur l'dtude complete du 
ddveloppement des fonctions an'alytiques de plusieurs sdries. I1 nous 
semble m~me superflu d'dnoneer le thdor~me plus gdndrale qu'on ddduit 
du thdor~me prdcddent darts le eas oh la fonetion analytique ~ serai~ 
donnde aux environs de certaines valeurs al, a 2 , . . . ,  bl, b 2 , . . ,  des 
variables x l , x 2 , . . .  , Y l , Y 2 , . . .  pour lesquelles elle esl continue. I1 
suffit ~ ee~ objet d'appliquer le thdor~me ddmon~r~ ~ la fonction F 

p �9 �9 l eonsiddrde comme fonction des nouvelles variables x 1 , x 2 , . . . ,  Yl, Y2, . . .  
lides aux prdeddentes par des substitutions lin~aires qui changent leurs 
valeurs nulles darts les valeurs a~, a2, �9 �9 b~, b~, . . . .  

N~aples, avril 1890. 


