
Notiz  Ctber die Dirichleg'schen Integr~dausdracke t~lr die 

Kuge l t imc t ion  P" (cos ~') und  fiber eine amtlogo Int.egr;tl- 

Ibrm ffir die Cylinderfunction J(.r).  

YOn F. G. MFAIIA~R in ELnlNG. 

Bekannffich sind yon D i r i c h l e t  far P" (cos @) die tblgenden 
beiden Integralformen*) aufgestellt worden: 

0 

2 i ' s i nn~s in i t 3d6  2 i'siunltcosr 

beide giiltig ftir ~ >  1, die erste aueh noch fiir n ~ O ,  wean yon 
der rechten Seite ~ler Gleichung die EIMfte genommen wird. Aus 
dicsen Ausdrticken kSnnen zwei ithnliche in der Form etwas eint'achero 
gewonnen werden, auf welche ich zuersg dutch die Untcrsuchung dcr- 
jenigen Functionen~ dureh welehe die LSsung des elektrosta~tischen 
Problems ftir den Kegel vermittelt wird, zufi~llig geflihrt wurde.**) 
Addirt man die obigen beiclen Gleichungen~ so erhitlt man die auch 
noch ffir n ~ 0 gtiltige Formel 

0 

Subtrahir{ man dagegen dieselben Oleiehungen, ~achdem man vorlu.~" 

n in  n "4- 1 verwandelt hat, so ergiebt sieh 

1 [ 'r  t [ 's in(n+~)OdO 

o 
und wenn man diese Gleidmng, welche ftlr n = 0  ebenfalls keine 

*) Crelle's Journal, Bd. 17, p. 41, 
**) VergL p- 18 meiner Arbeit: Ueber eine mit den Kugel- und Cylinder- 

functionen verwandte Function und ihre Anwendung in der Theorie der Eicktri- 

cit~tsvertheilung. (Elbing 1870.) 
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Ausnahme erleidet, mit der vorhergehenden dureh Addition und S u b -  
traction verbindet, so entstehen die Formen: 

2 [ ' c o , ( n + � 8 9  6a3 

0 

_s /" :i_n (~ + �89 r d3 . 
t2) P" (cos a) = , ty t  V~(co~ a - cos ~) 

(0 < o < ~). 
Es kann bemerkt werden, dass das letzte Integral fi~r sich a l l e i ~  

sehr wohl geeignet ist, bet der Untersuchung der nach Kuffelfunctio- 
hen fortschreitenden Reihe die Stelle der beiden yon D i r i e h t e t  a n -  
gewandten Ausdriicke zu vertreten, indem die Summation der m e r s t e n  
Giieder der Reihe bet Anwendung der GI. (2) mit Htilfe der e in f achen  
Formel 

r t  

x (s + �89 P. (cos a) ----- , ~ / a ~  ~.i.�89176 ~ co~a) 

bewerksteUigt werden kann. 
Setzt man die beiden Formen (I) und (2) einander gleich u n d  

x und fl in ~ verwandelt O in ~ n '  so entsteht fiir 0 < x ~ nu  und e i n  

ganzzahliges positives n die Gleichung 
nTg 

f f ( ) cos a + d a ~ sm a -1- ~-ff 

und dieso geht f l l rn  =~ co und jeden positiven Werth yon x fiber i n  : 
T, OQ 

2 ~ ' c o s c t d a  2 ['sinada 
(3) ; j ;%, 2=:j = Y j  F~-_ ~," 

2 

Die linke 8cite erweist sich durch (lie Substitution a-----x cos it a l s  
identisch mit der am meisten beka~mten Integralform der Cyl inder -  
function J ( x ) ,  n~imlich mit 

o 
wlihrend die rechte 8eit~ eine davon wesentlich verschiedene Form h a t .  
Die strenge Begrtlndung des gemachten Grenztlberganges ist a b e r  
gerade bet dem zweiten Integrale umstlindlich, und auch die d i r e c t e  
Ableitung desselben aus dem ersten, welehe ich in der erwiihnten 
Arbeit (p. 23) gegeben habe, ist insofern aicht ganz streng, als s i c  
dureh Umkehrung der lntegrationsfolge in einem Doppelintegrale g e -  
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~onnen ist,  dessert Grenzen unendlich sind und welches seine Bedeu- 
Lung nur dem abwechselnden Zeichen seiner Elemente verdankt. 
Daher wird es nicht tiberfliissig sein, auf andere Ark zu constatiren, 
dass die Function 

T 
(4) ~ ( x ) =  2 i ~i.~,~. 

x 

ffir positive x mit J(x)tibereinstimmt. Man sieht zuniRhst, fla.~s 
H ( 0 )  = l,  also = J (0)  ist; aber es ist nicht ebenso einleuchtend, dass 
f [ (x )  aueh ftir ein unendlieh kleines x die Einheit zur Grenze hat. 
und da dieses fiir die Folge zu wissen nl)thig ist, so soil es zunilehst 
gezeigt werden. Man hat:  

f 

0 x 

Das erste Integral niihert sich mit x zugleich der Null. Das zweite 
miige in zwei andere mi~ den GreIlzen 0 und *, , und c~ zerlegt 
werden. Sein Wer~h kann dann, weil der erste Factor des zu inte- 
grirenden Produktes sein Zeichen nicht ilndert, dargestellt werden 
unter der Form 

log + - -  A log - , , +  

wenn e 1 einen gewissen zwischen 0 und ~, dagegen e., einen zwisehen 
e und oo gelegenen Werfll bezeiehnet. Ertheilt man nun �9 einen 
zwar beliebig kleinen abet festen Werth~ wii|trend x tmbegrenzt ab- 
nimmt~ so wird das erste Glied der vorstehendeu Summe beliebig klein 
wegen des Factors sin el~ das zweite wegen des in sin e~ multipli- 
cirten hogarithmus. Es isl~ also in der That lira (H(x)- tl ( 0 ) ) ~  0, 
d. h. lim H (x) ~---/:{ (0) ~ 1. Verwandelt man nun in (4) a in fl + x, 

so ergiebt sich 

(5) H (x) ~ t v ~i. # a ~ '2 i '~ co~ (3 a (3 
= ; + x j r  + 

(} 0 

Die hier in cos x und sin x multiplicirten Integrale sind, wie sich 
leieht nachweisen 1.;iss~, fiir x > 0 stetige Functionen yon x, und ihre 
Differentia]quotienten~ welche dutch Differentiation unter dam Integral- 
zeichen abgeleitet werden kSnnen, sind ebenfalls stetig. Dutch wirk- 
l i the Ausftihrung der Differen~iationea bitdet man aber leleht die 

Oleiehang 

0 

deren rech~e Seite sieh fiir x :> 0 stets auf Null reducirt. Es genfigt 
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also fiir positive und vvn Null verschiedene x die Function H (x) d e r -  
selben Differentialgleichung 

xy"+ y '+  xy = O, 
yon wclcher auch J(x) eta particu]~ires Integral ist, und hieraus e r -  
giebt sich, wie bekamlt, class zwischen H(x) und J(x) die B e z i e h m l g  
siattfin(let : 

( j ( x )  H ' ( x )  - -  H <z) g ' ( x ) )  = 

woria c eine Constante, und zwar iiberall dieselbe Constante, w e l t  
eine sprungwelse Aenderung bet H (x) und H" (x) (fiir x ~> 0) e b e n s o  
weaig wie bet J(x) und J'(x) stattfindet. Durch Integration zwi sche l l  
zwei heliehigen positiven Grenzen z und x ergiebt sieh ~Jun 

Iz(.~) ~__(s c f  d~ 
J(x) J(z) ~- , j  x(J(x)) ~ ' 

$ 

und liiast man hierin x und z uaabhi'mgig yon einander gegen N u l l  
bin abnehmen, so niihert sich, well H (-}- 0) ---~ J(-{- 0) ~ 1, die l i n k e  
Seite der Null. Da aber das Integral auf der reehten Seite, i n d e n l  
es sieh filr sehr kleine x und z wie log x --  log z verhiilt~ einen v S l l i g  
unbestimmten Werth hat, so muss die Constante c ~---0 sein~ und. f o ] g -  
lieh gilt fiir positive x und ~ die Gleichung: 

H (x) g ( +  o) "II(x)~ ~ I[(z)_j(z~, ~1. h. es ist J(x) ~ -ov~-~ j ~ 1 , 

mithin in der That H(x) ~ J(x). 

E l b i a g ,  den 2. December 1871. 


