Notiz tber die Dirichlet’schen Integralausdriicke fir die
Kugelfunction P" (cos #) und tber eine analoge Integral-
form far die Cylinderfunction J (1.

Von F. G. Meuner in Euning.

Bekanntlich sind von Diriehlet filr P» {eos #) die folgenden
beiden Integralformen*) anfgestellt worden:
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beide giltig fiir %> 1, die erste auch noch flir n =0, wenn von
der rechten Seite der Gleichung die Hiilfte genommen wird. Aus
dicsen Ausdriicken kénnen zwei dhnliche in der Form etwas einfachere
gewonnen werden, auf welche ich zuerst durch dic Untersuchung der-
jenigen Fuuctionen, durch welehe die Losung des elektrostatischen
Problems fir den Kegel vermittelt wird, zufillig gefithrt wurde,**)
Addirt man die obigen beiden Gleichungen, so erhiilt man die auch
noch fir n = O giiltige Formel
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Subtrahirt man dagegen dieselben Gleichungen, nachdem man vorher
n n n 4+ 1 verwandelt hat, so ergiebt sich
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und wenn man diese Gleichung, welche fiir » =0 ebenfalls keine
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Ausnahme erleidet, mit der vorhergehenden durch Addition und Sub-
traction verbindet, so entstehen die Formen:
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Es kann bemerkt werden, dass das letzte Integral fitr sich alleirn
sehr wohl gecignet ist, bei der Untersuchung der nach Kugelfunctio-
nen fortschreitenden Rethe die Stelle der beiden von Dirichlet an-
gewandten Ausdriicke zu vertreten, indem die Summation der m ersten
Glieder der Reihe bei Anwendung der Gl. (2) mit Hillfe der einfachen
Formel
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bewerkstelligt werden kann. )
Setzt man die beiden Formen (1) und (2) einander gleich und

verwandelt & in " und g in 5, so entsteht fir 0 < 2 < nw und ein

ganzzahliges positives n die Gleichung
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und dieso geht filr # == oo und jeden positiven Werth von z tiber in :
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Qie !inke S_eite erweist sich durch die Substitution ¢ = 2 cos 1 als
identisch mit der am meisten hekannten Integralform der Cylindex-
function J (), nimlich mit
2 &?
J (2) = ;‘—J cos (z cos 4) d 4,

wi.ihrend die rechte Seite eine davon wesentlich verschiedene Form hat
Die strenge Begriindung des gemachten Grenziiberganges ist abe1:
gerade bei dem zweiten Integrale umstindlich , und auch die directe
Ablex_tung desselben aus dem ersten, welche jch in der erwihnten
Arbeit (p. 23) gegeben habe, ist insofern nicht ganz streng, als sie
durch Umkehrung der Integrationsfolge in einem Doppelinteérale ge-
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. . L
wonnen ist, dessen Grenzen unendlich siud und welches seine Bedeu-
tung nur dem abwechselnden Zeichen seiner Elemente verdankt.
Da.her-mrd es'mcht tiberfliissig sein, auf andere Art zu constatiren,
dass die Function ‘
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fur positive « mit J (z) fibereinstimmt. Man sieht zuniichst, dass
H (0) = 1, also = J (0) ist; aber es ist nicht ebenso einleuchtend, dass
H (2) auch fiir ein unendlich kleines 2 die Einheit zur Grenze hat,
und da dieses fiir die Folge zu wissen udthig ist, so soll es zuniichst
gezeigt werden. Man hat:

H(z) — H(0) =— z‘jﬂl‘l‘glg"}“ jL/ (‘-wl- — i) sin ¢da.
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Das erste Integral nihert sich mit # zugleich der Null. Das zweite
mbge in zwei andere mit den Gremzen O und ¢, & und oo zerlegt
werden., Sein Werth kann dann, weil der erste Factor des zu inte-
grirenden Produktes sein Zeichen nicht #ndert, dargestellt werden
unter der Form
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wenn &, einen gewissen zwischen O und &, dagegen &, einen zwischen
& und oo gelegenen Werth bezeichnet. Ertheilt man nun ¢ einen
zwar beliebig kleinen aber festen Werth, willrend z unbegrenzt ab-
nimmt, so wird das erste Glied der vorstehenden Summe beliebig klein
wegen des Factors sin &, das zweite wegen des in sin & multipli-
cirten Logarithmus, Es ist also in der That lim (H (x) — H(O)) =0,
d. h. lim H (z) = H(0) = 1. Verwandelt man nun in (4) « in -+ x,
so ergiebt sich

@ ®
* sinfdp 2 sin # cos Bdp

. . 2 , .
(5) Hz) = cos2 7 Vﬁ’-;‘-“-?x‘}_ ™ ‘ VeVe+ 2z

0
Die hier in cos # und sin # multiplicirten Integrale sind, wie sich
leicht nachweisen lisst, fiir > O stetige Functionen von z, und ihre
Differentialquotienten, welche durch Differentiation unter dem lntegf'nl-
zeichen abgeleitet werden kinnen, sind chenfalls stetig. Durch wxrlf-
liche Ausfihrung der Differentiationen bildet man aber leicht dio
Gleichung . )
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deren rechte Seite sich fiir z > O stets auf Null reducirt. Es geniigt
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also fiir positive und von Null verschiedene z die Function H (z) der-
selben Differentialgleichung
zy'+y+2y=0,

von welcher auch J(z) ein particulires Integral ist, und hieraus er-
giebt sieh, wie bekannt, dass zwisehen H (z) und J (2) die Beziehung
stattfindet:

w(J(z) H'(z) — H(z) J'(x)) = ¢,
worin ¢ eine Constante, und zwar iiberall dieselbe Constante, weil
eine sprungweise Aenderung bei H (z) und H'(z) (fiir z > 0) cbenso
wenig wie bel J (z) und J'(x) stattfindet. Durch Integration zwischen
zwei beliebigen positiven Grenzen 2z und # ergiebt sich vun
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und lisst man hierin x und ¢ unabhiingig von einander gegen Null
hin abnehmen, so nihert sich, weil H (« 0) == J (4 0) = 1, die linke
Seite der Null. Da aber das Integral auf der rechten Seite, indem
es sich fiir sehr kleine x und z wie log # — log # verhiilt, einen vollig
unbestimmten Werth hat, so muss die Constante ¢ = 0 sein, und. folg-
lich gilt fiir positive # und # die Gleichung:

H(x @ 7 . H(x H{+40

T((Z)z—':‘" 'J((z)')’ d. h. es ist J((x)) == »j(:_fﬁ)) =1,
mithin in der That H () = J (2).

Elbing, den 2. December 1871,



