
Ein Satz fiber die Abelschen Integrale 1. Gattung. 

Von 

0t~o Haupt  in l~ostock. 

Einleitung. 

In einer frfiheren Arbeit 1) habe' ich einige Frages~ellungen skizziert, 
die sigh unter anc~erem auf gewisse Eindeutigkeitsss bei Prymschen 
Funktionen 1. Ordnung beziehen, ieh bin infolge des Krieges bis_her an 
der Veffolgung und Darstellung dieser Untersuchungen gehinder~ worden. 
Daher will ieh zun,~ichst nar auf einen Spezialfall eingehen, clef auch ~fir 
sieh allein nieht ohne interesse zn sein scheint and der vert~ltnisma$ig 
einfach zu erledigen ist. 

Die folgende Untersuehung dfirfte zugleich, einen kleinen Beitrag liefern 
zu Fragen, die Herr Klein  in seinen Vorlesungen fiber dle Riemannschen 
Fl~ehen '~) ~ufgeworfen hat., Herr Klein  bezeiehnet es an genannter Stelle 
als ,,eine wichtige Aufgabe: sich die Gesamkheit der kier mSgliehen Figuren" 
[d.h. eben der Riemannschen Parallelogramm:figuren] ,,deutlich zu macher." 
ul~d fiig~ hinzu: ,,Kein Zweifel, da~ hier~s wie4er neue S~itze iib'er da~ 
u der Integrale w a ~  der Riemannschen Fl~che heryorgehen 
wfirclen." Vielleicht ka~m der i m w  10 mi~gefeil~e Satz als hierhergehSrig 
betrachte~ werden. Ferner ersahein~ es nicht ausgeschlossen, dal3 mittels 
der (unten zu gewinnenden) Reduktion des Periodensystems Abelscher 
Integrale 1. Crat~ung auf Normalformen jene yon Herrn Kle in  formuEer~e 
Aufgabe sich, au~ einem anderen, als dem yon Herrn Wir t inger  ~) ~e~n- 
geschlagenen Wege, eiaer Behandlung zug~izlglich erweist. 

~) ~s Ana~ten, 77 (19~[5), S. 61. 
~) Leipzig 1906~ I. (W. S. 189]/92), S. 76. 
a) Wir~ing~r~. Wi~er ~ c h r i f ~ e n . ,  85 (t910), ~. vs 
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w 1. 

Problemstellung. 
Es handelt sich um folgendes: Gegeben sei eine cler kornplexen z-Ebene 

iiberlagerte, nich~ zer]allende~), zu einer algebraischen Funktion vom O e- 
schleohte 2 gehSrige Riemannsche  Fl~he T und es sei T dutch p Riick- 
kehrschnittp.aare a,, b~ (v =: l,  . . . ,  2o) kanonisch zerschnitten; die zer- 
selmitteae Fls T werde mit T'  bezeichnet. Auf T exis%iert bekannt- 
lich sin und nur sin Abelsches Integral 1. Gattung, welches an ciner 
bestimmten Steile im I~mern yon T' verschwindet uucl dessen Periodeu ~)3,. 
an den Sohni~te~ b~ {v ~ 1o . . . ,  ~) vo~gegebene GrSSea sin& Die Periodon 
~ an d ~  ~ h n i ~ n  a~ sind' dutch die ~, die Individuali~g~ yon T und, 
w ~  ~ ~ .~olgende wesentlich ist, hi gewisser Weiss such du~dl die 
Wahl des kanonisehen Sehnittsys~ems a~., b, (v =,-- 1, . . . ,  ~) at~f T f~tgelegt. 
Dabei gill die Ungleichung 

we die ;)f,,, ~ die zu 9~,,, ~ t~onjugiert komplexen GrS~en bezeichnen und 
h sine reello Zahl ist. 

Die Ungleiehung (I) liefert somit bei gegebeaen Werten ~ ,  ~,2 . . . .  , ~ ,  
elne notwendige Beschrgnkang fiir die Variabilit~t der ~L,. Damit ist die 
Frage nahegdlegt~), ob diese Beschrs such hinreid~t, um die Exis*enz 
sines Abelschen Integrals 1. Gatmng zu garantieren, d.h.  ob [bei iest- 
gehaltenen Wer~n yon ~ ,  ~ ,~ , . . . ,  ~ ]  zu ]edem mit (I) vertrs 
W~rtesys~em 9~, 9X~,..., ~z~ sin integral 1. Gat~ung vom Geschleeh~e p 
existiert, welches bei passender Zersehtteidung der Flgcke T die GrSBen 
~I,, ~,, (v ..... 1, 2, . . . ;  p) zu Perioden hat. 

Wie n~chs*ehend gezeigt werden soil, lgSt sieh divine Frage ganz sic- 
reenter entsoheiden and zwar dutch ~ n m i ~ a e e  Konar~l~tio~ yon Fl~vhen 
T des Gesvhleohtes T, /i~r welches d n  Integral 1. Gatt~ng existiert, d4s 
sin dec Bedin~u~g (I) gen4gendes, im ttbrigen ~ yon eider gewissen 
Ausnahme abgesehen -- be[iebig vorgegebenes System yon 2 p ( komplexen ) 
Grd/3en ~ ,  ~r (v ~ 1, , . . ,  P) als Periodensyste,n be~iSzL 

Der ira folgenden zu beweisende Satz 4sates: 

Damit sin gegebenes Syste~n yon 2p  (komplexen) Konsta~cte~ 
9~,, ~A~, . . . ,  ~.[~; ~ ,  ~ . . . .  , ~ als Perioden~ystem sines Abel~r 

*) Diese Voraussetzung ~rd  im fo]genden stets gem~ehL soweit nioht ausdriiek- 
lioh des Gegentsil bemerkt wird. 

s) Diese Fr~ge seheint bisher, wenigsten~ in dieSer Fassung, nicht ges~etlt u~l 
behandelt worden zu sein, 
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Integrals 1. Gattung veto Geschlechte 29 au/-treten tm~% ist notwe~dig 
und hinreichencl, daft die Konstanten der Bedingung (I) genfegen; aus~ 
genommen ist lediglich der lV~tll, daft/i~r 1) ~_ 2 clas vorgegebene l~ez'iodert - 
system der ~[~ . . . .  , ~ einem Periodensysteme ,,iiquivcden~ '~) i~t [ ~ h ,  
dutch gewisse lineare Substitutionen in ein solches ~ich i i b e r / ~ h ~ ~ . "  
]i~r welches sO/,ntliche Grd[3en. 9I,,, ~,. mit Ausnahme eines, einzigen P a ~ ,  
z. B. ~l~ , ~ , versehwinden. In  diesem Ausnahme/all existiert ein Integ~'~ 
1. Gattung veto Geschlechte 19 ~ 2 mit den vorgegeber~en Perioden nicht:). 

Ob ein sotcher Ausnahmefall vorliegt, l~il~t sich in jedem konkreten 
Fall durch eine endliche Anzahl yon Operationen entscheidenS). 

Ftir ~ == 1 ist die Riehtigkeit des Satzes evident; fiir p >_ 2 ist fiir 
gewisse spezie]le Arten yon Perioddnsystemen die Existenz zugehSriger 
Fliiohen T' bzw. i he l s ehe r  Integrale bereits erwiesen~). Im folgenden 
wird stets ,p ~ 2 vorausgesetzt. 

w  

Ged~nkengang  des Bewehes. 

Wie bereits angedeute%, geht man beim Beweise des eben formulier~en 
Satzes zun~chst darauf aus, zu vorgegebenen Gr6~en, ~,[~,, ~,, (~, .~= 1, . . , ,  p) 
eine zugeh6rige ,,Rie~r~annsche Paratlelogra~vmfigur" (kurz ,,I'tdche h TM 

genannt~~ za konstruieren. Man versteh~ darunter ein Gebiet, das, einer 
(komplexen) w-Ebene mehrbl~ttrig iiberlagert, yon /9 getre~n~ verI~ufen- 
den, orieatierten 1~) ,,pav~Udogrammatischen Rahmen ''1~) mit dem ~[~,, ~,, 
als zugehongen Verschiel~ungsgrSl~en begrenzt wird und den unendlieh 
fernerx Punkt der w-Ebene nicht tiberdec~; aul~erdem so~ iV ia seinem 
Innern (oder auf der Begrenzung) (2 p -  2) einfache Verzweigungspunkte 
(relativ zur w-Ebene) entha!ten, iV ist yon ~-~aehem Zusammenhang. 
Vermittelst der Flaehe h r finder man sodann das gesuchte Integral 1. Gattung. 

e) Bezfiglich des Begriffes der ,,Jiquivalenz :'' vgl. w 2 v0rliegender Arbeit. 
r Bezfiglich d/esea Ausnahmefalles vgl. w I0 elies~r Arbeit. Die Feststellung, dull 

derat%ige Integ~le, yon den elliptischen abgesehen, nioht exist,~eren, scheint bisher 
nich~ geraa~ht zu ~ein. 

8) Vgk w 10 dieter A~beit, 
~) Vgt. hie~zu vet ~llem Kleim, 1. c. % S, '74--76, ferner Wirtinger, I. e~ ~) 

sewie Enzyklop~die d. math. Wiss., II B ~ ~Abeleche Funktionen und ~llgemgme 
The~:funktionen) und die d~setbst zitie~ Li~er~ur. 

to) Die B e ~ n u n g  naeh K1Mn; L e. ~), S. 73, vgl. ~uchKoebe, Unis d, atget~r. 
Kurven IV (M~th. Ann., 75, 1914, S. 78). 

�9 ~) D. ~ mit Uml~u~sinn versehen (vgl. etw~ die in ]J'uBnote ~) ~[tiezge Arbeit, 
S. 28). D~s ,I~*nere" des yon ddm R~hmen begrenzten Gebietes Iieg~ "be~ posltiver 
Dur~ufung  de~ ~grenzung zur Linken. 

Klr 1. o. ~), S. 73~ 
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Im a11gemeinen ist, wie man aueh die Verzweigungspunkte ws 
mag, die Begrenzung der Fl~ichen N koraplizierter NaturiS). Dagegen 
l~iI3t sieh, wie ira w 9 dieser Arbeit noeh gezeigt wird, leieht eine Parallelo- 
grararafigur N koI~struieren, Wenn tilt das vorgegebene Periodensystera 
f wobei natiirlieh stets yon dera im Satze des w 1 aufgefiihrten Ausnahme- 
fall abgesehen wird] ans~att der Ungleiehun.g (I) die fo]genden st~rkeren 
Bedingungen gelten: 

(I.~) i ( 9 ~  -- ~ L ~ )  > O, ~, = 1 , . . . ,  ~o, 

(I~) ~ ( ~ - - ~ ) = 0 ,  Z : ~ + l ,  ~ + 2 , . . . , p ,  

' ~ ~  ~$]~O~hea besitz~ ein so~ches Pezibdensy~tem die Eigen- 
~ '  'i~e (or lent iez%en) , ,Per igdenge~ra~e~o~r  ~ed/iglivh en$- 
~O~iven oder verschwinclenden ~ldch~ni~hal$ besitse,~. Von jedera 

de~artlgen Periodensystem sagt man, es besitze ,,NornmZ/orm"; die An- 
zahl e der Parallelogrc~mme lgositiven Inhaltes heine die ,,Ordnung der ~ 
.Normcalorm" '). 

Das ns Ziel der folgenden Untersuchung wird demgem~I3 sein, 
iedes vorgegebene, der Bedingung (I) geniigende System yon 2 io Perioden 
9~, t~,, (v == 1, . . . .  T) auf eine Norraalforra zu bringen. Man erreieht dies 
dutch eine geeignete autoraorphe ~) ganzzahlige Transforraation der 
H e r m i t  esohea Form 

in den YariabIen 9.It,..., 9/~; !8~, . . . ,  ~3 z. Zweoks kiirzerer iusdrueks- 
weise nenne man zwei GrS~ensysteme 9/~, ' . . . ,  9/~; ~ ,  . . . ,  fSr und 

dutch eine derartige (auVoraorphe und ganzz~hlige) Transformation 
hervo~g4at. 

fin zw~ta~ Linie wird dann, wie bereits beraerkt, gezeigt, da~ jedes 
in einer 17ormalform aultretende GrS~ensystem 9~, ~,, (v = 1, 2 . . . .  , io) 
die Perioden eines Integrals 1. Gattung .veto G~scMeehte io an den Quez- 
sehnitten a~,.b~ (nn'ade~ens) einer Riemannsehea  ]~l~heT bflclet. Und 
em gleiehes ~t nunmehr aueh fiir jedes ~quivalente GrSI~ensystem; denn 
die automorphen Trafis~nnationen' sind nichts anderes, ~ die ,,gauz- 
zahligen linearea" Tzansforraationen der Perioden und mitkin gleich- 

x~) VgL die Bemarlmagea bei Klein, 1. c. ~), 8. 76--77. 
x~) Vgl. hierzu die ErSrteru~ge~ in w 7 v0rliegender Arbeit. 
~*) Die Bezeiohnung naeh LSwy, Determin~ntem uSw. (Pascals Repor~orium I, 1~ 

Leipzig 1910, S. 186). 
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bedeutend lediglieh mit Xndemngen des Querschnittsystems auf der 
Flgche T ~r 

Zusatz: Die Bemerkungen betreffend die Transformation der P~ioclen 
haben zur Voraussetzung, da~ die Flgche T nieht (in getrennVe B e s ~ e i } ~ )  
zeffgllt. Die in le~zterem Fa!le eintretenden Modifikationen s ~ d ~  
zu fibersehen. 

w 
Betraehtung einer speziellen Transformation der Perioden. 

Bekanntlich ~:) lg$r sieh jede der in Rede stehenden Transformationen 
aus gewissen einfachen erzeugen; als solche Erzeugende kSnnen die folgen- 
den gewghlt werden: {, ' (1) ~ , = 9 . I , + ~ , ,  9 i . = ~ , ,  

! 
r~ == 2, 3, . . . ,  T; 

{ ' 
f 

9.1:' 

- -  2, 3 , . . . ,  T; 

Dabei 

u - - ~ 2 , . . . , / x - - 1 ,  / ~ - ~ I , . . . , T ;  

~ : = 8  . . . .  , p .  

bedeuten 9Xx, !8~ (2 = 1 , . . . ,  ~p) die urspriingHchen, ~; ,  ~ ;  
die transformierten Perioden. Man karm also insbesondere irgeudwelche 
unter den gegebenen Periodenpaaren herausgreifen und:~ese herausgegrif[enen 

sich transformieren, wghrend die iibrigen Paare unver~ndert bleiben. 

Man ~h~e noeh folgende Abki~'rzungen ein 

- = 

so daI~ also allgemdn ( !~ I~)= : - - ( tS~) ,  ( ~ ) =  0 ist. 
Is$ nun ein Periodensystera 9I~, f8~ (2 =~ 1, . . . ,  p) gegebs~, welvhes 

die ~edingur~gen (I) er~i~lt und nicht schon in einer Norma~orm sich 

, ~)~Vgl. Kr.azer, Lekrbttoh tier Thetafunktionen (LeiFzig 1903, ,S. 131 u. 449); 
~ueh 8tahl, Abelsche Funkt~onen (Leipzig 1896, S. 327). 
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be]indet, so scheide man zun~chst alle Periodenpaare aus, flit die (gJ~. ~ )  ...... 0 
ist und gebe ihnen (Transformation (3)) die Indizes e + 1, ~ -+- 2, . . . ,  ~o. 

Fiir die iibrigen Periodenpaare miissen dann alle ~2I/, und ~/, (/.~ ~ l, ..., ~t 
yon Null verschieden sein; iiberdics abet kSnnen ftir sie die sdzr~tlichen 

yon Nul l  verschiede~ angenommen werden. Da~ di~.~se Behauptung riehtig 
ist, sieht man folgenderma~en ein : Es gelten vermSge der Transformation (1 ~: 

woselbst I eine ganze rationale, sonst beliebige Zahl bedeutet, die Be- 
ziehungen 

w~h~nd ira' iibrigen 

, ' ' =  p, ~, ~ 2, ;J,...,O. 

Die Periodenpaare 9[(,, ,~r (~ ----~ e - [ -  1, ..,., "p,) bleiben, wie bereits bemerkt, 

nicht gleiohzeitig verschwinden, infolgedessen l~aan die ganze Zah] 1 stets 
so bestimmt werden, da$ (9~; ~,:) + 0 und (9I; ~j)  # 0 werden (t~ ,,:- 2, ..., ~,). 
Wird das so erhal~ene System der ~I~, ~ ~ wiederum mit ~z, ~z (2 1, .,, ~) 
bezeiehnet, so lassen sieh in gleioher Weise und ohne Xnderung yon ( ~  ~i,,~), 

In~ehen. Und ebenso ver~hrt man dann sukzessive flit die Perioden- 

Unter diesen Annahmen betrachte manzun~chst die Periodenpaare 
~%, ~ und %,  ~.  und transformiere sie wie .~olgt (Transf. (2) und (4)): 

! 

we ra uad ~ gaa~zr rationale, ira' iibrigea beli~bige Zahlea siad; alle 
ttbrigen 9Jz, ~t, (/~ ,,~ 3, 4, . . . ,  @) sollen uaver~der~ bleiben. 

VermSge (4') gilt dann wei~er: 
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= _ ( % ~ ) ,  

= - ~ E(~ ~ )  - ( ~ . .  ~ : ) ]  - ~ ( u ~ )  - ( ~ ) ,  

w  

Falhmterscheidung. 

Nun sind die folgenden MSglichkeiten vorhandsn: 

A. Die redlen, von Null verschiedenen Gr6/3en ( ~ 1 )  und ( ~ 1 )  
stehen in irrationalem Verh(iltnisse. Dann ]assen sieh die ganzen ratio- 
nalen Zahlen m und n so bestimmen, dal~ (~:~:j positiv und kleiner als 
eine bdiebig vorgegsbene positive Zahl e wird. WShlt man e < h ~ [vgl. (,I)], 
so gilt 

Z (~', ~,',) > o. 

Infolgedessen geniigt es zur Erreichung des hier in Betracht kommen- 
den Zweckes -- d. i. Transformation des vorgegebenen Periodensystems 

t F 

auf dic Normalform -- unter Weglassung yon ~[i, ~ das Periodensystem 
9~, ~ ,  . . . ,  9~, ~ welter zu re4uzieren, wobei man wiederum entweder 
auf den gc~nannte~~ Fall A oder auf den nua zu behandel~lden Fall B ge- 
fiihrt wird. 

B. ~ Q ~ o t ~  (% ~ ): (~o ~ ), (~ ~ ): (~o ~), (~ ~ ): (% ~ ) 
sowie ( % ~ 1 ) : ( ~ )  sind s~mt l i ch  rativnaL Ye~mSge der Trans- 
formationen (2) und (3) kann n~ixalich jeder dieser Quo~enten in der 
unter A angegebenea Weise zar Redt~tion verwandt we~clen, sobald er 
einen irrationalen Weft besitzt. 

Im Falle B sind daher die 4 GrS~en ( % ~ ) ,  ( % ~ ) ,  ( ! ~ ) ,  (~9ff~) 
bis atff einea gemeinsamen, nieht verschwindendea Fak%or 3 gauze ratio- 
nale, yon N, alt versehiedene Zahlen r, s, ~, u, d. h. 

( ~ . ~ ) = ~ - ~ ,  ( ~ ) = ~ ' ~ ,  ( ~ ) = ~ ' ~ ,  ( ~ ) = ~ - ~ .  

w  

Untersuchung des Falles B. 

Unter Zugrandelegung cler am Sehlusse des w 4 gewiihlten Ann~hmea 
and Bezeichnungen ergibt sieh 

% =~. [~% - ~ ]  :(%~), 

(5) C % ~ ) ,  (% ~ - . ) =  ~'~ [+t - , .~],  
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und hieraus welter vermSge (4') 

(6) 

wobei 

gesetzt ist. 
Ferner gilt 

l, ( ~ # )  = ~.  ~. 

Dabei k a r m a  als yon Null versehieden vorausgese~z~ werden. Dena 
aaclerafalls ws dies dutch eine Transformation (4') [m---~ 0, n ~=~ 1] zu 
erreiehen und es kSnnen sodann, nStigenfalls, und ohne da~ A =.~0 0 wird, 
wieder r, s, t und u yon Null verschieden gemacht werden, solange nur 
(911 ~1 ) und (2I,. ~ )  b eide yon Null versehieden bleiben ( w 3); diese Voraus- 
s6tzung liegt dem Fotgenden zugrunde. 

Die Betrachtung yon (% ~1 ) uncl ( ~  ~l )  in (8) ergibt nun wiederum 
zwei MSglichkeiten: Entweder ist das Verh~il~i8 yon A und ~ irrational; 
dann ist unte~ der Annahme m ~ 0, n = 1 fiir die t ransfo~ier ten Perioden- 
paare 9I' " ' ~, !~l, % ,  ~ die Annahme A~ erfiillt~ 

Oder es gilt .4 ~ ~. v, we bei geeigneter Verfiigung fiber 8 die Zahlen 
r, ~, $, q~ un4 v simtlieh ganze rationale, yon Null verschiedene Zahlen 
sind, die keinen gemeinschaftliehen Teller besitzen. 
' Um aueh ~ r  diesen Fall, und wenn r und t nich~ sehon yon voru. 
herein teileffremd sind, die Reduktion auf eine bTormal~orm ~i  errcichen, 
gen[igt ~olgende Bemerkung: M a n  kann i~ber die ganzen ratio~ale~ Zahlera 
m und n 8o ver]i~gen, daft ( ~ ,  ~ )  und ( % ,  ~ )  -- ~Stigenf~ls hack 
Ver~aus,ohung yon 2t 1 und ~l  (Transl. (2)) - hie an~] d~n gemeineameu 
Faktor 8, vo~ N~ll  ver~chiedene, gauze rationale Zahien ohne gemein. 
samen Teiler werde~. 

Zum B e w ~ e  bezeiehne man mi~ q~ (bzw. !/~) den grS~ten gemein. 
samen Teller yon r, u,  v (bezw. r, s, $, v), seize also 

r ==- qlrl ,  q~ = q l%,  v == qlvv bzw. r = q~r~, s = q ~ ,  t =.~ q~t~, v ~ q~%. 

Dann hat man 

( m ~ ' )  = - ~ .'~ [~,,~ + ~ , , .~  + ~ t ~  - ~o] = ~.~, (~, ,~), 
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ql und q~ sind teilerfremd, da r, s, t, u .und v keinen gemeinsamea Toiler 
besitzen sollten; ebenso sind v2, r~, t.,, s~ (bzw. ~l, r l ,  ul)  ohne gemein- 
samoa Toiler. 

Nun gilt der leicht zu beweisende Satz:  Gegeben sei, ~ . F ~ r m  
Q(n) ~ an ~ -~ bn -~ c, derea Koeffizienten a, b, c ganze rationale~ y o n :  
Null verschiedene ZaMen ohne gemeinsamen Teller sein solIen. D ~ I  
kann die gan.ze Zahl n stets (sogar auf unendlieh viele Arten) so gew~lfit 
werden, dal~ die (ganze rationale) Zahl Q (n) yon Null verschieden und 
zu einer beliebig vorgegebeaea Zahl f teilerfremd ist; ausgesehlossen ist 
der Fall c~=0(mod2) ,  az~b~-~l (mod2) ,  in welehem Q(n) stets den 
Toiler 2 besitzt. Der Satz bleibt indes auch daan noeh richtig, soweit 
nut  der Toiler 2 nicht in Frage kommt. 

Dieser Satz werde auf die beiden quadratischen Formen ~l(n) 
und ~ (m, n) angewaadt. -- Zuvor bemerke man: Falls gl~_0 (rood 2), 
ist ~,,_(m, n) nicht unbedingt dutch 2 teilbar und umgekehrt mull 
q,, ~[':: 0 (rood 2) seia, wean % (~n, n) unbedingt dutch 2 teilbar i t .  Wegen 
der Teilerfremdheit vou ql and q~ mu~ ja, q l :~:0(mo&.2)voraus-  
gesetz$, ~ /~ :~ l (mod2)se in .  Wegen ~/~v~==q~%~()(mod2) mu~ da]~er 
v~ ~ 0 (rood 2) seiu; also ist die Bedlagung fiir die unbedingte Teilbarkeit 
yon z,., (m, n) dutch 2 nieht erfifllt. Gleiches gilt fiir q~ und ~ (n). -- Ist nan 

z. B, ~,-!J~ unbedingt dutch 2 teilbar, also q , ~ v ; ~ r ~ l ( m o d 2 ) ,  

u~ e~: 0 (~nocl 2), so sei etwa q~ ~ 0 (meal 2). Es bezeichne ~/~ den grS~en 
gemeinsamen Teller yon 8~ uud t~, so dal~ also qa zu q~ teilerf~emd ist. 
Man bestimme n == n 0 so, dab (% -~ 2nor~) yon Null" vezschie6en und dab 

~(~o) teileffremd wird zu q~ uncl ga, was dem Vo~hergehenden zufolge q~ 
stets mSglieh ist. Dann wird auoh ~ (no) teilerfremd zu q~ und q~. 
Wegen q~v~=q.~v~, q ~ 0 ,  q ~ l  gilt % ~ 0  (mod2)  un4 mithin ist 
v~(m,no) nicht unbedingt dutch 2 teilbar. Man kana daher sehlie$lich 
~,~ (m, no) dutch passende Wahl yon m = m o teilerfremd zu v~ (do) machen. 
Diskutiert man in dieser Art nile ~Sgliehkeiten, so ergibt sich: Die ganzen 
Zahlen m u n d  n kSnnen stets so bestimmt werclen, dab ~ (n) und v~ (m, ~) 
teilerfremde, ganze, yon Null versehiedene Zahlen werden, es sei dean v~ -~ t~ 

% ~:~ r~ ~ 1 ( rood ~ ), s~ ~ % ~ 0 ( rood 2) und folglich q~ ~ q.~ ~ 1 (rood 2 ). 
Im Falle aber dies stattfindet, vertausehe man zun~ehst (Traass (2)) 

9~ und ~ ,  d. h. man setze 
! ! 

Jetzt ist 
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und die Bedingungen des in Rede stehenden Ausnahmefalles sind bei dem 
transformierten System wegen 

s' ~ r ~ l  (mod2), u '~ t~ .~ l  (mod2) 

nicht mehr erfiillt. 

w 

Erledig-ng des Falles B. 

Nunmehr l~iSt sioh auch der Fall B erledigen. 

Sei zundvhst e ~ 2. Dem im w 5 Bewieseaen zufolge kSnnen r und ~t 
s~ets yon N~I verschieden und teilerf~emd vo~ausgesetzt werdeu. Ubt 
m~n nun ~uf ~ ~o vorbeceitete gegebene Periodm~ystem die T~ns~ 
l~or~io~ (4'), aus, so gilt zufolge (7) 

z' = a. (v + 2 [~r + mr]). 

Je nachdem v ~ 0 ( m o d 2 )  oder vz~l (.rood2) ist, kana marl daher 
erreichen, dal~ J ' ,=  0 oder dab A ' = ~  wird. Fiir 3 '  .... 0 ist abet 

(~i~i)  ~---(~f~)==-~-> 0 und damit ist dab gegebene Periodensystem 

auf eine Normalform gebracht. 
Fiir A' ~ 3 benutze man hingegen die Ungleichung 

Aul]erdem ist zufolge (5) und (6) 

we R eine ganze rationieZahl becleutet, die unter Umsts auch Null 
seirr kann. Also 

woraus ~ ~ 0 folgL Die beiae~ reellen, Zahle~ ( ~ )  ~d ( ~ )  sind 
daher en#weder beide positiv oder eiae ist positiv, dfie'aadere abec Null, 
d, h. die Zuriickfiihrung des gegebenen Periodensystems ~uf eine Normal- 
form ist ~uch Mec ,geleistet. 

Lie~t dec Fa//@ =~ 3 vor, so existieren entweder zwei Periodenpaare, 
fiir welehe 4ie A~unahme A. des w 4 zutrifft, oder es gilt allgemein 

Dabei ist 3~,~e~3~, und es bedeuten r~,~;, s~, t usw. rationale, yon 
Null versehiedene Zahlen. Man betrachte auj]erdem die automorpl{en 
Trans~ormationen der Form 
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! 

we ko, k 1, ]~.~ irgendeine Permutation der Zahlen 1, 2, 3 c t a r s ~  ~ d  
l~, l~ ganze rationale~ in'/ iibrigen beliebige Zahlen sin& 

Es gilt d~nn 

9,ff4 ,- 
= + + 1. S,0~ 

und man wird daher entweder wieder auf einen der Annahme A des 
w 4 entsprechenden Fall gefiihrt oder as stehen auch alle Paare reeller 
Zahlen (9s (!~,~ko) -- welch letztere zufolge w 3 s~mtlich yon Null 
verschieden anzunehmen sind ~ in rationalem Verhhltnis. Also kann 
allgemein gesetzt werden 

unter r ,~, ,  s~,~, usw, rationale Zahlen verstanden. 
Aus der letzten Beziehung folgt Lnsbesondere, clal] auch die Pause 

(yon Null versohiedenerZahlen) (gA~,~,) und (gA~!~.) rationale Verh~lt- 
nisse bilden. Es ist' mithin 

/ 

we hJ~/), hJ~ 0 ~ational und yon Null verschieden sin& Da sicher min- 
destens eine der Zahlen ~,~, yon Null verschieden sein maB --andernfalls 
wgre das gegebene Periodensystem berei~s au~ eine Normalform gebracht - - ,  
so ergibt sich fiix das zugehSrige Iadexpa~r/r /q die Beziehung 

Es stimmt also /~,~, bis auf einen rationalen Faktor mit 8 iiberein und 

man lint 

wo h~,, h~. ration{}l sin& 
Unte~ Festhalten des zuletzt betracht~en Indexpaares k~, k~ wghle 

man ~ ~o, da~ die r~,~, ~ ,  t ~ , ,  ' u ~ ,  v ~  ganze rationale Zahlen 
ohne gemeinsamen Teiler werden. Damn werden auch h~ und h~, ganze 
rationale Zahlen. Tats~chlich sh~d ja A = 8. (h~, -- h~.) und ~-h~h~., 
veto Faktor 8 abgesehen, ganze rationale ZabJen, woraus die BehauloVung 
fo!gt. 

Vermittelst eider Transformation (4') bride man jetzt aus ~ , ,  ~ 
u~ i~[~,. ~ zwei neue Periodenpaare, fiir welche die zugehSrigen Zahlen 
r, ~, t, u, v ganzzahlig und yon Null verschieden bleiben und ~berdies 
r und t teilerfremd sind; die neuen Werte yon h** und h~ sind ebenfalls 
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ganzzahlig. Daher lassen sich bei erneuter Anwendung-yon (4') die cleft 
auftretenden ganzen Zahlen m uncl n so bestimmen, dab in 

die rechte Seite Null wird, womit die Anzahl ( p -  e) yon Perioden- 

paaren, fiir welche ( g [ ~ ) =  0 ist, um Eins erhSht und der betrachtete 
Fall auf bereits erledigte zuriickgefiihrt wird. 

F/~r ~o > 3 gelten die eben angestellten Uberlegungen unver~tndert. 

Die in den w167 4, 5 und 6 angestellten Uberlegungen lassen bei einiger 
~odifikation erkenneu, dab die Reduktion eines beliebig vorgegebenen 
t)eriodensystems auf eine Normalform stets durch dne endliche • 
won Operationen erreicht werden k~nn. Eine' gorsahrift fiat cterartige 
Reduktionen ergibt sieh gleiohfalls aus dem Vorstehenden. 

w 

Die kleinste Anzahl @* positiver Terme (il~ ~;. ), die bei der TransJtorma- 
tien eines vorgegebenen Periodensystems auf eine Normalform erreieht 

werden kann. 

Es hat sich im vorhergehenden ergeben, dab jedes vorgdegte, der 
Bedingung (I) genfigende Periodensystem ~.auf mindestens eine Weise] in 
eine Normalform transformiert werclen kann. Ist nun fiir ein vorgegebe~les 
Periodensystem diese Uberfiihrung auf mehrfache Weise meglich und er- 
geben sioh clabei verschiedene Werte yon @, so liefert (miudestens) eine 
der so erreibhbaren Normalformea den kleinstmgglichen Weft yon s der 
mit @* bezeichnet werde. Bdspiele dafiir, d~B die Normalform nicht ein- 
deutig bestimmt zu sein braueht und dal3 clabei ~ verschiedener Werte 
fiihig sein kann, lassen sich leicht angeben. 

Es wgre nun yon voznherein nicht undenkbar, dab die Ordnung 
vermSge automorpher ganzzahliger Transformationen sich stets etwa auf 
den Weft ~ * ~  1 herabdriicken liel~e, womit der obea emgefiihrte BegriiI 
der Minimalzahl @* iiberfliissig wtirde. D~B dem nicht so ist, lehrt der 
Iolgende Sate: 

Es existierer~ Periodensysteme, /iir die p und p* (1 <:: p* < ~) beliebig 
vorgegebe~ze (ganze) Zahlen sin& 

Zum Bew~ise betrachte man die allgemeine Form der automorphen 
Substitutionen. Setzt man 

Y p 

~=i a=l 
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so hat die Determinante D der ganzzahligen Koeffizienten a, fl, r ,  ~ den 
Wef t  EinslS). Ferner gilt 

(9) (~:.~:) = 2 ~L~W'~'~ (~.~.) + ~(,,~ (~m~)] + Z ~V~Yc"~ (~.~), 
~=i ).=~-I-I ~r X=I 

wo gesetzt ist 

Zur Konstruktion des verlangten Beispiels setze man 

(~1 ~ )  --= ~ ,  

(~,.~1) =, . ,  (~,.~)=,~ = ~,.,-,,, ( ~ ) =  t,., (m,.~)=~,,=~,,t, ,,=~*+1, . . . ,  ~ , .  

Die reellen GrS~en hi, to. . . . .  , u~.; r~,+~, ~*+l, - - . ,  t~, die sgmtlich yon 
~ul l  versehieden sein sollen, bilden ein System voneinander unabhgngiger 
Parameter,  dutch welche sieh alle iibrigen, in (9) rechter Hand auftreten- 
den GrSl~en ( 9 ~ 1 ) '  usw. darstellen lassen. N[an hat ngmlich (vgl. w 5) 

_ , ~ ) ( ~ . ~ ) = ~  = ~ ( ~ . ~ . - ~ )  

~ , Z = 2 ,  3 , . . . , p .  

Hierbei ist, im Falle z. B. ~* ~ 1 ~ ~ ~ p,  za lJeachten, dal~ s~ = ~ r~  usw.; 
und daher ( 9 / ~ ) :  0. 

Man lege nun, was stets mSglich ist, den h~, r~ . . . . .  u~ die weiteren 
Bedingungen auf: 

{ h~ ::> 0, 

s t, i t ,  - -  r~, u s : >  O, ~ = 2, 3 . . . .  , ~* ; 

s ~ - - r ~ u ~ + O ,  s~ . r~- - s , . r~=~O,  u ~ t ~ - - u ~ t ~ = ~ O ,  ~ , ) . = 2 , . . . , 2 o ;  ~ 4  =~. 

Die Festsetzungen (10) und (12) sagen aus, dai] ein zu den Werten 
h~, r : , . . . ,  u~ gem~i$ (10) und (11) gehSriges Periodensystem --  and ein 
solches existiert immer - -  in der Normalform sieh befindet, welche ihrer- 
seits die Ordnung ~* besitzt. 

~ a n  driicke vermSge (11) die in (9) auftretenden Faktoren der 
L(') M ~') N (') dutch die unabhgngigen Parameter h~, ro, u~o.; re*+~, 
. . . ,  t~ aus und beachte, dal~ .die zu verschiedenen Transformationszahlen 
L(2)x usw. geh5rigen Faktoren versehieden gebaut sin& Dann erkennt man: 
Die Parameter  hl, r o, . . . ,  t~ lassen sich, im Rahmen del  ihnen bereits 
auferlegten Bedingungen, so bestimmen, dal~ die Faktoren der Trans- 
formationszahlen ~.,r(~} M{~}~., N ('}~ -- wobei von --,.~hr(') ( v =  ~ * +  1, �9 �9 �9 T) 

18) VgL St~hl, I. c. ~6), S.  322. 
Mathematische Zeitschrift. VL 16 
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wegen (9~ ,~ , )=  0 abgesehen wird -- yon Null verschieden and linear 
unabh~ngig werden, wenn fiir die r(~) ~ usw. nur ganzzahlige Werte zu- 
gelassen werden. 

Sind die h~, r.,, . . . ,  u~ derart bestimmt, dann ist ~* tats~chlich der 
Minimalwert der durch automorphe Transformationen zu erreichenden Ord- 
nung. Wenn n~mlich fiir irgendeinen Weft ~ (1 _ ~ < :  T) die Bedingung 

t - - ?  
(9~,. i8,) = 0 erfiiltt wird, s6 miissen, yon den hr~'~ ) (~ = e* -~ ] . . . .  , io) 
abgesehen, s~mtliche Transformationszahlen L~(')x usw. Null sein. ~ a a  
hat also 

a, , ,7 ,~  - -  < ~ 7 , , ,  = O, fl,~(~,,~ - -  f l , ; .~ , ,  ---- O, z , ~  := I ,  . . . ,  p ;  

a ,~ ,x  --  fl,~ ~,,, = 0, ~, ~ = 1, . . . ,  p und nioht gleichzeitig 

e * + l _ ~ s ~ p  sowie z=l. 

Wegen D == 1 folgt hieraus a,~ = f l , ,  --~ Y,t, = (~,s = 0 ( tz  = 1 ,  2 ,  . . . ,  ~ * ) .  

G~be es nun mehr als ( p - - ~ * )  verschiedene Indizes ~, fiir welohe 
(9~[ !~[) = 0, so miil~te D --= 0 sein, was bei einer automorphen Substitution 
nicht eintreten kann. 

Inwiewei~ dutch die in den w167 4, 5 und 6 vorgenommenen Operationen 
der Minimalwert e* tats~chlich erreicht wird, wurde nicht' entschieden 
und ist flit die Zwecke vorliegender Arbeit auch ohne Bedeutung. Die 
eben angestellte Untersuchung l ~ t  indes erkennen, wie man vorzu- 
gehen hat, um zu entscheiden, ob die Ordnung eines in der Normal- 
form vorgelegten Periodensystems bereits den kleinsten Weft Q* besitzt 
odor nicht. 

w 

"Weitere Reduktion der Perioden. 

Zum Zweoke der Konstruktion einer Riemannschen Parallelogramm- 
figur, welche zu einer vorgegebenen Normalform yon der Ordnung ~ gehSrt, 
mul~ diese Normalform welter reduziert werden; dabei wird sich die Reduktion 
ausschlieitlich auf. jene (p - ~) Periodenpaare 9~, !8~ (2 = T -- ~ -~ 1, . . . ,  p} 
besohr~nken, flit welche 

= 0 
ist. 

Unter diesen werden zun~chst diejenigen Periodenpaare betrachtet, 

fiir die 9~ =~ 0 und !8~ =~ 0. Wegen (~z !~) = 0 l~itt sich dutch Tr~ns- 
formationen v()n der Form (1) (w 3) 

stets bewirken, entweder dait [9.I;[ = 0 oder chit t~;I  und ]~;I  beiae 
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gleichzeitig beliebig klein werden, je nachdem also ]9~;. I : l!8~l rational 
oder irrational ist. 

Auf diejenigen Periodenpaare ~x, !3~, flit welche eine Periode, also 
etwa 9s Null, die andere !3z hingegen yon Null verschieden ist, wende 
man automorphe Substitutionen der Form an 

wobei der oben gemachten Annahme entsprechend (9~1~1)> 0 ist. Bei 
passender Wahl der ganzen, im iibrigen beliebigen Zahlen k uncl l, wird 
daher [wiihrend 9~ ~ 9s ~ • !~1, ~X~ = 0 bleibt I ~ ;  den Bedingungen 

< , - ,  oc<= 1( 1 < 

entsprechend angenommen werden kSnnen. Geometrisch gesprochen: Deute~ 
man 911, !3~, !~  als Punkte in einer (komplexen) Ebene, so kann man 
stets erreichen, da~ !~z entweder mit  clem Nullpunkt zusammenfiillt oder 
ins Innere bzw. aui eine der yore Nullpunkt ausgehenden Seiten desjenigen 
Parallelogramms zu liegen kommt, welches die Eckpunkte 0, 951 , !31 , 9~1-~ !31 
besitzt. 

Das in den w167 4, 5 und 6 gewonnene Ergebnis l~Bt sieh daher genauer 
so iormulieren: 

Jedes vorgegebene, der Bedingung (I) geni2#ende System yon 2 p Peri- 
oden ?s ~j (] ..... 1 , . . . ,  p) ist (iquivalent mit einem Periodensystem (in 
der iVormal/orm), das sich aus Perioclenpa'aren der /olgenden '4 Arten 
zusammensetzt, n~m~ich aus 

1. e Periodenpaaren, ]i~r die (9~,~,) > O, x = 1, . . . ,  e; 

2. ~ Periodenpaaren, liar die (9~z!~z)=0 und o < l g~z'l -/.. e, 
0 <: !!3x I < e, 2 -~-- 9 2~ 1, . . . ,  9 "~- a; wobei unter e eine positive 
GrSBe verstanden wird, die beliebig klein vorgegeben werclen kann; 

3. ~ Periodenpaaren, ]i~r die 

~ 4. ( p - - 9 -  ~ --v)  Periodenpaaren, ]i~r die 

2 , , = ! 3 ~ = 0 ,  v = e + a + * + l ,  . . . ,  p.  

16" 



234 o. Haupt. 

w 

Konstruktion einer zu gegebenem Periodensystem geh~rigen 
Parallelegrammflgur. 

Ein vorgegebenes Periodensystem wird zuniichst auf die i m w  8 an- 
gegebene reduzierte Iqormalform gebracht. 

Sodann bride man mit 9~1, ~ als Seiten das gew5hnliehe, in einer 
komplexen w-Ebene ]iegende Parallelogramm ~t, dessen Inheres den 
Fl~ieheninhalt (~1 ~1) besitzt. In dieses Parallelogramm bette man (v-~-~  
geeignet gestaltete parallelogrammatisehe Rahmen ein, die zu den Perioden- 
paaren zweiter und drifter Ar~ geh6ren, deren zugehSrigen Fliicheninhalte 
also Null sir~l. Bei hinreichend klein gewiihltem s [st dies stets mSglich 19] 
&e~art, da~ yon diesen (o-~-~) Rahmen sowie von den Seiten yon Vl ein 
(1-~ a -~ ~)-faeh zusammenhiingendes Gebiet mit 2(a -~ r) Verzweigungs- 
punl~en im Inneren begrenzt wird, das den unendlieh fernen Punkt der 
w-Ebene nicht iiberdeekt. Ferner hefte man an die so entstandene 
Parallelogrammfigur diejenigen, richtig orientierten Parallelogramme (posi- 
riven Inhalts) an~'~ die den etwa noch vorhandenen Periodenpaarea erster 
Art ~i~, ~ (~ == 2, . . .  : e) entsprechen. Die hieraus sieh ergebende Parallelo- 
grammfigur s~ellt ein (e -t- a -~ v)- fach zusammenh~ngendes Gebiet ~ mit 
2(e -4- o -k ~ -- 1) einfaehen, im Innern gelegenen Verzweigungspunk~en 
und yon posi~ivem Fl~icheninhalt dar. 

SeVern e-~- ~ ~ ~ ~= 2 ist, l~il~t sich stets ein Punkt ~ der w-Ebene 
angeben, fiber welehem mindestens zwei versehiedene innere Punkte ~ 
und ~ you ~7 liegen, die keine Verzweigungspunkte sind. Es seien U~ 
bzw. U~ Umgebungen yon ~1 bzw. ?~, die folgendermal]en gew/ihlt siud: 
U 1 und U~ sind einer hinreiehend k]einen Umgebung U yon ~ iiberlagert 
und relativ unverzweigt beziiglich U; sie gehSren dem Innern yon ~ at{ ~ 
und gehen dutch eine Deoktransiormation auseinander hervor. Unter Zu- 
hilfenahme yon U 1 und U~ kann man in _~ passend gewiihlte, zu den 
Periodenpaaren der vierten Art gehSrige parallelogrammatische Rahmen ein- 
betten. Man braucht zu dem Ende nut aus U~ i m ganzen ( p - " e  -- ~ -- ~) 
Kreise yon genfigend kleinem Radius auszustanzen, die weder innere noeh 
Peripheriepunkte m[teinander gemein haben, und sodann die glelche An- 
zahl dazu kongruenter Kreise l~ings passend gefiihrter Verzweigungsstreeken 
an U,~ anzuheften; und zwar sell dieses Anhe~ten so effolgen, dal] jeder 
neu hinzugefiigte Kreis gerade zwei neue Verzweigungspunkte entstehen 

19) Vgl. Klein, 1. e. ~), S. 79; auch Haupt, 1. c. ~), S. 29; ferner das Zitat ia 
FuBnote ~1) vorliegender Arbeit. 

~0) VgI. Klein, 1. c. ~), S. 74. 
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l ~ t  und dai~ seine Peripherie durch eine Decktransformation in eine der 
dureh Ausstanzen gebildeten kreisfSrmigen Begrenzungslinien iibergeht~). 

Aus der so konstruierten Parallelogrammfigur ~iir die Normslform.des 
gegebenen Periodensystems ergibt sich [etw a mit Hilfe kombinatorischer 
~Iethoden oder des Dir iehle tschen Prinzips] ein Abelsches Integral ers~er 
Gattung yon der gewiinschten Beschaffenheit. 

w 10. 

Der Ausnahmetalh 

Wie man aus w 9 ersieht, versagt die dort angegebene Konatruktion 
einer R i e m a n n schen Parallelogrammfigur lediglich dann, wenn ~ -~- ~ -~- ~ ;= 1, 
d.h.  wenn ~ 1 ,  a~-v- -=0 ist. Dies liegt in der Natur der Sache be- 
griindet. Es besteht n~mlich der S~tz: 

;Ein A belsches Integral erster Gattung, dessen Periodensystem ent- 

weder die Form hat (9~ 1 ~ )  > O, ~ = ~,, = 0 (~ = 2, . . . ,  p) oder (ali- 
gemeiner ) zu einem solchen (ira Sinne der De/inition des w 2) dquivalent 
ist, kann nur ein elliptisches Integral sein; es ist also notwendig p -~ 1. 

Einen sehr einfachen Beweis dieses Satzes verdanke ich brieflicher 
~Iitteilung yon Herrn W i r t i n g e r  und gebe ihn mit seiner Erlaubnis bier 
wieder. 

Z 

Angenommen, w ~:::~: f dw sei ein Integral erster Gattung mit den an- 
go 

gegebenen spezie]len Perioden; T sei die zugehSrige Riemannsche Fl~iche. 
Man bride mit 9~ 1 und !~t~ als Perioden die Weierstral~sehe Sigmalunktion: 
a(u;  % ,  co,~), wobei also eo I ~-9~1, oJ~ = !~.  Fiihrt man hierin an Stelle 

Z 

der unabh~ngig Vert~nderliohen u das Integral w ein: u = fdw, so zeigt 

die Betraehtung des fiber die Begrenzung yon T p erstreckten Integrals 

f d  [log(~(w; e~, %))] ,  da] o(w; %,  %)  auf der zu w gehSrigen Fl~iehe T '  

nut eine einzige hTullstelle besitzt. Infolgedessen sind jetzt d: !~ d~ log du ~ ~ (lu:~ , . . .  
algebraische Funktionen des in Rede stehenden Gebildes T, die nut einen 
eirmigen Pol zweiter bzw. drifter usw. Ordnung besitzen. Naeh dem 
Weiers t ra~schen Liickensa~ze is;~ daher das Geschlecht yon T g]eich.Eins. 

Man ersieht aus dem eben Bewiesenen, dal~ in diesem (Ausnahme-) 
Fall ]ede Reduktion des Periodensystems (auf eine Normalform) notwendig 
zu der in Rede stehenden Norm alform ( ~  !~l) > 0, 9~,,--= ~ =~ 0 (~ =: 2, :.., p) 
fiihren mul~ ~'~). 

i~) Vgl. auch Thomae, Sammlung von Formeln usw. ( Hmlle 1876, $.21, Fig. 1). 
~) Vgl. das Zi~at in FuBnote ~a). 
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Der Satz ergiinzt zugleich ein Theorem betreffend die auf elliptische 
Integrale reduzierbaren Abelschen Integrale erster Gat%ung. Ein Integral 
erster Gattung, welches ~uf ein elhptisches reduzierbar ist, wird niimlich 
dadurch eharak~e~'~siert, da~ sein Periodensystem dureh ,,lineare, ganz- 
zahlige" Transformationen entweder auf die Form 

% + 0 ,  . . . .  

odor auf die Form 

%§ %-W' " " "  

' Z u s a t z :  Jedes reduzierbare Integral erster Ar~ '~  sdb#t e~  dlipti- 
sches Integral. 

Andererseits existieren immer (sogar unbegrenzt viele) Integrale erster 
Gattung yore Geschlechte 2 ~ 2, die zu einem vorgegebenen Per~oden. 
system zweiter Art gehSren und mithin reduzierbare Integrale zweit~ Art 
vom Geschlechte p ~ 2 sind. Diese Behauptung ergibt sieh aus den Dar- 
legungen des w 9. 

Auch der geometrisehe Inhalt des formuherten Satzes erscheint nicht 
ohne Interesse, n~mlich die Tatsache, dab ein der komplexen w-Ebene 
iiberlagertes Gebie~ endlieher Bl~tterzahl notwendig einfach zusammen- 
hiingend sein muB, wenn �9 vofi einem einzigen parallelogrammatischen 
Rahmen ~) begrenzt werden, eine Umgebung de~ unendlich fernen Punktes 
der w-Ebene nicht iiberdecken und ei~ae gerade Anzahl (gegebenenfalls 
auch Null) einfacher Verzweigungspunt~e en~halten sol!. DaB dies nich~ 
mehr ric~htig ist, wenn als Begrenzung ein beliebiger, einfacher geschlossener 
Streckenzug zugelassen wird, bewes Beispiele. Doch soll bier darauf 
nicht n~her ~eingegangen werden. 

Schlu~. 

Sohtie~lmh is~ ~ Un~e~suchungen ~on Her~n Koe~e ~) ki,nzuwe~en. 
Aus diesen geht ~ e r  anderem horror: Die Gesamtheit der Perioden- 
systeme der Ab'etschen In~egrale erster Gattung yore Gesehlecht T bil~e~ 
ein offenes, zusa~enh~gendes,  4'T-dimensionales Kontinuum, Der in 

~).Vgl. Krazer, Lehrbuch der The~funktipnea (Leipzig 1903, S. 474, S~z II). 
~) Der sich selbs~ night sohneidet. 
~) Koebe, Unif. d. algebr. Kurven IV (M~h. Anm 75, 19~4, I, TetL S. 51--98). 
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w 1 angegebene und oben bewiesene Satz bestimmt die vollst~dige Be- 
grenzung dieses Kontinuums. 

Wie sich die im vorstehenden behandelte Frage einer a l lgem~exen,  
betreffend die P r y m  schen Funktionen, unterordnet, babe ich~ber~its M r  
d~rgelegt ~). 

Der Satz des w 10 l~Bt sich verallgemeinern~7). 

K a r l s r u h e  i.~B., 24. April 1919. 

~) Haupt, 1. c. 1), S. 61. 
~7) Vgl. hierzu aueh Wirtinger, Untersuchungen fiber Thetafunktionen (I~eipz~g 

1895, S. 78). 

(Eingegangen am 27. ~ai 1919.) 


