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N~herungsformeln ftir die Zylinderfunktionen far gro•e Werte 
des Arguments und unbeschr~nkt ver~nderliche Werte des Index. 

Von 

P. DEBYE in Mfinchen. 

w  

Vorbemerkungen. 
In der ausgedehnten Literatur der Zylinderfunktionen finder man fast 

ausschlie•lich zwei Arten yon Reihenentwicklungen, die fibrigens der 
Natur der fiir diese Funktionen geltenden Differentialgleichung - -  wir 
schreiben sie ( ~ d~-u 1 du_t_ 1 - -  0 

cix,  + u d x  x'- u =- - -  

am unmittelbarsten angepaBt sind. Bet der einen Art geht man veto 
singul~iren Punkt x ~ 0 aus, dieselben schreiten nach positiven Dotenzen 
yon x fort' und sind in der ganzen Ebene konvergent. Bet der zweiten 
Art bildet der wesentlich singuliire Punkt x----oo den Ausgangspunkt, 
die betreffenden yon H a n k e l  am eingehendsten untersuchten Reihen 
schreiten nach negativen Potenzen yon x fort und sind semikonvergent 
im Sinne P o i n c a r d s .  Wii&rend die erste Art der Entwicklung nur filr 
kleine Wer~e yon x zur wirklichen numerischen Rechnung praktisch 
brauchbar ist, sollen die Hankelschen Entwicklungen dasselbe leisten ftir 
den Fall  sehr gro•er Werte des Arguments. Indessen sieht man aus den 
betreffenden Formeln sofort, dai~ letzteres nur zutrifft, solange der Index 
im Vergleich mit dem Argumente x eine kleine Zahl ist, ein Umstand, 
der ihrer  Verwertung bet allen denjenigen optisehen Problemen eine Grenze 
steckt, bet denen die Abmessungen der veto Lichte getroffenen KSrper groB 
gegeniiber der Wellenliinge sind. Ahnliches gilt ganz aUgemein bet kleiner 
Wellenliinge, nicht nur im Falle yon Zylinder- oder Kugel-Symmetrie; die 
dann auftretenden Schwierigkeiteu sind in analoger Weise zu iiberwinden. 
Handelt  es sich z. B. um die Berechnung des elektromagnetischen Feldes um 
einen yon einer ebenen einfallenden Welle getroffenen Zylinder, so erhi~l~ 
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man f'tir eine Komponente des elektl'ischen Feldes ohne Miihe eine Darstellung~ 
die for~schreitet nach Zylinderfunktionen (oder komplizierteren Komplexen 
solcher Funktionen), deren Argument der groi3en Zahl: Zylinderradius 
dutch Wellenl~nge proportional ist und deren Index alle Werte yon Null 
his <x~ durchl~iuf~. Zu dem Werte dieser Reihe tragen auch noch die- 
jenigen Glieder wesenflich bet, ftir die a mit x vergleichbar wird, in welehem 
]?alle die ]:Iankelschen Ent~wicklungen versagen. Es wird deshalb im folgea- 
den unsre Aufgabe sein, solche Entwicklungen anzugeben, welche die Zylinder- 
funktionen asym2.totisch ersetzen kSnnen fiir grofle Werte des Arguments bet 
unbeschrdnkt veriinderlichen Werten des lndex. Dabei wollen wir uns auf 
den einfachshm Fall beschr~nken,, dab sowohl a wie x reell sind. Die 
Ausdehnung auf komplexe Werte yon a und x, die iibrigens nach dem- 
selben Verfahren gemaeht wird, werde ich gelegentlich an anderer Stelle 
mitteflen. Wie die betreffenden' Formeln zu benutzen sind, habe ich in- 
zwisehen bet der Berechnung des Lichtdrucks auf Kugeln in meiner 
Mttnchener Dissertation gezeigt, w~hrend die Anwendung auf die Theorie 
tier Beugung in einem Vortrag au~ der Naturforscherversammlung in CSln 
angedeut~t wurde.*) E~ set iibrigem bemerkt, d ~  Lord Ray leigh**) 
schon daxauf hinwies, dai3 es ffir die LGsung der optischen Probleme bet 
Kugeln und Zylindern notwendig set, niiherungsweise. Darstellungen der 
Zylindeffunktionen der oben definier~en Art zu kennen. Wit wollen jetzt 
im folgenden zeigen, wie man naturgem~I3 auf solche Darstellungen geffihrt 
wird, wean man ftir die Zylinderfunktionen die auf komplexem. Wege 
genommenen Integraldarstellungen benutzt. Der Weg der Ableitung an 
sich ist nieht neu, das Prinzip der Methode wird, wie ich nachtr~glich 
bemerkte, klar ausgesproehen in einem yon H. A. Schwarz ausgearbeiteten 
Fragment des Riemannschen  Nachlasses:***) ,,Sullo svolgimento del 
quoziente di due serie ipergeometriche in frazione continua infinita." Das 
Verfahren wird in dieser Arbeit vo=. Riemann dazu benutzt, den Grenzwert 
der hypergeome~rischen Reihe 

H ( a T n ,  bWn, c+2n,  x) 
zu bestimmen ftir sehr groBe Werte yon n. Mittels derselben Methodo 
bestimmen Graf  und Oubler~') in ihrem Buche den Orenzwert 

lira ,Y. (a x) 

*) Phys. Ztsobx. 9, S. 775, 1908 und Verhdl. d. Deutschen physik. Ges. 10, 
S. 741, 1908. 

**) Note on Bessel's Functions, Phil. Mag. 44, S. 837, 1872. 
***) B. Riemann, Oes. math. Werke and wissenschaftlicher Nachlal3, Leipzig 

1876, S. 400. 
J-) J. H. 0raf und E. Gubler, Einleitung in die Theorie der Besselschen Funk- 

tionen, Bern 1898, Heft 1, S. 96. 
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der Besselschen Funktion ffir reelle Werte yon a und x. Nach einer 
anderen, mehr formalen Methode wurde das im folgenden behandelte 
Problem neuerdings in Angriff genommen yon J. W. Nicholson*) .  Er 
behandelt mit Anlehnung an Lorenz  (Oeuvres scientifiques I, S. 405) nut 
den speziellen Fall, dab der untere Index die H~ilfte einer ungeraden Zahl 
und kleiner wie das als groB vorausgesetzb Argument ist. In ether spiiteren 
Note**) wird auch der Fall betrachtet, dal~ Argument und Index nahe 
gleich sind. Von den Entwicklungskoeffizienten B~ (vgl. die Zusammen- 
sbllung in w 7) werden indessen nur die Konstanten Glieder erhalten, so 
dab sich mit jenen Formeln nicht der AnschluB an die F~ille a ~ x oder 
a ~ x erreichen liiBt. Die ursprfingliche Formel yon Lorenz stimmt, wie 
man sich leicht, fiberzeugt, mit dem ersten Gliede der Reihen (54) und (55) 

1 
aus w 7 fiberein, wenn man a = n ~-~- setzt. 

Die Riemannsche Methode in ihrer Anwendung auf die 
Zylinderfunktionen. 

Als Ausgangspunkt w~ihlen wir die beiden Hankelschen Funktionen 
H~'(x) und H~(x) nach der Definition yon Nie l sen ,  die im AnschluB an 
die Arbeit yon A. Sommerfeld***) 
fiber die ,,Mathematische Theorie der 
Diffraktion" dargesbllt werr k~Snnen 
in der Form: 

1 fe_~Xsin~e~O,~dv, I t :  ( x) = 
(1) 

(i) 
1 fe_  sin d. dv. 

Indem wir uns auf reelle Werte 
yon x beschdinken, ist der Weg (1), 
auf dem das ~rste Integral zu ffihren 
is~, dadureh charakterisiert, dab er 

f 

:Fig. 1. 

ewischen ~ - - i c e  und = ic~ anf~ng~ und zwischen 2 2 

und s= ~-ice endig~, w~hrend der Weg (2) des 

+ i c e  

zweiten Integrals 

*) Phil. Mag 14, Set. u 1907, S. 697. 
**) Phil. Mag. 16, Ser. u 1908, S. 271. 

***) Marl1. Ann. 47, S. 817, 1895. 
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zwischon -~-+ ioc und ~ + icx) beginnt und aufhSrt, wo der Weg (i) 

aIff ng . 
Wir bofassen uns zun~ichst mit dor zweiten Hankelsehon Funktion 

und schreiben sie in der FoITn: 

(~) ~ ; ( X ) =  1 fe_X.f(,)dv ' 
(~) 

wobei eine Abkfirzung ist fiir die Funktion 

(3) f(v) = i (sin ~ - - ~ ) ;  ~ = --~. 
X 

Zerleg~ man f(~) in einen roellen und einen ima~niiron Bestandtoiti so da~ 

(4) .R + i J  

so ist der absolute Be~rag des Integranden e -~R. Ffir grol3e Werto yon x 
wird also nur diejonige Stone des Integrationswoges in erster Niiherung 
zu berficksichtigen soin, wo /~ den kloinsten Wert annimmt. Indem wir 

~ a - k  ib  setzen, denken wir uns /~  als Ordinato,,einer fiber der a, b-Ebono 
ausgospannton Fliiche und wollen jetzt den Integrationsweg so spoziali- 
sioren~ dab die Ausrochnung des Integrals mSglichst vorteilhaft wird. 

Zun~chst bemerken wir dazu folgendos. Die Integration sei aus- 
geffihr~ bis zu oinem gowissen Punkto; unter allen mSglichen Richtungen, 
die yon diesem Punkte ausgehen, wollen wit jotzt diejonige wiihlen, auf 
dot R so stark wio mSglich zunimmt. I s t s  diese bovorzugto Richtung 

0 t t  �9 ~ R  OJ und n die dazu senkrochfle, so soU.. also -0-~ 0 sein, odor da ~------ O s '  

so ist die Kurve, auf der wit weitorgehen mfisson, dargestollt durch die 
Formel: 

J = cons~. 

DaB wir auf einer solchen Kurve fbr~schreitend wirklich den vorge- 
schriebenen Endberoich erreichen werden, is~ gar nicht sichor und im 
allgemoinen auch nicht der Fall. Jedenfalls ist aber klar, dal~ wenn wir 
unsore ganzo Integration l~i~gs einor Kurve or~ const, ffihren kSnnen, die 
Vorhiiltnisse ffir die Berechnung des Integrals bei grol3om x am gfins~igsten 
werden. Demontsprechend woUen wir zusehen, ob eine solche Kurve, di~ 
ilberdies die boidon vorgoschriebonen Endbereicho vorbindot, wirklich existiert. 
Beachten wir, dal~ (aus Konvergenzgriinden) dieso Gobioto so gowiihl~ 
sind, dab R dort positiv unondlich wird, so ist klar, dal3, wio auch sonst 
die Integrationskurve boschaffen ist, R wonigstons oinmal ein Minimum 
auf dieser Kurvo haben mul~. Ist nun die Kurve die vorgeschlagene 

d r=" const., fiir die ja naoh Definition ~-g fiborall verschwi~det, so muB 



Ni~herungsformeln ffir Zylinderfunktionen. 539 

sie wenigstens einmal durch einen Punkt  hindurchffihren, wo der Dif- 
ferentialquotient yon /~ nach allen Richtungen verschwindet. Ein solcher 
ist notwendig ein Sattelpunkt; wir haben also das Resultat: 

Nut  diejenige Kurve J ~ const., die dutch einen Sattelpunkt hindurch- 
geht, kann ihre .Endpunkte in den vorgeschriebenen Bereichen haben. 

Vor allen Dingen miissen wir uns also ldar werden fiber die Lage 

der Sattelpunkte in ihrer Abh~ngigkeit yore Verh~iltnis ~ ~-6. 
X 

Da im Sattelpunkt - ~  ffir jede beliebige l~ichtung s verschwindet, 
~J 

grit dasselbe ffir ~-/, so dab die Lage bestimmt wird durch 

d f (v )~O,  d . h .  c o s v ~ - ~ .  (5) 

Bekanntlich wird durch (5) die yon ~ ~-1  bis ~----0o und yon ~ - -  1 
= -  cr aufgesehnittene ~-Ebene auf den Streifen 0 - - - z  der ~-Ebene 

abgebildet, so da$ ffir jeden beliebigen komplexen Wer~ yon ~ immer eia 
zugeh~iriger Sattelpunkt im Inneren des Streifens 0 . . . z ,  z. B. bei �9 ~ vo~ 
liegt. Ebensolche Punkte liegen dan~ auch noch bei �9 = % + 2n~ und 
bei v ~ -- vo + 2nz~ wobei 

n = 0 ~  1, 2, 3~ . . ., --1~ - -  2, -- 3, " . .. 

In unserem Falle, bei dem a trod x beide reell vorausgesetzt werden, ist 
stets reell und kann alle Werte yon 0 his c~ annehmen; der zugehiirige �9 

Sattelpunkt v ~-~o geht wiihrenddessen yon ~- bis 0 auf der reellen v- 

Achse und yon 0 bis 0 -  i c~ auf der imagin~iren v-Achse, so dab die 

Werte  ~ ~ ~ ,  0, - - i c e  den Werten ~ ~ 0~ 1~ ~ entsprechen. Der zweite 

fiber 0 nach + i c~ Sattelpunkt �9 = -  % beweg~ sieh dabei yon - - - 2  

Wi t  wollen nun zun~ichst die Kurven J =  const, untersuchen, die 
cl.urch ~ unsern Sattelpunkt v = v o hindurchffihren. Hier unt~rscheiden wir 

zwei F~ille, niimlich 

1) 0 < } < 1 ,  d . h .  0 < a < x  
Sattelpunkt auf der reellen Achse, 

2) l < ~ o e ,  d . h .  x < a < c x )  
Sattelpunkt auf der imagin~iren Aehse. 

Indem wir noch ~o ~ ao + ibo setzen, erhalten wir im Falle 1) (in dem 
ja b o = O) 'fiir die durch den Sattelpunkt hindurchgehenden Kurven J----eonst. 

(vgl. (3)) die Formel: 

(6) 3 [i (sin v -  v cos vo)] = 3 [i (sin % -  vo cos ~o)]*) 

*) ~-----Imagin/~rer Bestand~il. 
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d . h .  

(s') 
oder 

(6' 3 

sin a ~oi b - -  a cos a o = sin a o -  a o cos a o 

~:o i b ---- 
sin a o -~- (a- - -ao)  cos % .  

sin a 

Tr~g~ man sin a fiber der a-Achse auf und beachtet, dab der Z~ihler der 
reehten Seite die im Punkte a o an diese Kurve gezogene Tangente be- 

deutet, so siehL man, da$, w~ihrend a 
2 J /  yon 0 bis ~ geht, die rechte Sei~e sich 

I / yon oo bis 1 beweg~, welchen letzteren 
j Wert sie bei a-----a o erreicht, um dann 

B I wieder yon bier aus bis zum Werte 
1. [ -k ~ bei a -~ ~ zu s~eigen. Die Kurven 

J-----cbnst. haben demnach ffir ~ < 1 
I immer die in Fig. 2 gezeichnete Gestalt, 
I verlaufen also z. B. ganz innerhalb des 
[ Streifens 0 . . .  ~. Dabei en~sprechen die 8 72" 

spiegelbildlich gleichen Kurven~ste/~ und 
I A' den Werten 0 < a < ao, die ebenfalls 
[ spiegelbildlichen Aste A und B '  den 

-1. I ~  Werten a o < a < ~. _ 
Die im Sattelpunkt zusammenstoSen- 

A' i ~ '  den Winkel sind, wie man Ieich~ ein- 

[ ~ sieh~, alle gleich = ~-, so dal] sieh A 

stegig in A', B in B" for~setzt Auf der 
- 2  I einen der beiden Kurven (BB') nimmt 

l~tg. ~. 
R yore Sa~telpunkte aus nach beiden 

Selden bin so schnell wie mSglich ab, auf der anderen (AA') steigt R 
so schneU wie mSghch au. Letztere gentigt also unserer Bedingung und 
verbindet itberdies die vorgeschriebenen Endbereiche~ is~ deshalb als Inte- 
grationskurve ohne wei~eres zu brauchen. 

In Fig. 3a ist schema~isch der Verlauf yon/~ auf dieser Iutegrations- 
kurve dsrges~ellt. 

Im FaUe 2) ( ~ >  1) lieg~ % auf der imagin~ren v-Achse, so dab 
ao == 0 zu se~zen ist uad wit ffir die Gleiehung der Kurven J = const. 
durch Einse~zen in (6) erhalten: 

(7) sin a ~oi  b - -  a ~o i  bo ---- 0 

o d e r  

(~o~ b a 
(7') ~y b--~ ---- si---~a" 
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Fig 3a. 

/ 
/ 

0 

k/ 
Fig.  Sb. 

Nach (7) resp. (7') f~llt die eine der durch den Punk~ v-----v o gehenden 
Kurven 2 =  consh zusammen mit der imagin~iren v-Achse, die andere 
geht yon - ~ r -  ice  tiber den Sat~elpunkt % nach -F ~ -  i ce .  

Die dutch den zweiten Sattelpunkt (vgl. Fig. 4) v = % ' = -  co dutch- 
gehenden Kurven- # = const, en~s~ehen 
Kurven an der reellen v-Achse; wir 
haben also einerseits wieder die imagi- 
n~ire v-Achse und zweitens eine Kurve, 
die yon -- ~r 4- i c e  fiber den Sattelpunkt 

== v o' nach H- �9 ~u i ce fiihrt. 
Will man je~zt die vorgeschriebenen 

Endbereiche dutch eine Kurve J = const. 
verbinden, so ist man gezwungen, dutch 
die beiden Satt.elpunkte v = -  % und 
v ----- -t- % hindurchzugehen, indem man, 
wie ohne weiteres aus der Figur ersicht- 
lich, yon ~ r ~ i c e  bis v = - - v  o die 
Kurve B und yon v = -- % fiber v ----- v o 
bis v = -  ice  die ,,Kurve .,4_/' (imagin~re 
Achse) benutz~. Auf dem S~fick yon 
v = ~ r + i c e  fiber I: = vo'= -- I: o bis v-----~% 

nimmt / /  best~iadig ab in einer Weise, 
wie es Fig. 3b schematisch veranschau- 
licht, um yon bier aus wieder so schnell 
wie mSglich anzusteigen. 

dutch Spiegelung der 

3 

-Z/ 

-1- 

d - 2  

vorigen 

:Fig. 4,. 

Eine Sonderstellung nimmt der GrenzfaU ~ = 1 ein; je~zi~ s~ud die 

beiden Sattelpunkte ~ "~o und v =--~o zusammengefallen im Punlr~e 

= 0, so dab sich f(~) in der Umgebung dieser Stelle (vgl. GL (3)) ver- 
b,,It wie vs. Dementsprechend gehen yon diesem Punk~e, unter 60 ~ gegen- 
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einander geneigt, drei Kurven or=  coast, aus: die imagin~re v-Achse A 
und die zwei ~ranszendenten Kurven B, C yon der Gleichung: 

sin a 
die in Fig. 5 gezeichnet sin& 

Als In~egrationsweg ist offenbar zu wKhlen: Kurve B yon v = ~ + ice 
bis v ~ 0 und die imagin~ire Achse A yon v = 0 bis v = 0 - - i c ~ ,  auf 
deaen beiden R yon v = 0 an so schnell wie mSglieh w~ehst. Die Dar- 
stellung yon //  im Sinne der Fig. 3 wiirde sich qualitativ mit Fig. 3a 

decken und aur insofern abweichen, als in der N~ihe 
~ 1  ~ ~ yon 1: ~ %  = ~o' eine innigere Beriihrung mit der 

/ Horizontalen stattfindet. 
Nach Feststellung der Integrationswege bleibt 

noeh iibrig, die wirkliche Ausfiihrung der Integration 
-~ ~ n~her ins Auge zu fassen. Um bestimmte Vor- 

~ / / ~  ~ stellungen zu haben, wolle- wir fiir die folgende 

/ ii 4 ~ ~berlegung Fig. 2 zugrunde legen, d. h. also ~ < 1 
.1 voraussetzen. Die anderen F~lle erledigen sich dana 

genau so. Die Definition des Integrationsweges dutch 
die Formel J---J0----coast.  leg~ es nahe, flit die 

m~.~. wirkliehe Ausffihrung der Integration nieht die 
Variabele v selbst beizubehalten, sondern f(v) 

oder f ( v ) -  eonst, als neue Integrationsvariabele einzufiihren. WEhlen wir 
fiir die Konstante den Wert f(%), den die Funktion f(v) im Sattelpunkt 
annimmt, so is~ in der durch 

(9) t =  f(~) - f(vo) 
definier~en t-Ebene die Integration l~ngs der reellen Aehse zu erstrecken. 
Der einen Hiflfte des Weges A der ~-Ebene yon v = z + too bis v = % 
ea~spricht in der t-Ebene eine Integration yon t----+ oo his t-----0. Be- 
achtet man jetzt, dab in der N~he des Punktes v----% die Funktion 

t --= f ( ~ )  - f ( ~ o )  
sich gemii$ der Definition des Sattelpunktes verhalt wie ( v -  %)~, so 
sieht man, dab der Drehung um den Winkel ~, durch die man yon einem 
Punl~e der oberen H~lfte des Weges A auf einen Punkr der unteren 
H~lfte anlang~ in der t-Ebene eine Drehung am den WinkeI 2~r ent- 
spricht. Die Integration lSngs der unteren Hi~lfte des Weges A geht 
also in der t-Ebene fiber in eine solche yon t = 0 his t ----+ oo. Durch 
Einfiihrung unserer neuen Integrationsvariabelen hat die Integraldarstellung 
unserer Funk~ion ~ (x) die Form angenommen 

(10) H~ (x)-- e-~t('~ { f  e-~'r f e-~,Ot(t)dt) 
0 0 
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wobei * ( t )  sowohl wie r  unter Vermittlung yon (9) als Funktionen 
yon t gegeben sind dutch die Formeln: 

(11) dp(t), resp. 4) l ( t ) =  ,_1 . 
f~) 

1 

Diese unterscheiden sich nur dutch die Definition der Wurzel t s nach 
deren Potenzen sie' um den Nullpunkt der t-Ebene zu entwickeln sind; 

1 

in erster Niiherung ist r  resp. $1(t) dutch coast, t s gegeben, wird 
also in erlaubter Weise unendlich. Dementsprechend erh~ilt man aus 
dieser N~herung einen asymptotischen Wert fiir H ~. Beh~ilt man anderer- 

1 

seits mehrere Glieder der (nach t u fortschreitenden) Potenzreihen ftir r 
resp. r bei, so ergibt sich ffir J~r~(x) eine aus der en~sprechenden 

Gliederzahl bestehende Reihe, die bei konstant gehaltenem Verb~iltnis 2_ 
1 X 

naeh negativen Potenzen "yon x u fortschreitet. Konvergent wird freilich 
die so erhaltene Reihe nicht, sie ist aber semikonvergent im Sinne 
Poincar4s*) und deshalb fiir die praktische Rechnung vorztlglich geeignet. 
Die einzige Schwierigkeit, die iibrig bleibt, ist also elementarer Natur 
und besteht in der Bestimmung der Entwicklungskoeffizienten einer nur 
mittelbar als Funktion yon t dargestellten GrSl3e. 

w  

Die semikonvergenten Reihen im ersten Fall (0 ~ ~ ~ x). 

Nach den Er~rterungen des w 2 ist fiir unsere Zwecke die Funktion 
H~(x) definiert dutch Gleichung (10), so dab es zunRchst darauf ankommt, 

1 

die dutch (11) erkl~rte Funktion r  nach Potenzen yon t s zu ent- 
wiekeln. Man kann hier natiirlich in verschiedenster Weise vorgehen; 
verh~]tnismii~ig ~ibersichtlich wird das Bildungsgesetz der Koeffizienten, 
wenn man folgendermaBen verf~hrt. Setzt man voritbergehend: 

(12) f(v) --  f(~o) = t =  Z ~, 

wobei f(v)  die in Oleichtmg (3) definierte Funktion yon r bedeutet, so 
wird nach (11) unfl (28): 

*) Der Beweis der Semikonvergenz gelingt leicht, indem man fiir den Rest der 
abgebrochenen, nach Potenzen yon t fortschreitenden Reihe ffir ~(t) eine Ithnliche 
Ungleichung beachtet, wie sie z. B. yon E. Borel, Legons sur les sdries divergentes, 
Paris 1901, S. 25 nach dem u CaucUs zum Beweise der Semikonvergenz der 

Stirlingschen Reihe herangezogen wird. 
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1 1 d r  

(13) r  = Pi-;5-- ~ r  ~ r  

d r  Ftir ~ ~ % ,  oder, was dasselbe isg, T =  0 bleibt ~ endlich, so dab 

eine Entwicklung nach positiven Potenzen yon T m6glich ist. Se~:zt 
man deshalb 

r 

d---~ ~ a~ T ' ,  
0 

(14) 

so wird nach Cauchy: 

(15) I / dT dv 
an-~ 2 ~ i  Tn+ 1 d T '  

wobei das Integral um den Nullpunkt der T-Ebene zu erstrecken ist, 
oder indem man wieder auf die v-Ebene, mittels (12), zurfickgeht: 

f ~+1 (16) a~-- ~i {f(*)-f (vo)}  ' d~, 

wobei der Integrationsweg in der v-Ebene sich in einen Umgang um 
den Punkt ~----% verwandelt. Gleichung (16) zeigt, dab die fraglichen 
Koeftlzienten s~mtlich erhalten werden kSnnen durch Entwicklung yon 

.n+l 
{f (I:) - f(*o) } 

nach Potenzen yon ~ -  *o. Sei n~imlich: 

(17) 

so ist nach Ausfithrung der Potenz 

( is)  

f(*) - f(vo) --- ( ~ -  vo)s [co + e~(v- Vo) + c~(,--Vo* ) + . . . ]  

~ + 1  

{fi~)--f(~o)} ' 

= (~-~o)-~-~[~o(~) + r  ( ~ - n )  + ~,(,,) ( ~ -  ~o) ~ + . . . ] ,  

wobei die Koeffizienten a sich aus einer endlichen Anzahl der Koeffi- 
zienten c und aus der Zahl n berechnen. Das Cauchysche Residuum 
dieser Reihe ist dann ao(0 ) ftir n - - 0 ,  eh(1 ) ftir n =  1, a~(2) fiir 
n..= 2, usw. Nach Gleichung (16) wird also a,,(r~) direkt mit dem ge- 
suchten a~ iden~isch. Die Ausrechnung liefel~: 

(,~9) 
�9 s in  % . c o s  ~o . s i n  % 

�9 cos  % . s i n  ~o 
c s =  z 5"--i-' c ~ = - - z  6f ' ' ' "  

w~h~ead man allgemein finder: 
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(2o) 

n + l  

a ~ ( n ) - - c  o ~ ' i . ' 2  ' 

"+i F n + l c ,  
a , ( n ) = c  o ' + L-- i ]  -s- Co 

n + l  

a~(n) =Co ~ E - ~ +  l~-t 1 ! 2  c o 

_ n + l  a,(n)__.Co ~-[ h A - i t , +  

+ 

(~ + i) (~ + s) c_,'] 
2! 21 Co'~_] ' 

(n + x) (n + ~) 2 c,c, 
21 2 ~' Co "~ 

(n + i) (.  + 3) (n + ~) ~- ]  
31 2 s CoS] ~ 

(n + i) (~ + s) / c~ c, -L -cd~ 
~I s, ~,2--- CoZ ~ CO ~] 

(n 2r l) (n'+" $) (n'~- 5) cl'c~ , 
3I 2* Co s 

(. + I) (~ + 3) (n + 5) (~ + 7) c~'"] 
4! 2' co'J 

Durch Einsetzen der vorher angegebenen Werte  ftir 
h~lt man schlieNich: 

I% %(0) = + (-i'~o~ -~ 
== 2 } 

62 (~1) 

o,=o,(~)- + (-~ ~ ) -  

Co, q ~  C z , .  �9 �9 e r -  

2 
[ ~  cotg vo + ~ c~ 

5 

(22) 

so gi lt  demnaeh: 

(23)  r  resp. 

Schreibt  man zur.Abldtrzung 

U ~  

r - -  

1 2it 'Vi 
~ !  , 

i i[l_t . ~ , ~  ~ o o ~ .  ~ + (-~ + ~ oo~e~o),, ~ 

+ ( ~  .~ ,85 
+ ~ cotg ~ ~o + ~ c~ ~ ~o) u' --  �9 �9 

Mathem,,,tische Annalen. LXVII. ~6 

.]. 
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:Es eriibrigt noch den Wert yon u eindeutig test zu legen. Nun 
gilt i n  t ier  Umgebung des Punktes v = % 

1 1 i 1 
. . . .  

f '  (~) i (cos �9 - -  cos ~o) = sin % �9 - -  % 

und d a  der  Integrationsweg A in der v-Ebene (vgl. Fig. 2) die reelle 
Aehse u n t e r  45 o schneider, so gilt fiir die erste tI~ilf~e dieses Weges, die 
dem e r s t e n  Integral in (10) entsprieht 

?g 

( 2 5 )  - = e' u 

]~ ine  Yergleiehung yon (24) mit (23) zeigt demnach, da$ man r  
aus ( 2 3 )  erhglt b indem man ffir u den Wort 

1 

(26) u = \s~-~o/ e' ' 

e insetzt ;  r bekomm~ man, indem man in (23) 

(26') u = \ s in  Vo] 
1 

( ~ ~-r positiv subs~ituier% unter der Voraussetzung, da$ die GrSl~e \sin~o ~ 
reell ~ngenommen  wi~d. 

N a c h  diesen Bemerkungen ergibt sich der Weft yon H~(x) ohne 
weiteres aus  (10) zu 

~ e -  1 

~s5 cof~vo) 

$ 

e T F ( 5 )  + " "  

5 

1 

indem s i c h  die lntegrale mit geraden Polenzen yon t ~ in der Differenz 
der b e i d e n  Integrale aufheben.*) 

W i r  rekapitulieren: 
I s t  tier Index a kleiner als das Argument x, das seinerseits grofl gege~ 

1 angenom~nen wird, so definiere man den reellen Winkel % dutch die 

Forme~ : 
C O S T 0  = X ~ 

~)~ D e r  A u s d r u c k  (27) is~ so normier t ,  dab alle gebrochenen  Potenzen  posit iv ree l l  

zu n e ~ r n e n  e i~d.  
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alsdann ist H~(x) in semikonvergenter Weise dargestellt durch die 

Man beachte dabei die eigenartige Abhiingigkei~; yon a und x, die 
dutch das Vorkommen yon % vermit~elt wird. Man iiberzeugt sich leicht, 
dab die Darstellung (27) fiir kleine Werte yon a den sonst bekannten 

lq~iherungswert ergibt. 
n~iherungsweise: 

In diesem Fall ist n~imlich wegen 

z~ sin zo = 1, ~'o~ ~ ,  

COS TO ~--" - -  
X 

so dab man ffir das erste Glied yon (43) erh~il~: 
] - - -  yg yg 

( 2 s )  ffi 

derselbe Weft, den auch z. B. N ie l s en  als asymptotischen Wert fiir sehr 
groBe Werte yon x und, wie wir hinzuffigen mfissen, end|iche Werte 
yon anlp'bt. 

Will  man unter denselben Voraussetzungen wie soeben (a klein gegen x, 
x groB gegen 1) die vollst~ndige, schon yon H a n k e l * )  abgeleite%e Reihe 
~ r  H~'(x) erhalten, so is~ es bequemer, nicht yon (10) auszugehen sondern 
im Integral (1) yon vornherein zu ber~icksiehtigen, dab a endlich ist, 
indem man schreibt: 

_ _  ( ~ t x s i n ~  eia~ d'g 

und nur den Exponententeil i sinv als Funktion f(v) einffihrt. Derselbe 
Gedankengang wie frfiher fiihrt dann darauf,/(sin v--1) als neue Variabele t 
einzufiihren und dann die Funktion 

i cos 

nach Potenzen yon t zu entwickeln. Man kann sich ilberzeugen, dab die 
Reihe dann genau in der Hankelschen Form resultiert. 

Ein Ubelstand der Darstellung (48) stellt sich heraus, sobald das 

Yerhiiltnis ~ nahe 1 wird, da dann % sehr klein und damit die auf- 
X 

tretenden GrSBen cotg ~o sehr groB werden. Die Formel verhiilt sich 
in diesem Fall analog wie eine ungleichmiiBig konvergente Reihe, da 
man, wenn a an x heranrtlckt, immer grSBere Werte yon x voraussetzeu 
muB, damit z. B. das erste Glied eine genilgende Niiherung darstellt. Im 
iibrigen ist es klar, da6 diese Sachlage yon vornherein zu erwarten ist. 
Riick~ n~mlieh der eine Sattelpunkt �9 = % an Null heran, so geschieht 

*) Math .  Ann.  Bd. 1, S. 494,  t869. 

36* 



dasselbe mit dem Sattelpunk~ � 9  ~ vo- Da nun die Bilder der Sattel- 
punk~e in der t-Ebene, die zu gleicher  Zei~ einander nahe riicken, Ver- 
zweigungspunkte Ffir die Funktion q)( t)  s ind,  so wird bei fortgesetzter 
Anniiherung yon a an x der Konvergenzradius  der Reihe fiir (~ it) immer 
kleiner, was, wie man sich leich~ tiberzeug~, die Brauchbarkei~ yon (27) 
immer mehr beein~ri~ehligt. 

Im n~hsten Paragraphen wird desha lb  eine andere Dars~llung fiir 
den Fall abgeleite~ werden, wo a nahe  gleich 1 is~. 

w  

Semikonvergente Reihe fiir 2Y~ (x) im Grenzfall a ~ x. 

Wir setzen 

(29) --=I--~, 
X 

wobei ~ nach den Voraussetzungen dieses Paragmphen eine sehr kleine 
Zahl (mit 1 verglichen) bedeu~en soll. Verschwindet ~ vollends, so hat 
man nach (1) far H~(x) die Dars~ellung 

(~)o) ~/~ (x) 1 f 
wobei das Integral fiber den auf S. 542 n ~ h e r  diskufier~n Weg zu erstrecken 
is~. Ffir den Fall, dab ~ zwar nieh~ N u l l ,  aber doch sehr klein ist, liege 
es nahe, die Definitionsgleiehung unse r e r  Zyliuderfmktion mit Rttcksicht 
auf (29) in der Form zu schreiben: 

und als maBgebenden Tell nur den e r s t en  F a ] ~ i  de~' In~egranden zu be- 
trachhm. Der Oedankengang ist d a n n  w e i ~ r l ~  genau derselbe, wie der 
in w 3 angedeutete, allerdings nicht  g e n a u  ausgefflhrte, zur Gewinnung 
der Hankelschen Reihen. Es wird a]so wieder zun~hst  

(32) t =  i(~i= ~ .  ,~) 
gese~zt; dabei is~ die Integration li~ngs der  reellen hohse der t-Ebene 
zu erstrecken, einmal yon ov bis 0, sodann  yon 0 bis oo. 

Das Resultat erscheint in der F o r m :  
oo a o  

If.  
0 0 

wobei mi~ Rficksicht auf (32) die F u n k t i o n  r  ale Funk~ion yon t ge- 
geben ist durch den Ausdruck: 

e--itx~ 

(34) r (0 = ~ (oo. .  - ~); 



N ~ h e r u n g s f o r m e l n  ff i r  Z y l i n d e r f u n k t i o n e n .  549 

r (t) is~ nur dadureh yon @(t) verschieden, dab die gebrochenen Potenzen 
yon t bier anders zu defmieren sind als dor~. Ersiehflich entsprich~ 
der Einfiihrung yon T in Gleiehung (12), die fiir den einfachen Sattel- 
punk~ tier Fig. 2 am Pla~ze war, nunmehr nach Zusammenriicken zweier 
Sattelpunl~ in Fig. 5 die Einfihrung einer Hilfsvariabelen T gem~iB der 

Es kommen also jetzt Entwieklungen nach Potenzen Gleiehung t---- T ~. 
1 

yon t ~ in Betracht~. Schreibt man 

(35) r  = t ~. ~ ,  
0 

so erhiil~ man, ebenso wie in w 3, far die Koeffizienf~n a, die Darstellung 

1 
(36) a , , -  

8 e - i s = *  ~+~dt, 
( s i n  ~ - -  v) ~ 

wobei des Integral um den Nullpunkt der v-Ebene zu erstrecken ist 
DIe Ausrechnung ergibt, wenn man wie im vorigen Paragraphen in @ 
und r gemii$ der frttheren Festlegung die Potenzen richtig bestimmt 

�9 E X  fi$ 1 e i - -  - -  (37) + i  s ig 6~ ~ t~ + \ ~ 4  34 + ~86 6~- s t s . . . ,  

r = (~)3~ e - ' Y t - 3  1 - i ~ z 6 - ~ -  ' t Y -  ~ - 6~-e -`=t~ 

~x :i -~80 " + i  .~s~ ~ 6~ e- t ~-~7/- - -~4--+ e-  . . .  

Eine gliedweise Integration liefert jetzt nach (33) fiir H~(x) die Dar- 
steUung: 

~i e 68 sin / / ~ ( x ) = ~  e - ' -  - (38) 8 1 
8 

X 

- - i ( , x )  e-' 6 sin - s 

[ ~'x~ s'=' u e- ~ 6 8 5= + ~i - i  ~4 +, sin a . . . .  ~ + . . . .  

X $ 

, , . ,  r(i) , , . ,  
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(39) H~ (x) ----E~i e- '  6 6 s sin a 

x- 3 

Die vorstehenden Ausdrticke sind so normiert, dal3 alle Potenzen positiv 
reell sin& 

Wir heben noch den Spezialfall a ~-0 hervor, wo also a nicht n~iherungs- 
weise, sondem genau gleich x ist, fiir welchen (54) tibergeht in*): 

r 1 - ~ :  - -  -- 3~ 
+ v 6 e  6 63sin 

3 $ 
x 3 

1 - i  . . . .  5n: 
+ ~ e  6 6 3sin s _5__ + ' " l "  

I 
x 3 ] 

w  

Somikonvergente  Reihe f i i r  H~(x) im zweiten Fa l le  (a > x). 

In diesem Falle tritt, wie in w 2, S. 541 hervorgehoben, der neue 
Umsfmld auf, dal~ die zur Integration zu benutzende Kurve dureh zwei 
Satblpmakte hindurchfiihrt. Nehmen wir wieder den Exponenten als 
lmtegrationsvariabele, so wird der ]ntegrand unendlich an zwei Stellen 
der Integrationslinie, die den beiden Sat~elpunkten entsprechen. Man 
sieht indessen sofort ein, dab nur die Umgebung des einen Sattelpunktes 
zu beriicksichtigeu ist, da der yon der Umgebung des zweiten Sattel- 
punktes herrtihrende Bestandtefl gegen den mitgenommenen exponentiell 
verschwinde~. Im vorliegenden Fall ist, wie aus Fig. 4 ersichtlich, tier 
frtihor (Fig. 3b) mR v 0 bezeiehnote unbre Sattelpunkt mal~gebend, wir 
setzen also ebenso wie frtther in w 3: 
(40) tffi. f(v) --  f(%) -~ i{ ( s i nv - -v  cos %) -- (sin %- -%cos%)  } 
and haben dann zunibhst die Funktion 

1 1 
(41) f @) = i (cos ~--eos ~o) 

nach Potenzen yon t zu entwickeln. &uf der oberen Hiilfte des Weges A 
(Fig. 3) d. h. auf der imagingren Achse der v-Ebene oberhalb des Sattel- 
punktes v = %  oder in der t-Ebene auf der reellen Achse bei der Inte- 
gration yon oo bis 0 erhglt man 

i i[l_i_E 
885 

-- (~5 co~g v o + ~7 co~gS % ) U s +  (1-~8 "~-~5-~6 co~gg" 7o -Jr- ~ cotg4 v0)u '  + . . - ]  

mit der Abkitrzung: 
1 

( 4 3 )  u = 

*) In (38), resp. (89) verschwindet .das dritte, resp. zweite Glied der Klammer, 
3~ 

well sin T" ffi 0. 
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die mit der friiheren G1. (23) iibereinstimmt und nut anders gesehrieben ist. 
Auf der unteren H~ilffe des Weges A in der w-Ebene, nachdem der Sattel- 
punkt r = r o iiberschritten ist, oder in der t-Ebene auf der reellen Achse, 
wenn wir uns wieder yore Nullpunkt fortbewegen, gilt ftir r (t) ------" q)~ (t) 
wieder die Entwicklung (42), aber mit dem Unterschiede, dab u jetzt 
definiert ist durch 

1 

/ \ 2 5  ~ e;-i  

Durch Einsetzen in (10) und Integration bis c~*) folg~ jetzt fiir H;(x )  
die Darstellung: 

l i ~- sin 

+ ~ cotg ~ % 4- 3-~r;~ eotg* *o) , 

J 
worin wieder die gebrochenen Potenzen positiv reeU zu nehmen sind. 
(Man bemerke, dal~ die Nenner dieses Ausdrucks nut in imagiuiirer Form 

X 
erscheinen, wiihrend tatsiicMich i-~-sin w o eine positive reelle Zahl be- 

deut&.) Indem wir rekapitulieren und diese letzte Darstellung mit Glei- 
chung (27) vergleicben, sehen wir: 

Ist der Index a grittier als das Argument x, das seinerseits grofl gegen 1 
angenommen wird, so definiere man einen jetzt imagin~iren Winkel % dutch 
die negativ imaginiire Wurzel der Gleichung 

(45) C 0 8  2:0 ~-- X ~ 

alsdann gilt f i ir,H~(x) die semikonvergente Reihe (44), die sich yon (27) 
formal nur dutch eine andere I)efinition der auflxetenden Einhe, itswurzeb$ 
unterscheidet. 

Wir wollen jetzt noch aus (44) den Grenzwer~ der Hankelschen 
Funk~ion ableiten ftir den Fall, dal~ a groB gegen x ist. Schreiben wir 

a in ersber N~herung ffir sehr grol3e ~--ib,  so ist wegen cosw o---x- 

2Vr Werte yon b: e~ ffi --" oder b ~ log %- 
2 x 

*~ DaB man bis ~------co integrieren kann,  ohne der Semikonvergenz der Reihe 
Abbruch zu tun,  folgt sofor~, vcenn man bedenkt ,  dal3 tier so vern~chlRssigte Bruch- 
teil bei wachsendem x wieder gegen die rechte Seite yon (44) exponentiell  vez- 
schwindet. 
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so dab wir haben 

v0 ~ -- i log 2 ~- ; 

cos ~o ~- --; 
X 

�9 dm'eh Einsetzen in (44) 
X 

i r ( ~ )  -,,+,,~o~,~ 
"11"7r \ 

= _ 1  
X 

odor: 

(46) H e ( x )  ~- u - -  a " e - "  

I)aB dieser Ausdruck mit dora sonst bekann~en ttbereinstimmt, ist leieh~ 
zu .sohen. Nach den Formeln (1) S. 16 und (8) S. 11 yon Nielsen*)  
gilt niimlich die asymptotische Gleichheit: 

f f i  - i - -  

w a s  unter Benutzung der Stirlingschen asymptotischen Formel**) ffir r (a)  

sofort in unsere Formel (46) fibergeht. 

w  

Darstel lungen fllr die Hankelschen Funktionen erster Art und fi ir 
die Besselschen Funktionen. 

In den vorigen Paragraphen wurde immer nut die zweite Hankelsche 
Funktion n~her ins Auge gefal~t; beden~rt man indessen, dab ftir reelte 
Werte Ton a und x die beiden Hankelschen Funktionen konjugier~ imagin~ir 
sind, so erhiilt man aus (27), (38) und (44) ohne weitere Rechnung die 
entsprechenden Reihen f'tir die erste Ha ukelsche Funktion H,~(x), welche 
im niichsten Paragraphen zusammengestellt sin& 

Um Darstellungen ftir die gewGhnlichen Besselschen Funktionen J~(x) 
and ,f a(x) zu erhalten, kann man im Falle a ~ x Gebrauch machen yon 
den bekanT,~en Zusammenhangsformeln:***) 

*) N. Nielsen, Handbuch der Theorie der Zylinderfunk~ionen, Leipzig 1904. 
**) Ygl. z. B. Nielsen, Handbuch der Theorie der Gammafunktionen, Leipzig 

1906, S. 96. Wit bemerken noch, dab auch diese Formel sich ohne wei~eres nach 
tier hie: benutzten Methode aus def. Hankelschen komplexen Integraldefinifion yon 

***)' Die Formeln (47) folgen olme weiteres aus den Gleichungen (3) und (4) yon 
Nielsen~ loc. cir. w 17. 
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t Jo(x) = • [H?(x) + (x)], (47) 2 

1 + e H2(x)] .  

Wenn a > x vorausgesetzt wird, versag% dagegen die erste der G1. (47). 
In diesem Falle wtirde man niimlich, wie die naehfolgenden Formeln 
zeigen, erhalten: 

J , (x)  = 0 ,  

da die beiden Hankelschen Funktionen jetzt (52") und (53') entgegen- 
gesetzt gleich sin& Nun sind abet alle in diesem Abschnitt behan- 
delten Reihen (fttr H~(x) und H~(x)) semikonvergent, d. h. wie aus der 
Poincardschen Definition der Semikonvergenz folg~: man kann nur be- 
haupte. ,  dab dot Unterschied zwischen der beim n ~ Oliede abgebrochenen 
Reihe and dam genauen Werte der Funktion, dividiert durch diesen, ftir 
sehrgrol}e: Werte yon x unendlich klein wird, wie eine negative Potenz 
yon x~ deren Exponent absolut genommen desto gr6i~er wird, je mehr 
{~liedor der Reihe man berficksichtigt. Eine Abweichung der N~iherung 
yon dora "wirklichen Wert, die for groI~e Werte yon x z.B. wie eine 
Exponentialfunktion verschwindet, kann aber immer noch stattfinden und 
kommt in den Reihen nicht zum Ausdrudk. Finden wir also auf Grund 
der Reihe (44), resp. (52') und (53') der Zusammenstellung in w 7: 

J.(x) = o, 
so bedeutet dieses Rechnungsresultat nicht, dab J,(x) tatsiichlich ver- 
schwindet, sondern nut, dab in diesem Falle (a > x) die Besselsche Funk- 
tion so viel kleiner ist als die Hankelsche, dab das Verhiiltnis dieser 
beiden im Limes ffir x = oo nicht mehr dutch eine Potenz yon x gemessen 
werden kann. Die Figuren 1 und 4 veranschaulichen den Sachverhalt 
ohne weiteres. Wiihrend man niimlich, um z. B H~(x) zu erhM%en, die 
Funktion e -*I<r integrieren mul3 auf oinem Wege, der im positiv imagi- 
n~iren Tell der ~-Ebene anfiingt und im negativ imaginiiren Toile endigt, 
der also, wenn wit uns wieder der Linie dr~ const. Ms Integrutionslinie 
bedienen, dutch die beiden Sattelpunkte v ~ o  und �9 == ~o' hindurchgeht~ 
ist das fitr die Funktion J'~(x) nicht mehr der Fall. Die erste der Glei- 
chungen (47) zeigt n~imlich mit Rttcksicht auf Fig. 1, dab man or~(x) de- 
finieren kann dutch das Integral 

1 ~/e_xl(~ ) dv,~ (48) J.(x) = -- --; 

welches tiber eine Linie (3) zu fiihren ist, die zwischen- V + leo und 

-~- + i c~ anfiingt und zwischen s ~- icc und -- -~- + i cx) endigt, wie 
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sie durch Yerschmelzung der beiden Iategrationswege (1) und (2) ent- 
standen gedacht werden kann. Die Linie J----eonst., die wir gem~il~ unseren 
friiheren Uberlegangen als Integrationslinie wiihlen, ist demnach die in 
Fig. 4 gezeiehnete Kurve B, welche nur durch den einen Sattelpunkt %' 
hindurchgeht. Weiterhin sieht man ohne weiteres, dab 

f (~o ' )  = i ( s in  ~o' - vo' cos  ~o') 

einen positiven Wert  hat, w~ihrend f(~o) negat ivis t .  Da nun ffir sehr 
groBe Werte yon x nur die n~ichs~e Umgebung des Sattelpunktes den 
Were der FunkCion bestimmt, so ist klar, dal~ sowohl J~(x), wie das 
Verhiiltnis J,  (x) /H,(x)  im Limes x ~- ~ ftir a > x wie eine Exponential- 
funktion verschwindet. Die Ableitung der semikonvergenten Reihe ftir 
J,(x),  die unter Benulzung der Formel (48) durehzufiihren ist, unter- 
scheidet sich in keiner Weise yon den in w 3 und w 5 ausftihrlich be- 
traehteten Rechnungen fttr die zweite Hankelsche Funktion; es mSge 
deshalb das Schluliresultat ohne weiteres angegeben werden: 

Ist der Index ~ grSfler als das Argument x, das seinerseits grofl gegen 1 
angenommen wird~ so definiere man wie in w 5 den Winkd v o durch die 
negativ imagin&e Wurzel der Gleichu~g: 

(49) COS '~0 ~ --'X~ 

alsdann gilt fiir J,(x) die semikonvergente Daxstellung: 

(50) J . ( x ) =  . 

+ oo g, + co,g, 

B 

l + ~ o ,  ' 

i -2-- sin % 

wobei die gebrochenen Potenzen posi~iv reeU zu nehmen sind. 
Wir  kommen schlieBlich zu der Fnnk~ion J_~(x), ftir die im al[- 

gemeinen aus dot zwei~en der Zusammenhangsformeln (47) eine niiherungs- 
weise Darstellung auch dann folg~, wenn a ~ x isk Nur dann, wenn zu 
gleicher Zeit a gleich einer ganzen Zahl n is~, ~ersagt cliese Rechnungs- 
weise~ da die Zusammenhangsformeln (47) dann wieder wegen der aus 
den semikonvergen~en Reihen folgenden Beziehung ~rl~ (x) =- -- H~ (x) 
fiir J ~(x) den Wer~ Null ergeben wfirden. Man brauch~ indessen diesen 
Fall nich~ nii, her zu betrach~en, da bekann~lich 3"_~(x) keine yon J~(x) 
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linear unabh~ingige LSsung der Differentialgleiehung der Zylinderfunktionen 
darsteUt; es gil~ vielmebr die Beziehung*) 

J_.(x)  = (-- 1)" J~(~), 

womit dieser Fall auf den vorher betrachteten zurfickgeffihrt ist. 

w 

Zusammenstellung der Resultate. 

SehlieBhch geben wir in diesem Pararaphen eine ~Tbersieht fiber die 
ffir die verschiedenen Zylinderfunktionen g01~igen Niiherungsdaxstellungen. 
Wir ffihren zun~ichst Abkfirzungen A~ und S~ ein filr die in den Reihen 
auftretenden Funktionen des Winkels ~o, welche sich in jedem der drei 
zu unterscheidenden Fiille a < x ,  a ~ x und a ~ x mittels der nachher 

angegebenen Formeln aus dem Verh~iltnis ~ des Index zum Argument 
X 

berechuen. Die Entstehungsweise der Funktionen A~ als Entwicklungs- 
koeffizienten ist in w 3 n~iher erl~iuter~; die drei ersten lauten: 

I Ao( o) = i, 

1 
(51) , A~ (%) == ~ + cotg s %, 

i ~  + e~ % + 3456 c~ % ---  
t7 'I ~, 

�9 * * * �9 4 b k~ 

Mit diesen Abkfirzungen lassen sieh jetzt die Resultate folgendermaBen 
zusammenfassen: 

1) Der Index  a ist kleiner als das Argument  x. 

Man definiere den reellen Winkel v o (0 < v o ,~ ~-) durch die Forme]: 
\ 

{Z 

COS 
~0 X ) 

dm~n gilt: 

( 5 2 )  - -  
n - ~ 0  

n..~R 

(53) Hs"(x) ==, -T e- 
~ L ~  0 

Zg 

e F ~-4- ~ 

1 

e F §  

1 

( .in + 

*) Man vergleiehe z. B. N. Nielsen, loc. cir. S. 5. 
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1 

- = 0  

(55) J'_.(x)  = 7 
/ x  . V,+T �9 , = o  ~vsm %) 

2) 1)er I n d ~  a ~ grSfler als das Argument x. 
Man definiere den negat~v imaginiiren Winkd ~o durch die Formel: 

o~ 

~ O S " V  o ~ - -  _ _  

dann gilt: 

= i e- ,-c,~",,-,oOO,,o) 2 ( -  1)~ A,,(~o) 
n----O 

(56) 

Bo(~x) = 1, 

B, (~x)  = ~ 'x '  I 
2 2 0  ~ 

- -  . . O |  ~ 3  E X  

�9 ~ t ~ ~ a X 4  ~ l g # t  , 1 

�9 �9 �9 . . ~ o . . . , ~  

(55') J_ ~ - '~."---z ~-,.(,,..o-.o~ (_ t)- A. (~o) 
/ X ~, r~ + ~ 

3) Z)er Index a ist Nef 'dhr  gl~ich dera Argu~ne~te x. 
Man schreibe 

f f  

- - ~ 1  - - s  

and dofmiere Funktionen B.,(sx) durch die Formeln: 

I P 

~- 8in ro 

(54") J.(~) = • ~.,.c,,...-,.~o,.~ . ~ ,  A.(~o) 
n ~ } ' l  

.--, r (n+ ~) 
(53') ~R,"(~) ~ ,-{,,~,o-,~ f ,  - -  - -  e-  ( - -  1)" A,,(%) '~ 

n = o  ~ -  sin r o 
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dann gilt: 

H : ( x ) = - - -  
n = , a  n + l  i ( n + l )  2Zt 

~,~,~B, /~x)6  ~ e ~ s i n ( n + l )  ~3 
n = O  

n = n  n + l  

H Cx)-- e 
n = 0  

3 

n = n  n + l  

n = O  

n-+1 ; 

X 3 

8 X 

n+1 
8 

$ n=0 

A n m e r k u n g .  DaB die oben angegebenen Formeln alle ~ r  groBe 
Werte yon x in Betracht kommenden F~lle umfassen und nicht e~wa ffir 
Werte yon x-~  a eine Litcke iibrig bleibt, wo weder die Formeln (52) 
his (55) oder (52') bis (55'), noeh die Formeln (52 )  bis ( 55 )  anwendbar 
sind, mSge noch durch die folgende Uberlegung klar gestell~ werden. Fiir 
ldeine Werte yon E (vgl. (29)) werden nach (51) die Funktionen A.(vo) 
groB yon der Ordnung e-", da mit ~ auch % klein wird und zwar mit 
Berficksichtigung der Definitionsformel (29) nach der Gleichung: 

1 

Be~rachtet man nun zwei aufeinander folgende (~lieder T.-1 und T~ z. B. 
der Reihe (52), so bekommt man ffir ihr Verh~iltnis: 

Tn - 1 const. 
Tn 3 

x~-  
i 

wenn man noch sin ~o dutch v o resp. (2~) ~ ersetzt. Dieses VerhMtnis 
3 

wird also dann endlich, wenn xs -~ endlieh ist, d. h. wenn e mit unend- 

lich waehsendem x unendlich klein wird yon der Ordnung x s. In ana- 
loger Weise zeigt die ffir den Fall a ~ x angegebene Formel (52") under 
Berficksiehtigung der Gleichungen (56), dat3 in der betreffenden Reihe, 
das Verh~iltnis der zwei aufeinander folgenden Glieder T,_~ und T~ dar- 
gestellt wird durch: 

T~_ 1_ ~ const, e x ~ 
Tn 
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Auch bei den unter 3) angeffihrten Darstellungen wird also das Ver- 
hKlt-nis dana endlich, wenn ~ mit unendlich wachsendem x unendlich klein 

2 

wird yon der Ordnung x --~ LKBt man in den F~illen 1) und 2) e wie 
3 

x --~+~2 w"-I wie x--~ '~ l~Bt man an Null heranriicken, so verschwindet T---~ 

2 

andererseits im Falle 3) diese Anni~herung wie x 3 ,l stattfinden, so ver- 

schwindet 3""-1 wie x-r Demnach ist klar, dab die Formeln (52) bis 

(55) und (52") Dis (55") gerade da aufhSren praktisch brauchbar zu sein, 
wo das Anwendtmgsgebiet yon.(52') his (55') einsetzt. 

Mi inchen ,  Math. phys. Sammlung, Dezember 1908. 


