
Sur quelques applications des sommes de Gauss. 

(Par M. L~acR, ~ Fribourg -Suisse.) 

S o i t  n un nombre entier impair et positif, m un entier quelconque pre- 
mier avec n~ on a~ d'apr~s GAuss~ la relation 

n-l~ 2a'~mnin ( . ~ ) . +  ('1-1)~ - ,  
e ~ ~, n 7 

a=O 

oh la racine ~/n est positive et le symbole (m) -~-_ repr6sente le signe de 

aE~DRE~ dans ]a fa~on que lui a donn6e hcom. 
Au moyen de la formula pr6c6dente nous allons 6valuer l'expression 

L~- 

n--1 2a"m~ni 
~ e  n 

dont nous aurons besoins pour l'application qui ~-a suivre. 
D6signons ~ cet effet par d~ le plus grand commun diviseur de ~ avee n, 

en retenant t'hypoth~se que m soit premier avec n ;  posons ensuite 

~ ~ ' ~  d t L : ~ -  %" 

Ators, comme il est facile de le voir, les termes de notre somme se com- 
posent de d~ groupes 6gaux entre eux~ et il vient 

v e " = i d ,  (1) 
.=o [ d', ] 

Cela (:rant, ddsiguons par E(x) ou par [x] le plus grand entier contenu 
dans x, p~:is notons Far ~ *  (x) la fonction qui pour x fractionnaire est 6gale 
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• 1 ~. E (x), et se r~duit ~ E (x) ~ pour x entier. Cette fonction-l~ est donn6e 

sans restriction par le d6veloppement bien connu 

1 ~ s i n 2 v x ~  E* (x) --~ x - -  ~ -  + - -  ( 2 )  
r~-d V 77 

En nous appayant sur les formules (1) et (2), 
xpression 

S =  ~o E* x +  

oh les entiers m e t  n sont soumis aux conditions indiqudes ei-dessus. 
La formule (2) fournit imm6diatement la r.presentatlon 

S =  , v - - ~ +  n / +, ,=1 ~ .=oY--]si"2~= x +  • (a) 

Pour 6valuer la somme 

, , - ,  

sin 2 ~ 7=. x + (b) 
a=(} 

je l'envisage comme pattie immaginaire de la somme 

a ~ 0  

qui, d'apr~s (1), est @ale b. 

77) d, , '~.  e'.e,','~, (V) 

oh d, repr6sente le I,lus grand commun diviseur de n e t  v, puis 

d ~  ~, , 

En employant l'6eriture 

oo 1 n - I r 1 
stn2vx,  x - ? - -  , 

v = l  - -  1~ ] 

nous aliens dvaluer l'e- 
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la somme S sera d'apr~s (a) 

1~--1 [ ~$ m t _ _  n 

et tout revient ~ 6valuer 8~. D'apr~s (b') la s6rie S, est la partie immagl- 
naire de l'expression 

1 

Les termes de eette sgrie peuvent ~tre d6eompos6s en groupes tels que 
dans chaeun d'eux la valeur dr est constante. I1 y aura done autant de groupes 
que le hombre n pr6sente des diviseurs 7 et la s6rie appartenant b. un de ces 
diviseurs d s'obtient en faisant 

, n = d '  G ;  

l'indice v sera alors e. d'~ et la s6rie en question sera 

oh l'on devrait prendre soin de supprimer les termes dent ]'indice/~ ne soit 
pas premier avec d; maJs ce soin est inutile, puisque les termes en question 
sent mils, grace ~ la prdsence du facteur 

(v) 
Cela pos6, observons que la partie imaginaire de la quantit6 

.+~d--1 ~ 

est 

et 
cos2d/~x=,  si d ~ - - I  (mod. 4) 

s i n 2 d ~ x - ,  si d ~ + l  (mod. 4). 

Nous sommes ainsi amen6s ~ introduire les fonctions 

,P (z, d ) : ~ ] d  ~-~t- (d)eos~vz.':v= pour d~-----1 
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et 

pour d ~ - I  (mod. 4). (a~) 

Avee cette 6criture, la partie imaginaire de la quantit6 S (d) sera 

de sorte qu'il vient 

(~-) ¢ (d' ~, d), 

2i m s , - - ~ ( ~ ) * ( d ' x ,  d), (4) 

oh la sommation s'dtend h t ous l e s  diviseurs d du nombre n. Nous avons 
ainsi le r~sultat principal 

(4*) 

Observons que le diviseur d = 1 ne fair aucune exception, en convenant 
de prendre suivant l'habitude 

car la formule (1) subsiste pour d'---~ 1. 
Les s6ries (P qui figurent au second membre s'expriment ais~ment sous 

forme finie, mais je me borne ~t consid6rer des cas partic.uliers. Soit d'abord 
x~---0; alors les fonctions ¢(d 'x ,  d) qui correspondent aux diviseurs 
d-~-1 (rood. 4), s'6vanouissent d'apr~s (3 ~) et il ne reste que des s4ries 
(1) (0, d) provenant des diviseurs d ~ - - 1  (mod. 4); or une telle quantit6 

(I) (0, d ) - - i ~ -  ~ ( d )  1 

s'exprime comme on sait ~ l'aide du nombre des classes de formes quadra- 
tiques. 

Si - - h  est un diseriminan[ n6gafif, posons r ~ = 2  pour a > 4 ,  puis 
r4 = 4, r3 = 6, et repr6sentons par Cl (--A) le hombre des classes positives 
et primitives de formes quadratiques a :v ~ -]- b x y + c y*, dont le discriminant 
b ~ -  4 a c est ggal ~ - - A ;  on aura, d'apr~s DiaIcur,m~ et KROt~ECKER~ 

"7 Y 7 7  
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et ta formule (4*) donne 

t E*  ~ n ~:m __ n - - 1  ~ Cl ( - -d ) .  

Ici nous avons transport~ au second membre le terme ~-~-0 dont la va- 
l~eur est 

1 
E *  (0) - ~ - -  ~ . 

:Nous allons encore introduire la fonction habituelle E ( x )  au lieu 
E*(x ) ;  pore+ ce but il faudra connattre les termes oh 

~2 !q~ 

n 

de 

est un entier et nous allons supposer m positif; m dtant premier avec n, il 
faudra que ~ soit divisible par n;  posant n=noq~,  oh no n'admet aucun 
diviseur carr57 le quotient ~,.~:no q~ ne sera entier que pour 

: ¢ = n o q ,  2 n o q ,  3 n o q T . . .  ( q - - 1 ) n o q ;  

ces termes 6rant au hombre de q - - 1 7  il s'ensuit 

+, 1 {:¢~m~ ~ t E ( ~ ' m  t q - - i  

et nous aurons en changeant les signes 

o = ~  ~ 2 -h- ~ el  ( - -  d)7 (5) 

oh d pareourt ]es diviseur de n qui ont la forme 4 x ÷ 3 7 q2 signifie le plus 
grand diviseur carrd du hombre impair n 7 puis m e t  n dtant des nombres 
positifs premiers entre eux. 

On peut employer la formule 6t~mentaire 

• ~z ' - - ' 3  2 ÷ - 6 -  

pour ~crire au lieu de (5) 

n -~ q ÷ - - ~  e l  ( - -  d). (5*) 
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Si en particulier les facteurs premiers de n sent tous de la forme 4 x -t- 1, 
on aura comme second membre l'expression dl6mentaire 

m - - 9 '  

Faisonsensuite x = l ;  les s~ries (3 b) seront identiquement nulles et il ne 

resto que des sdries 

provenant des diviseurs d de la forme 4 x + 3. 
L'identitg 

~ ( - -  c, c , - - 2 ~ c ,  
1 1 1 

fair voir que l'on a 

V77 t v ~  1 '~77 

ou bien 

, ~ C l ( - - d ) .  

Comme la quantit~ 
1 ~ m 

g + n -  

ne devient jamais un enfier, on peut remplacer E*( -~  -t- ~-~-~t) par 

leur E (  I + 7 ) e L  il vient 

s a  ~ra-  

~--1 I q It ~n 

Z 
a '=l  ~ /g 

(6) 

d pareourant les diviseurs de la forme 4 x  + 3 du hombre n. 
On trouverait de mSme 

. - 1  m 1 
= n - -  1 + ~ ( d ) ( 1  - - ( d ) )  ct (-- d). 
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L a  relation (6) s'derit plus simplement en faisant usage 
usueUe 

de la notation 

oh R (z) signifie le plus petit reste absolu de la quantit6 z. On a ainsi 

n - - 1  9~ 

o~=i R(~---m)= ~ (d) ( i - - (d  ))-~a Cl(--d)" (6") 

1 
Posons enfin, dans la formule (4), x -'-- "i" " On a pour d ~ - -  1 (mod. 4) 

v d" x 

- 4 '  d - - -  \ " d .~  ,Jr: ; 

les termes provenant de v impair sont nuls et il reste 

- - I  

quantit6 qui comme on vient de voir n'est autre chose que 

ct (--  d). 

Pour d -~- -f- I (mod. 4) la fonction q) (d' x) sera 

v d ' ~  
sin - -  

2 

oh l'on peut se borner ~ aux u impairs. Or on a 

et puisque M 

il vient 

sin ~ -  = 
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d'oh 

On a ensuite 
n - - I  

= = ( - - 1 )  , 

et en somme, nous aurons 

Z + 
a = l  n 

n - - I  

4 ( - - 1 )  2 ~, - - C l ( ~ 4 d , )  

) C1 ( - -  d~), 1 - - (  d3 

(7) 

oh d~ parcourt les diviseurs de la forme 4 x  + 1 de n et d3 les diviseurs de 
la forme 4 x  + 3 du mgme hombre. 

1 
On trouverait des r6sultats 6galement simples en prenant x - - - - -  ~- ,  

3 4- 1 2 4 '  -3-' 3 "  Mats je me borne aux cas 4tablis que j 'avais prgsent6s dans 

un m~moire publi6 par l 'hcaddmie de Prague, en 1898 (*), r6sultats qui 6ta- 
lent auparavant connus sous certaines restrictions. 

Revenons sur la formule (5) dans le cas de m - - 1 ;  nous aurons 

"¢ ~* - -  ~i E -~- . . . . . . . .  n ~ v~- Cl ( - -  d). (5 ° ) 
c t = l  d 

Le premier membre est la somme des residus quadratiques du module n, 
compt6s chacun autant de fois qu'il se pr6sente comme reste dans la suite 

F,  2', 3 ' , . . .  ( n - - 1 ) " .  

On volt que cette somme est divisible par n sauf lorsque n e s t  divisible 
par trois; dans ce cas exceptionne], le second membre contient le terme pro- 

('~') Rozpravy cesh~ Akademie, V i i  ~ a n n 6 e ,  n. ° 7, 
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venant de d~---3 : 

et la somme en question s~ra congrue b. ~ suivant le modul'e n. 

Ii peut avoir quelque infarct de connaitre la somme des r~sidus quadra- 
tiques du module ~, premiers, avec le module et diff(!rents entre eux. Je dis 
que eette somme que je d~signe par A est donnge par la formule 

+ + 

oh p~ P2~... p.~ sont des diff6rents facteurs premiers du hombre impair n. 
En effet, le produit 

(1 + ( ; ~ - ) ) . . .  (1 + ( 2 ) ) ( ~ )  

est nul~ si ~ n'est pas premier avee n~ ou si n n'est pas un r(!sidu de n;  car 

dans ce cas an au moins des signes(--~)est  4gat h - - 1 .  Si an eontraire ~ 

est un rdsidu quadratique premier avec le module n, le produit en question 
est 4gal h 

Cela dtant, repr~sentons par d tous les diviseurs du nombre n qui ne 
contiennent que des facteurs premiers diffdrents~ et le diviseur d ~ 1 ; l'expres- 
sion pr4e~dente s%erira 

de sorte qu'en posant 
n ~ 

on aura 
2 ~ A -----Z Bd. 

d 

Pour ealeuler Ba~ posons n = d d'~ on aura 
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et par cons6quent 

B d  ~ u. 
II 

Cela pos6, reprdsentons par ~t (s) les nombres dits de Mo~mcs, e'est-~t- 
dire posons ? ( 1 ) ~  1~ ~,. ( s ) ~  0 s i s  admet un diviseur carr6 sup6rieur ii un, 
mais ? (s) ~-~- ( - - 1 )  r, si s est le produit de r nombres premiers diffdrents. 
Alors, la derni~re forme de la quantit(! Bd se transforme en lui appliquant 
l'identit6 importante bien connue 

oh 0' parcourt les diviseurs de Q. 
Dans notre cas 

et nous aurons 

f ( u ) ~ - ( d ) U  pour u < n ,  f(~)-- 0 pour ~ • n, 

(;) 
01 _-- 

oh 6', parcourt Ies diviseurs de d', puis ")~ ~---: d'. 
Il s'aglt encore de la somme 

C (~'2) - 

Pour l'obtenir, faisons 

il s'onsuit 

~ p + z d ,  ( t ~ = l ,  2 , . .  d; ~ = 0 ,  1 , . . .  ~ - - 1 ) ,  

e=l t d ]  o_--o 

ce qui en vertu de la relation 

prend la forme 
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Si d a la forme 4 k + 1, d sera un discriminant positif fondamental et 
la somme 

est nulle; mats pour d ~--- 4 k @ 3 e'est - -  d qui est un disoriminan~ et nous 
aurons 

d--1 (~_) d-] (_.~d) 
q~l P ~  O 

ce qui en vertu d'une formu]e connue~ due ~ DIRmHr.~,T et ~ KRO~ECKER~ a 
pour valeur 

En rgsum~, 

C ( ~ )  = ~ 

0 

'vd 

- -  - -  d 3~ C1 (---  d), d ~ -  1 (mod. 4) 

d ~ q- 1 (mod. 4). 

En substituant ces valeurs dans l'expression rdeemment obtonue de Bd, 
il vient 

si d ~ - - 1  (mod. 4) et Bd ~--0 dans le eas eontraire. 
Toutefois l'hypoth~se de d - -  1 6ohappe aux conclusions prbc6dentes et la 

recherche directe donne 

B~ = ~ t~ ( ~ ) ~ ,  (~, 8~ = n), 

ou bien 

- - - f f  l!i ~ ( e , ) -  

d'oh en faisant usage du thdor~me 

1 

~, ( ~ )  = O, 
puts observant que 

Annali di MatemaCica, Serie III, tomo X[ 12 
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il vient 

Nous avons ainsi 

I 
B, - -  -~ n ? (n). 

1 2 
2 ~ A --- ~ n ~, (n) - -  n ~ :~ C1 ( - -  d) Md (n), 

oh l'on fait pour abr6ger 

(8) 

et l'on aura 

oh 1o' parcourt les differents facteurs premiers du nombre d ~ z n .  Oil peut d 
y ajouter les parenthgses 

-(1):, 
oft p': sont des facteurs premiers du nombre d, car alors 

= o. 

: ( .  

La formule (8) avec la valeur (9) du facteur Md(n) r6sout le probl~me. 
S i n  ne contient pas 3 eomme facteur, on aura partout "¢d ~---2 et la for- 

mule (8) fait voir que A est divisible par n. Mais s i n  est divisible par 3~ 

et d pareourt des diviseurs de n eompos6s de faeteurs premiers diff6rents et 
satisfaisant ~ Ia condition 

d ~ - -  1 (rood. 4). 

Autrement dit, le symboled signifie tout diviseur de n tel que - - d  soit 
un discriminant fondamental 

La somme Ma(n) est 6videmment ~gale au produit 
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le second membre contient un terme provenant de d z 3  et qui est 

1 .o((+)) 
~-M~ ~ - - n  1 - -  • - -  n .  ( n )  - -  a ~ = 1  

Si un au moins des faeteurs p, est de la forme 3 k q- 1, le terme en que- 
stion sera nul et le nombre A sera encore divisible par n. Mais si t ous l e s  
autres facteurs de n sont de la forme 3 k-{-2~ le terme &udifi sera 

et nous aurons 

n . 2~_ 1 
3 

n ( m o d .  n).  2 A - -  3 

Le second membre pouvant s'6crire 

on aura 

n 2 
n 3 3 r~7 

n (rood.  n).  A ~ -  

On a ainsi le th6or~me: 
La somme A des r&idus quadratiques d'un nombre impair n, suppos& 

diffdrents entre eux et compris entre z~ro et n~ et premiers avee le module n~ 
satisfait h la congruence 

n (mod .  n) ,  A .-~--- - 3 - 

s i n  est divisible par trois, tous les  autres facteurs premiers de n ayant la 
forme 3 k q -2 .  Dans tous les autres cas on a 

A ~ 0 (mod. n). 

Ce r&uttat r6pond ~ la question 22~8 (ann6e 1901) de l 'Intermddiaire des 
mathdmaticiens~ pos6e par M. Duak~ LORIaA: 


