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SUR UN THEOREME GENERAL RELATIF AUX EQUATIONS
INTEGRALES DE PREMIERE ESPECE
ET SUR QUELQUES PROBLEMES DE PHYSIQUE MATHEMATIQUE )

Par M. Emile Picard (Paris).

Adunanza dell’r1 luglio 1909.

Nous nous proposons de faire connaitre d’abord un théoréme général donnant la
condition nécessaire et suffisante pour qu'une équation intégrale de premiére espéce

@) )= [ kG EG)y

puisse étre résolue, et d'indiquer ensuite divers exemples empruntés 4 quelques problémes
de physique mathématique, comme le probléme de I'armille avec chaleur spécifique va-
riable, et le probleme classique de DiricHLET pour le plan dans le cas ot la solution
peut étre mise sous la forme d’un potentiel logarithmique de simple couche *).

L
Un théoréme général relatif aux équations intégrales de premiére espéce.

1. Dans Péquation (1), f(x) et K(x, y) sont deux fonctions données, et F(y) est
la fonction inconnue. Pour simplifier, nous faisons Phypothése que f(x) et K(x, y)
sont des fonctions continues (on pourrait relativement 4 K se borner 4 le supposer
sommable et de carré sommable); quant 4 la fonction cherchée F(y), nous faisons
Phypothése qu’elle est sommable et de carré sommable.

Il est bien connu que I'équation (1) n’a pas en général de solution. On peut, sous
une forme simple, donner la condition nécessaire et suffisante pour la possibilité de la

) Les questions faisant l'objet de ce Mémoire, ont été traitées dans mon cours au printemps
dernier. J'ai donné quelques indications 4 ce sujet dans les Notes: Quelques remarques sur les équations
intégrales de premiire espice et sur certains problémes de Physique mathématique [Comptes rendus hebdo-
madaire des séances de '’Académie des Sciences (Paris), tome CXLVIII (1°* semestre 1909), pp. 1563-1568
(stance du 14 juin 1909)]; Sur les équations intégrales de premiére espéce [Ibid., id., pp. 1707-1708 (séance
du 28 juin 1909)].
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résolution de I’équation (1) au moyen d’une fonction F(y) satisfaisant aux conditions
indiquées; c’est ce que je me propose de montrer.

2. Je rappelle d’abord un résultat obtenu par M. EruarD ScHMIDT dans ses belles
études sur dquation de Frepnorm (Mathematische Annalen, tome LXIII). Soient les
deux équations conjuguées simultanées

o) =2 [ Ko ¥,
b(x) = lfabK(y, x)e(y)dy.

Il existe (sauf un cas particulier facile 4 caractériser) une infinité de valeurs réelles de
X (qu'on peut supposer positives), pour lesquelles ces équations sont satisfaites autrement

que pour
o(x) =d(x) =o.

Soient, rangées par ordre de grandeur croissante,

(2)

U VRN W
ces valeurs de 1, et les valeurs correspondantes des ¢ et des ¢
(3) Py Dyy eevy Puy vve

(4) Uy by oeey by nns

Les fonctions continues ¢ et ¢ forment un systtme orthogonal et normal, c’est-d-dire
que l'on a

b b
[@em@iz=0 @zn [ g@dx=1

Et pareillement pour les ¢.

3. Nous aurons aussi besoin d’un remarquable théoréme de M. F. Riesz (Got-
tingen Nachrichten, 1907). Etant donnée une suite telle que (3), orthogonale et normale,
appelons, 4 Pexemple de certains géométres allemands, coefficients de Fourier d'une
fonction f(x) relatifs & cette suite les expressions

b
o= [ =9, =t )

D’aprés M. F. Riesz, étant donnée une suite de nombres 4 , la condition nécessaire et
suffisante pour qu’on puisse trouver une fonction f(x), sommable et de carré sommable,
ayant les a, comme coeflicients de FOURIER, est que la série

24

soit convergente ).

?) M. FiscHer a donné du théortme de M. F. RiEsz une seconde démonstration trés intéressante,
oli il s’appuie sur la notion de convergence en moyenne {E. FiscHER, Sur la convergence en moyenne
[Comptes rendus hebdomadaires des séances de ’Académie des Sciences (Paris), tome CXLIV (1* se-
mestre 1907), pp. 1022-1024 (séance du 13 mai 1907)1; Applications d'un théoréme sur la convergence
en moyenne [Ibid., id., pp. 1148-1151 (séance du 27 mai 1907)]}_
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4. Envisageons maintenant 'équation fonctionnelle (1), et considérons les constantes
A, et les fonctions ¢, et §, correspondant, avec les équations (2), au noyau K (% )
Je suppose de plus que la suite des ¢ soit fermée %), Cest-d-dire quiil n’y ait pas en
dehors de zéro de fonction h(x) satisfaisant aux relations

b
f h(x)p, (x)dx = o (r=1,2,..., )

On a, dans ces conditions, le théoréme suivant:

La condition nécessaire et suffisante pour que Véquation (1) puisse étre résolue par
une fonction F(y) sommable et de carré sommable est que, en désignant par a, les coef-
ficients de FOURIER de f(x) relatifs aux o, la série

A 2N
soit convergente.
5. Tout d’abord la condition est nécessaire. Supposons 'équation (1) vérifice dans
les conditions indiquées. On aura

b b pb
= [ fnwix= [ ["KG pe@F(G)isdy
et, en se servant de I'équation .

) h@ =", [ KGy 90,0y

on a de suite )
I
o=+ [ FOM.()dy.
Si donc on appelle B, le coefficient de Fourier de F(y) relatif aux ¢, on a
B" = )\” a .

Mais la fonction F étant sommable et de carré sommable, la série

2B,

est convergente, d’aprés un théoréme bien connu. Il en sera de méme de la série

2 Na,

comme nous voulions Pétablir; la condition est donc nécessaire.

6. Inversement, supposons cette condition vérifite pour la fonction f(x) dont les
a, représentent les coefficients de Fourier relatifs aux ¢. Il existera, d’aprés le théoréme
de M. F. Riesz, une fonction F (x) sommable et de carré sommable, ayant relativement
aux ¢ les coefficients de Fourier

Aa .
Posons alors g

© 1= [ Ky DEGy,

8) On verra plus loin les circonstances qui se présentent quand la suite n’est pas fermée.

Rend. Circ. Matem, Palermo, t. XXIX (19 sem. 1910). — Stampato il 3 novembre 1304, 1
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et cherchons les coefficients 4/ de Fourier de f (x) relatifs aux 9. Les coefficients a,
sont donnés par les intégrales

4= [ 1.9,

Or on trouve de suite, en utilisant I'équation (),

i= [ [ K@ De@FOixdy =5 [ FOW0)y = 418,=1,

Donc les coefficients de Fourier de f,(x) relatifs aux ¢ sont les mémes que ceux de
la fonction donnée f(x). Par suite, puisque le systtme des ¢ a ét¢ supposé fermé, on

1.6 = 760
f&y= [ K DFOIy

ce qui démontre bien que la condition est suffisante. Le théoréme est donc complétement
établi.

7. Nous avons suppos¢ que le systtme des ¢ était fermé. Si il en était autrement,
on ne pourrait pas conclure nécessairement 2 I'identité¢ de f,(x) et de f(x). Le raison-
nement montre seulement que

/‘:b[fl(x) — f(®N]e,(x)dx =0 (n=1,2, ..., ).

La fonction f, — f rentre donc dans les fonctions h(x) telles que

et I'égalité (6) nous donne

@), f h(x)e,(x)dx = o n=1,2, ..., x).
On aurait donc la relation ’ .
® f@=h@+ [ K@ DFOy,

h(x) étant une fonction satisfajsant aux relations (7).
On pourrait se demander, quand h(x) n’est pas identiquement nul, si il ne serait
pas néanmoins possible de mettre f(x) sous la forme

©) f6) = [ KG DEO)y

F (y) étant une fonction convenablement choisie. La comparaison des équations (8) et
(9), donne

(1) h = [ KG DE.OM,

en posant F (y) = F (y) — F(y)-
Or de Péquation (10), en multipliant par ¢,(x)dx et intégrant, on tire de suite,

en tenant compte de (7),

(1) [ EoLOe =0 (s 2y ey 0
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Or de la théorie du systtme des équations conjuguées (2), telle qu'elle a été développée
par M. Scumip, il résulte que les équations (11) entrainent P'identité

[ kG DEOEy=0.

Donc h(x) serait identiquement nul, ce qui est contraire 3 notre hypothése.
Nous concluons du calcul précédent que, quand le systéme des ¢ n’est pas fermé,
il peut étre impossible de satisfaire 4 'équation fonctionnelle (1) considérée au début,
quand bien méme la condition relative 4 la convergence de la série Z)\;a: est vérifiée.
8. Nous avons suppost la fonction K(x, y) continue, mais si cette fonction est
sommable et de carré sommable, on voit aisément que rien n’est changé & nos conclu-
sions. Il en est ainsi en particulier, si K(x, y) devient infini comme

log |x — y|;
C’est ce qui se présentera dans une application que nous ferons plus loin.
Quant 4 la fonction f(x), elle a été supposée continue, mais c’est manifestement
14 encore une hypothése trop restrictive. On pourrait, par exemple, supposer qu’elle a
un nombre limité de sauts brusques finis.
9. Si la fonction K(x, y) était symétrique en x et y, la théorie précédente est

susceptible de simplification. On peut en effet considérer, au lieu du systéme (2) I'é-
quation

b
?(x)=1f K(x y)e(y)dy-
Il y a des valeurs singuliéres

Ay May ooy dy ven

qu'on peut supposer rangées par ordre de modules croissants. Les raisonnements faits
plus haut subsistent, et on aura toujours 4 considérer la série

DR

K(x, y) = H(x, y)p(»),
H(x, y) étant symétrique, et p(y) étant une fonction positive de y, I'équation

1@ = [ K NFG)

St on avait

devient, en posant
=12, &)
1.6 = [ G, DIFERGIE. ()

qui nous raméne au cas symétrique.
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II.

Le probléme de Parmille.

10. Le probléme de I'armille avec chaleur spécifique variable et sans communica-
tion calorifique avec I'extérieur nous donnera l'occasion de vérifier les conclusions pré-
cédentes dans des circonstances différentes seulement en apparence. On sait que ce pro-
bléeme conduit 4 Péquation aux dérivées partielles
- aez ’

A(0) étant une fonction positive et de période 2.
Remplagons P'angle 6 par x, et écrivons Péquation
oV oV
(12) 3= =A@ 57,
A(x) étant une fonction positive et de période b — 4, de sorte que x = a et x = b
(a < b) correspondent aux extrémités de la circonférence de larmille transformée en
droite.
Posant dans I’équation (12)

V(s )= ety ()
nous sommes conduit 4 I'équation

2
(13) 2) Fr4(my =o.
Comme on veut que V(x, #) soit périodique en x, avec période b—a, il faut étudier
les cas ol Iéquation (13) admet une intégrale périodique. Quoique ce probléeme ait
déja fait 'objet de bien des recherches, je reprendrai sommairement la question, ayant
besoin de fixer ordre de grandeur des valeurs singuliéres.

11. Il résulte tout d’abord, de propositions &lémentaires relatives aux équations dif-
férentielles linéaires, que les valeurs de A pour lesquelles I’dquation (13) admet une
solution périodique de période » — 4, non identiquement nulle, sont racines d’une cer-
taine fonction entiére; nous appellerons ces valeurs de A valeurs singulitres. Il est aussi
trés ais¢ de voir que les valeurs singuliéres sont réelles et positives.

Montrons maintenant que les valeurs singuliéres sont en nombre infini. On sait
qud I'équation (13) correspondent des valeurs positives de , en nombre infini,

(149 L T
telles que une intégrale y (non identiquement nulle) s’annule pour x=a et pour x=b;
nous appellerons ¢; l'intégrale nulle en 4 et b, déterminée 4 un facteur constant prés
et correspondant 3 A,.

Envisageons maintenant l'intégrale de (13) (A étant arbitraire)

u(x, 1)

oV
A0%;
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prenant pour x =a et x = b la valeur un. La fonction #(x, 1) envisagée comme
fonction de ), ne peut avoir d’autres péles que des points figurant dans la suite (14).

Supposons que A, ne soit pas pdle de u(x, 1); je dis que Déquation (13) 4ura
alors une solution périodique pour A = X;. Soit en effet dans le voisinage de A = 1,

u(‘x’ )\)=yo+()\_—)‘1)y1+ B
¥, prenant nécessairement en a4 et b la valeur um, et y,, y,, ... sannulant en 2 et b.

En substituant #(x, 1) dans I’équation (13), nous avons

dz
722 41, 4(x)y, = o;

d*g,
d;f; + % 4(x)9, = o,

on déduit de ces deux dernitres relations

dyo d(pt b....
((Pi dx "—yoﬂ) =0,

a

de;\ _ d%)
(Tx‘ a_ dx b.

La fonction ¢; s’annulant en a et b, et sa dérivée prenant la méme valeur en a et b,
il en résulte quelle admet bien la période b — a.

On remarquera que la circonstance indiquée ne peut se présenter (si elle se pré-
sente) que pour les A d’indices pairs; ce qui se voit de suite, en se rappelant que le
nombre des racines de g, entre & et b est précisément égal 4 i — 1.

12, Soit maintenant X, un péle (nécessairement simple) de #(x, ). Cherchons le

signe de la différence
d u) d u)
(ﬂ b - (ﬂ a

un peu avant et un peu aprés le passage de A par ;. Nous avons dans le voisinage
de » = .

comme d’ailleurs

c’est-a-dire

u(x, N) = XE)\“‘I‘V‘:"‘I'V;O‘—)‘;)‘" )

v, prend en a et b la valeur un, et ¢, rentre dans le type des fonctions de ce nom,
la constante (non nulle) se trouvant complétement déterminée. En substituant, on a

d*o,
7{% +24(x)p;, = o,

d*v
dxg + 4 + 1, 4(x)v, =o.

On en tire, en multipliant respectivement ces équations, par v, et ¢, retranchant et

intégrant
do, dy, g .
(3%),‘(3‘%),=fu ABe)ex > o
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(3_) - (5—) = (5), _x(jii)“ + -
(a2),— (&),

passe du signe moins au signe plus, quand X passe par .

Soient alors deux pbles consécutifs A, et A, de u(x, 2). Il y aura certainement
entre A, et X, au moins une valeur cherchée de %; car la différence

R (7).~ ().

continue entre A -} ¢ et A, —, passe du signe plus au signe moins, quand \ varie
dans cet intervalle. Il y a donc une valeur de %, au moins entre A, et X, telle que u

Nous en concluons que

du ] . .
prend la valeur un en a et b, et que —— a aussi la méme valeur en ces points. Pour

dx
cette valeur de A, u(x, )) est alors périodique.

13. On peut aller plus loin, en montrant que la différence (15) va toujours en
diminuant quand A varie entre A et A,, de sorte qu’il n’y a entre X et A, qu'une
seule valeur de ) correspondant 4 une solution périodique.

La vérification est immédiate. Soit A, quelconque entre A, etk;ona

wlo =+ QA —2)u, + -+,
u, étant égal 4 un en 4 et b, et les autres u étant nuls. On substitue dans Iéquation,

ce qui donne
du, .
e + 2 4(x)u, = o,

d’u,

i A, + ), A, = o,

d’otr se déduit
du du\’ b .
(ulﬁ—uod—;)a=[ A()utdx> o

(&).> (&),

Or prenons la dérivée de (15) par rapport & 1, et faisons A = 2,; la valeur de cette

dérivée est
du, du) .
dx ,  \dx .

elle est donc négative, comme nous voulions Pétablir.
Il y a donc une seule valeur singuliére entre deux péles consécutifs de u(x, 2.
Il résulte de ce qui précéde que les valeurs singulitres de A sont en nombre infini;

et par suite
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écrivons la suite de ces valeurs singulieres

o, k, k
la valeur zéro étant manifestement la premitre. Comme les X sont de Vordre de n*,
le théoréme du § précédent nous apprend que les k, sont aussi de Pordre de n®, résultat
important pour la suite.

En général [C’est-d-dire quand la fonction positive périodique A(x) est quelconque]
les A, ne sont pas des k;, et entre deux A il y a un k.

14. Dans certains cas particuliers, il peut arriver qu’un A soit un k. Nous avons
vuau § 11 qu’il en est ainsi; si un certain X, n’est pas un péle de u(x, X); il arrive
alors que ¢, admet la période & — a. J'ajoute qu’il y aura pour A =1, une autre
solution périodique linéairement indépendante de ¢,. En effet X,_, et ), , sont nécessaire-
ment ici des poles consécutifs de u(x, 1) (voir la fin du § 11), et il résulte du
raisonnement du § 12 que

ey by

u(x, X))
est une solution périodique, manifestement distincte de ¢,. Ainsi donc, Iéquation
a’y
i +1d(x)y=o0
aura, dans le cas particulier qui nous occupe, deux solutions périodiques linéairement
indépendantes.
La réciproque est exacte, c’est-d-dire que si I'équation
d2
L+ hA@)y=o

X

a toutes ses solutions périodiques, k; fait nécessairement partie de la suite des 2,. Dé-
signons en effet par f;(x) et F,(x) deux solutions linéairement indépendantes de I'équa-
tion ci-dessus. Il est clair que f;(a) et F,(a) ne sont pas nuls 4 la fois, si non toutes
les solutions de I'¢quation s’annuleraient en 4. On peut choisir les constantes « et §

de maniére que
af,(a) 4- BF;(a) = o.
Alors af,(x) -+ BF;(x) s’annulera en @ et b; donc k, est un A .
On peut encore se demander quand I'équation

Y Ay =o

X

a une solution périodique, si on est nécessairement dans le cas du commencement de
ce § ol ¢, admettait la période b — 4. Il en est bien ainsi, car autrement Péquation
admet nécessairement une intégrale périodique prenant la valeur un en 4 et b, que nous
désignerons par U. Des deux équations

d*o,

I + N4(x)e =0,

&2U

dx*

+XA@U=0,
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on déduit immédiatement (Z—%) = (?{%) , Cest-d-dire que ¢, est périodique.
a b
Nous pouvons résumer ce §, en disant que tous les cas et les seuls cas ou, pour
une valeur de ), P’équation
dz
TE Ay =0
a toutes ses solutions périodiques, est celui ot X fait 4 la fois partie des A, et des ,.
15. Le cas particulier vis¢ dans le § précédent se rencontre toujours (sauf pour
A=0) quand A(x) se réduit 4 une constante 4. Le calcul se fait ici complétement;

on a

o' P o— 4n’ %’
" A — a)”’ " A —a)?
tous les & sont donc des ), 4 Dexception de k = o.
A k, correspondent les deux solutions périodiques distinctes (# 5 o)

A

Cosznwx Sinznwx
b—a b—a’
16. D’une manitre générale désignons, comme plus haut, par
(16) o, k,y kyy ...k, ...
la suite des valeurs singuliéres, et par
(17) ¢, o, &,...,0, ...

les solutions périodiques correspondantes; la premiére @, est une constante. Il peut arriver
exceptionnellement que deux k consécutifs soient égaux, soit k, =k mais les fonc-
tions correspondantes @, et @

i+1?
;+: D€ sont pas identiques.

On peut supposer que les @ forment un systéme orthogonal [le poids étant A (x)].
Il en est nécessairement ainsi pour deux @ correspondant 4 des valeurs différentes de

k, car on déduit de suite des équations différentielles

f "4 0, ()0, () dx = o (b 5 ).

Si, ayant k, =k, , on n’avait pas

[ 4@ewe,.ix=o

on prendrait, au lieu de ®; et ®, , les fonctions @, et a®, 4@, , « étant une con-
stante convenablement choisie pour que la condition d’orthogonalité soit alors vérifide.

Enfin, puisque les ® sont déterminées seulement 4 un facteur constant prés, on
peut.supposer que pour m=n la valeur de I'intégrale soit Punité. On a donc relative-

ment 4 la suite (17) ,

f A(x)®, (1), (x)dx = o,

a ‘/;bA(x)tbfn(x)dx =1
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17. La suite des @ est fermée, comme nous allons maimtenant I'établir. Nous mon-
trerons que, si lintégrale

b
ff(x)d)”(x)dx:o =0 1,32 ..., ),
f(x) étant une fonction continue de 4 4 b (n’étant pas nécessairement périodique), on

a nécessairement ,
f(x)=o0

identiquement. Envisageons en effet I'équation

(18) 22 Ay =)

Quand A est arbitraire, il y a une intégrale de cette équation, continue ainsi que sa
dérivée premiére, et ayant la période b — 4. On le montre en considérant deux solutions
distinctes

5.0y %) et 3,0 %)
de Péquation sans second membre, et répondant pour x =a 4 des conditions numéri-
ques (C’est-d-dire indépendantes de 1), de sorte que y, et y, sont des fonctions entidres
en X En appliquant la méthode de la variation des constantes, on a les deux équations

ac dC
“ﬁyx +ﬁyz:'0!
dClﬂ dC, dy,

iz dx T dx dx =S

Par suite C, et C, sont eux mémes des fonctions entitres de ), avec chacun une con-
stante additive. On déterminera ces deux constantes, de maniére que, pour x = a et
x =1b, la fonction C y -+ C,y, et sa dérivée premitre aient les mémes valeurs;
ceci sera possible 4 moins que X ne soit égale & une des valeurs singulitres o, %,
By ooy kyy oo

Désignons donc par y(x, 2) la solution de période b — @ de Péquation (18).
Cette fonction de X ne peut admettre d’autres poles que les k, ceux-ci étant alors des
poles simples, comme on le vérifie aisément.

Je dis que si on a

5
f fx)P, (x)dx = o (n quelconque),

la fonction y(x, ) naura pas de péles. Soit en effet dans le voisinage de » = £;,

70 N =T A+ OB

a €tant une constante, et les z étant des fonctions continues périodiques ainsi que Tewrs
dérivées premiéres. La substitution dans P'équation (18) donne

o,

rra + k A(x)®, = o,

% 420, 4(0) + kA7, = £(3).

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXIX (1© sem. 1910). — Stampato il 4 novembre 1909. 12
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On en conclut, en multipliant par z, et ®,, puis intégrant,

a‘/[:bA(x)d)j(x)dx::‘/‘:bf(x)tb‘.(x)dx:o.

Donc « est nul, et par suite k; n’est pas un pole.

Il résulte de 13 que y(x, }) est une fonction entiere de \. On va voir que cela est
impossible, si f(x) n’est pas identiquement nul.

18. Formons, 4 cet effet, la fonction entiére de A

F(l):/b/l(x).y(x, 2)dx.
En posant ’
Y=Yt Ayt Ny
les y étant périodiques ainsi que leurs dérivées premiéres, on a manifestement

d o —
dxz —f(x)7

(E) ‘f;zz’ + 4(x)y, = o,

..............

Nous écrivons alors

F(l): W0+le+ vt +Wn7‘n+ Ty
ol les  sont du type de constantes envisagées pour la premitre fois par ScHWaRz.
On a d’une maniére générale

b
W,,:f A(%)y,,4 %,

et toutes ces constantes sont positives, car des équations (E) il résulte que l'on peut

écrire
b d_')' 2 b
o= [(F)in W= [ dGax

De plus, d’aprés le mode de raisonnement devenu classique de Scawakz sur ce
type de constantes, on a
WI WZ Wﬁ
<< <<

o

ces considérations supposant d’ailleurs que f(x) n’est pas identiquement nul. Dans ces
conditions,

v,
Wﬂ—l
allant en croissant, a nécessairement une limite. Celle-ci est finie, sinon la série F(2)
ne convergerait que pour A =— o. D’autre part cette limite n’est pas nulle, d’aprés les

inégalités ci-dessus; mais alors, la série F(X) a un rayon de convergence fini et n’est




SUR UN THEOREME GENERAL RELATIF AUX EQUATIONS INTEGRALES, ETC. g1

donc pas une fonction entitre. Il'y a donc une contradiction, et par suite f(x) est iden-
tiquement nul. Il est ainsi établi que le systéme des @ est fermé.

19. Le probléme de I'armille fournit un intéressant développement en série, celui
d’une fonction donnée f(x) suivant les fonctions @, et cette question nous conduit &
diverses remarques se rattachant 4 la premiére section de ce travail. Supposons que la
fonction f(x) soit une fonction continue ainsi que sa dérivée premiére, ces deux fonc-
tions ayant la période b —a, et supposons de plus que la dérivée seconde f"(x) existe
et soit continue.

On peut alors développer f(x) en strie suivant les @,

.
(19) f@="3 s,

ou le coefficient @, est donné par

4 = f A ()0, () dx.

Nous allons montrer que la série
2 ke,

est convergente. En effet, I'équation
o,

dx*

+kA(x)P, =0
permet d’écrire
1 [, 4,
4, =— _k—f f) 2 i,

En intégrant par parties, et se rappelant les hypothéses faites sur f(x), on a

o =—1 [ 0,1 @ax

”

ou encore »
bo,= [ 4®,(f,()dx,
en posant ,
rw=-L8.

Le théoréme est alors démontré, car, si on pose

o= [ a)e.1, (i

on sait que la série D a® est convergente, comme il résulte de Pégalité classique

[A@U.@—s0.— = 0liz= [ AWfG) sl o~

Nous voyons donc que la série

2k,

est convergente.
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On remarquera que nous sommes ici tout 4 fait dans le méme ordre d’idées que
dans la section I, et que la série de terme général D %*a’ intervient au fond dans les
mémes conditions qu’aux §§ 5 et 6.

20, J’ai démontré de la manitre suivante dans mes lecons de I’année derniére la
formule €19) relative au développement de f(x).

La fonction @, a certainement des racines entre a et b. Soit « Pune d’elles; nous

peurrons écrire
quqm
‘o

d’oli, en appliquant Pinégalité dite de Scawarz, on aura

/xd);’dx /xdx

b
@ <f ®*dx.(b—a) = k,.(b — a),

b
f Ordx =k,

ld)nl < Vb - a“/_k:—'

D’autre part, avec les notations du § précédent,

@, <

et par suite

car on a de suite

Nous avons donc

- 2
la série D a? étant convergente.
Nous pouvons alors montrer que la série

2 la,). @,

est uniformément convergente dans lintervalle (a, #).
Il suffira de montrer que la série

I
=%,
est convergente. Or, d’aprés une inégalité élémentaire, la somme

zo1
—=|a,| (r<m)
27
est inférieure % la racine carrée du produit

($55=):

Or nous avons vu plus haut que k, était de I'ordre de v*, c’est-d-dire était égal &
v* multiplié par un nombre restant compris entre deux nombres fixes positifs. Chacun
des termes du produit est donc aussi petit que 'on veut, si n est assez grand (m étant
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quelconque, supérieur & n). La convergence uniforme et absolue de la série

Z aﬂ (I)’l
est donc établie.
21. Il est ais¢ maintenant d’établir que cette série représente f(x). Considérouns en
effet la différence

f(x> — zav q)v (x)5

que nous désignerons par R(x). Le calcul de Pintégrale

b
f AR (x)dx (o 1, 5 ..., )

est immédiat. Sa valewr est nulle, et, puisque le systéme des ® est fermé (§ 17) il en
résulte que R(x) est identiquement nulle, et par suite

f) =35 8,9,(),

ce qui démontre la possibilitt du développement.

HI.

Sur le probléme de Dirichlet dans le plap et sur le
potentiel logarithmique de simple couche.

22. Considérons dans le plan un contonr C. On sait que Pon peut mettre la
fonction harmonique continue dans C, et prenant sur C une succession donnée de va-
leurs sous la forme d'un potentiel de double couche, et il est bien connu que le probléme
posé sous cette forme conduit 4 une équation de FrRepHOLM. Cherchons d’une maniére
“analogue si la solution du probléine de DiricHLET est possible sous la forme d’un po-
tentiel logarithmique de simple couche.

‘ En appelant 5 Yarc de la courbe C, soit f(s) la succession des valeurs données sur
C. Désignons par r la distance de deux points du contour correspondant 2 s et 4 o.
La réponse 4 la question poste sera affirmative, si Fon peut résoudre Péquation inté-
grale de premitre espéce -

l .
f(9)= f (o) log %dc (! = longueur de C),

inconnue ¢étant la fonction p (o).
Le noyau log-—Ir— est ici une fonction symétrique de s et de 6. Il devient d’ailleurs

infini pour s = o, mais dans des conditions qui ne modifient en rien la théorie de la
section I (§ 8). A canse de la symétrie du noyau, nous avons ici 4 considérer Punique
équation ’

14
o) =1 [ log -p(e)ds,
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qui conduit aux valeurs singuliéres et fonctions correspondantes en nombre infini
Ay Ay eees )

0 nd t oty

Bry Dyy ey Py nny
ces fonctions ¢étant orthogonales.
23. Montrons tout d’abord que le systéme des ¢ sera fermé en général; il ne peut
y avoir d’exceptions que dans des cas particuliers. Supposons en effet que le systéme
ne soit pas fermé. On aura pour une certaine fonction h(s)

1
fb(c)(pn(c)da:o =12 ..., o).

D’aprés la théorie générale de M. ScumipT relative aux noyaux symétriques, ces équa-
tions entrainent I'identité en s

(20) [:lh(c)log—lr—dczo.

Cette identité signifie que, pour une couche de densité h(s) étalée sur C, le potentiel
logarithmique correspondant est nul sur C, et par conséquent nul A Pintérieur de Paire
limitée par C. L’attraction de la couche (attraction en raison inverse de la premiére
puissance de la distance) sera donc nulle sur tout point intérienr. Mais on peut se
poser ce probléme de trouver une couche sur C sans action sur un point intérieur;
il se traite, en écrivant que la dérivée normale intérieure du potentiel logarithmique de
simple couche est nulle sur C. Ceci conduit & une équation de FrepHOLM sans second
membre, qui, 4 un facteur constant prés, posséde une seule solution. Le probléme posé
est donc, 4 un facteur constant prés, complétement déterming, et le potentiel correspon-
dant aura une valeur constante, mais cette valeur ne sera pas nulle en général, et, par
suite, il n’y aura pas de fonction h(s) répondant 4 Péquation (20), en dehors de zéro.

Il peut évidemment arriver dans certains cas particuliers (Cest-d-dire pour certains
contours C spéciaux) qu’il en soit autrement. Etudions 4 cet effet le cas d’une circon-
férence. Envisageons le cas d’une couche sans action sur un point intérieur. D’aprés
la formule générale donnant la dérivée normale intérieure du potentiel logarithmique,
on aura

b =+ [ h(ede =,

r

ou ¢ désigne Pangle que fait la normale intérieure en s avec la direction allant de s
4 o. Or ici, puis qu'il s’agit d’une circonférence, on a

r
5 = Rcos{ (R étant le rayon).
On a donc I'¢quation

h(s) — ﬁ/b(c)da —o.

Cette équation montre que h(s) est indépendant de s. Ainsi la densité b corres-
pondant 4 la couche cherchée est constante, soit T'; le potentiel logarithmique corres-



SUR UN THEOREME GENERAL RELATIF AUX EQUATIONS INTEGRALES, ETC. 95

pondant est égale 4 la constante

I‘.flog%dc (T # o).

Or le calcul de cette intégrale est immédiat, car, étant constante sur C, elle sera con-
stante 4 lintérieur. Si donc nous nous plagons au centre, nous aurons pour le potentiel
Pexpression

I

R

qui ne sera pas nulle sauf dans le cas particulier R = 1.

24. Revenons au cas général, ou, le contour C étant quelconque, la suite des ¢
est fermée. Supposons, pour fixer les idées, la fonction f(s) continue ou présentant un
nombre limit¢ de sauts brusques finis. D’aprés le théoréme général de la premitre partie,
en posant

T.log

o= [ 1@

la condition nécessaire et suffisante pour que 'on puisse avoir un potentiel logarithmique

prenant les valeurs f(s) sur C (la densité satisfaisant aux conditions de sommabilité
indiquées) est que la série
2N

Cette condition ne sera pas remplie en général, en supposant méme que la fonction
f(5) soit une fonction continue présentant la période I, de maniére que la succession
des valeurs données sur C soit continue. Nous indiquerons tout & I'heure un exemple
pour la circonférence.

s0it convergente.

25. Si la suite des ¢ n’était pas fermée, il y aurait, d’aprés ce que nous avons
dit plus haut, une fonction h(s) déterminée 4 un facteur constant prés pour laquelle

1
[h(a)cpn(o')dc:o (n=1,2,..., o)

Yo

En se reportant aux démonstrations des §§ 6 et 7, on voit que f(s) ne serait

pas nécessairement égale 4 f (s) (nous supposons remplie la condition de convergence
de la série), mais on pourrait avoir
)

f) =1£,6) + 4h(s),

A étant une constante non nulle, et par suite on aurait

f(x):Ah(s)-{-follogir.p(c)da.

On a vu (§ 7) que h(s) ne pourrait pas se mettre sous la forme d’une intégrale du

type du second terme, et par suite f(s) n’est pas susceptible de la forme cherchée.
26. Le cas particulier de la circonférence va nous donner des exemples des diverses

circonstances qui viennent d’étre indiquées. Il est facile de trouver ici les valeurs sin-
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gulieres correspondant 4 I’équation

pl
q:(s)—l/log—%cp(c)dc_—.o.

En prenant comme variable I'angle polaire 6, nous avons

(21) @(e)—-uef log - (848" = o.

Pour trouver les valeurs singuli¢res de A, envisageons un point (p, ) 4 Pintérieur de
la circonférence C (p<CR) et un point (R, 6") sur C. Si on désigne par r la distance

de ces deux points, log—;— représente la partie réelle de

— log (&' — ),
en représentant par z et z' les affixes des points (p, 8) et (R, §"). Or
_)=logy—& _L1X . _1X .
log(x' =) =logz' — o — =i — :

On aura donc
log%—:log%-‘l——cos(ﬁ—ﬁ)—k —|- - cosn(e -4 .-

Le potentiel logarithmique de la couche correspondant 4 la densité ¢(8") sera donc
représenté 4 lintérieur de la circonférence par le développement en série

(22)f[logR +fcos(8 — ) oo o Ecosn(0 — 0 4 - ]cp(e)de'

et, si o(0) satisfait 4 I’4quation fonctionnelle (21), il est clair que la fonction harmo-
nique ainsi obtenue prend sur C la valeur

¢ (%)
AR’

Or on sait que la fonction harmonique prenant sur C ces valeurs est représentée 4
intérieur de C par le développement

%‘—’——I—(alcos@—]—blsinﬂ)%-—f— «oo 4 (a,cosnb b, sinne)-lg—”—{- s

ot les a et b sont les coeflicients de Fourier relatifs 4 <p( ), Cest-d-dire

1 " ’ ! ’
”me ¢ (8") cosnb' 49,

27
, = ﬁ—ﬁf ¢ (6" sinnb'db,

et, par conséquent, le développement précédent peut s’écrire:

) ﬂI_R‘[”'{_}_{_cos(O—0’)%+...+cosn(9—6’)ﬁk’%+ ...]q,(er)der.



SUR UN THEOREME GENERAL RELATIF AUX EQUATIONS INTEGRALES, ETC. 97

Les développements (22) et (23) doivent étre identiques. Il en résulte de suite que, si
R est différent de un, les valeurs singuliéres de X sont
"

A= — r=1,2,..., )
=R
auxquelles il faut adjoindre
r = _I_. o _}._
~2zR °R
A= —}R correspondent les deux solutions distinctes de (21)
o(8) = cosnb et sinnb;
= 2—;R— log —IIT correspond la solution ¢ = constante.

Dans le cas de R = 1, la derniére solution disparait, A = o donnant ¢ (8) = o.
27. Si maintenant nous arrivons 4 I'équation intégrale de premiére espéce pour
la circonférence

27
JO=R [ log Loyt R 1),
le théoréme général nous donnera le résultat suivant, en se rappelant que la suite
1, cosb, sinb, ..., cosnb, sinub, ...

est fermée.

On pourra mettre la fonction harmonique prenant sur C les valeurs f(8) sous la
forme d'un potentiel logarithmique de simple couche avec densité sommable et de carré
sommable, si la série
(24) 2@+ B)
est convergente, en désignant par a, et b, les coefficients de Fourier de f(0).

Il est clair que cette condition peut n’étre pas remplie. Prenons comme exemple

e cos n b
f® = ——,
-
ol
%>oc> I.

La série (24) correspondante est divergente, et par suite il est impossible de mettre la
fonction harmonique prenant les valeurs f(9) sous la forme d’un potentiel de simple
couche avec la densité remplissant les conditions indiquées.

28. Dans le cas de R = 1, nous sommes dans le cas particulier étudié 4 la fin
du § 23. Le systéme des solutions singulieres n’est pas alors fermé, et il peut arriver,
la condition relative 4 la convergence étant remplie, que Pon ne puisse satisfaire au
probleme posé qu’d une constante prés. Une constante (non nulle) ne peut en effet se
mettre ici sous la forme d’un potentiel logarithmique.

Paris, juillet 1909.
EmiLe Picarbp.
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