
Zur Arithmetik der Polynome. 
Von TRYGVE NAGEL in Christiania (Norwegen). 

w 1. Eine Absch tzung tiber die Gr fle der Primteiler 
der Polynome. 

In der Folge bedeutet  f (x) immer ein Polynom in x mit ganzzahligen 
(rationalen) Koeffizienten. Jede Primzahl 1o, ftir welehe die Kongruenz 

f (x )  -~ 0 (mod.10) 

L0sungen hat, wird ein Primteiler des Polynomsf(x)  genannt.  Die Anzahl 
der inkongruenten Wurzeln dieser Kongruenz wird durch ~p bezeichnet. 
Dann ist bekanntlich ~p ~ n, wenn f (x)  primitiv und vom n ten Grade ist. 

In einer friiheren Arbeit 1) habe ich den folgenden Satz bewiesen: 
Wenn f (x)  mindestens eine irrationale Nullstelle hat, dann gibt es unter 
den Zahlen 

f(1), f(2),  f(3),  . . . . . . . . .  , f (x)  

wenigstens eine yon Null versehiedene Zahl, die dureh eine Primzahl 
p ~ x (logx) ~ teilbar ist, w o e  eine beliebige Grfil~e < 1 ist, fiir alle x > xo. 
Dieses Resultat  sol1 hier bedeutend verseharft  werden. 

In der Folge wird yon den folgenden S~tzen mehrmals Gebraueh 
gemaehta): 

Hilfssatz L Es sei f (x)  primitiv, vom n t~ Grade in x und ohne 
mehrfaehe NullsteUen. Dann hat  die Kongruenz 

f (x )  =~ 0 (mod. 10~), 

1. wenn p nieht in der Diskriminante D yon f (x)  aufgeht, genau vr inkon- 
gruente Wurzeln; 2. wenn 10 in D aufgeht, hfiehstens nDs inkongruente 
Wurzeln. 

I) ,G6n6ralisation d'un th~or~me de TCHEBYCHEFF", Journal de Math~matiques, 
(8), t. IV (1921), p. 343--356. Literaturverzeichnis finder sieh hier. Man vergleiche auch 
E. LANDAU, Handbuch der Lehre yon der Verteilung der Primzahlen, Bd. 1, S. 559--564. 

2) Die Beweise findet man in meiner oben erw~hnten Arbeit. Den zweiten Hilfs- 
satz beweise ich dort vom Primidealsatze ausgehend. In einer Arbeit des Herrn E. LANDAU, 
t3ber die zu einem algebraischen ZahlkSrper gehSrige Zetafunetion und die Ausdehnung 
der Tschebyschefschen Primzahlentheorie auf das Problem der Verteilung der Primideale, 
Journal ftir Mathematik, Bd. 125 (1903), S. 115, ist jedoch dieser ttilfssatz (die Formel (67) 
yon LAI~DAU) unabh~ngig yon der Theorie der ~-Funktion bewiesen. 
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Hilfssatz I I .  Wenn f (x)  irreduzibel ist, gilt 

~ p " s P  = l o g x + O ( 1 ) ,  
p P 

wo die Summe fiber alle Primzahlen ~ x zu erstreeken ist. 
Es sei nun gegeben das primitive irreduzible Po lynomf(x)yore  

Grade n > 1. Wir wollen zuni~chst die hCichste Potenz p~v der Primzahlp 
bestimmen, die in dem Produkt 

(1) f (1 )  . f ( 2 ) .  f ( 3 ) . . ,  f ( x )  

aufgeht, wo x eine groi~e ganze Zahl ist. Die Anzahl Nk der Zahlen in 
der Reihe 

(2) f(1),  f(2) ,  f(3) ,  . . . . . . . . .  , f ( x ) ,  

die dureh p~ teilbar sind, ist offenbar gleich 

i = ~k r . ( k ) ,  1 
X - - X i  1 1 ? 

(k) (k) die sis positiven Wurzeln wo die gk Zahlen x(~ k), x2 , . . . . . . . . .  , xA~ 
der Kongruenz 

f (x) ~ 0 (rood. p~) 

bedeuten, die <_ pkund zugleich <= x sind. E(a)  bedeutet die gr(ifite ganze 
Zahl =< a. Es ist dann offenbar 

N = + + + . . . . . . . . .  + Nz, 

wo pz die h(iehste Potenz yon p ist, fiir welehe die Kongruenz 

f (x) ~ 0 (mod.p ~) 

eine positive Wurzel hat, die ~ x ist. 
Nun existieren zwei konstante Zahlen Xo und c, so dab 

cx n ~ If(x) I > If(Y)[ (4) 

ist, ftir alle x > Xo, 

oder 

wenn x > y ~ 0 ist. Also ist sieher (ftir x ~ xo) 

d<= If(x)l < 

l < - -  
logc log x 
logp + n logp ' 

d ~  

(5) / =  a logx 
logp ' 
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wo a unterhalb einer von x und p unabhingigen Grenze bleibt. 
(3) erhalten wir: 

k=z , = ~ i , - - ~  xm\ *~-"~/ N___ ~ N k = ~ = i E ( X t i ~ - -  i ~ - ' - \ x +  

i=~z I 

+ . . . . . . . . .  
�9 = 10 ~ 

Nun ist 

Aus 

~ " p ~  / ---- ~ -  + ~ ~ = --pk--4- o~, 

wo I 0kl ~ 1 ist. Folglich wird 

- -  . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  +2:o~.  /v=xll +~i' + +~+~o,+~o~+ 
p p~ i 

Nach dem Hilfssatze I ist aber 

Ik <nD ~, 
und folglich 

~I ~2 2z 
~_~]0, I +~_~lOs] + . . . . . . . . .  qt-~_,]Ot I < i , +  ),~+ . . . . . . . . .  +it<= l n D '  

1 1 1 

u n d  
Is is i~ p~ ~ - 7 +  . . . . . . . . .  + ~ v  

n O  ~ n D  ~ / 1 1 inf.) < - - ~ -  ( 1 +  p - { - - ~ - +  . . . . . . . . .  in -- 
p ( p - - 1 ) '  

Wegen (5) ergibt sich mithin 

(6) N---- i ~ x  + i l l  logx •  x 

wo I~] und ]~s] unterhalb einer von x und p unabhingigen Grenze 
bleiben. 

Wit bezeichnen yon nun an alle Pfimteiler von dem Produkt (1), 
die <_ x sind, durch p, alle Primteiler aber, die > x sind, durch q. 
x wiihlen wir so grolt, dali alle Primteiler yon (1), die in D aufgehen, 
sich unter den p befinden. Die Primzahlen p sind offenbar die simt- 
lichen Primteiler yon dem Polynom f(x), die ~ x sind. Ftir diese Prim- 
zahlen gilt i~ ----up. Ftir die Primzahlen q folgt aus (3) einfach 

Nk = i~ 

und also 

(6') N -  i~ + l~ + . . . . . . . . . .  + it. 
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Hier ist offenbar ftir x hinreiehend groB 1 <: n;  denn wegen (4) ist 

q,~+x > x,,+l > cxn > If(x)] 

ffir alle X~Xo und ~ c. Da die Primzahlen q nieht in D aufgehen, 
so gilt fiir sie ),k'<Vq~_~n. 

Wegen (6) und (6') erhalten wir die folgende Gleichung: 

1,=x p,x, x logx x ) 
k=~'~l~ ff(k) I ----~ (v" p + ~' ~ g ~ + / ~ '  p(p -- 1). l ogp 

+ ~ ( 2 1  + ~ + . . . . . . . . .  + ~) log q. 
q 

Es ist offenbar 

und weiter 

weil die Reihe 

~.A : 0 
p_-<x 

~ / ~  logp - -  0(1), 
70~x p ( p - - 1 )  

~--~2 logk 
k (-k--~-l) 

konvergiert. Endlich ist nach dem Hilfssatze II: 

vp x logp  __ x logx  + O(x). 
r P 

Wir erhalten somit 
k ~ x  

~ l o g  If(k) ! ---- x l o g x + ~ ( i ~ t  + Z, + . . . . . . . . .  + 2z)logq + O(x). 
k = l  q 

Da abet die Summe links offenbar yon der Gr6Benordnung 

n x l o g x  + O(x) 

ist, so ergibt sich schliel~lich 

(7) ~;~(Xt -~- 2~ -~- . . . . . . . . .  + 2~)logq ~--- (n - -1 ) x logx+O(x ) ,  
q 

wo die Summe fiber alle Primteiler q yon (1), die > x sind, zu erstrecken ist. 
Diese Gleiehung bleibt auch dann richtig, wenn man fiber alle 

q > Cx summiert, wo C eine beliebige Konstante __> 1 ist. Denn es ist 

q~Ux q~Cx 

~ ( i t t  + 2~ + . . . . . . . . .  + ~l) logq <= ~ n  l" logq _< n ~ l o g q  = O(x). 
q>x q>x q<Cx 

Wir wi~hlen nun Cn__> c, wo c die Konstante in (4) ist. Dann wird 
fiir alle q > Cx 

q- > c .  x ,~> c x .  > If(x) l _>_ If(y) l, 
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wenn 1 _<__ y ~  x ist, fiir alle x > Xo. Folglich kann f(y),  1 <__ y ~  x, 
h6chstens n - - 1  solche, verschiedene oder gleiehe, Primzahlen q :> Cx 
enthalten; es ist somit l ~ n - - 1 .  

Es sei nun A die Anzahl der Primzahlen q die ~ Cx sind. Da 

itl + 22 + . . . . . . . . .  @ 2~ ~ nl  ~ n (n - -1 )  

ist, und da wegen (4) 
q < < 

ist, so folgt aus (7) (wenn hier die Summe fiber alle q > Cx erstreckt ist) 

n (n--1)  (n log x + log c)A > (n --1)  x log x + O (x), 
woraus �9 

0 x 

Andererseits ist, da f (y)  h(ichstens n - - 1  verschiedene Primteiler q ~ Cx 
enthalten kann, offenbar 
(9) A < (n - -  1) x.  

Ffir die (irreduziblen) quadratischen Polynome v o n d e r  Form 

axl  ~ b  

gilt offenbar it1 ~ 1 fiir alle q > 2x. Denn ist -~o die kleinste positive 
Wurzel der Kongmenz 

a.~S~ b ~ 0(mod.q), 

1 
also 0-<-~o<-2-q, so ist die nachste positive Wurzel gleich q---~o und 

1 
folglich > -~- q ~ x. Fiir diese Polynome folgt mithin aus (7) die Formel 

(7') q,.~logq -~ x logx  + O(x), 

zuni~chst wenn C>_.2 ist; die Formel bleibt aber dann natiirlich ffir 
jeden Wert  yon C richtig. Ftir die Anzahl der Primzahlen q ~ Cx 
ergibt sich hieraus 

1 x 

Es sei nun e irgendeine positive Konstante ~ 1. Bezeichnet A' die 
Anzahl der Primzahlen q > x ( l o g x )  ~, so folgt offenbar aus (8) 

(10) AI ~ 1 n-~X 2c O[x(logx)~-l], 
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und aus (8') ftir die quadratisehen Polynome a x S + b  sogar 

(10') A ' >  l x  + O[x(logx)~-l]. 

Denn die Anzahl aller Primzahlen ~ x(logx) ~ ist ja gleieh 

O [x Oog x)~-l]. 

Aus (10) und (10') folg~ der Satz: 
Es sei f ( x )  eine ganze rationale, irreduzible Funktion n ~n Grades 

in x mit ganzzahligen Koeffizienten, n > 1. Es sei weiter �9 eine beliebige 
1 

Grgfle .~ 1, und ~ eine beliebige Gr6fle < - ~ .  Dann hat das Pro&&t 

(1) f (1)f(2)f(3).  " . f (x)  

mehr als ,ix verschiedene t5"imteiler die gr6fler als x(logx) ~ sind, far  alle 
X ~ Xo, wo Xo von ~ und ~ abhdngt. Fiir die quadratischen Polynome 

1 1 
a x e +  b kann man hier sogar - ~  durch -~- ersetzenl). 

Bezeichnet A ( x ; f )  die Anzahl aller Primteiler des Produktes (1), 
so ergeben sich aus (8), (8 t) und (9) die Ungleichungen 

x+o ~ ~A(x;f)<(n--1)x+O l--d-~' 

1 
wo ffir die quadratisehen Polynome a xS-t - b die GrOge ~ -  sogar d ~ e h  

1 
-2- ersetzt werden kann. Denn es ist ja 

O( x ) A(x;f) = A + ~ 0 ~ "  

w 2. Ubor potonzfroio Zahlon in oinor arithmotisehen Roihe 
hiihoror 0rdntmg. 

Es sei gegeben die ganze rationale Funk t ionf (x )  ~t~n Grades in x 
mit ganzen (rationalen) Koeffizienten. Es seien 

(1) 

die samtlichen Primteiler des Polynoms f ( x ) d e r  GrCi~e nach in einer 
Reihe angeordnet. Wenn s eine beliebig gegebene ganze Zahl ~ 2 ist, 
so k(Innen wir immer ein m finden, so da~ 

i) Die Beschriinkung, dai~ f(x) primitiv sein soll, kann man hier selbstverstRndlich, 
wie auch in den Formeln yon (7) ab, ohne weiteres weglassen. 
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(2) i ~ ~--'m < --n 

ist; denn die fiber alle Primzahlen ausgedehnte Reihe 

1 1 1 1 + + - V  + . . . . . . . . .  

konvergiert ja. 
Wir bezeiehnen nun mit Is (x; f )  die Anzahl der Zahlen in der Reihe 

(3) f(1), f(2), f(3), . . . . . . . . .  , f (x) ,  

die dureh keine s te Potenz einer Primzahl teilbar sind. 
Wir nebmen darauf an, 1. dal~ r der h0chste Grad yon allen in f ( x )  

aufgehenden irreduziblen Polynomen ist; 2. daft die Diskriminante D yon 
f ( x )  yon Null verschieden ist; 3. dal~ f ( x )  primitivist; 4. daft f ( x )  keine 
st~ einer Primzahl als festen Teiler hat1). Welter wi~hlen wir 
in (2) m so groin, dal~ keine der Primzahlen Pi ftir i __> m in D aufgeht. 

Wegen der Voraussetzung 4. ktinnen wir eine ganze positive Zahl Xo 
so finden, daft f ( x ) ,  wenn 

x---- xo(mod, s s s -,'~ P2" "" P ~ - I )  

ist, durch keine der Zahlen pl, p~, . . . . .  . . . .  , P,~-I  teilbar ist. 
darauf 

" ~ ' " P , , - 1 ) ,  g(Y) ~ f ( x o + Y P l P 2  s 

Wir setzen 

wo also g (y) ein ganzzahliges Polynom n ten Grades in y ist. Die Zahl r 
ist natfirlich dieselbe ftir g(y) wie ffir f ( x ) .  

Es bezeichne nun hk(x) ein beliebiges ganzzahliges primitives 
irreduzibles Polynom, das in g (x) aufgeht. Dann ktinnen wi r  (wegen der 
Voraussetzung 1) eine positive Konstante c linden, so dab ftir alle hk (x) 
und ftir a l l e y  > Yo 

[hk (z)]< ]hk(Y)l < 

ist, wenn 1 <~ z _< y ist. Eine Primzahl pi, wo i __> mist ,  kann nieht ftir 
denselben Wert  yon y gleichzeitig in hk(y) und hz(y), k ~ l, aufgehen. 
Denn jeder Primteiler der Resultante .R(hk, hi) geht bekanntlieh in der 
Diskriminante D von f ( x )  auf. Wenn pi > cy ist, ergibt sieh 

pr > cr y~" :> c yr > ]hk(y)l. 

1) f ( x )  hat den festen Teller d, wenn f(x) fiir jeden ganzzahligen Wert yon x 
durch d teilbar ist. Beispiel: x P - - x  hat den festen Teflerp, wean p eine Primzahl ist. 
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q (y) ist also fiir alle y ~ Yo htichstens durch p~-  1 teilbar, wenn pi ~ c y ist. 
Nach dem Hilfssatz I in w 1 hat die Kongruenz 

(4) f (x) =__ 0 (rood. pS), 

wo i > m ist, h~chstens n inkongn-uente Wurzeln. Nun hat aber die 
Kongruenz 

�9 8 g (Y) ---- f (xo-~ YP~" P~'"  Pro--l) ---- 0 (mod.pS) 

genau so viele inkongruenteWurzeln wie (4), weil p~ nicht in p l .p2  �9 �9 "P ,n-1  
aufgeht. Die Anzahl der Zahlen in der Reihe 

(5) g(1), g(2), g(3), . . . . . . . . .  , g (y), 

die durch p S. teilbar sind, ist folglich h(ichstens gleich 

n Y--- 1). (6) (p~ + 

Wir wollen hier zwei F~tlle unterscheiden. 
I. Es ist r_>2 ,  und s ~ r .  Ffir die Anzahl der Zahlen in der 

Reihe (5), die durch keine r t~ Potenz teilbar sind, folgt dann offenbar die 
Ungleiehung 

P~= Y .  

(7) Ir (y;  g) >__ y - - ~ _ ~ n [  Y-~ + 1) 

fiir a l l e y  ~ Yo. Denn wir haben dann die Anzahl der eventuellen Zahlen 
n (5), die durch p~.p~ teilbar sind, zweimal yon allen y Zahlen abgezogen. 
Folglieh 

- -  - -  n 7r  ( c  y ) ,  
i _ > m  

woraus wegen re (x) ~-- o (x) 
Ir (y; g) :~ Ko y, 

wo Ko eine beliebige positive Grti~e kleiner als die nach (2) positive Zahl 
oo _n_n 

C ----- 1 - - ~  p~. 
i~ra 

ist. Da ftir X ~ Xo-4- " ~" ~" -~- Xo-4-yP  Y Pl  " ~2 " " ".P~n- 1 

( X--Xo ) 
I~ p ; f >= I~(y;  g) 

ist, folgt sehlieglieh 
(S) I~ (x; f )  ~ Kx,  

C 
wo K eine beliebige positive Gr(ige kleiner als ~ ist, ftir alle x ~ xo. 

Speziell ergibt sich also hieraus: 
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Unendlich viele Zahlen in der Reihe 

f(1),  f(2),  f(3),  . . . . . . . . .  in inf. 

sind durch keine r te Potenz einer Primzahl teilbar. 
Beisl~iel : 
Es sei f(x) ---~ xJ-] - 1. Die Primteiler von f sind dann entweder 

2 oder alle Primzahlen von der Form 4 t +  1. Wir erhalten hier, wie 
sogleich zu ersehen ist, statt (7) die etwas schitrfere Ungleiehung 

p ~ x  

I ,  (x; x ' +  1) __> x - - ~  ( 2-~- + 1), 
- -  p ~ > 2  / ~9 i l 

wo die Summe fiber alle Primzahlenpi<= x yon der Form 4 t +  1 zu 
erstreeken ist. Denn ist pi > x, so ist ja p~ ~ (x + 1) s > x z + 1. Es ist 
hier nicht notwendig, den Umweg fiber die Funktion g (y) zu gehen. Denn 
der einzige Diskriminantenteiler, die Primzahl 2, geht nut zur ersten 
Potenz in x g +  1 auf; und es ist zugleieh 

1 1 1 1 1 1 
5'  + T # -  + T V  + . . . . .  < - - ~ - + - ~  + T ~  - +  . . . . .  - -  

Folglich 

19 x - -  ~ (x), I~ (x; x~+ 1) ~ 

1 7r j 5 

16 6 48 " 

wo ~ (x) die Anzahl aller Primzahlen yon der Form 4 t + 1 ~ x bedeutet. 
Bezeichnet nun B (z; 3, 5, 7) die Anzahl tier Zahlen in tier Reihe 

5, 9, 13, 17, . . . . . . . . .  , 4 z +  1, 

die durch keine der Zahlen 3, 5 oder 7 teflbar sind, so ist offenbar 

~ ( 4 z +  1) ~ l+B(z ;  3, 5, 7). 
Da nun 

1 1 1 1 1 , 1 1 
B (z; 3, 5, 7 ) <  z - - - ~ - z - - - ~ - z - - - ~ - z - { - - ~ z + - ~ z t - ~ z - - ~ - ~ z - } - 4  

16 : 4 + z ( 1 - - 1 ) ( 1 - - 1 ) ( 1 - - 1 ) :  4 + - ~ - z  

ist, so folgt 
4 

~,(x) < ~ x  + 5 

oder 
569 2 

(9) I~ (x; x~+ 1) ~ 8--40- x - - 5 ~ - x ,  
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zuni~chst ftir alle x > 466. Eine Aufz~thlung der durch Primzahlquadrate 
teilbaren Zahlen x ~ +  1 fiir x < 466 zeigt, dalt diese Ungleichung fiir 
alle positiven x gtiltig ist. Man kann dies auch so ausspreehen: 

Die Anzahl der quadratfreien Zahlen D <_ z, ffir welche die Pellsche 
Gleichung 

x~ - -  D y ~ --~ - -1  

Fundamentall0sung y~ = 1 hat, ist grO~er als .-~ die (Andererseits 
v 

ist diese Anzahl selbstverstiindlich kleiner als Vz.) 
IL Es ist r = 1 und s ~ 2. Ffir die Anzahl der quadratfreien 

Zahlen in der Reihe (5) erhalten wir hier die Ungleiehung 

~,<.V-~, 1). 

Denn ffir pi > ~y, wird 

> c y  > Ihk(y)l, 

ftir alle y > y o .  Soll g(y), fiir y ~ Y o ,  durch p~ teilbar sein, muff also 
pi < Y ~ c y  sein. Setzen wir, wie frfiher, P - -  ~ �9 = - - P t ' P I "  "p~- i  und 

oo 

so ergibt sich schlieBlich 
(11) Is(x; f )  > K x ,  

C 
wo K eine beliebige positive Gr6•e kleiner als - ~  ist, fiir alle x > Xo. 

Speziell ergibt sich z. B. der folgende Satz: 
Es gibt unendlich viele positiv~ ganzzahlige Werte yon x, ffir 

welche die Zahlen 

alx  + bl, a~x + b~, asx + bs 

sttmtlieh quadratfrei sind, wenn keine der Zahlen (ai, bi) dureh ein Prim- 
zahlquadrat teilbar sind. 

Denn ein primitives Polynom yon niedrigerem Grade als dem 4 ten 
kann kein Primzahlquadrat als festen Teiler haben. 

Beispiel : 
Es sei f ( x ) =  4x s -  1. Wir erhalten hier die Ungleichung 

I z x  I l~(x; 4x~- - l )  > x - - ~  -:z- + 1 = ~,.>s ~ p~ / '  

wo die Summe fiber alle ungeraden Primzahlen ~ V 2 x  + 1 zu erstrecken 
ist. Es ist hier nicht notwendig, den Umweg fiber die Funktion g(y) 
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Denn der einzige Diskriminantenteiler, die Primzahl 2, geht 

die Ungleiehung 

(13) 2 xl > - ~ y l - - 1 ,  

dann sind xl und y~ die Fandamentalltlsungen der Gleichangl). 
Da die Fundamentall6sungen die kleinsten (positiven) L6sungen sind, 

so ist der Satz evident ftir yl ---~ 1. Wi~ren etwa x -~- ~ und y ~ ~/ die 
Fundamentalltlsungen and 1 < ~ <  yl, so erhielten wir 

1) Dal~ diese Ungleichung nicht allgemein ftir die Fundamentalliisungen gilt, lehrt 
1 

das Beispiel D - -  13 mit x~ ~ 649 und y~ ~--- 180, also ~- y~ - -  1 -~- 16 199 :> xl. 

zu gehen. 
nicht in 4 x ~ - - I  auf; und es ist zugleich 

1 1 1 1_ ~ 8 k $  1 a:' 8 2 
3-~-q--~-q-~-q-  -t- . . . . . . . . .  < ~ -  ( 2 k + l ) '  : 9 9 < 9 - "  

Folglich 
5 h(x; 1) 

oder da ftir alle x > 162 

V2x+a<ig , 
so ergibt sieh selflieglieh 

g 1 
(12) l z ( x ;  4 x  - - 1 ) ~ - ~ - x .  

Eine kurze Rechnung zeigt, daft diese Ungleichung auch fiir alle positiven 
x__<162 gtiltig ist. Man kann dies aueh so aussprechen: 

Die Anzahl der quadratfreien Zahlen D ~ z fiir welche die Pellsche 
Gleiehung 

x ~ -  D y  ~ ---- 1 

Fundamentall6sung Yl ~ 1 hat, ist grClfier a l s + V z +  die 1. 

Anmerkung : 

Man beweist auch leicht den allgemeineren Satz: 
Es sei yl eine beliebige positive ganze Zahl. Dann ist die Anzahl 

der quadratfreien Zahlen D < z, ffir welche die Pellsehe Gleichung 

x ~ - -  D y  z -~- 1 

die Fundamentalltisung y-~-y~ hat, grtil~er als k V z ,  w o k  eine yon y~ 
abhangige positive Konstante ist. 

Diesen Satz haben wir also fiir y~ ~-1  schon bewiesen. Wir 
wollen zunachst den folgenden ttilfssatz beweisen: 

Gilt ftir ein Paar  yon positiven Ltisungen x ~ xa, y ~ yl der 
Pellschen Gleichung 

x ~ - -  D y  ~ ~ -  1 
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D __ 
1 .~--1 x, - 

~ - -  y~  

y ~ - -  ~ y~ - -  ---- d ~ O, 
woraus 

-~ Yl + xl ~ / ~  dl, ~ -~ Yl - -  Xl  ~ ~ d~,  

wo d~ d~ ~ d ist; folglich 

1 
x ~ - -  dl--d~2~t ~ < d--12~l - -  Y~--~t~----12~I ~ < - ~ y ~ - - l ,  

in Widerspruch zu (13). Also ist der Hilfssatz bewiesen. 
Folglich haben alle Zahlen 

(14) D y~  [(1 + * * --~ u y , )  - -1]  = u (uy~+2), 

wo u eine beliebige positive ganze Zahl ist, die Eigenschaft, da6 die 
Pellsche Gleichung 

x ~ -  D y  ~ ~ 1 

die Fundamentalltisung y ~ Yl hat. Wir haben aber soeben gesehen, 
dab die Anzahl tier Zahlen (14), die quadratfrei und <__ z sind, gr0Ber als 
k Y z i s t ,  wo die positive Zahl k nur yon Yl abhi~ngt. Unser Satz ist damit 
bewiesen. Ja, man sieht leicht ein, dab der Satz sogar auch dann gilt, 
wenn man verlangt, dab D gewissen Kongruenzbedingungen genfigen 
soll (z. B., dab D durch 5 teilbar sein sol], usf.). Ganz analog beweist 
man den folgenden Satz: 

Es sei yl eine beliebige positive ganze Zahl, deren Primfaktoren 
nur Primzahlen yon der Form 4 t + 1  sind. Dann ist die Anzahl der 
quadratfreien Zahlen <__ z, ftir welche die Pellsche Gleichung 

x ~ - -  D y 8 ---- - - 1  

die FundamentallOsung y ~ y~ hat, grOBer als k ~ w o k  eine yon yl 
abhangige positive Konstante ist. 

Entsprechende Resultate folgen nattirlich ftir die Grundeinheiten in 
quadratischen Zahlk(~rpern. 

w 3. Eine Bemerkung tiber die hnzahl der Primzahlen in einer 
arithmetischen Reihe hiiherer 0rdnung. 

Soll die Reihe 
r(1), f(2),  f(3),  . . . . . . . . .  in inf. 

unendlich viele Primzahlen enthalten, muB das Po lynomf(x)  natfirlich 
irreduzibel und ohne feste Tefler sein. Es sei nun gegeben das 
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irreduzible Polynomf(x)  n ten Grades in x, das keinen festen Teiler hat. 
Wir woUen zunachst den folgenden Hilfssatz beweisen: Wenn ~,~ (wie 
friiher in w 1) die Anzahl der inkongruenten Wurzeln der Kongruenz 

f (x)  -~ 0 (mod. p) 
bedeutet, so ist 

.) n o, 

wo das Produkt fiber alle Primzahlen p ~ x zu erstrecken ist. 
Es genfigt, den Satz ffir solehe Polynome zu beweisen, ffir welche 

der Koeffizient yon x" gleieh 1 ist. Denn ist dieser Koeffizient ao, 
setzen wir 

ano- X f (x )  = g (z), 

wo z---- aox ist; die Anzahl der inkongruenten Wurzeln der Kongruenz 

f (x) ~ 0 (mod. p), 

wo p eine Primzahl ist, ist aber genau gleieh der Anzahl der inkongruenten 
Wurzeln tier Kongruenz 

g(z) ~ 0 (mod.p), 

wenn p nur nicht in ao aufgeht. 
Es sei nun K(a) der durch die Wurzel a von f ( x ) =  0 erzeugte 

Korper n ten Grades. Dann gilt bekanntlieh 1) 

lira I I  (1 1 ) 0, 

wo das Produkt fiber alle Primideale p in K(a), deren Norm N ( p ) ~  x 
ist, zu erstrecken ist. 

Es sei nun u~) die Anzahl der (verschiedenen) Primideale r ten Grades, 
die im Hauptideal [p] aufgehen, wo p eine (rationale) Primzahl ist. Dann ist 

n( i  

1 P 1 P ~ l x (  - - P  = 1 1  - -  1 1  - ~  1 -  , . . t  ~J , , ,~  p J . . . .  p.J , 
m 

1_ 
wo die Produkte fiber aUe Primzahlen p < x bzw. < x" bzw. ~ , ' '  �9 ' " o * *  

1 

<__ x n zu erstreeken sind. Nun konvergiert aber das Produkt 

1) Siehe z. B. E. LAI~DAU, Einftihrnng in die elementare und analytische Theerie 
der algebraischen Zahlen und der Ideale (Leipzig 1918), Tell 2. 
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1 p~l 

fiir r ~ 2 .  Denn es ist 

1 1 ~(~) 1 n 

und die fiber alle Primzahlen. p erstreekte Summe 

~ 1 

konvergiert ftir r > 2. Wegen (2) ist somit 

/ 1 \V ~) 
lim l lx~i - -~-)~  = 0 .  

Weiter ist ~,~) = ~ ffir alle Primzahlen, die endlieh vielen Primteiler 
des Index der ganzen Zahl a eventuell ausgenommeni). Da endlieh 

( 1 -  1)YP__> (1-- -~-)  > 0  

ist, so ist unser Hilfssatz bewiesen. 
Es seien nun 

(3) pl, p~, ps, . . . . . . . . .  , pro, . . . . . . . . .  

die si~mtlichen Primteiler yon f ( x )  der Gr0fe nach angeordnet. 
Es sei gegeben die positive Zahl ~. Dann existiert ein m, so daft 

1 

pi~p<-_pm 

ist. Indem wir die Anzahl der PrimzaMen in der Reihe 

(5) f(1), f ( 2 ) ,  f(3), . . . . . . . . .  , f ( x )  

dureh u(x ; ' f )  bezeichnen, wollen wir den folgenden Satz beweisen: 

(6) ~ (x ;  f )  ---- o (x). 

Der Beweis ist dem Beweis fiir die gew.0hnliche Primzahlfunktion u(x) 
ganz analog~). 

') DEDEKIND, t~ber den Zusammenhang zwischen der Theorie der Ideale und der 
Theorie der hiiheren Congruenzen, Abh. der K. G.es. der Wisw zu GSttingen, 1878. 

2) Siehe z.B.E. LANDAU, Handbuch der Lehre yon der Verteilung der Prim- 
zahlen, Bd. 1, S. 69--71. 
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Auch ffir den Fall  f ( x ) =  x ~ +  1 ist der Satz frfiher bewiesen 2). 
Es  bezeichne B ( x ; p l , p ~ ,  . . . . . . . . .  ,iota) die Anzahl der Zahlen in der 
Reihe (5), die dutch keine tier m ersten Primzahlen p~, p2, . . . . . . . . .  ,p,~ 
der Reihe (3) teilbar sind. Dann ist offenbar 

(7) ze(x; f )  ~ m -~- B (x ;  p~, p~, . . . . . . . . .  , pm). 

Es sei _~ eine Gr(Jfle, so dab 

(8) ~ > plp~ " �9 "1~, 
und zugleich 

(9) -~  _~ > (1 @ n) 'n + m - -  1. 

Dann betrachten wit  nur solche x, die ~ ~ sind. Es sei nun 

D = pipj" �9 �9 pl 

ein Produkt  aus verschiedenen tier Primzahlen pl, p~, . . . . . . . . .  ,p,n. 
Dann ist die Anzahl der Zahlen in der Reihe (5) die durch D teilbar 
sind, gegeben dutch 2) 

/ X - -  X (D) ~ [ X - -  X~ D) ~ [ X - -  X(I~) 

E ( - ~  ] + I - [ - E (  --~ ) + l @  . . . . . . . . .  @ E (  -~ ) @ 1 ,  

wo x(~ D), x~ D), . . . . . . . . .  , x(~) die N positiven Wurzeln der Kongruenz 

f (x) ~ 0(rood.D) 

sind, die <__D und zugleich ~ x  sind. Da aber D ~ p l p j ' " p , n <  ~_~x 
ist, folgt, da~ 

N = vp,. ~ j . . .  ~,~, 

ist. Es  ergibt sich somit nach bekannten Uberlegungen 

k = N  / X__X(D) ) 
U ( x ; p , , p ~ ,  . . . . . . . . .  , p , n ) - - ~ x + ~ _ j ~ ( n ) ~ _ ~ E [  _ k + 1 ,  

D~I k=l ~ -/J 

wo man fiber alle Teller ~ 1 des Produktes  p ~ . p ~ . . . p ~  zu summieren 
hat. Setze ich hier s ta t t  dem Gliede 

- -  x(kD) + 1 )  E (  x D 

1) Siehe VIGG0 BRUN, 0m fordelingen av primtallene i forskjellige talklasser, 
Nyt Tidsskrift for Matematik, Bd. XXVII (Kopenhagen 1916). 

2) E (a) bedeutet die gr(il~te ganze Zahl __< a. 
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die Zahl 
X 

D '  

so begehe ich h6chstens einen Fehler yon der Gr6fie 1 

denn 0 <__ 1 ~ ~ 1 , also ffir alle Glieder einen Fehler kleiner als 

~ ' ( D ) "  N : ~ v r , - k , g ~ J , , , , "  vpj q-  . . . . . . . . .  -k- J'p, . vp,.  . . up., 
D > I  

. . . . . . . . .  + ( : ) . .  

Aus (7) folgt mithin 

~(x;D < (1 + n)'~+ m--1 + x + ~ e ( D ) ~ .  N. 
D > I  / - I  

Nun ist nach (4) 
~ 2 r  

1 
D-1 /3 ~--a. 

Wegen (8) und (9) folgt also 

oder 

lim z (x; f )  __  O, 
~--~  oo X 

w. z. b. w. 

H a m b u r g ,  Mathematisches Seminar, Dezember 1921. 


