
~Yber die neue Grundlagenkrise der Mathematik. 

(Vortr~ge, gehalten im mathematischen Kolloquium Zfirieh.) 

Von 

Hermann Weyl in Ziirieh. 

Die Antinomien der Mengenlehre werden gewShnlich als Grenzstreitig- 
keiten betrachtet, die nur die entlegensten Provinzen des mathematischen 
Reichs angehen und in keiner Weise die innere Soliditiit und Sicherheit 
des Reiches selber, seiner eigentliehea Kerngebiete gef~hrden kSnnen. Die 
Erkliirungen, welche yon berufener Seite fiber diese RuhestSrungen ab- 
gegeben wurden (in der Absieht, sie zu dementieren oder zu schlichten), 
tragen abet fast alle nicht den Charakter einer aus vSllig durchleuchteter 
Evidenz geborenen, klar auf sich selbst ruhenden Uberzeugung, sondern 
geh6ren zu jener Ar~ yon halb his dreiviertel ehrlichen Selbstt~uschungs- 
versuchen, denen man im politischen und philosophischen Denken so o~t 
begegnet. In der Tat: jede ernste und ehrliche Besinnung mul~ zu der 
Einsicht fiihren, da$ jene Unzutrs in den Grenzbezirken der 
Mathemat[k als Symptome gewertet werden miissen; in ihnen kommt an 
den Tag, was der ~uSerlich gls und reibungslose Betrieb im Zentrum 
verbirgt: die innere Haltloslgkeit der Grundlagen, auf denen der Aufbau 
des Reiches ruht. Ich kenne nur zwei Versuche, das Ubel an der Wurzel 
zu packen. Der eine riihrt von B r o u w e r  her; sehon seit 1907 liegen 
gewisse richtunggebende Ideen der yon ibm angestrebten Reform der 
Mengenlehre und Analysis vor; doeh hat er erst in den letzten Jahren seine 
Ans~itze zu einer konsequenten Lehre ausgebildetl). Unabh~ingig davon 

1) Siehe namentlioh die Dissertation ,,Over de grondslagen der wiskunde", Amster- 
dam 1907, den Aufsatz in der Tijdschrift veer wijsbegeerte, II (1908), S. 152--158, 
den im Bull. Amer. Math. Society, 20 (Nov. 1913), S. 81--96, ver5f~entliohten 
Vortrag ,Intuitionism and Formalism '~, die Abhandlungen ,,Begriindung der Mengen- 
lehre unabhiingig veto ]ogischen Satz veto ausgeschlossenen Dritten", Verh. d. K. 
Akad. v. Wetensoh. to Amsterdam 1918, 1919, vnd den Artikel ,Intuitionistische 
Mengenlehre ~', Jahresber. d. Deutsch. Math.-Vereinig. 1919, S. 203-208. 
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ht~be ieh 1918 in einer Schrift ,,dss Kontinuum'" l t~ lg  gehegte Gedanken 
m.t einer neuen Grundlegung der Analysis susges t,t~ltet~ Die vorliegenden 
Schwierigkeiten Isssen sich am besten am Beg, r i f t  t i e r  reellen Zahl und des 
Kontinuums klarmachen; ich will deshslb s u c h  h i e r  wieder davon sns- 
gehen und zan~hst  kurz fiber das Wesentliche m e i n e s  Versuchs, hernaoh 
in freier Weise fiber die Brouwerschen Ansiitze be r i ch t en .  

L Die atomistisehe Auff~msu~g des K o n t i n u u m s .  

1. Der Ci rcu lus  v i t i o s u s -  

Wir gehen mit Dedek ind  sue yon dem S y s t . e x ~  tier rationalen Zahlen 
und wollen die einzelne reelle ZSIfl a c h a r a k t e r i s i e r e n  durch die Menge 
derjenigen rstionsien, welche kleiner sind sis ~ ' , .  W V ~ . ~ e r e e l l e  
Zghl geradezu sis eine Menge rationater Zahlen, w ~ ~ -  
~ i ~ h s ~  besitzt, ~ mit jeder rationalen Z a h l  a~ aunc sue ranonalen 
Za-~Ten--<'~z a~-~Elemente zu enthalten. Diese 1M[engen sind unendliche 
Mengen, and eine unendliche Menge kann n i e r n a l s  ~nders  gegeben werden 
sls dadurch, daft eine Eigenschafl hingestellt w i r d ,  w e l c h e  flit die E]emente 
der Menge charakteristisch ist. Eigenschaften r a t i o n a l e r  Zahten abet kon- 
struiert man &uf rein logischem Wege, indem m a n  a u s g e h t  yon den urspriing- 
lichen Eigenschaften und Retationen, welche d e m  O p e r i e r e n  mit rationslen 
Zadalen zugrunde liegen. A18 solche kann man  b e t ; r a c h t e n :  

die Eigenschaft: x ist p o s i t i v ;  
die Relation ~ q- y - z; 
die Relation z.  y ~ z. 

Geht man yon den rationalen auf die n a t i i r l i c h e n  Zahlen zurfick, so 
i~t die einzige Grundrelatlon, mit Hilfe deren a l l e  iibrigen rein logisch zu 
definieren sind, diejenige, in der das e igen t l i che  Wesen  der nstiirlichen 
Zahlen liegt; sic besteht zwischen zwei n a t i i r l i c h e n  Zahlen n, n '  dann 
und nur daan, wean n ~ die suf ** n~ehstfolgende Z a h !  ist. 2~hnlich geht 
die Geometric des Eukl id  sue yon drei ( ~ r u n d k a t e g o r i e n  yon Gegenst~nden: 
Punkt, Gerade und Ebene, und einigen wenigen,  t i e r  Anschsuung zu ent- 
nehmenden ,,ursprlingliehen" Relationen swisohen ihuen (,,Punkt liegt anf 
C-erade'" usw.), yon denen in den Axiomen d i e  R e d e  ist. Alle ~ibrigen 
Beg:rifle, insbesondere alle Eigeasehaften yon P u n k - b e n ,  Geraden und Ebene~a 
und slle Relstionen zwischen ihnen aind mi~ I - I i l f e  jener urspriing!ichen 
Relationen logisch zu e r k l ~ n .  

Den Eigenschaften rationaler Zahlen e n t s p r e c h e n  die  Mengcn in solcher" 
Weise, dell zwei EigensehMten ~ und 1~' unter U ~ a s t i ~ n d e n  such dann, wenn 

I) Vgl. such meinen Aufsatz ,Der Circulus vltiosue i n  der heutigen Begriindung 
der Amdysis u, Jahreeber, d. Deut~h. M~th.-Vereinig. 1919 ,  S. 85--92. 
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sie selber dutch verschiedene Konstruktionen aus den urspriinglichen Eigen- 
sohaften und Relationen gewonnen sind, die gleiche Menge bestimmen; n~mlich 
dana, wenn die beiden Eigenschaften umfangs~leich sind, d.h. wenn jede 
rationale Zahl, welche die eine Eigenschaft besitzt, aueh der andern teil- 
haf~ig ist, und umgekehr~. Fiir die Identits zweier durch je eine Eigen- 
sehaft bestimmten l~Iengen ist also nicht der Sinn der Eigenschaften mal~- 
gebend, sondera ihre sachliehe Ubereinstimmung (ira ,,Um/ang"), die rein 
logisch aus der Definition nicht abgelesen, sondern nur au{ Grund yon 
Saehkenntnissen festgestellt werden kann. -- Es ist natiirlieh an sich gleieh- 
giiltig, ob man sich des Wortes ,,Menge" oder ,,Eigenschaft" bedient. Nut 
mul~ man sieh durehaus vor der Vorstellung hiiten, da[~, wenn eine un- 
endliehe Menge definiert ist, man nicht bloi3 die fiir ihre Elemente charak- 
teristisehe Eigenschaft kenne, sondera diese Elemente seiber sozusagen 
ausge.breitet vor sich liegen habe und man sie nur der Reihe nach dureh- 
,ugehen brauehe, wie ein Beamter auf dem Polizeibureau seine Register, 
um ausfiadig zu maehen, ob in der Menge ein Element yon dieser oder 
jener Art existiert. Das ist gegeniiber einer unendliehen Menge sinnlos. 

Wit betraehten in der Analysis nich~__bj.alk einzelne reelle Zahlen, 
sondern aueh 5Iengen r e i n  und Zuordnungen zwischen ihnen. Eine 
reelle Zahl ist naeh unserer Erkl/irung gegeben durch eine Eigenschaft 
rationaler, eine Menge reeller Zahlen demnaeh dureh eine Eigenschaft A 
yon Eigenschaften rationaler Zahlen. Es ist leicht, derartige ,,Eigenschaften 
yon E~nsehaf ten"  zu bilden; ein Beispiel ist folgende Definition: Eine Eigen- 
sehaft rationaler Zahlen heille yon der Art A, wenn sie der Zahl I zukommt 
(A korrespondiert*~ler ,,Menge aller reellen Zahlen ~ 1"). Betrachten wit 
jetzt die Konstruktion der oberen Gr.enze einer beliebigen solehen Menge 

t 

A yon reellen Zahlen! Die Grenze, eme reelle Zahl, wird gegebea dureh 
eiae Eigenschaft @A rationaler Zahlen; und zwar wird ~A' Iolgendermai~en 
erkl~rt: sie kommt einer rationalen Zahl x dana und nur dana zu, wenn 
es eine Eigenscha/t ~ yon der Art A gibt, welche der Zahl x zukommt 
(wenn es eine reelle Zahl ~ in der Menge h gibt, unterhalb deren x liegt). 
Diese Erkl~irung rechnet abet, wenn sie einen Sinn besitzen solt, nicht nut 
darauf~ dal~ der Begriff der Eigenschaft rationaler Zahlen ein in sieh klarer 

~ apd:e~ndeutiger ist, sondern da~ auch der Inbegriff ,,aller m6glichen" 
~ ~ h a / t e n  ein in sieh bestimmter und begrenzter, prinzipiell iiberbliek- 
' ~ e ~  isr denn sle rechne~ darauf, dat~ die Frage: ,,G~bt es eme Elgen- 
sehaft ~! yon gewisser Beschaffenheit?" (nhmlich eine solehe, welehe zugleieh 
yon der Art A ist und der Zahl x zukommt) einen Sinn besitzt, sieh an 
einen an sieh bestehenden Saehverhalt wendet, der die Frage mit Ja oder 
Nein beantwortet. Dies ist ~edoch evidenterma]3en nieht der ~all. Denn 
es 'sei gelungen, au( irgendeine Weise einen derartigen in sich bestimmten 
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und begrenzten Kreis von Eigensehaften rationaler Zahlen abzustecken (ich 
will sic x-Eigenschaften nennen), und es sei A wie oben irgendeine Eigen- 
schaft von Eigenschaften; dann hat es einen klaren Sinn, mit Bezug auf 
irgendeine rationale Zahl x zu fragen, ob es eine ~-Eigenschaft von der 
Art A gibt, welche der Zahl x zukommt. Ist dies der Fall, so wollen 
wir ihr die Eigenschaft ~A zuschreiben, sonst abspreehen. Nun ist aber 
ganz deutlieh, da$ diese Eigenschaft ~A (die ja auf Grund der Gesamtheit 
aller ~-Eigenschaften definiert ist) ihrem Sinne naeh auflerhalb des ~-Kreises 
steht. Hierin gibt sieh kund, dal~ der Begriff ,,Etgensehaft rat~gn~Ier~hlen", 
wie ich reich ausdriicken will, nieht umfangs-definit ist, und unsere Er- 
kli~rung der oberen Grenze einen Cireulus vitiosus enth~l~. Es ist natiirlieh 
nieht ausgeschlossen, da$ die Eigens~c aft ~A mit einer x-Eigensehaft um- 
fangsgleieh ist. Um dem Satz yon der Existenz der oberen Grenze einer 
jeden Menge reeller Zahlen einen klaren Sinn zu erteilen und seine Wahr- 
heit sicherzustellen, wiire also dies erforderlich: es miiSte sin in sich be- 
stimmter und begrenzter Inbegriff yon Eigensehaften, ,,x-Eigensehaften", 
konstruiert werden, fiir welehen nachweislieh der Satz gilt, da$ eine Eigen- 
schaft ~A, welche nach dem obigen Schema aus der Gesamtheit der ~-Eigen- 
sehaften konstruiert ist, stets mit einer bestimmten x- Eigenschaft umfangs- 
gleich ist, Dies ist niemals versueht women; es liegt nicht das leiseste 
Anzeichen dafiir vor, dal~ eine solche Konstruktion mSglich ist; sie ist 
yon vornherein so ungeheuer unwahrseheinlich, dab man niemandem ver- 
niinftigerweise zumuten kann, danaeh zu suchen. 

Wir fixieren dis gewonnene Einsieht, ohne uns auf eine tiefere er- 
kenntnistheoretische Analyse einzulassen, mit den folgenden Worten. Dutch 
den Sinn eines klar und eindeutig festgelegten Gegenstandsbegriffs mag 
wohl stets den Gegenst~inden, welehe des im Begriffe ausgesprochenen 
W~sens sind, ihre Existenzsphiire angewiesen sein; abet es ist datum keines- 
wegs ausgemaeht, dal~ der Begrif~ ein um/angs-de]initer ist, dal~ es einen 
Sinn hat, von den unter ihn fallenden existierenden Gegensti~nden als eiaem 
an sieh bestimmten und begrenzten, ideal geschlossenen Inbegriff zu sprechen. 
Dies schon datum nieht, weil bier die ganz neue Idee des Existierens, des 
Daseins, hinzutritt, w~hrend der Begriff nur yon einem Wesen, einem 
So-sein handelt. Zu dieser Voraussetzung seheint allein das Beispiel des 
wirkliehen Dinges im Sinne der realen 2kullenwelt, welehe ale eine an sieh. 
eeiende und an sieh ihrer Besehaffenhei$ nach bestimmte geglat~bt wird, 
verfiihrt zu haben. Ist@ eine ihrem Sinne naeh klar und eindeutig gegebene 
Eigenschaft der unter einen Begri~ B fallenden Gegenst~nde, so behauptet 
fiir einen beliebigen derartigen Gegenstand x der Satz: z hat die Eigen- 
schaft @, einen bestimmten Sachverhalt, der besteht oder nicht besteht; 
das Urteil ist an sich wahr oder nicht wahr -- ohne Wandel und Wank 
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und olme Moglichkeit irgendeines zwischen diesen beiden entgegengesetzten 
vermittelnden Standpunktes. Ist der Begriff B insbesondere umfangs- 
definit, so hat aber nicht nur die Frage ,,hat x die Eigenschaft ~ . "  fiir 
eirten beliebigcn unter B fallenden Gegenstand x einen in sich klaren und 
eindeutigen Sinn, sondern auch dm Existenzfrage ,,gibt es einen unter 
B fallenden Gegenstand, welcher die Eigenschaft @ besitzt?" Gestii~t auf 
den uns in der Anschauung gegebenen Erzeugungsprozel3 der natiirlichen 
Zahlen, halten wir daran fest, da$ der Begriff der natiirlichen Zahl um- 
fangs-definit ist; ebenso ist es dann mit den rationalen Zahlen bestellt. 
Nicht umfangs-definit sind aber gewil~ die Begriffe ,,Gegenstand", ,,Eigen- 
sehaft natLirlicher Zahlen" und /ihnliche. Es ist wertvoll, sich nicht blo$ 
durch die oben angestellten Uberlegungen dessen iiberfiihren zu lassen, 
sondern diese Tatsaehe in unmittelbarer Einsicht zu ergreifen. 

2. Die K o n s t r u k t i o n .  

Die auf reelle Zahlen beziiglichen Existentlal-Aussagen und, wie wit 
hinzuf/igen k6nnen, die auf sie beziiglichen allgemeinen Aussagea (sie kSnnen 
als negative Existentialurteile ausgelegt werden) bekommen, wie wir sahen, 
nur dann einen Sinn, wenn wir den schrankenlosen und umfangsvagen 
Begriit ,,Eigenschaft rationaler Zahlen" zu einem umfangs-definiten ,,x-Eigen- 
schaft" einschr~nl~en. Wie sell das geschehen? Ein Blick auf das kon- 
struktive Ver]ahren der Mathematik gibt darauf die Antwort. Ich sagte 
schon c~ben, dal] alle Eigenschaften und Relationen (die Eigenschaften kSnnen 
wit immer mit als Relationen rechnen, es sind Relationen mit nut einer 
Unbestimmten) aus wenigen urspriingliohen Relationen auf rein logischem 
Wege aufgebau~ werden. Der Aufbau geschieht mit Hilfe weniger logischer 
Konstruktionsprinzipien, welche in den Worten ,,nicht", ,,und", ,,oder", 
,,es gibt" enthalten sind und welche lehren, wie aus einer oder zwei schan 
konstruierten Relationen eine neue hergeleitet wird. Sie spielen im Gebiete 
der Relationen die gleiche Rolle wie die vier Spezies im Gebiete der 
rationalen Zahlen, die ja aueh dureh ihre Wiederholung in beliebiger Anzahl 
und Kombination gestatten, yon der Zahl 1 aus atle rationalen Zahlen zu 
erzeugen. Die Konstruktionsprinzipien regeln die Genesis der Eigenschaften 
und Relationen, sie definieren auf genetische Weise den umfangs-definiten 
Begriit der u-Eigensehaft und z-Relation. Es ist abet das Verh~ngnis 
bisheriger Analysis, dal] sie unter ihren Konstruktionsprinzipien auf Sohritt 
und Tritt aueh das folgende benutzt: Ist A eine Eigenschaft yon Eigen- 
sehaften, ,so erzeuge man daraus die Eigensehaft ~A, welche einer rationalen 
Zahl x dann und nur dann zukommt, wenn sich mit Hilfe der Konstruktions- 
l~rinzipien (insbesondere aueh dieses Prinzips selbst!)eine Eigenschaft yon 
der Art A bilden l~illt, welche der Zahl z zukommt. Solch~ Regel ist aber 
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als Konstruktionsprinzip natiirlich sinnlos; die Fehlerhaftigkeit des Zirkels 
ist ja bier mit Hiinden zu greifen. 

Dal~ des Bild night gar zu unbestimmt bleibe, will ich die iibrig- 
bleibenden zirkelfreien Definitionsprinzipien hier kurz kennzeichnen. 

1. Identi/izierung mehrerer Unbestimmten; so entsteht aus N (x y) 
,,x ist Neffe yon y" :  N ( x x )  ,,x ist Neffe yon sigh selber". 

2. Negation; aus N(xy )  entsteht N ( x y ) , , x  ist nieht Neffe yon y".  
3. Verkniipfung zweier Relationen durch und; daboi muB angegeben 

werden, wie die Unbestimmten beider Relationen mlteinander zu identi- 
fizieren sind; z. B. aus N(xy )  und V(xy) ,,x ist Vater yon y" die 
tern/ire Relation N(xy) .  V(yz)  ,,x ist Neffe yon y und y Vater yon z". 

4. Verkniipfung zweier Relationen durch oder. 
5. Auafiillung einer Unbestimmten durch einen gegebenen Gegenstaud; 

aus J:(nn') ,,die natiirliehe Zahl n' folgt auf n"  entsteht so z. B. die 
Eigenschaft J=(5n') mit der Unbestimmten n': folgt auf 5". 

6. Ausfiillung einer Unbestimmten dutch ,,es gibt"; aus der Relation 
J: (n n') geht so die Eigenschaft ~ (* n') hervor mit der Unbestimmten n':  ,,es 
gibt eine Zahl, auf welche n'  folgt" (sie kommt allen Zahlen aul]er 1 zu). 

In allen Teilen der Mathematik finder man, dab sich die Neubildung 
yon Eigensehaften und Relationen dureh kombinierte Anwendung dieser 
Prinzipien vollzieht. Sobald abet die Menqenlehre eine Rolle zu spielen 
beginnt, reiehen sie nicht mehr aus; diese nilmlieh beruht darauf, dab sie 
auch die Eigenschaften und Relationen als Gegenstiinde betrachtet, zwischen 
denen neue Relationen bestehen kiinnen; sie bildet Mengen, Mengen yon 
Mengen usf. Relationen kSnnen dann ebensogut wie die urspriinglichen 
Gegenstiindo als ,,hrgamente" in andern Relationen auftregen. Die MSg- 
lichkeit dazu liefert folgender Kunstgriff. Eine Aussage wie etwa ,,die 
Rose ist rot" wlrd night mehr dem Schema ,,x is~ rot" untergeordnet, 
sondern dem allgemeineren ,,x hat die Eigensehaft E" ,  aus welehem sie 
dutch die Ausffillang x = Rose, E = rot hervorgeht. Die Worte ,,hat die 
Eigenschaft" bezeichnen eine gewisse ~ welche zwischen einem 
willkiirlicheri Gegenstand x und einer willkiirliehen Eigenschaft E bestehen 
karm. Z.B.,  als wit oben erkl~ten: eine Eigensehaft E rationaler Zahlen 
ist vonder  Art A, wenn sie der Zahl 1 zukommt, bildeten wit die Relation 
e (xE) zwischen einer unbes~immten Zahl x und einer unbestimmten Eigen- 
schaft E und fiillten dann x nach dem Prinzip 5. dutch die bestimmte 
Zahl 1 aus. Nehmen wir beim Aufbau der Analysis unsern Ausgang yon 
der ersten Grundlage, den natiirlichen Zahlen, so ist dies also des ein- 
zuschlagende Verfahren: Wit haben eine einz~e Grundkategorie yon Gegen- 
stgnden, die natiirli~h~II ZZahlen; ferner uniire, bingre, terniire . . . .  Relationen 
zwischen solchen. Diese alle nennen wir Relationen 1. Stufe; die ~ e ,  
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der eine solche Relation angeh~rt, ist vollst/indig gekennzeichnet dutch 
die Anzahl der Unbestimmten, welche in sie eingehen. Die Relationen 
2. Stufe sind Relationen, deren Unbestimmte tells willkiirliehe natiirliche 
Zahlen, tells willkiirliche Relationen 1. Stufe sind. Die Kategorie, der 
eine solche Relation 2, Stufe zugehSrt, ist festgeiegt du~h die Zahl ihrer 
Unbestimmten und dutch die Gegenstandskategorien, auf welche jede ihrer 
Unbestimmten bezogen ist. Relationen 3. Stufe sind solche, in denen 
unbestimmte Relationen 2. Stufe auftreten usf. Jeder Kategorie ~t yon 
Relationen entspricht eine Relation + (xx" ...: X). welt.he bedeutet : x x ' . ,  . 
stehen in der Relation X zueinander. X ist darin eine nnbrst~!~tntc 
Relation der Kategorie ~[, die Unbestimmten x x ' . . ,  beziehen sich aui 
die gleichen Gegenstandskategorien wie die Unbestimmten der Relationen X 
yon der Kategorie ~.  Diese Relationen e benutzen wir neben der Relation 
1. Stuie Y als Ausgangsmaterial. Die Konstruktion vollzieht sich mit 
Hilie der oben angegebenen Prinzipien. Von i/men sind die Prinzipien 
1. his 4. ohne weiteres schrankenlos anwendbar. 5. ist, wenn mit seiner 
Hilfe eine unbestimmte Relation in einer Relation h~herer Stufe aus- 
gefiillt wird, so ~a interpretieren, daft die zar Ausfiiihng benutzt~ Relation 
ihreraeits such mit Hilfe der Konstruktionsprinzipien aufgebaut sein muff. 
Dieses Prinzip kann noch in einem erweiterten Umfang angewendet werden, 
weleher wiehtig ist. Wir kSnncn niimlich z. B. ~ine quin~ire Relatton 
R(uv i z y z )  auffassen sis eine yon den Unbestimmten x!lz abhiingige binan, 
Relation zwischen uv, nachdem wir arts den Unbestimmten dw Gruppe 
der ,,unabhii~gigen'" xyz abgest)ndert halwm (liter liegt in mriaer Theorie 
die Wurzel des Funktionsbegri//s,) Diese yon xyz abhiingige biniire Rtqation 
kann also zur Ausfiillung einer unbestimmten biniiren Relation benutzt 
werden. Das Prinzip 6. endlich, die Ausfiillung dutch ,,es gibt" darf nur 
auf Zahlargumente, niemals abet auf Argumente, die selbst Relationen 
irgendeiner Stufe sind, angewendet werden; es fiihrte uns sonst zu Sinn- 
losigkeiten. Die Einfiihrung yon e bliebe aber o/me jeden Weft, wenn 
man nieht clam fiir Relationen in Argumentstr wirksam werdenden 
erweiterten Substitutionsprinzip 5. ein solches der Iteration hintufiigte. 
Ich iormuliere einen einfachen Fall davon. Es sei R(mn IX ) eine Relation 
zwit~hen zwei willkiirliehen Zahlen mn und einer willkiirliehen biniiren 
Zahlmlation X.  has ~ =~ ~ erhalte ieh eine Relation tl~ der gleichen 
Kategorie, wenn ich in ,B(mntX)  die Unbestimmte X duroh /t selber 
~ daa tier (gem~[l der Einteilung tier Unbestimmten dutch den 
Vertikahtfich) sis eine yon X abhKngige biniire Relation zwisehen den 
willkiirtiehen ZatLlen m und n aufzufassen ist. In R~(mn X)  kann ieh 
abermals fiir die Unbestimmte X das so aufgefaflte R substituieren und 
erhalte dadurah eine Relation ~s ,  usf. Und nun bilde ich diejenige 
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Relation R(k ;  mnrX), aus welcher R1, R~, R a , . . .  dadut'ch hervorgehen, 
da6 ieh die unbestimmte Zahl k der Reihe naeh durch l ,  2, 3 . . . .  aus- 
fiille. -- Begrif[sbildungen und Beweisfiihrungen naeh Art der. Dedeki  ndschen 
Kettentheorie haben an dem hier auigewiesenen Zirkel" tell; wit sind darum 
aul~erstande, die Definition dureh volls~indige Induktion auf etwas Urspriing- 
lioheres zuriickzufiihren. Die Reihe der natiirliohen Zahlen und die in ihr 
liegende Anschauung der Iteration ist ein letztes Fundament des mathe- 
matisehen Denkens. In unserm Iterationsprinzip kommt diese ihre grund- 
siitzliche Bedeutung fiir den Aufbau allot Mathematik zum Ausdruek. 

Die Relationen, welche dutch beliebige Wiederholung und Kombina- 
tion der angegebenen Konstruktionsprinzipien gewonnen werden kSnnen, 
insbesondere die Relationen 1. Stufe zwischen natiirliehen Zahlen- dieser 
Art, bezeiehne ich als definite odor u-Relationen. Das ist die umfanga- 
definite Einsehri~nkung des Relationsbegriffs, auf welehe wit ausgingen. 
Im Hinbliek auf diesen genetisch begrenzt~n Kreis hat es nun einen 
kIaren Sinn, ~u flagon: Gibt es eine u-Relation yon der (mclder s  
Definiten Eigenschaf~en rationaler Zah|en entsprechen (sofern sie selber 
der Absohnittseigenschaft teilhaftig sind) die reellen Zahlen. Nut wenn 
wit den Begriff in dieser Weise fassen, die seinen Umfang bestimmt und 
begrenz~, bekommen Existenzfragen fiber reelle Zahlen einen Sinn. Dutch 
diese Begriffseinsehrgnkung wird aus dem fliel~enden Brei des Kontinuums 
sozusagen'ein Haufen einzelner Punkte l~erausgepickt. Das Kontinuum 
wird in isolierte Elemente zersehlagen und das Ineinanderverflossensein 
aller seiner Tefle ersetzt dureh gewisse, auf dem ,,grS/]et'-kleiner" be- 
mhende begriffiiche Relationen zwisehen diesen isolierten Elementen. Ich 
spreehe daher yon einer atomistischen Au//assung des Kontinuums. So 

!veffuhr aueh schon die heute anerkannte Analysis. Aber sie entIehnte 
d e r  Anschauung des Kontinuums die Ube~zeugung yon dot' ,,Existena an sich" 
aller reellen Zahlen und wurde so nicht gewahr, dal~ die MSglichkeiten, aus dem 
Kontinuum einzelne reelle Zahlen herauszulesen, keinen umiangs-definitea 
Inbegriff biIden. Sie war also eine ,,Sehaukeltheorie", welche bin und her- 
schwankte zwisehen (fatsch interpretierter) Ansohauung und Iogisch-arithmeti- 
scher Konstruktion. Die Theorie, wetche bier gesehildert wurde, entspringt 
daraus tmd nut daraus, daI~ man sich entschlossen und ohne KompromiB 
auf den letzten Standpunkt stellt, die atomistische Auffassung strong ken- 
sequent durehfiihrt. -- Verstehe ieh unter einer ,,Euklidischen Zahl" eine 
solehe, welche yon 1 aus gewonnen werden kann, indem man in beliebiger 
Kombination die vier Spezies und als fiinfte Operation das Quadratwurzel- 
ziehen aus einer schon gewonnenen positiven Zahl anwendet, so geniigt 
naeh einer gelegentlichen Bemerkung yon Dedek ind  dieses umiangs- 
definite System der Euk]idischen Zahlen, um innerhalb seiner alle Ken- 
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struktionen der Euklidischen Geometrie auszufiihren. Tre~bt man Euldi- 
dische Geometrie, so kann man sich also auf das System tier Punkte be- 
schr~inken, deren Koordinaten Euklidische Zahlen sind; die kontinuierliche 
,Raumsauce", welche zwischen ihnen ergossen ist, tritt gar nicht in die 
Erscheinung; jenes System liefert uns ein in sieh bestimmtes und be- 
grenztes Konstruktionsfeld, fiber das keine Operation der Euklidischen 
Geometric hinausffihrt. Uns ist es hier gelungen, indem wir statt der 
vier Spezies und der Quadratwurzeloperation gewisse andere, logisehe Kon- 
struktionsprinzipien in geringer Zahl zugrunde legten, ein umfangs-definites 
Zahlensystem zu erzeugen, innerhalb dessert nieht bloI~ die Konstruktionen 
der Euklidisehen Geometrie, sondern die viel allgemeineren Konstruktionen 
der Analysis (sofem sic den Charakter des Circulus vitiosus nicht an der 
Stirn tragen) unbeschr~nkt ausfiihrbar sind. Insbesondere gilt inuerhalb 
dieses ,,Weylschen Zahlsystems" das Cauchysche KonverjgenxpJ~azip, und 
es gilt aueh der Satz, dal~ eine stetige Fuuktion alle Zwisehenwerte an- 
nimmt; -- natfirlieh fiir solche Funktionen und ZaMfolgen, die selbst mit 
ttilfe unserer Konstruktionsprinzipien aufgebaut sind. Wenn ieh hernach 
dazu gelangen werde, meine eigene Theorie preiszageben, so ist es wohl 
erJaubt, dies ihr Verdienst bier mit Naehdruck hervorzuheben. Nie war 
es meine ~einung, da~ das in dec Anschaaung gegebene Kontinuum ein 
Weylsches Zahlsystem ist; vielmehr, da~ die Analysis lediglich eines 
solchen Systems zu ihren Konstruktionen b~.40xs und sic~'~-~ das da- 
zwisehen ergossene ,,Kontinuum" nicht zu bekiimmern braucht. Die logi- 
sehen Konstruktionsprinzipien sind nicht kiinstlich erdaehg; sie haben 
jedenfaUs einen weir natiirlieheren Charakter als die fiinf Operationen, mit 
Hilfe derea man das System der Euklidischen Zahlen gewinnt. Sie dienen 
nicht nut dazu, die reellen Zahlen selbst, sondern auch 1)unktmengen und 
l~unktionen reeller Variablen zu konstruieren, ttier sind gleichfalls die 
(niemals e):akt formulierten und best~ndig im Flul] der Entwieldung be- 
griffeneu) algebraisch-aualytischen Operationen, mit I-Iilfe deren die Ana- 
lysis des 17. und 18. Jahrhunderts ihre Funktionea aufbaute, um der All- 
gemeinheit willen dutch rein logische zu ersetzen. Dennoeh bleibt man 
genStigt, sieh auf einen Kreis yon l~unkCionen und Mengen zu beschriinken, 
welche mit ttilfe solcher Konstruktionsprinzipien gewonnan werden, darf 
dem Begriffe nich~ jene umfangsvage Allgemeinheit lassen, die heute iiblieh 
i8~ ~wenn generelle und Existentialurteile fiber Mengen trod Funktionen 
eirmn Sinn beJaalten sollen. 

Einige Konsequenzen dieser Lehre sind schon im vorangehenden ge- 
st~eifg worden. Wir erw~balten, dai~ das Cauchysche Konvergenzprinzip 
fiir Zahlfolgen za Reeht besteht, ebenso die Haapts~itze fiber stetige Funk- 
tionen. Der Satz hingegen, da6 eine beschr~nkte Punktmenge stets eine 
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priizise obere Grenze besitzt, muff aufgegeben werden, und es ist gay nicht 
daran zu denken, dieses , ,Dir ichle tsche Prinzip '~ irgendwie zu retten. -- 
Wie steht es mit der Abzdhlbarkei$ des Kon$inuums? Die Richardsche  
Antinomie bekommt bier im folgenden Sinne Recht: Man kann ottenbar 
die Anwendung der logischen Konstruktionsprinzipien so regulieren, dab 
in einem geordneten Entstehungsprozeg die definiten Eigenschaften und 
Relationen in bestimmter Reihenfolge erseheinen, wobei man die Sieher- 
heir hat, dag jede derartige Relation an einer gewissen Stelte des Pro- 
zesses erzeugt werden wird. Damit ist dann auch insbesondere das Sy- 
stem der ,,reellen Zahlen" (in unserm Sinne) in eine abgeziihlte Reihe 
geordnet. Aber in einem andem und oitenbar in der Mathematik allein 
in Betraeht kommenden Sinne bleibt die Giiltigkeit yon Can to r s  Behaup- 
tung, das Kontinuum sei nioht abzghlbar, sowie der yon jhm gefiihrte 
Bowels durehaus zu Reeht bestehen: Es gibt keine definite, mit Hilfe 
unserer Konstruktionsprinzipien aufzubauende Relation R (x, n) zwisohen 
einer willkiirliehen rationalen Zahl z und einer willkiirlichen natfirliohen 
n ,  yon der Art, daft zu jeder definiten Eigenschaft rationaler Zahlen E (z ) ,  
welche eine reelle Zahl bestimmt (die Abschnittseigensehaft besitzt), eine 
natiirliohe Zahl n gehSrt, fiir welehe die Eigensehaft R ( o ,  n) mit E ( e )  
umfangsgleich ist. Und diese Aussage geniigt aueh voltsti~ndig, um daraus 
die yon C a n t o r  gezogenen, mathematiseh belangreichen Folgerungen zu 
ziehen, z. B. die Existenz transzendenter Zahlen. Versteht man aber 
Abziihlbarkeit in diesem Sinne, so liegt natiirlich nicht der mindeste 
Grand vet, zu glauben, dag in jeder unendlichen Menge eine abz/ihlbare 
Teilmenge enthaltcn sein miigte; die Liickenlosigkeit der t~'s ist schon bei 
dem Ubergang yon den endlichen I~ardinalzahlen zu ~r in keiner Weise 
mehr gewghrleistet. -- Endlich sei noch eine Bemerkung fiber die Be- 
griindung der Geometrie hinzugefiigt. Da die Ptmkte, sofern der Begrii~ 
der reellen Zaht in seiner umfangsvagen Allgemeinheit belassen wird, 
keinen in sich bestimmten und begrenzten Inbegri~ bilden, ist es wider- 
sinnig, auf dieser Omndkategorie yon C-egenstiinden in analoger Weise die 
Geometrie zu errichten, wie hier andeutungsweise der Aufbau der Analysis 
auf dem Fundament des Begriits der natiirlichen Zahl vollzogen wurde. 
Vielmehr sind wir, um ein umfangs-definites System yon Punkten zu er~ 
halten, angewiesen auf ihre logisoh-arithmetisehe Konstruktion. Die 
,,Stetigkeit" in  der Oeometrie liigt sich also durch kein ,,Axiom des 
Dedekindschen  Sclmitts" oder dorgleiohen fassen; Stetigkeitsgeometrie 
tiil~t sich gar nicht als eine selbstgndige axiomatische Wissenschaft be- 
treiben, sondern man mug analytiseh verhlLren: L~bertragung der fertig 
entwickelten Analysis in die Sprache der Geometrie mit Hitfe des Uber- 
tragungsprinzips, das im Koordinatenbegrifl liegt. 
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H. Das Kontinuum als Medium freien Werdens. 

1. Die Grundgedanken .  

Wit heben yon neuem an und gehen diesmal yon einer etwas andern 
Auffassung der reellen Zahlen aus, welehe ihr Wesen reiner zum Ausdruck 
bringt. Wenn eine reelle Zahl e.' bekannt ist bis zur h-ten Dezimale mit 
einem Fehler kleiner als -t-1 der h-ten Dezimale, so ist damit ein die 
Zshl e- im Innern enthaltendes Intervall angewiesen, das yon einer Zaht 

m - 1  bis zur Zahl m + t  reicht; dabei ist m eine gewiase ganze ZahL 
10 h 1Q h 

Ersetzen wir die Dezimalbriiche um der mathematisehen Einfachheit willen 
durch Dualbriiche, so werden wir also der Definition der reellen Zahlen 
die ,,Dualintervalle" yon der Form 

rtt--I 2a_ m + 1 ~  

' 2h ) 

zugrtmde ]egen, wo m u n d  h beliebige gaaze ~shlen sind. Das hinge- 
sc]lriebene ist insbesondere ein Intervall ,yon der h-ten Stufe". Die 
Dualintervalle h-ter Stufe greifen iibereinsnder; wit miissen diese sich 
iiberdeckenden Intervalle benutzen und nicht etwa diejenigen, in welehe 

die Zah|gerade durch die Punkte yon der Form m zerlegt wird, damit 
�9 2 A 

immer, wenn eine reelle Zahl .mit einem gt, wissen (yon h abhiingigen} 
Grad der Genauigkeit gegeben ist, mit Bestimmtheit eines unter den Inter- 
vallea h-ter Stufe angegeben werden kann, in welches die Zahl notwendig 
hineinfiillt. Der Begriff der reellen Zahl, als einer zu~r nur approzimativ 
gegebenert Zahl,  ]iir welche sich abet der Grad der Anndherun9 itber ~ede 
Grenze treiben ldflt, ist demnach einfach so zu formulieren: Eine reelle 
Zahl ist eine unendliche Folge yon Dualintervallen i, i ' ,  i", . . .  yon der 
Art, dall jedes Intervall dieser Reihe das niichstfolgende ganz in seinem 
Inhere enthiilt. Da jedes der Dualintervalle dutch zwei &anzzahl!ge Charaktere , 
gekennzeichnet werden kann (m und h in der obigen Bezeiehnung) und 
das Enthaltense~ eines Intervalls in einem andern sich durch eine ein- 
fsehe Relation zwi~hen diesen ihren Chsrskteren ausdriickt, so bedeutet 
es nut eine unwesentliche Vereinfschung unserer Uberlegungen, wenn wit 
~rdicbst start der Folgen ineinander geschachtelter Dualintervalle keiner 
~ r ' ~ k u n g  unterwodene F o / g ~  na~i~'rlicher Zahlen betrschten. 

Die Schwierigkeit liegt Am Begrifl der Fo /ge . .Wenn  der- h,~Ltt~iKen 
Analysis iiberhaupt ein Staudpunkt zugrunde lieg~ vou dem aus ihre Aus- 
sagen-un~ ]~eweise vezst~ndlich sind, so ibt es der: die Folge entsteht 
dadurch, dal~ die einzelnen Zahlen der Reihe nach willkiirlich gewiihlt 
werden; das Resultat clieser unendlich vielen Wahlakte liegt fertig vor, 
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und im Hinblick auf die fertige unendiiehe Folge kann ich z. B. fragen, 
ob unter ihren Zahlen die 1 vorkommt. Abet dieser Standpunkt ist 
sinnwidrig und unhaltbar; denn did UnersehSpflichkeit liegt im Wesen des 
Unendlichen. Eine einzelne bestimmte (und ins Unendliche hinaus be- 

nut stimmte) Folge kann _ _  d u~gh~eLu_G~_Aefinier t  werden. Entsteht 
hingegen eine Folge Sch~tt'-f~r~T/~]g" 7[W/Sh ~ freie Wahlal~e, so will sic 
als eine ~ t r a c h t e t  sein, und nut solche Eigenschaften kSnnen 
sinnvollerweise yon einer werdenden Wahlfolge ausgesagt werden, ffir welehe 
die Entscheidung ,,ja oder nein" (kommt die Eigenschaft der Folge zu 

o d e r  nicht) sehon fi~llt, wenn man in der Folge bis zu einer gewissen 
Stelle gekommen ist, olme dal3 die Weiterentwicklung der Folge fiber 
cliesen Punkt des Werdens hinaus, wie sic auch ausfallen m(ige, die Ent- 
seheidung wieder umstoBen kann. So kSnnen wir mit Bezug auf eine 
Wahlfolge wohl fragen, ob in ihr an vierter Stelle die Zahl 1 auftritt, 
abet nicht, ob in ibx die Zahl 1 fiberhaupt nicht auftritt. Es ist eine erste 
grundlegende Erkenntnis B r ou wets ,  datl die dutch freie Wahlakte werdende 

~Zahlfolge mSgliches Objekt mathematischer Begriffsbildung ist. Repr~i- 
sentiert das Gesetz % welches eine Folge ins Unendliche hinaus bestimmt, 
die einzelne reelle Zahl, so die durch kein Gesetz in der Freiheit ihrer 
Entwieklung eingeschriinkte Wahlfolge das Kontinuum. Da$ es mSglich 
Ist, mit Wahlfolgen mathematisch zu operieren, ist gewill schon hinreichend 
dadureh belegt, dall man Zaordnungen zw. isehen Wahlfolgen stiften kann. 
Z. B. enthiilt die Formel 

nl, ---- m, + m~ + . . .  -+- m h 

ein Gesetz, gemiill welchem eine dutch freie Wahlakte werdende Folge 
m~, m, ,  ma, . . .  eine werdende Zahlfolge n~, n..,, ns . . . .  erzeugt. Allge- 
meiner kann clazu jedes Gesetz dienen, zulolge dessen in einer werdenden 
Folge natiirlicher Zahlen jede Wahl, die ihr ein weiteres Glied hinzufiigt, 
eine bestimm~e Zahl erzeugt. Die etwa beim h- ten Sehritt erzeugte Zahl 
wird dabei im allgemeinen nicht blo~ yon der beim h- ten  Schritt ge- 
troffenen Wahl abh/ingen, sondern yon dem ganzen in diesem AugeiIblictr 
fer~igen Abschnitt der Wahlfolge veto 1, bis zum h. ten Gliede. (Dabei 
hiilt die Entwicklung der ale Funktionswert au~tretenden Folge gleichen 
Schritt mit der Entwicklung der Argumentfolge: riiekt diese um eine Stelle 
vor, so auch jene. Es sind natiirlich kompliziertere Verhiiltnisse denkbar, 
auf die wir hernach genau zuriickkommen mfissen.) Die Brouwersche 
Bemerkung ist einfach, aber tier: bier ersteht uns ein ,,Kontinuum", in 
welches wohl die einzelnen reellen Zahlen hineinfallen, das sich abet selbst 
keineswegs in eine Menge fertig seiender reeller Zahlen auflSst; vielmehr 
ein Medium /reien Werdens. 
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Wir befinden uns ira Bezirk eines ttralten Problems des Denkens, 
des Problems der Kontinuit~t, der Ver~nderung und des Werdens. Von 
welch zentraler Bedeutung es fiir die denkende Bew~ltigung der Wirklieh- 
kei~ gewesen is~, m6ge man etwa in K. L a ~ w i t z '  ,,Geschichte der 
Atomistik" nachlesen; seine LSsung ist geradezu der entscheidende Schritt, 
welcher die aristotelisch-scholastische, am Substanzbegriff orientierte Physik 
trennt yon der modernen Galileischen. Von jeher stehen sich einander 
gegeniiber eine atomistische Auf[assung, die sich das Kontinuum aus ein- 
zelnen Punkten bestehend denkt, und eine andere, welche es fiir unm6g- 
lich h~lt, den stetigeu Flul] auf diese Weise zu begreifen. Die erste hat 
ein begrifflich fa~bares System seiender Elemente, aber sic vermag Bewe- 
gang und Wirkung nicht verstiindlich zu machen; alle Veriinderung mull 
sic zu Schein herabsinken lassen. Der zweiten will es in der Antike uad 
bis zu Galilei nicht gelingen, sich aus der Sphere vager .Anschauung 
in die abstrakter Begriffe zu erheben, welche zur vernunftm~il.~igen Analyse 
der Wirldichkelt geeignet w~ren. Die schlie/~lich errungene L6sung ist 
die]enige, deren mathematisch-systematische Gestalt die Differential- und 
Integralreohnung ist. Die moderne Kritik der Analysis zerst~rt diese 
L~sung wieder yon innen heraus, ohne da~ freilich noch das Bewul3tsein 
der alte~ philosophischen Probleme sonderlich lebendig gebliebeu ist, und 
miiudet in Chaos und Leersinn. Die beiden hier geschilderten Rettungs- 
versuehe lassen in verschiirfter und gekli~rter Form die alte Antithese wieder 
aufteben: die vorhin geschilderte Theorie ist (im klaren Bewu~tsein davon, 
dab sic so das anschauliche Kontinuum nicht trifIt, abet aus der Meinung 
heraus, da/l die Begrii~e nut ein starres Sein zu erfassen vermSgen) radikal 
atomistisc.h; die Brouwersehe maeht sich anheischig, auf eine g~Itige 
und haltbare Weise dem Werden Gerechtigkeit widerfahren zu lasseu. 

Wit wollen jetzt die zweite durchzufiihreu suchen. Da sic zwischen 
dem Kontinuum and einer Menge diskreter Elemente eine absolute Kluft 
befestigt, die jeden Vergleich aussehlieBt, kann in ihr die Frage, ob das 
Kontinuum abNflalbar ist, ernstlich iiberhaupt nicht auftauchen. Ein Gesetz, 
das aus einer werdenden Zahlfolge eine yon dem Ausfall der WaMen ab- 
h~tngige Zahl ~ erzeugt, ist notwendig solcher Ar~, da/~ die Zahl n fest- 
gelegt ist, sobald ein gewisser endlioher Absehnitt der Wahlfolge fertig 
vorliegt, and sic bleibt dieselbe, wie sioh nun auoh die Wahlfolge welter 
entwickeln mSge; so dal~ yon ~ u t i ~ r  Beziehung nieht die Rede sein 
kaun, ~ Es sei ~ eine im Gebiet der Zahlfolgen sinnvolle Eigensehaft, 

ikre Negation. Die Frage: Gibt es eine Zahlfolge yon der Eigenschaft 
oder nicht? entbehrt des klaren Sinns, weil der Begriff des eine Folge ins 
Unendliehe hinaus bes~mmenden Gesetzes (in der Ausdrucksweise des 
I. Teils) nieht umfangs-definit ist. Damals halfen wit uns, indem wir den 

4* 
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Begriff des Gesetzes zu einem umfangs-definiten einschr~inkten, indem wit 
forderten, dab es mittels gewisser logischer Konstruktionsprinzipien zirkelfrei 
attfgebaut wird (,,x-Gesetz"). Die Antwort ja oder nein auf unsere Frage 
war dann an sich bestimmt, und beide MSglichkeiten bildeten eine voll- 
st~ndige DisjuDktion. Jetzt abet wenden wir die Sache anders. Da frei- 
lich sine einzelne bestimmte Folge nur dureh ein Gesetz ~ definiert werden 
kann, so lautet die positive Frage auch jetzt: Gibt es sin Ge~eSz v o n d e r  
Eigenschaft ~. Aber wit spannen diesen Begriff des Gesetze~ nicht mehr 
auf das Prokrustesbett der Konstruktionsprinzipien, sonde'm: ist in zirkel- 
freier Weiss, wie auch immer, die Konstruktion eines Gesetzes der ge- 
wiinschten Art gelungen, so sind wix b e ~ h t l g t  zu der Behauptung, dab 
es sin solches Gesetz g/b$. Hier ist also yon der M6glichbeit der Kon- 
struktion gar nicht die Rede, sondern nut im Hinblick nut die gelungene 
Konatru~ti~n, den gefiihrten Beweis stetlen wir sine derartige Existential- 
Behauptung auf. Die negative Aussage, dab es ein solehes Gesetz nicht 
gibt, bleibt so natiirlich jeden Sinnes bar. Wir kSnnen sis jedoch positiv 
wenden: jede Folge hat die Eigenschaft -~, und nun gewinnt sis einen In- 
halt, sofern wir hier unter Folge nicht das Gesetz verstehen, sondern im 
Sinne des Kontinuums, des Mediums aller reellen Zahlen, die dutch freie 
Wahlakte werdende Folge. Es 1st also vorauszusetzen, dab es sine Be- 
deutung babe, die Eigenschaften ~ und ~ yon einer w~denden ~olge aus- 
zusagen; dann kann es sich ereignen, dab es im We~en einer werdenden 
~'o/ge liegt, einer Fotge, in welsher jeder einzelne Wahlschritt v611ig frei 
ist, da~ sie die Eigenschaft ~ besitzt. Wie derartige Wesenseinsichten 
zu gewlrmen sind, das auseinanderzusetzen ist hier nicht der Oft. Nur sis 
liefert uns einen Rechtsgnmd dafiir, dab wir, so uns jemand sin Gesetz 7~ 
vorlegt, ihm ohne Priifung auf den Kopf zu sagen kSnnen: Die durch dieses 
Gesetz ins Unendliche hinaus bestimmte Folge hat nicht die Eigensehaft ~. 
Das ,,es gibt" verhaftet uns dem Sein und dem Gesetz, das ,,jeder" stoUt 
uns ins Werden und die Freiheit. Da. der Umfang der F~lle, in denen 
die sine oder die andere Behaupmng gilt (es gibt eine Folge yon der 
Eigenschaft {~, bzw. jede Folge hat die Eigenschaf~ ~),  nieht in sich be- 
st immt ist, iiberhaupt im einen Fall der Begr~  der Folge gsnz auders 
interpretiert werden mul~ wie im andern, ware es absurd, bier an sine 
vollst~ndige Disjunktion zu denken. Man wird es so verstehen, dal~ B r o u w e r  
erkl~rt, es liege kein Grund vor, an den logischen Satz veto ausgeschlossenen 
Dritten zu glauben. Ioh wiirde freilieh lieber sagen, dal~ yon den beiden 
in Reds stehenden Aussagen unmOglieh noch  die sine als die Negation 
der andern angesproehen werden kann. Das Verh~tnis der im I. Tefl 
vertretenen Auf[assung I und der Brouwe~sehen t I  mag dutch beistehende 
schematische Figur gekennzeichnet werden (der im Bflde enthaltene Vet- 
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gleieh hinkt atle~ings ziemlieh). Da das ,,Nein nach I" ins Gebiet ties 
v611ig legitimen ,,Ja naeh II" welt hineinragt, erseheint das Nein der 
I. Auffassung im Liehte der II. als v61tig wertlos. Einen Wert erhiilt es 
aueh nut, sofern wit unter I 
iiberhaupt nieht das B r o u w e r- 
ache Kontinuum zum Gegen- 
stand der Untersuchung machen, 
sondern das in sieh bestimmte 
System der durch z-t~esetze dc- 
finierten Folgen. 

ffa ~ttu: 

Ja .Nem 
Fig. 1. 

Brouwer  geht in der Leugmmg des logischen Axioms veto ausge- 
schlossenen Dritten noeh wesentlich weiter, als wir bisher au~einandergesetzt 
lLaben. Nicht bloB fiir Existentialsiitze fiber Zald/olgen, sondern auch fiir 
Existentials~tze tiber natiirliehe Zaltlen selbst bestreitet er s~ine Giiltigkeit. 
Ist also 1~ eine ira Oebiet der natiirlichen Zahlen sinnvolIe Eigenscha/t, 
so dab es an sioh feststeht, oh, wean n irgendeine solche Zahl J~t, I~ der 
Zahl n. zukommt oder nicht, so soil es nsch Brouwer  mit der Frage: 
Gibt es eine Zahl yon der Eigenschaft ~ oder nieht~ iihnlich best~lt sein 
wie im F~lle der Zahlfolgen; und das, obschon der Begrifl der natiirlichen 
Zahl ja im Oegensatz zu dem der Folge (wenn wir uns darin nicht t~iuschten) 
umfangs-definit ist und darnm bei seiner Ver~'endung im ExistentiMurte~t 
einerseits, dem genereUen anderseits aueh aicht eine derartige Spaltultg 
erfihrt wie der Begriff der Folge rGesetz - -  ~reie Wahl}. B rouw er  be. 
griindet tmine Ansieht damit, daft man keinen Grund hat zu dem Glauben, 
jede derartige Existentialfrage iasse sieh entscheiden; der Beweis der 
Giiltigkeit des Satzes veto ausge~chlossenen Dritten miiBte naeh ihm in 
der Angabe einer Methode bestehen, die nachweislieh fiir beliebige Eigen- 
schaften (~ dis Entscheidung der Existenzfrage im einen oder smdern Sinne 
herbeifiihrt. Wie bekannt, ist dieser Standpunkt zuerst yon K r o n e c k e r  
vertreten worden. In bewuBtem, Gegensatz dazu habe ieh bei meinem 
Versuch der Gruadlegung der Analysis die Meinung vertreten: es komme 
nicht darauf an, ob wir mit gewissen Hilfsmitteln, z. B. den Schlul~- 
weisen der formalen Logik, imstande sind, eine F~ge mr  Entsohei. 
dung zu bringen, sondern w/e sich die Eache an sich wrMit#; es sei die 
aC, tiirliche Zahlenreihe und der auI sic beziigliche ExistenzbegritI in der 
Weise l~mdament tier Mathematik, da~ es tiir eine im Gebiet der ZaMen 
siaavolle Eigenschatt {~ immer an sich fe~tstehe, ob Zahlen yon der Art (~ 
exi~eren oder nicht. Wit miissen jet~t dieser Kernfrage tiefer auf den 
Grand gehen. 

Von jeder Zahl n lasse sieh entseheiden, ob ibx die Eigenschaft {~ zu- 

kommt oder nidat, n besitzt die Eigenschait ~, bedeute z. B,  dab 22n+4q - 1 
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eine Primzahl ist, (~ das Gegenteil [2~n+4q - 1 ist eine zusammengesetzbe 
Zahl). Nun bedenke man dies. Die Meinung, es stiinde an sich fest, ob 
es eine Zahl yon der Eigenschaft ~ gibt oder nieht, stiitzt sich doeh wohl 
allein auf folgende Vorstellung: Die Zahlen 1, 2, 3 , . . .  mSgen der Re[he 
nach auf die Eigenschaft (~ bin geprfift werden; finder sich eine solche 
yon der Eigenschaft 6, so kann man abbrechen, die Antwort lautet ja; 
tritt  dieses Abbrechen abet nicht ein, hat sioh also nach beendigter ])urch- 
lau/ung der unendliehen Zahlenreihe keine'Zahl yon der Art ~ gefunden, 
so lautet die Antwort nein. Dieser Standpunkt der fertigen Durehlaufung 
einer unendlichen Re[he ist jedoch uhsinnig. Nieht das Hinblieken auf 
die einzelnen Zahlen, sondem nur das Hinbli'cken auf das Wesen Zahl 
kann mir allgemeine Urteile fiber Zahlen liefern. Nut die geachehene 
Auflindung einer bestimmten Zahl mit der Eigensehaft ~ kann einen Rechts- 
grand abgeben fiir die Antwbrt ja, und -- da ich nicht alle Zahten durch- 
priifen kann -- nur die Einsieht, daft es im Wesen der Zahl liegt, die 
Eigensehaft ~ zu haben, einen Rechtsgrund fiir die Antwort nein; selbst 
Oott steht kein anderer Entscheidungsgrund often. Abet diese beiden 
Mdglichkeiten stehen sich nicht mehr wie Behau~tung und Negation 
gegeni~ber; weder die Negation der einen noch der andern gibt einen in 
sich faflbaren Sinn. -- Spricht dies fiir Brouwer ,  so wurde ich doch 
framer wieder auf meinen alten Standpunkt zariiekgeworfen dutch den 
Gedanken: Durchlaufe ich die Reihe der Zahlen mad breehe ab, falls ich 
eine Zahl yon der Eigenschaft ~ finde, so tritt dieser Abbrueh entweder 
einmal ein oder nieht; es ist so, oder es fat nicht so, ohne Wandel und 
Wank und ohne eine dritte M5 l~chkeit. Man mud solehe Dinge niehi 
yon aul]en erwKgen, ~ h  innerlieh ganz zusammenraffen und ringen 
um das ,,Gesicht", die Evidenz. Endlich land ich flit reich das erlSsende 
Wort. Ein Ezistentialsatz ~ etwa ,,es gibt eine gerade Zahl" -- iX 
iiberhaupt kein Urteil im eigentllchen Sinne, das eine~ Saehverhalt be- 
haupt~t; Existential-Sachverhalte sind eine leere Erfindung der Logiker. 
,2 ist eine gerade Zahl": das ist ein wirkliches, einem Snehverhalt Aus- 
draek gebendes Ur~eil; ,,es gib~ eine gerade Zahl" ist nut ein aus diesem 
Urteil gewonnenes UTteilsab~rakt. Bezeiclme ieh Erkenntnis~ als, einen 
wertvollen Schatz, so ist das Urteflsabstrakt ein Papier, weleh~s das Vor- 
handensein eines Schatzes anzeigt, olme ~ jedoch zu verraten, an welchem 
Ort. Sein einziger Weft kann darin liegen, dab es reich an~reibt, nach 
dem Sehatze zu suehen. Das Papier ist wertlos, solange es nieht dutch 
ein solches dahinter s~ehendes wirkliehes Urteil wie ,,2 ist eine gerade Z~ahl" 
realisiert wird. In der Tat, wir sagten oben, als es sich um Zahlfolgen 
handelte und die Gesetze, welche sie ins Unendliehe hinaus bestimmen: 
I s t e s  uns gehmgen, ein Gesetz .zu konstruieren yon der Eigensehaft ~, so 
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sind wir zu der Behauptung berechtigt, da[~ es Gesetze yon der Art ~ gibt ; 
nut die 9dungene Konstruktion kann uns die Bereohtigung dazu geben: 
yon M6glichk, eit ist nicht die Rede. Abet was ist denn das fiir ein Urteil, 
das fiir sich genommen eines Sinneg entbehlX, das vielmehr erst auf Grund 
des gelungenen Beweises, der die Wahrheit des Urteils verbiirgt, seinen 
8inn gewinnt? Es ist eben kein Urteil, somtern ein Urteilsabstrakt. 
Damit scheint mir sein Charakter klar bezeiclmet und die eigentliche Be- 
deutung des Existenzbegnffes aufgeklart. Jetzt kihmen wit dvr B rou we r- 
schen Leugnung nicht mehr den Gedanken entgegenhalt~l~, an den ich 
reich vorhin geklammert hattc: aber es verhdl$ sich doeh s~ oder es ver- 
hiilt sich nieht so (mag ieh auch vielleicht nul~erstande seines zu ent- 
scheiden)! Ebensowenig ist das generelle ,,jede Zahl hat die Eigenschait (~" 
- -  z.B. ,,fiir jede Zahl m ist m ~ 1 - - 1 - ~ m "  - eia wirkhches Urteil, 
sondern eine generelle Anwei~r~ au] Urteile. Kommt mir nun eine ~inzelne 
gahl, z . B .  17, in den Weg, so kann ioh bei ihr auf diese Anweisung hin 
ein wirkliehes Utteil einlSsen, n ~ l i o h :  17 -r- 1 == I @ 17. Oder um ein 
anderes Bild ra gebrauehen: vergteiche ich die grkenn~nis ehier Frucht 
und den einsiehtigen Vollzug der Erkenntnis dem Genusse der Fruvht, so 
ist ein allgemeiner Satz einer harten Schale voller Friichte zu vergleichen, 
Gewiil hat sie Weft, nicht aber die Schah, an sich, sondet, n nut um ihres 
Inhalts an Friichten willen; sie ist mir so l~nge nichts nutze, als ich sie 
nioht aufbreche, eine Frucht wirklich herausnehme uud gemclJe. [)|c ge- 
sdailderto Auffassung gibt nur der Bedeutung Ausdruck, wclche die altge- 
m ~  mad die Existentialsiitze tats/i.chlich fiJr uns besitzen. In li~rem 
Liohte eraoheint die Mathematik als eine ungeheure ,,Papierwirtscha{t". 
Realen Wert, den Lebensmitteln in der Volkswirtschaft vergleichbar, hat 
nut das Unmittelbare, das schlechthin Singuliire alles Generelle und alle 
Existenzaussagen nehmen nur mittelbar daran tell. Und doch denken wir 
ale Mathematiker gar selten an die Einl5sung dieses ,,Papiergeldes"! Nicht 
das gxistenztheorem ist das Wertvolle, sondem die im Beweise geiiihrte 
Kons~ruktion. Die Mathema~ik ist, wie B r o u w e r  gelegentlich sagt, mehr 
ein Tun denn eine Lehre. 

Solange man sich zu dem im letzten Absatz geschelmnen 8chritt 
nicht verstehen kann, stehen die beiden hier geschildertea Versuche dar 
{~k, n n ~ n g  der Analysis einander gleichm6glich gegcniiber, mag auch der 
B~ouwersohe yon vornherein den Vorzug besitzen, daft die Begriffsbil- 
dm~ ~nioht gefeaaelt and dem anschaulichen Wesen des Kontinuums besser 
gereeht w i l l  Sobald man abet den neuen 8chritt tut -- dutch welchen, 

" ~  r ~  wie ich glaube, der Sinn des ,,es gibt" und ,,]eae erst vSllig klar wird - -  
ist die erste Gnmdlegung r~iikal unmSglich; denn die Vsrengerung des 
Gesetzesbeg~itIs auf den des x-Gesetzes hilft uns dann nichts; die 
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Frsge nsch der ,,MSglichkeit" stellt uns ebensowenig einem mit Ja 
oder Nein antwortenden 8achverhalt gegeaiiber, wenn sie gestellt wird 
mit Bezug auf die beliebig oft zu wiederholende Anwendung der Kon- 
struktionsprinzipien wie mit Bezug auf die unendliche Zahlenreihe, d.i .  
den beliebig oft zu wiederholenden ProzeB des Oberga~gs von einer Zahl 
zur n~ehstfolgenden. So gebe ieh also jetzt meinen eigenen Yersueh preis 
und schliel~e reich B r o u w e r  an. In der drohenden AuflSsung des Staats- 
wesens der Analysis, die sich vorbereite~, wenn sie such erst von wenigen 
erkannt wird, euchre ich festen Boden zu gewinnen, ohne die Ordnung, 
auf welcher es beruht, zu vexlsssen, indem ich ihr Grundprinzip rein 
und ehrlieh durchfiihrte;~ trod ieh glaube, das gelang -- soweit es gelingen 
komute. Denn d/e,e Ordnung ~t n~eh$ hal~bar in sich, wie ich reich jetzt 
iiberzeugt Imbe, und B r o u w e r  -- das ist die Revolution! Immerhin babe 
ieh hler noch einmal die Grtmdgedanken meiner Theorie dargestellt, weil 
sie ufid die Brouwersehe  in seh~irfster Weise den alten Kontrsst zwischen 
der atomistisehen und der kontinuierlichen Auffassung vet &ugen stellen 
und well an dem Gegensatz sich besonders eindringlich klar machen I~iI]t, 
we es hapert und was gesehehen muG. Es w~re wunderbar gewesen, 
wenn der alte Streit daxauf hinausgelaufen w~re, dab sowohl die atomisti- 
sche wie die Kontinuumsauffassung sich durchfiihren lasse; statt dessen 
~riumphiert jetzt endgiiltig die letztere. B r o u w e r  ist es, dem wir die 
neue L6sung des Kontinuumproblems verdsnken, dessen provisorische L6- 
sung dutch Gal i le i  und die Begr~inder der Differential- und Integral- 
rechnung der gesehichtliche Proze~ yon inaen hersus wieder zerstSrt hstte. 
Ob ich ein Recht babe, die hier an zweiter StelIe entwickelte Ms 
Brouwersehe  Theorie zu bezeichnen, ist mir allerdings zweifel.halt; dar- 
iiber sparer Gensueres. .kber die entscheidenden AnstSBe: die werdende 
Wahlfolge und der Unglaube an des Axiom veto ausgeschlossenen Dritten, 
riihren jedenfalls yon ibm her. 

Unsere Lehre yon den allgemeinen und den Existentials~tzen ist keine, 
bildhaft-vage, wie sich u. a. dsrin zeigt, ds~ sie sofort zu wichtigen, streng 
einsiehtigen Konsequenzen fiihrt. Vet allem zu der, dab es g~nzlich, sinn- 
los ist, derartige Siitze zu negieren; womit iiberhaupt die M6gliehkeit 
wegf~llt, in bezug auf sie ein ,,Axiom veto ausgesehlossenen Dritten" zu 
formulieren. Die sllgemeinen S~i~ze, welehe ich oben ale Urteilsanweisungen 
bezeichnete, teilen dies mit den eigentlichen Urteflen, daI3 sie sich in sich 
selbst genug sind; ja sie bergen sogar eine unendliche Fiille wirklicher 
Urteile in ihrem Innern. In dieser Hinsicht diirfen wit sie den Urteilen 
gleichstellen. Wir werden yon itmen freilieh nicht gut ssgen k6nnen wie 
yon den Urteilen, dab sie wahr sind, sondern eher: sie bestehen zu Recht; 
sie formu]ieren den Rechtsgrund ~iir alte aus ihnen ,,einzul6senden" sin~o~- 
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l~ren Urteile. Im Gegensatz dazu ist ein Existentialsatz, fiir sieh ge- 
nommen, nichfs; ist das Urteil, aus welchem ein solehes Urteilsabstrakt 
gewonnen wurde, verlorengegangen odor vergessen, so bleibt wirklieh nichts 
(es sei denn, wie wit oben sagten, ein Ansporn, es wieder zu suehen). 
Nicht nur aus einem Urteil, sondem auch aus einer Urteilsanweisung kann 
man ein Abstrakt ziehen. Z.B. sei R(m, n) eine Relation zwisehen na- 
tiirliehen Zahlen, eine Relation, die zwischen irgend zwei Zahlen besteht 
odor nieht besteht. Fiir irgend zwei bestimmte Zahlen m, n sei also die 
Behauptung odor die Leugnung, dal~ sie in der Relation /~ zueinander 
stehen, ein wirkliches Urteil. Die Urteilsanweisung ]~(m, 5) [,,jede Zaht 

steht zu 5 in der Beziehung R" odor ,,die Eigenschaft R ( e ,  5) zu 
besitzen, liegt im Wesen der Zahl"] bestehe zu Recht. Dann kSnnen wir 
daraus das Abstrakt ziehen: es gibt eine Zahl n (beiseite gesagt: ngm- 
lich 5), so da~ jede Zahl m zu ihr die Beziehung R ( m ,  n) erfiillt. Da- 
gegen is~--e/ng-Anw-eisung auf Urteilsabstrakte das reine Nichts, sofern 
nieht eine Anweisung auf wirkliche Urteile dahinter steht, aus weleher sis 
ale Abstrakt gewonnen ist. Beispiel: Zu jeder Zahl m gibt es eine Zahl 

derart, da~ zwisehen ihnen die Beziehung R ( m ,  n) besteht. Es mui~ 
sicti da in Wahrheit um das Abstrakt aus einer Urteilsanweisung handeln. 
Welcher Urteilsanweisung ? Offenbar der folgenden. Es sei q~ ein bestimmtes 
Gesetz, das aus jeder Zahl m eine Zahl ~ (~n) erzeugt; die generelle Ur- 
teilsanweisung R (m, q, (rn)) bestehe zu Recht. Dann k6nnea wir aus ihr 
das Abstrakt ziehen: es gibt ein Geset$ q~, so da~ f/Jr jede Zahl ,m zwi- 
sehen m mad ~(qn) d~eB-eziehung/~ statthat. 8o also mul~ unser obiger 
8atz sinnvollerweise interpretiert werden. Kommt uns jetzt irgendeine 
Zahl, z. B. 7, in den Weg, so erzeugt uns das Gesetz 7 ~ aus 7 eine be- 
stimmte Zahl, sagen wit q~(7 )=  19; dann kSnnen wir sagen: zwisehen 7 
und 19 besteht die Beziehung R, und in Hinbliek darauf haben wit aueh 
ein Reeht zu dem Urteilsabstrakt: es gibt eine Zahl n, welehe zu 7 in 
der Beziehtmg R(7, n) steht. Das ,,es gibt" mul~ also das ,,jeder" ein- 
schlieBen und nicht umgekehrt, wenn wit die Sgtze so formulieren, wie 
sie als Abstrakte aus sich selbst genugsamen Sgtzen herausgezogen werden. 

Ausgangspunkt der ~[athematik ist die Reihe der natiirliehen Zahlen, 
d. h. das Oesetz ~, das aus dem Nichts die erste Zahl I erzeugt und a u s  

]odor schon entstandenen Zahl die niiehstfolgende erzeugt; ein ProzeI3, der 
niemals zu einer sehon dagewesenen Zahl zuriiekf~hrt. Wollen wit die 
Zahlen irgendwie ffir die Anschauung festhalten, so miissen wit sie sym- 
bolisoh, dareh qualitative Merkmale voneinander unterseheiden. Sofern 
wit abet Arithmetik treiben, sehen wit yon derartigen qualitativen Merk- 
malen ganz ab; fiir die Arithmetik ist 1 lediglieh ,,die aus dem Nichts 
Erzeug~e", 2 ,,die aus der 1 Erzeugte" usf. Es wird, darf ms, n sagen, 
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dutch die mathematische Betrachtung der Wirklichkeit der Versuch gemacht, 
die Welt, welche dem Bewul~tsein in dessen allgemeiner Form, einer 
Durchdringung von Sein und Wesen (des ,,dies" und ,,so") gegeben ist, 
in der Absolutheit reinen Seins darzustellen. Daher liegt eine tiefe Wahr- 
heir in der Pythagoreischen Lehre, dab jegliehes Sein als solches auf tier 
Zahl ruht. 

Die allgemeinen, in sieh selbst genugsamen S~tze der Mathematik 
handeln tells yon der Allheit der natiirliehen Zahlen, tells yon der Allheit 
tier dutch Ireie Wahlakte werdenden Folgen natiirlieher Zahlen. Sie be- 
ziehen sieh also. teils auf die ins Unendliehe hinaus sich erstreekende 
MSglichkeit, welehe dureh den grenzenlosen Fortgang des vom Gesetze 
gelenkten Entwieklungsprozesses der natiirlichen Zahlen gegeben ist, teils 
auf die in der werdenden Zahlfolge liegende unefidliche Freiheit immer 
neuer ungebundener Wahlakte, die bei jedem Schritt den yon neuem an- 
hebenden Entwicklungsprozel~ der natiirlichen Zahlenreihe an einer will- 
kiirlichen Stelle zum Stillstand bringen. Es liegt in der Namr der Saehe, 
dab die Wesenseinsicht, welcher die allgemeinen S~tze entspringen, stets auf 
der sog. vollst/indigen Induktion iundiert ist. Sie ist weiterer Begriindung 
weder bedfirftig noeh f~iJaig, weil sie nichts anderes ist als die mathematische 
Urintuition des ,,immer noch eins". Die aus diesen allgemeinen S~itzen 
zu gewinnenden eigentlichen Urteile entstehen dadurch, dal~ flit die witl- 
k~trliche Zahl, yon .der sie handeln, eine bestimmte eingesetzt wird, fiir die 
in freier Entwieklung begrif~ene Wahl]olge abet ein Gesetz ~v, das eine 
einzelne Zahlfolge ins Unendliche hinaus bestimm~. Aus den sieh selbst 
geniigenden Urteilen und Urteilsanweisungen werden Abstrakta gezogen, 
bei denen das ,,es gibt" eieh entweder beziehen kann auf eine natiirliehe 
ZahI oder auf ein Gesetz, und ~war auf ein Gesetz, das sus jeder Zahl 
eine Zahl erzeugt ([unctio disvreta) oder das aus jeder dutch freie Wahl- 
akte werdenden Folge eine Zahl erzeugt (]unctio mixta) oder alas aus jeder 
dureh freie Wahlakte werdenden Folge wiederum eine werdende Folge 
erzeugt (]unctlo continua). Wit maehen abet diese Gesetze selber nieht 
zum Gegenstand allgemeiner Aussagen. W o e s  heist ,jede Folge", wandelt 
sich der Begriff des Gesetzes (fanctio disereta) in den der werdenden W a h l  
folge; hingegen steht uns flit die function's mixtae und eontinuae kein 
derartiges Kontinuum zur Verfiigung, in das sie sieh einbetten wie die 
einzelnen funetiones diseretae in das Kontinuum der frei werdenden Wahl- 
folgen. Das alles ist a priori durch das Wesen des Erzeugungsprozesses ~, 
der mathematischen Urintuition vorgeze ie lmet . -  Jede Anwendung der 
Mathematik mug ausgehen yon gewissen, der mathematisehen Behandlung 
zu unterwerfenden Obj.ekten, welehe dutch eine Anzahl Charaktere sieh 
voneinander untersoheiden lassen; die Charaktere sind natiirliehe Zahlen. 
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Durch das symbolisehe Verfahren, das jene Objekte darch ihre Charaktere 
ersetzt, ist der Ansehlu6 an die reine Mathematik und ihre Konstruktionen 
erreieht. So liegt der Punktgeometrie auf der geraden Linie das System 
des oben erwthnten Dualintervalle zugrunde, die wit dutch zwei ganz- 
zahlige Charaktere kennzeiehnen konnten. 

2. Begr i f f  der  Funk t ion .  

a) _~'unctio diacreta. 

Folge (functio discreta, f. d.), hatten wir gesagt, ist ein Gesetz, das aus 
jeder Zahl eine Zahl erzeugt. Die Freiheit der Gesetzeskonstruktion ist 
in keiner Weise beschrhnkt; immerhin muB das Gesetz so besehaffen sein, 
dai~ es wirklioh zu jeder Zahl die erzeugte oder zugeordnete eindeutig 
bestimmt. Die folgende Festsetzung z. B.: n erzeuge die Zahl 1, wenn 
es drei natiirliche Zahlen x, y, z gibt yon der Besehaffenheit, da~ x " +  y ~ -~ z ~ 
ist, hingegen die Zahl 2, wenn x"  H- Y" ~ z" ist, wie auch die drei Zahleh 
x, y, z gew~hlt werden mSgen: diese Vorschrift ist kein Gesetz. Denn 
nach den logisehen Einsichten, zu denen wir uns durchgekKmpft, liegt bier 
keine Regel vor, welehe die zugeordnete Zahl wirklieh bestimmt. Eben- 
sowenig ist die Regel ,,n erzeuge die Zahl 2, falls es eine Zahl m gibt yon 
der Art, dab n ~ 2m ist; falls aber n # 2m ist fiir jede natiirliehe Zahl m, 
erzeuge n die 1" ihrem Wortlaut nach ein Gesetz; wohl abet die folgende, 
welche ohne ein auf die unendliche Reihe der natiirlichen Zahlen sich 
beziehendes ,,es gibt" oder ,,jede" den Untersehied zwisehen gerade und 
unflerade dutch vollsti~ndige Induktion zu entscheiden gestattet: ,,1 erzeuge 
die Zahl 1; erzeugt n die Zahl 1, so die auf n tolgende Zahl n '  die 2; 
erzeugt hingegen n die Zahl 2, so n '  die 1". Praktiseh ausgedriickt, sotl 
also eine Regel vorliegen, welehe gestattet, bei vorgegebener Zahl die aus 
ihr erzeugte zu bestimmen, wenn wit nur imstande sind. dem Entwicklungs- 
prozeB der Zahlenreihe his zu einer beliebigen Stelle zu folgen, mit anderen 
Wo~.en: sofern wir aus jeder Zahl die n~ehstfolgende erzeugen und, wenn 
n irgendeine Zahl ist, die Reihe der Zahlen yon 1 his n durehlaufen 
kiinnen. Bei dem symbolisehen Verfahren, das die Zahlen durch qualitativ 
untersehiedene Zeichen repr~entiert, mfissen wlr aui]erdem nattirlich vor- 
a~ssetzen, dal3 wit in der Lage sind, yon zwei gegebenen Zahlen zu ent- 
~heklen, ob sie gleieh oder verschieden sind. 

Ei'ne Eigenschaft ~ yon der Art, dab der Satz ,,die beliebige Zahl n 
besitzr die Eigenschaft ~ "  ein Urteil im eigentllehen Sinne ist, eine Eigen- 
sehaft ~ alsoo welche einer Zahl zukommt oder nieht, kSnnen wir, wie 
das obige Beislaiel yon ge~ade und ungerade erkennen 1~1~, als besondere 
Folge erkt~ren, n~mlich als ein Gesetz, das aus jeder Zahl eine der Zahlen 
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1 oder 2 erzeugt; wobei etwa die 1 als Symbol fiir ~'a, die 2 als Symbol 
ffir nein dieat. Da wir spiiter das Wort Eigenschaft in einem weiterea 
Sinne verwenden wolIen, werde ein derartiges Gesetz C als Chara~er be- 
zeichnet. Sein Negat C eatsteht dutch Vertauschung yon 1 und 2 (ja und 
nein). Der Begriff des Charakters l~l]t sich zu dem des k-teiligen Charakters 
erweitern; das ist ein Gesetz, das aus ieder Zahl eine der Zahlen yon 
1 bis k erzeugt. Das einfachste Beispiel ist der Kongruenzcharakter mod k. 
Er beruht auf der zyklischen Anordnung der Zahlen yon 1 bis k, in welcher 
die Zahlen so aufeinander folgen, wie sie der Entwieklungsprozel~ der Zahlen- 
reihe liefert; dcr Proze~ wird abet bei k abgebrochen und auf k folgt 
wieder 1. Das Oesetz, welches jeder Zahl ~ seinen Kongruenzrest _:k(n) 
zugeordnet, ist dann so zu formulieren: ~ ( 1 )  = 1 ; ~ k ( n ' )  ist ffir jedes n 
die in de.r zyklisehen Anordnung der Zahlen yon 1 his k auf ~:k(n) tol- 
gende Zahl. Dies Gesetz besehreibt in der Tat das Verfahren, das wir 
einschlagen, wean wir in praxi z. B. zu entseheiden haben, ob eine gewisse 
Zahl n durch 5 teilbar ist: die Reihe der Zahlen yon 1 bis n durchlaufend, 
z~hlen wit immer yon 1 bis 5 durch und fangen dann wieder mit 1 an. 
We wir das Weft Charakter ohne einen Zusatz gebrauchen, ist stets an 
einen zweiteiligen Charakter zu denken. 

Das urspriinghchste Gesetz ist dasjenige, welches aus jeder Zahl n die 
n~chstfolgende ~r (oder n-~-1) erzeugt. Ist /r irgendeine Zahl, so be. 
zeichnet bekanntlich n -~ /c  die nach dem folgenden Gesetz aus n erzeugte 
Zahl: 1 erzeugt /c Jr 1; bei Ubergang yon n zur n~ichstfolgenden Zahl ver- 
wandelt sich auch die von n erzeugte in die auf sie folgende. Damit 
lmben wir nun ein Gesetz, das aus je zwei Zahlen n und k eine Zahl ~ ~ / c  
erzeugt. Aueh bier sprechen wir natiirlich noch yon einer funetio disereta; 
sie enth~lt zwei Argumente, ist nicht eine einfaehe, sonctern eine Doppel- 
folge. -- Man weir, wie aus der ,4dditior~ die Doppelfolge der M~dtiplikatiorb 
konstruiert wird, die je zwei Zahlen m and n ihr Produkt m.  ~ zuordnet. 
Eine Doppelfolge, die aus jedem Zahlenpaar m, n stets eine der Zahlen 1 
oder 2 erzeugt, werden wir eine Rela~io~ nennen; allgemeiner eine Doppel- 
folge, in weleher nur die Zahlen yon l b i s  k als Funktionswerte zur Ver- 
fiigung stehen, eine k-teilige Relation. m ~ ~ ist in diesem Sinne z. B. 
eine (zweiteilige) Relation: das Zahlenpaar m , n  erzetlgt die 1, falls m 
mit einer der Zahlen yon 1 his ~ /ibereinstimmt; wenn das aber nieht 
der Fall ist, die Zahl 2. Endlich wollen wir aueh solche F~ille zulassen, 
in denen die Funktion nicht fiir alle m6gliehen Argumentwerte erkl~rt ist; 
wir sprechen danu yon einer zerstreute~ ~'o/ge, Das ist also ein Gese~, 
das aus jeder Zahl eine Zahl oder nichts erzeugt. So entsteht z. B. n -- 5 aus 
n nach dem Gesetz, da~ die Zahlen yon 1 bis 5 niehts erzeugenr alle weiteren 
abet eine bestimmte Zahl gemiil~ der Regel: 6 -- 5 ~ 1; n ' - -  5 ~ (~.-- 5) ' .  
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Der Begriff der zcrstreut~n Fotge ist nieht wesentlich yon dem der Folge 
versehieden, da wir in diesem Zusammenhang das Nichts als eine allen 
iJbrigen vorangeheade Zahl 0 deuten kSnnen. 

Wit  fiihren noch einige weitere Beispiele yon funetiones discretae an 
und beweisen ein paar primitive Tatsachen der Arithmetik. Znn~iehst den 
Satz: Ist  n irgendeine Zahl yore Kongruenzrest 0rood k [ ~(n) := k in 
der obigen Bezeiehnung], so gibt es eine Zahl m yon tier Art, daft n ~ k- m; 
d.h.  es gibt ein Oesetz, das aus jeder Zahl n vom Kongruenzcharakter 0 
eine Zahl m erzeugt yon der Art, dati n k. m ist. Wit haben dieses 
Ge~etz Q ( , ,Quot ient")anzugeben:  Q ( 1 ) -  I; i~t Q(n t  m, so such 
Q()t') =-m,  wcnn k(n)-t- k ist; wenn aber ~(n) k ist, Q(r~'~ m'. 
Man beweist dann leicht, daft, wenn k(n) == i ,  Q(n)=:  m gesetzt wird, 
allgemein ~t-~ k ~ k m - 4 - i  gilt. Das Gesetz gibt die Regel an, n ~ h  der 
wit in praxi die Division wirklich ausfiihren. -- Eine Zahl n ist eine Prim- 
raid, wean sic > 1 ist und keines der endlieh.vielen Zahlenpmduk-te a .  b 
der Iolgenden Tabelle 

1 . 1 ,  1 . 2 ,  . . . .  1 : ( n -  1), 

(T) 2 . 1 , 2 . 2  . . . . .  "2. (n - l) ,  
, , , o . . . . . . . .  

( n - - 1 ) . l , ( n - - l ) . 2  . . . . .  ( n -  i ) .  ()t 1) 

(die wir so durehlaufen kSnnen, wLe wir die Zeilen vines Buches lesen) 
mit  n iibercinstimmt. Dieses Gesetz erkliirt die Primzahleigenschaft sis 
einen Charakter. Es besteht die Urteilsanweisung zu Recht: Da~ Produkt 
zweier Zahlen > 1 ist niemals eine Primzahl. Wit erkliiren ein Gesetz, 
das aus 1 nichts erzeugt, aus jeder Zahl n ?- 1 abet zwei Zahlen z ( n ) ,  
u (n )  derart, daft allgemein n (n) .  u (n) o n ist und zt (n) stets eine Prim- 
zahl; n~mlich iolgendermaflen. Ist n eine Primzahl, so sei : t (n)  -~n, 
:<(n) = 1; ist n aber keine Primzald, so sei ~ (n) ,  ~ (n )  das erste Zahlen- 
paar in der nach gegebener &-lweisung zu durchlaufenden Tabclle T, desscn 
Produkt ----- n i s t .  Im Hinblick auf dies Gesetz kSnnen wir fotgenden Satz 
(Abstrakt einer Urteilsanweisung) formulieren: In jcder Zahl > I geht cine 
Primzahl aus Die Folge der Primzaklen selbst p~ wird aach g u k l i d  
dutch folgendes Gesetz definiert, welches das Zeichen ~ in der eben ein- 
8e/ithzCen ~Bedeutung benutzt: i erzeugt die Primzahl Iv~ ~ 2 ;  p ~  ist 
die,crate Primzahl in der Rcihe der Zahten yon I bis :~(p~ p~. . .  p ,  + 1), 
W~!C~ sowohl "4" Pl wie .4-leg . . .  wie ~ ;p~ ist. - Endtieh noch dieses 
Beispiel. Lassen wir die Giiltigkeit des ,,grol]en" Fe rma t schen  Satzes 
ganz dahingestellt, so war es doch naeh.der vor-Brouwerschen Logik 
selbstverstiindlich, da~ es, wenn n irgendeine Zahl let, entweder drei 
Zahlen :ryz gibt yon der Beschaffenheit, dall x"-F-y" =: z" ist, oder aber 
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x ~ - y ' ~ = ~  ~" ausfs fiir beliebige natiirliehe Zahlen xyz .  Diese Selbst- 
verst~indlichkeit der alten Logik wollen wir nach unserer neuen Auffassung 
genauer ~ormulieren. Die Behauptung ist dann d ie : 'Es  gibt ein Gese~z 
(in dem strengen, hier zugrunde gelegten Sinne), das aus jeder Zahl n 
entweder nichSs oder drei Zahlen x, ,  y , ,  z~ erzeugt derart, dal~ im ersten 
Fall fiir irgend drei Zahlen xyz  stets x ~ ~ y~ ~ z" is~, im zweiten aber 
x~-~ y ~ z ~  gilt. Geschweige, dab diese Behaupmng jetzt selbstver- 
sthndlieh ist, hat es nieht einmal einen Sinn, zu ,fragen, ob es sich so 
verh~lt oder nieht, lin der Hoffnung, einem Sachverhalt gegeniiberzustehen, 
der darauf eine bestimmte Antwort erteilt. Sondern es handelt sich um 
ein Urteitsabstrak~, das giiltig is'~, sofern das Gesetz konstruiert is~ und 
die geforderten Eigensehaften desselben, welche generelle Aussagen sind, 
zu Reeht bestehen. Liegt dieses Gesetz # vor, so k6rmen wir aus ihm 
ein anderes konstmieren, welches der Zahl n die 1 zuordnet, fails ~ aus 
n niehts erzeugt, hingegen die 2, falls # dem n drei Zahlen x. y~ z. zu- 
ordnet. Dieses Gesetz ist dann der ,,Charakter", welcher die F e r m a t s c h e n  
Zahlen n /ffir welche der Fermatsehe  Satz giiltig ist) unterscheidet yon 
den nicht- F e r m at schen. 

Wenn die Werte zweier functiones diseretae fiir jedes Argument iiber- 
einstimmen, sagen wir, die Funktionen selber stimmten igoerein; wenn es- 
abet eine Zahl n gibt, aus weleher das erste Gesetz eine andere Zahl 
erzeugt als das zweite, so sagen wlr, die heiden Folgen seien voneinander 
verschieden. Die eine Aussage ist eine generelle, die andere eine Exi- 
st~ntialaussage; keine ein Urteil im eigentliehen Sinne. Wit dfirfen also 
auch nicht mit Bezug auf zwei gegebene Folgen fragen, ob sie iiberein- 
stimmen oder versehieden sind, in der Meinung, dab es sieh so oder so 
verhalte. 

Solange wir nur generelle S~i~ze fiber die Zahlen aufstellen und nicht 
fiber die dutch freie Wahl werdenden Folgen yon Zahlen, somit aueh nu t  
Gesetze in Betraeht ziehen, welehe Zahlen einander zuordnen, nicht aber  
Gesetze, welehe aus einer werdenden WaMfolge eine veto iusfall  der 
Wahlen abh~ingige Zahl erzeugen oder wiederum eine werdende Zahlfolge, 
bewegen wit uns in dem Felde der reinen Arithmetik undAlgebra. Jene 
hSheren Stu~en sind charakteristisch ffir die Analysis. Das Vorstehende 
dfir/te geniigend verdeutliehen, in welehem Geiste nach der neuen Auf- 
fassung i r i thmetik und Algebra betrieben werden mfissen; ihre radikalen 
Konsequenzen, welche der Mathematik eh~ wesentlich anderes Gesieht geben 
als sie uns heute zeigt, entfaltet die neue Theorie abet erst im Felde der 
Analysis. 
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b) Functio mixta. 

Eine Funktion, welche jeder Zahl m e i n e  Folge, d . i .  ein durch m 
bestimmtes, aus jeder Zahl n eine Zahl (p(ra, n) erzeugendes Gesetz zu- 
ordnet, ist nichts anderes als eine Doppelfolge, fiillt also anter den Begriff 
der functio discreta. Wie abet kann umgekehrt eiue Folge, d. i. diesmal 
eine dutch freie Wahlen werdende Folge yon Zahlen J, --{nl, n.~,. . .},  
eine einzelne Zahl erzeugen? Der einfachste Fall ist offenbar der, wo die 
erzeugte Zahl lediglich yon einer beschr/inkten Anzabl k yon Stelh'J~ der 
werdenden Folge abhgngt; dann ist man sicher, dab die Zahl bestimmt 
ist, sobald die Entwicklung der Folge bis zum k-ten Glied~, gediehen ist. 
Die Stellenzahl k ist dabei unabhgngig yon dem Ausfall der einzeh~en 
Wahlakte. Beispiel: 

Ein komplizierterer Fall ist der folgende: 

f p )  = nl + n~ + . . .  + m,,+,,,+,,,. 
Hier is~ es so: Nachdem drei Stellen der Folge da sind, ist es bekannt, 
his zu welcher Stelle (n/imlieh n I + n~ + ha) die Folge fortgese~zt werden 
mull, ehe sie die erzeugte Zahl festlegt; diese 8telle hiingt yon dem 
Ausfall der ersten drei Wahlen ab. Diese Komplikation kann si('h iterieren; 
z.B.:  die ersten 10 Stellen bestimmen die Anzahl s derjenigen Stellen, 
die bekannt sein miissen, um ihrerseits die Stelle zu bestimmen, his zu 
weleher die Entwicklung Iortgesehritten sein mull, ehe sie die zugeor&mte 
Zahl erzeugt; usf. Es ist aber auch nicht gesagt, dab die erwiihnte 
Komplikation sich gerade zweimal oder dreimal oder viermal iteriere, 
sondern es kann wiederum yon dem Ausfall der ersten Wahlen abhiingen, 
wie oft sic sich iteriert. Setzt man z. B. 

f (k;  ~,) = n~ § n~ + . . .  + n k 

und bildet dutch Iteration 

f~('k; 
f~. (k; 

~) = f (~;  ~), 

~) = f~ (f(/~; ~); , ) ,  

fs(k; ~)--- f~ (f(]r ~); , ) ,  
�9 ~ �9 * �9 I *  . * . o 

so ]eltet man daraus etwa die folgende functio mixta (abgekiirzt f. m.) her: 

Ich spreche das allgomeiue Prinzip aus, das diesen Konstruktionsm5glich- 
keiten zugrunde liegt. 
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1. Ist k eine natiirliche Zahl und ~(n~ n~ . . .  n~) irgendeine F u n k t i o ~  
yon k Argumenten, so wird, wenn n I n~ . . .  n~ die ersten k Stellen eir l  ~ 
dutch freie Wahlen werdenden Folge ~, sind, dutch f(~,) = q~ (n 1 n. a . . .  ~ 7 , )  
eine ,,primitive" f. m. definiert. 

2. Primitive f .m. sind der Ausgangspunkt flit die Bildung hSheJc ~ c  
f. m., welche naeh dem folgenden Prinzip vor sieh geht: Ist f ( k ;  ~) e i n e  
sehon konstruierte f. m., die noeh von einer willkiirlichen natiirlichen Z a h l  k 
abh~ngt und ebenso g (~,) eine schon konstruierte f. m., so erhg]t man e i o  e 
neue f '  nach der Substitutionsformel 

f ' (~)  = f ( g  (~); v) . ,  

Diese Regel ist, wie wohl zu beachten, nieht ein Konst~uktionsprin~i]F~, 
welches den im I. Toil besproehenen zu vergleiehen ist, weil bier n i e h t ~ s  
dariiber vorausgesetzt ist, wie die Abh~ngigkeit der f. m. yon dem p ~ l r ~ -  
meter k zustande kommt. Die Iteration ist eine, aber nieht die e i n ~ i g e  
MSgliehkeit; in dieser Hinsicht bleibt die Konstruktion vSllig Irei. : ] l : ~  
iibrigen wollen wir hier die Frage gar nicht erwggen, ob nut auf d i e s ~ m  
Wege f. m. gebitdet werden kSnnen odor ob nicht auch mit gewissen and e ~ s  
gebauten Erzeugungsgesetzen sich die Wesenseinsicht verbindet: nach diese~Jcl 
Gesetz trit~ bei einer werdenden Folge, sic mag sich entwiekeln wie s i c  
will, stets einmal der Augenblick ein, we sic eine Zahl aus sieh geb i~ r tb .  
Das ist das Merkmal, welches allein wesentlieh ist fiir den Begriff der f. m .  

Der besonde~e Fall des Charakters liegt vor, wenn far die e r z e u g l b e  
Zahl dem Wortlaut des Gesetzes nach nur die Werte yon 1 bis k ~ . u x  
Veriiigung s t e h e n . -  Wollen wit andrerseits aueh die MSglichkei~ I r ~ i t -  
umiassen, dal~ die Funktion nieht fiir alle Folgen definiert ist (,,zerstreute~ "' 
f.m.),  so miissen wir zulassen, dal3 es ,,taube" Folgen geben kann, d i e  
keine Zahl erzeugen; es mu~ dann abet aus dem Gesetz flit jede Folge ~-, 
wie sic sich auoh entwiekeln mSge, hervorgehen: Bis zu einer g e w i s s e J n  
(von ~ abhgngigen) Stelle ist entweder die erzeugte Zahl da oder die C-~-e- 
wil]heit, daI~ es sich um eine taube Folge handelt; die in nile Ewigi~ .o i t  
unfruehtbar bleib~. 

Mehre~e Argumente, d.i.  mehrere nebeneinander in Entstehung b e -  
griffene Wahlfolgen kSnnen wit immer Ms eine, einzige betrachten; d i e  
Ubertragung der Begriffe ist damit gegeben. Start yon ,,Charakter" s p r e e : h e n  
wir dann yon ,,Relation".' . 

c) Functio continua. 

Wit gehen zu den funetiones continuae (f. c.) iiber. Einen besondex-~ja 
Fall haben wir schon betrachtet, als der Gedanke der werdenden Fc) l~ge  
zum erstenmal in unsern Gesichtskreis trat. Da hielt das W a c h s t ~ x j a  
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der Folge, die als Funktionswel't auftrat, gleichen Schritt mit dem Wachs- 
turn des Arguments. Beseitigen wit diese besondere Annahme, so kommen 
wit zu folgender Erkl~irung: 

Eine f. c. ist ein Gesetz, gem~f welchem in einer durch treie Wahl- 
akte werdenden Folge yon natiirliehen Zahlen jeder Schritt, welcher ihr 
ein weiteres Glied hinzufiigt, eine bestimmte Zahl oder nichts erzeugt. 
Was beim k-ten Schritt gesehieht, h~ingt dabei nicht b]of von dent Aus- 
fall der Wah}. beim k-ten Schritt, sondern im allgemeinen von der ganzeu 
Vergangenheit der Argumentfolge in diesem Augenbliel~e der Elltwickhmg ab. 

Bei solcher Formulierung sind wit abet noeh nieht sic}mr, daf die 
Folge, welche den Funktionswert ergibt, wirklich ins Uner~dliche w~ehst, 
wenn die Entwicklung der Argumentfolge ins Unendliehe fortschreitet. Es 
muff also noeh die folgende Forderung V hinzutreten: Ist k eiae beliebige 
~mtiirliche Zahl, ~, eine werdende Folge, und veffolgen wit deren Ent- 
.wieklung v o n d e r  k-ten Stelle ab, so tritt gewil~ einmal der Augenblick 
ein, wo sie eiae neue Zahl (und nicht nichts) erzeugt. 

Ferner haben wit den Begriff der f. e. noch so zu verallgemeinecH, 
"dal~ er aueh diejenigen F~ilte mitumfa~t, wo die Funl~tion nicht fiir alle 
mSglichen Folgen definiert ist. Dies gesehieht, indem wit zulassen, daf  
die werdende Wahlfo]ge bei ]edem Sehritt eine Zahl oder nichts erzeugt 
oder abet den Abbruch des Prozesses, ihren eigenen Tod, herbei]iH~rt 
!und die Vernichtung seines bisherigen Erzeugnisses). Die Forderung V ist 
leicht zu iibertragen: Eine Wahl(olge ~, die bis zum k-ten Gliede otme 
Abbrueh des Prozesses gediehen ist, muff yon k ab, wie sic auch fortge- 
setzt werde, sp~itestens bis zu einer gewissen, yon k und ~, abh~ingigell 
Stelle wiederum eine Zahl herrorgebracht haben oder durch das Gesetz 
der f.c.  getStet sein. Es ist hier aber noah eine weitere Forderung hin- 
zuzufiigen. Sei z. B. g(v) eine f .m.  und ~(v)  eine ,,zerstreut.e" f.c., 
wie wir sie bier im Auge haben. Eine werdende Folge ~ sei, ohne da~ 
durch r ein Abbruch des Prozesses eingetreten ist, so weit gediehen, daf  
tier yon der zugehSrigen Folge ~'~__qs(v) bereits entstandene Abschnitt 
die Zahl g ( ~ ' ) { ~ g ( r  bestimmt; sie sei e~wa ~:= 2. Tritt. fiir eine 
Folge ~, nach dem Gesetz qb irgend~ranu einmal der Abbruch des Prozesses 
ein, so wird iiir ein solches ~ die Funktion g(~5)~  g' nieht erkl~t  sein, 
also niehts bedeuten. KSnnen wit nun unter den eben geschilderten Um- 
st~inden behaupten: Es gibt eine Folge v, flit welehe g ( O ( r ) ) = 2  ist? 
Doch nut dann, wenn wit sicher sind, dal] eine Folge v, die bis zu einem 
gewissen Punkte gediehen ist, ohne dutch das Gesetz g5 abgebrochen zu 
sein, auch ins Unbegrenzte hinaus so fortgesetzt werden kann, dal] ihr 
dieses Schicksal niemals zu tell wird. Es mu$ also mit ~ ein zweites 
Gesetz X gegeben sein, zufolge dessen ~, bei jedem weiteren Schritt ~ iner  
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Entwickelung, solange diese noch nicht durch ~/~ abgeschmtten ist, eine 
Zahl erzeugt yon folgender Art: WKhlt man die beim k-ten Wahtsehritt 
yon ~, durch X erzeugte Zahl als die (k + 1)-te Zahl von ~, so fiihrt ~/i, 
wenn es bis dahin nicht geschehen war, auch beim (k + t)-ten nicht die 
Hemmung des Entwicklungsprozesses von v herbei. 

Damit sind die Funktionsbegriffe hinreichend fixiert. Es sei aber 
noch einmal betont, dal~ in den Theoremen der Mathematik yon Fall zu 
Fall einzeine bestimmte derartige Funktionen au~reten, niemals aber all- 
gemeine Siitze fiber sis aufgestellt werden. Die allgemeine Formulierung 
dieser Begriite ist deshalb auch nur erfordertich, wenn man sich fiber Sinn 
uad Veffahren der biathematik Rechenschaft gibt; fiir die Mathematik 
selber, den Inhalt ihrer Lehrsiitze, kommt sie gar nicht in Betraeht. 

3. M a t h e m a t i s c h e  $~tze,  E i g e n s c h a f t e n  und  Mengen. 

Denn diese Siitze sind, sofern sie sich selbst geniigen und nicht rein" 
individuelle Ur~eile sind, allgemeins Aussagen iiber Zahlen oder Wahlfolgen 
yon Zahlen, nicht aber fiber ,,Funktionen". Wir unterscheiden demnach 
folgende Arten von Aussagen: 

I. Urteile ira eigentlichen Sinne. 
II. Generdle Aussagen. Ihr Typus: Fiir jede natiirliche Zahl n und 

jede frei werdende Wahlfolge v besteht die Relation G(n; v); Relation in 
dem scharfen Sinne sines yon n abhi~ngigen Charakters der Wahlfolge ~, 
genommen. 

III. Ab#trakta aus Urteilen ode, generellen Auaeagen. Dabei kann 
das ,,es gibt" auftreten in Verbindung mit Zahl, Folge, functio mixta 
und functio continua. Auf sine Folge kann es sogar in doppelter Weiss 
bezogen sein, indem diese entweder als Folge im eigentliohen Sinne oder 
als Zuordnungsgesetz auitritt. Der erste Fall liegt z. B. vor, wean O(~,) 
sin Charaktsr der frei werdenden Folge v ist und nun der Satz formuliert 
wird: Es gibt sine Folge ~ ('d. i. selbstverst~ndlioh sine gesetzmM~ig be- 
stimmte), welcher der Charalrter G(~) zukommt. Der zweite liegt vor, 
wenn auf Grund einer Relation ~(mn)  zwischen willkiirlichen~Zahlen 
m, n d e r  Satz auigestellt wird: Es gibt sine Folge ~, die aus jeder Zahl ra 
eine Zahl ~ (m) erzeugt, derart, daft jede Zahl m die Eigenschaft/~ (m, q~ (m)) 
besitzt. Da aber die Bedingung, daft die m-re Zahl einer Wahlfolge ~, 
in der Beziehung R zur Zahl m steht, ein yon m abh/ingiger Charatr~er 
yon v ist (es handelt sich dabei sogar um sine primitive f.m.), so ist der 
zweit~ als sin Sondeffall in dem ersten entha]ten. Demnach lrSnnen wir 
den Typus der Aussagen III. Art hinreichend allgemein dutch folgendea 
Schema kennzeichnen: Es gibt eine Zahl no, eine Folge %; aul3srdem sin 
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(;esetz [~ des aus jeder Folge r eine Zahl f ( r )  erzeugt, und ein t~esetz qJ, 
des aus einer Irei werdenden Folge ~ eine werdende Folge I,' +/'(~'~ er- 
zeugt, derart, dab tiir jede Zahl n und jede durch freie Wahlakte werdende 
Folge ~. die Beziehung C(n0%;n , f (v ) ;  ~,,tb(P)) besteht; dabei ist 
C(no%; n,n'; J,~,') eine gegebene Relation zwischen den wiilkiir|iehen Zahlen 
no~ n, n '  und den Wahlfolgen %, ,,, v', 

Gehen in die Au~agea dieser drei Arten noeh m~bestimmte Zahlen 
oder Wahlfolgen ein, so entstehen A.ussageschemata van Eigensclta/le.n und 
Beziehungen zwischen Zahlen oder Folgen. Im Gebiete der Eige~schaften 
haben wit demnaeh die gleiehen drei Arten zu unterseheiden. Die unter I 
faltenden Eigensehaften sind niehts anderes als die ,,Charakter~,'" m dem 
van uns festgetegten Sinne; diejenigen Eigensehaften also. dm emer Z.hl 
oder Folge an rich zukommen oder nieht zukommen. Wit kSnnten sie 
als ,,umfaags-definite" Eigensehaften den tinter II. und III. fallenden 
,,t~m!anga-vagen" gegeniibaratellen. Eina umfanga-dafinite Eigensehaft, einen 
Charak~r, wollen wit such als de/ini~ Men~e (Mange vora Typus I) be- 
zeiclmen. Van ainer derartigen Menge dad man sagen, da~ as an sich 
festateht, ob ein F~ement ilzr angeh6rt oder nicht. Sind M, h r zwei Zahl- 
clmraktcre (definite Zahlmengen), so ist M eine Teilmenge van N+ wenn 
jade ZahI yam Oharakter M such den Charakter N besitzt; <~ter genauer: 
Wir erkliLren ein Gesetz (M; +\'), da~q ass eiaer willkiirliehen Zahl a dana 
die Zahl 2 (des ,,nein") erzeugt, wens M ihr die 1+ N die 2 zuordnet, 
~- in jedem andern Falte abet die 1: der Sinn der ,,Teilmengen"-At~qsage 
ial~ der, dal3 jede Zahl den Charakter (M; ~V) besitzt. Sic ist also einc 
Ausaage van der Form II. Ist M Teilmenge van N und 2V Teihnenge 
van M, so norman wit M und N idenli~ch. Entspreehendes ist fiber de- 
finite Mengen van Folgen oder die den Relationen korrespondierenden 
,,mehrdimensionalen" Mengen van Zahlen trod Folgcn zu bemcrken. -- 
Man kann van der Kardinahahl einer definiten Mange sprechen, mul~ 
sich dann abet dariiber klar sein, dell ffir diese Kardinalzahlen nicht eia- 
real der ~'~,tz gilt: Eine Kardinalzahl ist entweder -~0 oder ~ 1 ;  d.h. 
ein Zahlcharakter 3 /  erzeugt entweder aus jeder Zahl die 2 (die Mange 
M iat leer, jade Zahl hat die Eigensehaft M),  oder aber es gibt eine Zahl, 
aua welcher das Gesetz M die 1 erzeugt (as gibt ein Element van M; es 
gibt eine Zahl, welche die Eigenschaft M bositzt). Der Zweifel an der 
Liickenlosigkeit der Cantorschen t~ grelft nach unserer jetzigen Auffas- 

also nicht erat bei t~, such nicht erst bei ~o Platz, sondern schon 
am ~ Beginn der Zahlenreihe: Die Behauptung, daft I die kleinste auf 0 
folgende K~rdinalzah] ist, mul} als gruncUos zuriickgewiesen warden. Mir 
scheint daraus die mathematische Wertlosigkeit dieses MgchtigkeitsbegrifIs 
hervorzugehen. Natiirtioh behalten die endliehen Kardinalzahlen ihr aires 

5* 
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gates Recht, we sie uicht attf eine ,,definite Menge" bezogen werden, sondern 
auf den Inbegriff einzelner gegebener Elemente eZahlbegriff des t~iglichen 
Lebens). 

Wir gehen zu den ,,umfangs-vagen'" Eigenschaften der Art II fiber. 
Dabei ist /olgendes zu beachten. Es sei CCn; v) eine Relation zwisehen 
Zahl n und Wahlfolge r (z. B. diese: die n-te ZaM yon r ist ungerade). 
Die eine umfangs-vage Eigenschaft ~ yon .r formulierende Aussage: Es 
bestehtC(n;  v) fiir jedes n (alle Zahlen von v sind ungerade), hat dann 
offenbartkeinen Sinn mehr fiir eine Wahl/olge v, sondern nut noeh fiir 
eine ins Unendliche hinaus dutch ein Gesebz bestimmte Folge. Ist nun 
G'(v) ein Charakter, wie sell dann die Aussage interpretiert werden: 
,jeder Folge, welche die Eigenschaft ~ besitzt, kommt auch der Charakter 
C' za"~. ,,Jede Folge", das kann, wie wit wissen, nut heil~en: jede durdl 
freie Wahl werdende Folge; andrerseits kann die Eigenschaft ~ sinnvoller- 
weise nicht von einer Wahlfolge, sondern nut yon einer ins Unendliehe 
hinaus bestimmten, fertigen Folge ausgesagt werden. Es ist nur diese 
Interpretation mSglich: I s t C ( n ;  ~,) erfiillt fiir alleZahlen n bis zu einer 
gzwissen yon v abhdngigen Grenze, so gilt auch C' (v'). Oder genau: Es 
bedeute C*(n; v) die Relation, welche zwischen n und r besteht, wenn 
C(m;r t  fiir alle Zahlen m yon I b i s  n erfiillt ist; dann gibt es eine 
functio mixta f(u) yon der Art, dal~ einer jeden Wahlfolge veto Charakter 
C*(f(v);  v) auch der Charakter C'(v) zukommt. Es handelt sich also 
um eine Aussage des Typus III. Wenn abet in der Erkl/irung einer 
Eigenschaft @ yon der Art II das ,,jeder" nicht wie bier bezogen ist auf 
,,aatiirliehe Zahl", ~ndern auf ,,Folge", ist eine analoge Interpretation 
der Natur der Saehe nach nicht mSglieh. Nun hat der Eigenschafts- und 
Mengenbegriff nur soweit mathematisehe Bedeutung, als das Identi~ts- 
prinzip reieht, d. h. soweit mit der Aussage ,,jedes Element yon der 
Eigensehaft @ hat die Eigenschaft @' (@ und .~ '  irgend zwei Eigen- 
schaften)" ein Sinn verkniipft werden kann. Infolgedessen entspringen 
aus Aussagen der Form II, in welche Unbestimmte eingeh'en, nur dann 
Mengen, wenn ,,jeder" lediglich in Verbindung mit ,,natiifliche Zahl" 
auftritt. Wir werden also erkl~en: Bezeieknet e, sol es eine willkiirliche 
Zahl, se ies  eine willkiirliohe Folge, und G(e; n) einen aufler yon e noeh 
yon der Zahl n abhiingigen Charakter, so entspringt aus C eine ,,vage 
Menge" [C]; da~ ein Element e ihr angehSrt, besagt, dal~ 1ode Zahl n 
zu e in der Relation C(e; n) steht [Menge veto Typus I I ] .  Fiir Mengen 
veto Typus I und II kSnnen wir nach der obigen Anweisung den Sinn 
des Terminus ,,Teilmenge" festlegen. Fiir den kompliziertesten Fall 
zweier unter den Typus II fal]ender Mengen yon Folgen wiirde er diese 
Bedeutung haben : ,~ 
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,, get~.rt zu [C] besage; jede Zahl n 4teht zu v in der Relati.n ('~ r: n~: 

'" . .  . ,  [ C ' I  . . . . . .  , . . . .  , . .  . . . . .  C ' ~ , . : n ) .  

C'] ist eine Teilmeug,, yon [C] besagt: Es gibt eine fuuetio mixta/ ' i  n: r '  
derart, dab die Urteilsanweisung zu Reeht be~teht: eine jede Zahl n und 
eine jede dureh freie Wahlakte werdende F.ige r. welche zu alien Zahlen 
m w)n l his f i n .  ~'~ in der Reh, t .m C~.. m)steht, erfiflhm mitemamler 
(tie Relation C'(v; n;. Die .lu.~age Ist ,lemnaeh ~mu. ~olehe yon der 
Form Il l .  Fiir den Begritt d,r 'r,,thneng,, ~tlt tier Sylh,gi,~mus. ,hLs tran- 
sitive Gesetz: ist M eine 'rellmenge wm M' uml 11' eme Tt, ihm,nge w,n 
M". so ist M eine Teilmenge wm M ' .  

Wir kommen zu den Eig,,useim[teu de," Il l .  Art. dereu Erklitruug em 
,,es gibr" enth/ilt. 37ehmen wir da sis Beispiel eme Eigenschaft v , ,  
folgendem Bau. G(ee') se, eine Relation, in weleher entweder e Zahl 
und e' Zahl oder e Folge und e' Zahl oder e Folge und e" Folge ist: 
e besitzt die Eigenschaft (C). besage: es gibt eine Fm~ktion f (eh  so da/$ 
g(e,  f(e)) besteht. Je nach den drei in Betraeht kommenden Fi~llen wird 
diese ltunktion natiirlieh eine funetio disereta, mixta odet continua seth. 
Was bedeutet, went] (C') eine Eigenschaft veto gleiehen Bau ist~ die Aus- 
sage: jedes Element e yon der Eigenscha[t t( ' )  hesitzt die Eigen.,chaft 
I,C') oder: ((:)ist Teitmenge wm (("~.~ ()ffenbar &es: Es glbt em th,setz. 
das aus jeder Funktion f eine Funkt i . ,  l '  erzeugl, derart, da~, wenn 
CI e, fie)) besteht, attch (7', e, f '( , ,))  stattfindet; das l,',rzeugungsges~,tz 
selbat kann dabei noeh von e abhhngen. Nun kant] wm einem derartLge, 
Gesetz abet nur die Rede sein, wenn f eiue fum'tio disereta ist: an Staqle 
der willkiirliehen leunktion f tritt dabei die dutch freie Walden werdenth. 
I~'olge. Nur solehe Eigensehaften yon dev Art II! sis- werthm wit als 
Mengen anspreehen, in denen da~ ,,es gibt'" in Verhindung mit ,,Folge". 
nieht aber mit functio mixta oder continua atfftritt, l)ieses Nt somit (t,, 
typisehe Form der Erkllirungen yon Mengen der I l l .  Art: Es set E~ e , ,  ~'~ 
eine Beziehung w m d e r  Art [ (RelationI oder eine sol('he Beziehung wm 
der Art l l ,  der eine Menge k.rrespondiert, d. it. bei deren Erktiirtmg da~ 
,,jeder'" nut  in Verbindung mit ,,Zahl", nicht mit ,,Folge" aufl~ritt; e 
kann Zahl oder Folge bedeuten, n eine willkiirliehe Zahl, J, eine Polge. 
e beaitmt die Eigenschaff t E) oder gehiirt der Menge (E)  an, sell besagen: 
Es g/bf eine Zahl , mid eine Folge r w m d e r  Art;, datl die Beziehung 
E(e; n v) stattfindet. Die altgemeine l%rmulierung des Teilmengenbogrifl~ 
fiir Mengen veto Typus ], II  odor I I I  bleibe dem Leser iiberla.ssen, l)-r 
Syiloglsmus erweiat sieh in allen Fiillen sis ztt Reeht bestehend. 

Das sind die veto Identitiit, sprinzip gesteckten Grenzen, innerhalb der,m 
such umfangs-vage Eigensehaften yon Zahlen oder Folgen als Mengen air- 
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zusprechen sind. Mengen aber yon Funktionen und Mengen yon Mengen wollen 
wit uns ganz aus dem Sinne schlagen. Kein Platz ist da in unserer Analysis 

eine allgemeine Mengenlehre, so wenig wie flit generelle Aussagen iiber 
Funk-~ionen s). 

Die neue Auffassung, sieht man, bringt sehr weitgehende Einschriin- 
kungen mit sieh gegeniiber der ins Vage hinausschwiirmenden Allgemein- 
heir, an welche uns die bisherige Analysis in den letzten Jahrzehnten ge- 
wShnt hat. Wit miissen yon neuem Bescheidenheit lernen. Den Himmel  
wollten wit stiirmen und haben nut  Nebel auf Nebel getiirmt, die nie- 
manden txagen, der ernsthaft aui ihnen zu stehen versucht. Was hal tbar  
bleibt, kSnnte auf den ersten Blick so geringfiigig e~scheinen, dab die 
MSglichkeit der Analysis iiberhaupt in Frage gestellt ist; dieser Pessimismus 
ist jedoch tmbegriindet, wie der niichste Absehnitt zeigen sell. Abet daran 
mul3 man mit  aller Energie festhalten: die Mathernalik ist ganz undgar,  
8ogar den logischen Formen hath, in denen sie sich bewegt, abhSnyig 
'yam Wesen der natis Zahl. 

In den hier gezogenen radikalen Konsequenzen stimme ich, soviel ich 
verstehe, nieht mehr ganz mit  B r o u w e r  iiberein. Beginnt er doch 4) so- 
gleich mit  einer allgemeinen FunkCionenlehre (unter dem Namen ,,Menge" 
trier bei ihm au~, was ich hier als funetio continua bezeichne), betrachtet  
Eigensehaften yon Funktionen, Eigensehaften yon Eigenschaften usf. und 
wendet auf sie das Identitiitsprlnzip an. (MJ~ vielen seiner Aussagen ge- 
lingt es miz nieht, einen Sinn zu verbinden.) Ich entlehne B r o u w e r  1. die 

s) Ieh will damit nieht sagen, dab al]gemeine Aussagen fiber Mengen uud Funk- 
r (raixtae et continual) fiberhaupt unmSglieh seien. So gilt gewiB fiir jede Folge 

und jedr f. m. tier Satz f(u) -~- 1 =-: 1 -~ f(v). Abet ihre Allgemeinheit ist eine ab- 
geleitete, dutch formale Sl~ezialisierung gewonnen aus der Al~gemeinheit der Arithmetik 
und Analysis (ira obigen Beispiel liegt die G(iltigkeit der Gleiehung n ~-1 ~ 1-~-n 
fiir alle Zahlen n zugrunde); die Altgemeinheit der Arithmetik und Analysis ist hin- 
gegen eine wahrhaft origin~re, ,sieh st/itzend je auf ein eigenes ansehauliehes Funda- 
meat (vgl. S. 58) und darum aueh yon selbsthndigem ansehau]ichen Gehalt erfiill$. 
l~Ian mag derartige S~tze fiber Funktionen und Mengen (vereinzelte Haltepunkte in 
einem v611ig uferlosen Meet) zu einer besondern Disziplin unter dem Namen ,,iYlengen- 
lehre" vereinigen, aber sie ist keinesfalls das Fundament der Mathematik. - -  Analog 
kann man natfirlich auch vereinzetter besondere Klassen yon Zuorflnungen zwisehen 
funetiones mixtae (oder continuae) stiftsn. Ist etwa r eine gegebene f. d., so ent- 

. f 

steht aus jeder f(r) elne andere f (~) nach der Regel: 

f'(~) ~ , , =  {~, ,~, , , . . .  } is~ gleie~ f(e)  f ~  , '={~( -~) ,  ~(-~), ~ (~)  . . . .  }. 
Abet diese Zuordnung ist nur eine ~Verk]eidung" der Folge r we gesagt wird: es 
9ibt eine Zuordnung dieser Art, heiBt das immer: es gibt eine Folge ~. Wir werden 
dafiir sogleieh Beispiele kennen lernen. 

4) In der ersten der unter 1) zitierten Abhandlungen fiber die ,,Begriindung der 
~Iengenlehre unabh/ingig veto Satz veto ausgeschlossenen Dritten" 
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Grundlage, die in jeder ttinsieht das Wesentliche ist, niimlieh die Idee der 
werdenden Folge und den Zweifel am principium tertii exclusi, 2. den Be- 
grift der functio continua. Auf meine Reehnung kommen der Begriff der 
iunctio mixta und die Auffassung, welche ich in den folgenden drei Thesen 
zusammenfasse: 1. Der Begriff' der Folge schwankt, je nach der logischen 
Verbindung~ in welcher er auftritt, zwischen ,,Gesetz" mid ,,WahI", ,,Sein" 
und ,,Werden". 2. Die allgemeinen und Existentials~tze sind keine Urteile 
im eigentlichen Sinne, behaupten keinen Saehverhalt, sondern sind Urtei/s- 
anweisungen, bzw. Urteilsabstrakte. 3. Arithmetik und Analysis euthalten 
]ediglich allgemeine Aussagen fiber Zahlen und frei werdende Folgen; keine 
allgemeine Funktionen- und Mengenlehre yon selbst~ndigem Inhalt! 

Naehdem wir diese Reehenschafts-Ab/egung fiber die logisehe Gestaltung 
der Wissensehaft vom Unendliehen beendet haben, ziehen wit im n~ehsteu 
Absehnitt die Konsequenzen ffir das Kontinuumproblem. 

4. Das Kon t l nuum .  

Fiir den Beg~ifi der reellen Zahl waren bisher in der Mathematik 
mehrere Erkl~irungen in Gebrauch, deren/~quivalenz man glaubte beweisen 
zu k6nnen. Von dem Standpunkt aus, den wir jetzt einnehmen, erseheinen 
diese Definitionen aber nicht mehr als ~iquivalent, und man iibe~zeugt sich 
leieht, dal~ nicht der Dedekindsche Schnitt, sondern die in diesem I[. Tell 
am Beginn zugrunde gelegte Definition jetzt die einzig mSgliche bleibt 
(yon der man wohl sagen darf, dab sie auch an sieh da~ Wesen der reeilen 
Zahl am reinsten ausspricht). 

Die Dualintervalle unterschieden wit oben voneinander dutch Angabe 
zweier ganzzahliger Charaktere Ira; hi. Man kann sic leicht dutch eineu 
einzigen Charakter, der eine natiirliche Zahl ist, ersetzen, wenn man nach 
irgendeinem bestimmten einfachen Gesetz die Paare ganzer Zahlen in eine 
abgeziihlte Reihe ordnet. Ferner k6nnen wir, wenn i irgendein Dualintervalt 
ist, die in seinem Innern gelegenen Dualintervalle in natfirlieher Weise in 
eine abgezi~hlte Reihe ordnen. Ist i yon h.ter Stufe, so setzen wir an 
erst.e Stelle das einzige, ganz im Innern yon i gelegene Dualintervall der 
(h A- 1)-ten Stufe, darauf die 5 Intervalle der (h -[- 2)-ten Stale dieser Art, 
wie sie sieh yon links naeh reehts auf der Zahlgeraden folgen, darauf die 
13 Intervalle der (h -+- 3)-ten Stale usf. Man weill sonach, was es hell, t, 
wenn yon ,,dem n-ten" der innerhalb i gelegenen Dualintervalle die Rede 
ist. Eine reelle Zahl ist bestimm$ dutch ein Gesetz, das aus jeder natiir- 
lidaen Zatrl ~t ein Dnalintervall i (~) erzeugt, so zwar, dall immer i ("+~) 
innerhalb i (~) gelegen ist. Wollen wir uns bier von der Einsehachtelungs- 
Bedingung unabhi~ngig machen, so ersetzen wir die Angabe des (n-?  1)-ten 
Intervalls i ~'+~1 dtu'ch s seiner Ordnungsnummer unter den inner- 
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halb i ' )  gelegenen Dualintervallen; die reelle Zahl 1st (lann bestlnnn~ dutch 
Angabe des ersten Intervalln i und durch diene Folge der Ordnungsnummern, 
d. i. ein Gesetz, dan aus jeder natiirlichen Zahl n e i n e  natiirliche Zahl , .  
erzeugt. Die Intervallfolge hebt an rai~ i' i, darauf folgt das ( 1 . ) - r e  
der innerhalb ,' gelegene Dualintervalle, i"," darauf das (2 . ) - te  innerhalb i" 
gelegene, i ' ,  usf. Die ,,beliebige reelle Zahl", die ,,reelle Variable" is~ 
reprhsentiert durch eine werdende Folge von Dualintervallen, wobei die 
|ntervalle sukzessive frei gew~ihlt werden unter der einen Einschr~inkung, 
dab bei jedem folgenden Schritt ein innerhalb des zutetzt gew~ihlten ge- 
legenes Intervall ausgesueht werden nmB. Will man diese an eine Vor- 
schrift gebundene Wahl durch eine v611ig freie ersetzen, so muB man nicht 
die Intervalle, sondern statt  ihrer wie oben die Ordnungsnummern wEhlen. -- 
Unter Intervallfolge ist yon jetzt ab immer eil)e Folge ineinander einge- 
schaehtelter Dualintervalle zu verstehen. 

Zwei reelle Zahlen c,  fl /alle~l. zusammen,  wenn allgemein i!: 0, das 
, - r e  Interval] der Folge a,  und das n-te ]ntervall der Folge fl sich ganz 
oder teilweine iiberdecken; sie liegen getrennt, wenn eine natiirliche Zahl n 
existiert, so daft il~ ) und i~ ~*) v611ig getrennt liegen. Diese beiden M6glich- 
keiten bilden keine votlst~indige Alternative; ist doch keine von beiden 
eine definite Beziehung zwischen den willkiirlichen reellen Zahlen e: und ft. 
Das ist dem Charakter des anschaulichen Kontinuums v611ig angemessen; 
denn in ihm geht dan Getrenntsein zweier Stellen beim Zusammenriicken 
sozusagen graduell, in vagen Abstufungen, tiber in die Ununterscheidbar- 
keit. Woht aber gilt der Satz: F/illt ee mit fl zusammen und fl mit 7, so 
f~illt such a mit ? zusammen. Zwar brauchen ja yon drei Intervallen 
�9 (n~ i~ '*~, :(") deren beide erste und deren beide letzte iibereinandergreifen, 
das ernte und dritte nicht sich zu iiberdecken. Tritt das hier aber an 
einer bestimmten Ste]le n unserer Intervallfolgen ein, so miil]ten im wei- 
teren Fol~gang ihrer Entwioklung entweder die Intervallfolgen a and fi 
oder die Folgen fl und y sich voneinander trennen. Unser Satz behauptet, 
explizite ausgesproehen: Es gibt eine yon der natiirlichen Zahl n abh~ingige 
Funktion f (n ;  a fl y) von drei werdenden Wahlfolgen a fl 7, welohe aus den 
Argumenten allemal dann eine bestimmte natiirliche Zahl m erzeugt, wenn 

.(a~ 11114 "(") �9 (,) i~,) i~,) .(n) anderseits sieh fiberdecken, ,~, ~ und einerseits, und % % 
abet getrennt lie~en, und zwar so, dab folgendes gilt: Wie aueh die Inter- 
vallfolgen r fl, ~,~ fiber die n-re Stelle hinaus sioh entwickeln mSgen, an 
m-ter Stelle sind entweder i~ ") un4 i~ m) getrennt oder i~ "~ und i~ m~. Die 
Konstruktion dieser Funktion f ist nattirlich sehr einfach. Der in Frage 
stehende Sa~z beruht, wie man zugleieh erkennt, nicht darauf, dab a, fl, ~, 
,,N~herungszahlen" sind, sondern da~ die Annhherung i~er ]ede Grenze ge- 
trieben werden kann. Innofern dies fiir ein ansehaulich gegebenes Kon- 
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tmuum mcht der Fall i,t Lman denke etwa an alas bekannte Beispiel tier 
l,okalisation yon Drucke,npfindungen. welche dutch Beriihrung der Hand- 
fliiche mit den beiden Spitzen eines Zirkels hervorgerufen werden), kommt 
in der ..Transitivitiit'" de~ Zu.,mmmenfalle~ts die ~ul der Wirklichkeit vm'. 
genommene mathe~ttati.~che ldetdisierung zum Ausdruck. Da~: Kontinuum 
erscheint bier al~ ~'m nach mn~.n hinein tn~ Unendhche werdendes. In 
der anschaulich gt'gebellt'l| %Vnklwhl, tql l~t der W~,rdeprozeB nttr his zu 
cinem gewissen lhmkt,, g~,diehen tdenu da~ ~eg~,bene isl, ~,~ , 'ird nichtt 
ttttd rni.indet da,'iiber hnutu.~ gv~.dut, II m volh~e Ungesctnedt,uhett: |n der 
Mathematik hingegen betrat'htcn wit thn als eint,n ,n~ [,'nendhche [mt- 
gehenden. A u /  jede, F~dl ctber ist t'.~ 7t,sirni~, das K(mt i ,  rum als ei~, 
Fertig-Seie~des zu betrachte~. Man kann datum allen Ernstc, bchaupten 
~und mull e~ sogar), dall das I]cgenwih'ttge nicht elwas in swh fertig Be. 
stimmtes ist, sondern selbst noch nach innen hinein tt'ird, n~dem es ~,ich 
in der Zukunft entfaltet; erst ,,am Ende aller Zeiten'" sozusagen ist jedes 
Stiick der Weltwirkliehkeit, auch das yon mir jetzt durehlebte, in sich 
pr~zise bestimmt. Dieset' Umstand et~cheint mir ~ h r  wichtig fiir die Ab- 
sch~tzung der metaphysisehen Bedeutung lie,' Naturkausalitiit: jedoch isl 
bier nieht der Ort, darauf einzugehen. 

Greifen wir auf der Zahlgeraden C, dent Vart~d,tlit~ttsgebwt emer leelh.n 
Variablen :r. einen bestimmten Punkt herau~, z. B. x O. st, katm mt~n, 
wie wir ~hen.  keinesfalls beimttpten, dal:l jeder Punkt entweder mlt tirol 
zusan~menfiillt odev wm itnu getrennt lit,~t, l)ev Punk/ x i) zt,rh,gt als,, 
das Kont inuumC durchaus nicht in zwei Ttgle O :x  0 u,ld ( " : x  !~. 
in dem Sinne, da~ C au.- dot Ver~.inigttng wm C , C und dt,m ~,m,.n 
Punl.:te 0 bestiinde jeder Punkt entweder mit 0 zusammenfielc oder zu C 
oder ztt 0 4 geh6rte~. Erscheint dies dem heutigen Mathematiker mit seiner 
atomistischen Denkgew6hnung anst61lig, so war es in friiheren Zeiten eme 
allen selbstverst~.ndliehe Ansicht : inn~'rhalb eines Kontinuums la~ssen si,h 
wohl dutch Grenzsetzung Teilkontinuen erzeugen; es ist aher unverniinftig, 
zu behaupten, dall das t,~tale Kontinuum arts der {~renr.e und jenen Teil- 
kontinuen zusammengesetzt sei. Ein t~ttrhalle# Kontinuum ist ebe,~ em 
in sieh Zusammenh/ingendes ttnd kann nie/~t in getrennte Bruehstiit'ke a~/. 
gete://t werden; das widerstreitet seinem Wesen. C ~ ist ein Kotttinutnn in 
elem gleiehen Sinne wie O : Medium freien Werdens; aueh bei seiner mathe- 
matisehen Erfassung miissen wit daher nicht yon den Punkten, sondem 
yon den Intervailen ausgehen. Ibm l ie~ zugrunde dss System ~'~ der- 
jenigen Dualintervalle, deren erste Charakteristik m positiv ist. -Ein Gesetz. 
das aus jeder natiirliehen Zahl ein Intervall dieses Systems erzeugt, und 
zwar so, dalt die Intervalle der Folge ineinander eingeschachtelt sind, 
liefert eine be~timmte Zahl im Kontinuum G'~; Wahlakte, welche an 



74 H. Weyl. 

das System ~-" und die Einschaehtelungsbedingmlg gebunden, i m  i i b r i g e n  
abet frei sind, erzeugen eine werdende Folge, welche ,,die im B e r e i c h  C+ 
sieh bewegende Variable" darstellt. Man wird bier gewahr, dal~ , , ]~unk t -  
mengen", welche als Variabilitiitsgcbiet fiir Funktionsargumente in  ] 3 e t r a c h t  
kommen, immer nur Verkleidungen yon ,,Intervallmengen", g e n a u e r  yon  
defmiten Intervallmengen sein kSnnen. Nut fiber derartige P u n k t m e n g e n  
ist abet such eine allgemeine Theorie innerhalb der Analysis m 6 g l i e h ,  da 
sic unter die Rubrik der funo~iones discretae fallen. Neben d e m  S y s t e m  
2 .+ trat oben das System ~?- der Dualintervalle auf, deren e r s t e  Cha- 
rakteristik m < 0 ist, und drittens alas System ~vo der d u r c h  ~r~---~ 0 
olmrakterisierten Dualintervalle. 2 +, -Y-, 2 ~ bestimmen bzw. d a s  K o n -  
tinuum der ,,reohts yon 0 gelegenen", der ,,links yon 0 gelegenen'"  und  
der ,,mit 0 zussmmenlallenden" Punkte. 

Bet-mehten wir jettt sine der gewfhnlichen, auf eine reelle V a r i a b l e  x 
ahtuwendenden 0perationen, z.B. x ~. -- Aus mehreren Dualbriiohen tz, a ' ,  . �9 �9 
in endlicher A~mahl kann man teieht das einzige Dualintervall h D o h s t e r  
Stufe konstruieren, welches jene Dualbriiehe alle enthiilt; dies I n t e r v a l l  be- 
zeiehnen wir mit (a, a ' , . . . ) .  Sind 

m ~ 1  a,' m ~ - I  

die Endpunkte eines Intervalls i, so liegen die Quadrate aller Due~lbr t iche ,  
welehe in das Intervall i hineinfallen, ihrerseits in dem In te rva l l  

i ~ --=- (a ~, aa' ,  a'~). 

Ist eine reelle Zahl tt gegeben durch eine Folge ineinander e i n g e s c h a c h t e l t e r  
Dualintervalle, so erhiilt man die Zahl a ~, indem man yon j e d e m  I n t e r -  
vail i der Folge das ,,Quadratintervatl" i ~ bildet. Dis E n t s t ; e h u n g  yon 
tt "~ aus c beraht also nicht auf der Zuordnung yon ]ntervall/ol@e~, s o n d e r n  
ei, f__sch auf der Zuordnung yon l~tert'allen: es handelt sich tun alas Gese tz ,  
alas aus jedem IntervM1 i das Intervall i ~ erzeugt; dies Gesetz  n e n n e n  
wir ,,die Funktion z t ' ' .  L~Bt man eine leolge ineinander e i n g e s c h a e h t e l t e r  
Dualintervalle i dutch freie Wahl Sc, hritt Kit Schritt entstehen,  s o  en~5- 
spricht ihr naeh diesem G;esetz eine werdende Folge yon g le ichfa l l s  inein- 
ander eingesehachtelten Intervsllen i ~. In iihnlieher Weise e r k l ~ r e n  wi t  
die Funktion x - y  (dis Operation der Mul~i~lika~m) im Gebiet y o n  z~vei 
Variab|en ~r g. Diesem Variabilit~itsgebiet liegt zugrunde das S y s t e m  tier 
dutch drei ganzzah]ige Chaz~kteristiken m, ~; h voneinander z u  u n t e r -  
scheidenden ,,Dualquadrate" mit den Eckpunkten 

re+l_ ~+_1 
: ;c=,  2h , y ~  2k . 
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8etzen wit 
m - - I  a '  ~ + 1  n ~ l  b ' - - :  ~ + 1  

a = - , j , z  = - ,2~h-- : b =  ~ , - h '  " 2 " '  

go erzeuge man aus diesem Quadrat  J das Intervall 

: r ( J )  - ~ (ab,  a'  b, ab' ,  a'b'). 

3Dieses Gesetz ~ ist die Funktion x . y ;  durchlihfft .l eine werdende Folge 
ineinander eingeschachtelter Quadrate, so :t! . l)  eine werdende Folge in- 
r eingesehachtelter ]ntervalle. 

Interpretieren wit endlich noeh di(, im Gebiete zweier Variablen x, y 
giiltige Identit.gt 

( , )  (x ~- y ) ( x - y ) . -  z : ' -  y'. 
Ein :Paar Dualbriiche a, b nennen wir ,,deu 
Schnit~punkt yon a mit b".  Sind a,  a ' , . . .  
3mehrere (z. B. drei) gegebene Dualbriiche und . . . . . . .  b 
ist daneben noch eine zweite Reihe yon endlich- - . . . . . .  ~' 
~ielen (z. B. vier) Dualbriiehen b, 5 ' , . . .  gegeben, - . . . .  ~" 
so kiinnen wir das kleinste Dualquadrat  bil . . . .  ~ b "  
den, das die si~mtliehen (3- 4)  Sehni~tpunkte j 
~on a, a', . . .  mit b, b', . . .  enthiilt: 

J -  ( a a ' . . .  b b ' . . . ) ,  a ,z' 
Fig 2. 

Die Funktion 
x' x - ~ y ,  y ' - - x - - y  

is~ das Gesetz, welches aus jedem Dualquadrat J ,  (lessen Ecken (lie Schnitt- 
lounkte yon a, a '  mit b, b'  sind, das Quadrat 

J ' = ( a ~ b , a ' - i - b , a - + - ,  b ' , a ' - + - b ' ] a - - b , a ' ~ b , a - - b ' , a ' - - b ' )  

erzeugr aus ibm werde clas Intervall  i gebildet nach dem GeseSz ~ ' .  y '  
(das eben mit :t bezeiehnet wurde). Damit ist die linke Seite yon  ( . )  
konstruiert. Analog reehts: Man bildet aus J zun~ichs~ das Quadrat  

jo  _~ (a : ,  aa',  a '~ } b ~, bb', b ''~) 

[das ist die Funktion x" ~ x "z, y"  ~ y~] und daraus das Intervall i nach 
dem Gesetze x " - - y " .  Die Gleiehung (*) behauptet, dall, welches auch 
das Dualquadrat J sein mag, i und ~ sich stets iiberdecken. 

Die angefiihrten Beispiele legen uns den atlgemei~ea Begriff der stetigen 
z~unk$/on einer reellen Veri~nderlichen nahe. Eine solehe Funkt ion wird 
bestimm$ nieht dutch ein beliebiges Gesetz, das einer werdenden Interval l-  
]o~e eine werdende Intervallfolge zuordnet, sondern dutch ein Gesetz, nach 
welchem einfaeh jedes Dualintervall  (sobald es einmal hinreiehend klein 
geworden ist) ein Intervall erzeug~. Das entsprieht aueh vollkommen dem 
Sinn, wie diese~ Begrif[ in den Anwendungen der Mathematik gebraucht  
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wird: sobald das Argument mit einem gewissen Grad der Genauigkeit 
gegeben ist --  und anders i s t e s  in den Anwendungen ja hie gegeben- - ,  
ist auch der Funktionswert mit einem zugehSrigen Grad von Genauigkeit 
bekannt. Der letztere sinkt mit dem ersteren unter jede Grenze (wenn 
die ~mkt ion  in einem beschr~inkten Intervall betrachtet wird). Die stetigen 
Funktionen sind demnach nur verkleidete ,,functiones discretae"; und nur 
datum kann die Analysis eine allgemeine Theorie fiber sie aufstellen. 
Eine stetige Funktion, erkl~ren wir, ist bestimmt dutch ein Gesetz 7 ,  
das aus jedem Dualintervall i entweder nichts oder ein ebensolches Inter- 
vall, qJ(i), erzeugt. Es gehSrt ferner dazu ein Gesetz, aus iedem Inter- 
val] i eine natiirliche Zahl n i erzeugend, yon folgender Art:  Ist i irgend- 
ein Dualinterval], n e i n e  natiirliehe Zaht __~ n,, so erzeugt das n- te  der- 
~enigen Dualintervalle, welche im Innern yon i gelegen sind, naeh dem 
Cyesetz q~ bestimmt ein Intervall (und nicht niehts), das fiberdies im Innern 
yon ~o(i) liegt, falls ~0(i) exist iert .-~ Die Einschaehtelungsbedingung hat 
zur Fo]ge, da~ zwei iibereinandergreifenden" Intervallen i, i '  stets zwei 
iibereinandergreifende Intervalle q~ (i), q0 ( i ' )  entsprechen; denn nach dieser 
Bedingung kann man stets ein im Innern beider Intervalle i,  i '  enthaltenes 
Dualintervall ~ konstruieren, dessen Bild q~(~) existiert und ira Innern 
sowohl yon ~p~i) wie r  liegt. Ist  ~ eine einzelne reelle Zahl, d. i. 
eine dutch ein Gesetz ins Unendliehe hinaus bestimmte Sehachtelfolge yon 
Intervallen i, i ' ,  i " , . . . ,  so bilden wir die Folge ~ (i),  ~p~i'), q>(i"), . . . ;  au~ 
ihr fallen natfirlich die nicht-existierenden Bildintervalle heraus, auBerdem 
abet  streichen wit in ihr auch ein Intervall, falls es nicht im Innern des 
n~iehstvorhergehenden enthalten ist; wegen der zu jedem Intervall i ge- 
h6rigen Zahl n~ bleibt dabei doch eine unendliche Folge stehen. Die so 
pr~parierte Bildfolge ist also wiederum eine reetle Zahl f l =  q~(a): del" 
Weft der stetigen Funktion fiir den Argumentwert ~. Fallen die beiden 
reellen Zahlen a und ~' zusammen, so fallen auch die zugehSrigen Funktions- 
werte fi und fl' zusammen. ~ Zwei stetige Funktionen stimmen iiberein, 
wenn sie durch Gesetze bestimmt sind, die jedem Dualintervall zwei iiber- 
einandergreifende Intervalle zuordnen~). 

Wie man sieht, kann man den Begriff der stetigen Funktion in einem 
beschr~inkten Intervall nieht, erkl~iren, ohne die gteichm~flige Htetigkeit 
und die Beschrdnkthei$ sogleich in die Definition mit aufzunehmen. Vor 
allem aber kanr~ es gar heine andern Funktionen in e~mem Kontinuum 
geben als ~tetige Funktionen. Wenn die alte Analysis die Bildung unstetiger 

~) Von der einzdnen bestimm~a stetigen Funktion war hier die Rede. Die 
alJgemeinen Siitze fiber sie handeln aber yon dem Kontinuum, in das sie sich eit~- 
herren: der (als einer werdenden zu betraehtenden) wiUki~rlichen stetigen Funktion. 
Das. n&here Eingehen auf diesen Begriff wiirde uns bier zu weft fiihren. 
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Funktionen ermSgliehte, so bekundet sie dam~t am deutliellsteu, wie welt 
,~ie yon der Erfassung des Wesens des Kontinuums entfcrnt ist. Was man 
}mute eine unstetige Funktion nennt, besteht in Wahrheit ~und auch d&~ 
ist im Grtmde nur eine Riiekkehr zu ~ilteren Anschauungen~ aus mehr~'e-n 
Funktionen in getrennten Kontinua Wir fasten z. B. die oben eingefiiilrten 
Kontinua C , C  ~(x - O ) u n d C  {x~"{))in,~Auge. I )wFunkthm/ '~tx)  x 
m C" ist dab Gesetz, das jedem Duahntervall, de~,~en t,eldc Emllmnkte 
positlv sind, dies lntervall belt)st zuordm, t. l)w b'tmktion l.,ix~ x 
m C ist das Ge~etz, das jedem Dualinterva[I ,. dessen be,de Emlpunkte 
a, a '  negativ sind, dan Intervall i = (  a'.  a) zuordnet. Zu die,en 
beiden Funktionen existiert eine emzige Funktton x in ganz U. wclche in C 
mit t], in C mit l:~ iibereinstimmt: sie ordnet emem Duahntervall i das 
[ntervall i zu, falls beide Endpunkte yon i posittv stud. i. falls beale 
Endpunkte negativ sind, einem Intervalt i mit den Endpunkten a a" aber, 
das den Nullpunkt enthiilt, das lnterva]l ( - - a ' ,  a ,  a ,  a ' ) .  Betraehten 
wir hingegen die beiden Funktionen q- 1 in C '  - -  1 in C . so existiert 
zu ilmen ke/~e in ganz C definierte Funktion. welche in C '  mit der einen. 
in C- mit der andern iibereinstimmte. 

I)er bisherigen Analysis ersehien da~ Kontmuum sis dw Mengc se,ner 
Punkte; sie sah in ihm nur einel, Speziatfall des Io~tschc,i (~ramlvcrhMt. 
hisses yon Element und Menge. Wem ware e~ nicht schon aufgefallen, 
daft das ebenso fundamentale Verhiiltnis yon Ganz, m und 7u t,t~lang m 
der Mathematik iiberhaut)t keine Stelle hatte~ Daft es Telb hat. i~t abe) 
die Grundeigenschaft ties Kontinuums: u,ld so macht die Brouwcrsehe 
Theorie (im Einklang mit der Anschauung, gegen wch'|w der heutige 
,,Atomismus" so arg verstSllt) dieses Verhliltnis zur Grundlage [iir die 
mathematisehe Behandlung des Kontinuums. Darm lh*gt der e~gentliehe 
Grund fiir das im vorhergehenden (bei der Abgrenzung yon Teilkontimnm 
sowohl wie bei der Bildung stetiger Funktionen) ei,~gesehiagene Verfahreu, 
alas nich~ yon den Punkten, sondern den lntervallen sis den p,'imlh~n 
Konstruktionselementen ausgeht. -- Freilich: such eine Menge besitzt Teile. 
Was sie aber im Reich des ,,Teilbaren" auszeichnet, ist die Existenz der 
,,Elemente" im mengantheoretischen 8inne, d. it. wm Teile~t. welche selbst 
~ ine  T~ile mehr enghalten; und zwar ist in jedem Tell mindestens ein 
,]!ltement" enthelten. Hingegen gehSrt es zum Wesen den Kontinuums, 
deft ~ades seiner Teil~ Melt unbewenzt welter ~ilen ld/Jt; tier Begriff des 
Punktes muff als Grenzidee betraehtet werden, , ,Punkt" mt die Vo]~tellung 
der Orenze einer ins Unendliehe fortgesetzten Teilung. - - U m  den stetigen 
Zusemmenhang der Punkte wiederzugeben, nahm die bisherige Analysis, 
de sic ja alas Kontinuum in eine Menge isolierter Punkte zersehlagen 
hatte, ihre Zuflucht zu dem Umitebungsbegriff. Abet da m der daraus 
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hervorgehenden Allgemeinheit der Begrlff der ~tettgell Manmgfaltigkeit 
mathematisch mlfruchtbar blieb, muBte hernach als einschr/inkende Be- 
dingung die M6glichkeit der ,,Triangulation" hinzugefiigt werden6). Im 
Gegensatz zu diesem Aufbau erschienen in den kurzen Erklarungen, welche 
Brouwer  seinen bekannten Beweisen der grdndlegenden S~tze der Analysis 
situs vorausschickte :), schon deutlich die einfaeh zusammenhgngenden Stiicke, 
aus denen die Mannigfaltigkeit zusammengesetzt wird, als die urspriinglich 
gegebenen Bausteine. Die neue Analysis lg8t nur diesen Weg offen. 

Deuten wir kurz an, wie sich danach die mathematische Definition 
des Begriffes der zweidlmensionalen geschlossenen Mannig/altigkei~ gestaltet. 
Zun~chst ist das Schema ihres twpologisvl~en Au/baues anzugeben, das ich 
als ein ,,zweidimensionates Geriist" bezeiehne. Es besteht aus endlich- 
vielen ,,Ecken" e o (Elementen 0-ter Stufe), ,,Kanten" e 1 (Elementen 1. Stufe), 
,,Fl~chenstiicken"e~ (Elementen 2. Stufe), die durch irgend~,elche Symbole 
gekennzeichnet werden mSgen. Jedes Fliichenstiick wird yon gewissen 
Kanten, jede Kante yon gewissen Ecken ,,begrenzt"; die Angaben dariiber 
bilden den wesentlichen Inhalt des Schemas. Es mul3 gewissen leicht zu 
formulierenden Forderungen geniigen. -- Von den Fl~ichenstiicken des 
Geriistes gelangt man zu den Punkten der Mannigfaltigkeit dutch einen 
unendlich oft zu wiederholenden Teilungsproze[3. Diesen wollen wit so 
vornehInen, dal~ wit jede Kante dutch einen ihrer Punkte in zwei Kanten 
zerlegen, darauf jedes Flgchenstiick von einem willkiirlich in ihm gewii~lten 

Zentrum aus dutch Linien nach den auf 
seiner Begrenzung gelegenen Ecken in 
Teildreiecke zerlegen. Diesen Vorgang 
kann man in abstracto so beschreiben: 

o Jedem Element e~ des urspriinglichen Ge- 
riistes G entspricht ein Element 0-ter 
Stufe (e~)o des dutch Teilung entstehen- 
den Geriistes G'; zwei Elemente e~, e k (i > k) 

, e des urspriinglichen Geriistes, yon denen 
Fig. 3. das eine das andere begrenzt, erzeugen 

g 

ein Element 1. Stufe (.e~e~)l des neuen 
G r stes G', das yon und F emente 

�9 ? ! f ,  

yon G, die einander begrermen, em von (e~ el)1, (e~ %)i, (el eo)l begrenztes 
? 

Element 2. Stufe (e~e~eo)~ yon G'. -- Die Flgchenstiicke yon G und die 
dutch sukzessive Teilungen entstehenden Flgchenstiicke yon G', G", . . .  
spielen bier die gleiche Rolle Tie diejenigen Intervalte im Linearkontinuum, 

welche dasselbe durch die Dualbriiche yon der Form ~ m m 
2 ' 2 s '  2 s ' " "  

~) Siel~o z.B. Weyl, Die Idee der Riemannschen Flgohe (Leipzig 1918), w 4. 
~) Siehe vor allem Math. Ann., 71 (1912), S. 97. 
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(m durchliiuft alle garmen ZaMen) zerlegt wird. Je zwei anemanderstoflende 
von ihnen fiigten wir zu einem .,Dua|intervall" zusammen, um attf jeder 
Teilungsstufe eine Bedeckung des Linearkontimnmls dutch iibereinander- 
greifende Stiicke zu bekommen. Analog fassen wir bier diejenigen Fliiehen- 
stiicke eines der dutch Teilung entstandenen Geriiste G, G', G", . . . .  welche 
yon einem gemeinsamen Eckpunkt begrenzt werden, zu einem ,,Stern" zu- 
,,~,mmen. Unter eiuem P,o~kt der 3lantdg/altigkeit i~t eine uuend]ivhe 
F'olge soleher Sterne zu ver~tehen, it~ weieher je{{t,l" Stertt gauz tnl [nner t l  

des nhehstvorhergehendeu enthalten tst; der Sbm the.~cl" l~ l | l , ' r  - 

bedingung zwisehen zwei Sternen ist leicht zu Iormuhercu. 
Eine offene Mannigfaltigkeit untersehoidet sich yon emer ge..chh,s~eneu 

nur darin, dal~ das zugrunde liegende Geriist nicht aus endliehvichm, sondern 
einer unendlichen Folge yon Eiementen besteht. Das friiher ausfuhrlich 
betrachtete Linearkontinuum fiillt unter diesen Begriff, sofern w." als 

Du~int~rvalle allein die Intervalle ~i  , " 2 i ' ]  mit einer posqtiven ('harak- 

terisffik/t gelten lassen. Diese Modifikation kann an allen unseren tris. 
herigen Entwicklungen ohne weiteres angebraeht werden. Der Be/zrifF der 
sf.fig, m llM.nktion |st gleieh so gefaltt worden, dail or sieh attt beliebige 
Mannigf&ttigkeiten iibertragen lMk: Eine stetige Abbildung emer Man,tig- 
faltigkeit nuf eine andere wird best|mint dureh ein Gesetz. da.~ jedem Stern 
der ersten entweder niehts oder eineu Stern der ewe|ten zuordnt,t, es kommt 
hintu die gleiehe Einschachtelungs-Bedingung wie friih~q-. |he|' ist es 
wirklish wosentlieh, dall die Alternative des ,,nichts" often gelass~,,, wlrd, 
d8 ja dis Bildgebiet eines Sternes der ersten Mannigfaltigkett tuc|tt in 
einem einzigen Stern tier ewe|ten Plate zu finden braueht. 

Sobald mats es mit einer in irgendeinem Kontinuum sich bewegenden 
Variablen zu tun hat, mull man sieh, der neuen Theorie gemiiL~ operierend, 
fiber dent Kontinuum sozusagen in der Sehwebe halten und hat nicht wie 
bisher die Mfglichkeit, sich auf einem einzelnen, wenn auch willkiirlichen 
Punkte niederzulassen. Dem an das letzte Verfahren GewShnten mag solehe 
Zumutungzuniichst unbequem erseheinen; aber jeder wird spiiren, wie treu 
auch hierin die neue Analysis dem anschauli~hen Oharakter des Kontinuums 
sioh anpsltt. Die B r o u w e rsche Auffassung verbindet h~chste intuitive Khtr- 
he/t mit Freiheit. Wer tremor sich im abstrakten Formal|sinus der Mathe. 
nmfik noah ein~gen 8inn ~ r  ansehsuliehe Gegebenheiten erhalten hat, auf den 
mull tile wirkon wie eine Erl~sung yon b6sem Albdruck. Endlieh set noch 
damuf hingewiesen, wie vollkommen be|de Teile der neuen Lehre, die 
amm],atd/the Ange.pal~theit ans Kontinuum und ihre EI//scM Stellungnahme 
zu den generellen mad den Existential~tzen, sieh gegenseitig fordernd, 
ineimmdergreifen. 

(FAngegangen am 9. Mai 1920.) 


