Uber die nene Grundlagenkrise der Mathematik.
(Vortrage, gehalten im mathematischen Kolloquium Ziirich.)
Yon

Hermann Weyl in Zirich.

Die Antinomien der Mengenlehre werden gewdhnlich als Grenzstreitig-
keiten betrachtet, die nur die entlegensten Provinzen des mathematischen
Reichs angehen und in keiner Weise die innere Soliditét und Sicherheit
des Reiches selber, seiner eigentlichen Kerngebiete gefahrden kénnen. Die
Erklirungen, welche von berufener Seite iiber diese Ruhestérungen ab-
gegeben wurden (in der Absicht, sie zu dementieren oder zu schlichten),
tragen aber fast alle nicht den Charakter einer aus vollig durchleuchteter
Evidenz geborenen, klar auf sich selbst ruhenden Uberzeugung, sondern
gehoren zu jener Art von halb bis dreiviertel ehrlichen Selbsttauschungs-
versuchen, denen man im politischen und philosophischen Denken so oft
begegnet. In der Tat: jede ernste und ehrliche Besinnung muf zu der
Einsicht fiihren, da jene Unzutriglichkeiten in den Grenzbezirken der
Mathematik als Symptome gewertet werden miissen; in ihnen kommt an
den Tag, was der duBerlich glinzende und reibungslose Betrieb im Zentrum
verbirgt: die inuere Haltlosigkeit der Grundlagen, auf denen der Auibau
des Reiches ruht. Ich kenne nur zwei Versuche, das Ubel an der Wurzel
zu packen. Der eine riibrt von Brouwer her; schon seit 1907 liegen
gewisse richtunggebende Ideen der von ihm angestrebten Reform der
Mengenlehre und Analysis vor; doch hat er erst in den letzten Jahren seine
Ansitze zu einer komsequenten Lehre ausgebildet!). Unabhiingig davon

1) Siehe namentlich die Dissertation ,Over de grondslagen der wiskunde®, Amsater-
dam 1907, den Aufsatz in der Tijdschrift voor wijsbegeerte, II (1908), 8. 152158,
den im Bull. Amer. Math. Society, 20 (Nov. 1913), 8. 81—96, verdffentlichten
Vortrag ,Intuitionism and Formalism®, die Abhandlungen ,Begrindung der Mengen-
lehre unabhingig vom logischen Satz vom ausgeschlossenen Dritten®, Verh. d. K.
Akad. v. Wetensch. te Amsterdam 1918, 1919, und den Artikel ,Intuitionistische
Mengenlehre¥, Jahresber. d. Deutsch. Math.-Vereinig. 1919, 8.203—208.
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lang gehegte Gedanken
1tet?). Die vorliegenden
der reellen Zahl und des
hier wieder davon aus-

habe ich 1918 in einer Schrift ,,das Kontinuum*®

zu einer neuen Grundlegung der Analysis ausgesta
Schwierigkeiten Iassen sich am besten am Begriff

Kontinuums klarmachen; ich will deshalb auch B1
gehen und zunichst kurz iiber das Wesentliche meines Versuchs, hernach
in freier Weise iiber die Brouwerschen Ansatze berichten.

1. Die atomistische Auffassung des ¥ ontinuums.

1. Der Circulus vitiosua 8-

Wir gehen mit Dedekind aus von dem System der rationalen Zahlen
und wollen die einzelne reelle Zahl « charakterisieren durch dl‘? Menge
derjenigen rationalen, welche kleiner sind als . Wlﬁlﬂé&&,@l‘i}%‘?ue
Zahl geradezu als eine Menge rationaler Zahlen, welche die Abschnitts-
Eigenschaft” besitzt, mit jeder rationalen Zahl « auch alle rationalen
Zahlen "'z als Elemente zu enthalten. Diese Mengen sind unendliche
Mengen, und eine unendiiche Menge kann niemals anders gegeben werden
als dadurch, daB eine Eigenachaft hingestellt wird, welche fiir die Elemente
der Menge charakteristisch ist. Eigenschaften rationaler Zahlen aber kon-
struiert man auf rein logischem Wege, indem man ausgeht von den urspriing-
lichen Eigenschaften und Relationen, welche dem O perieren mit rationalen
Zahlen zugrunde liegen. Als solche kann man betrachten:

die Eigenschaft: z ist positiwv;

die Relation z +y - 2;

die Relation z-y — 2.
Geht man von den rationalen auf die natiirlichen Zahlen zuriick, so
ist die einzige Grundrelation, mit Hilfe deren alle iibrigen rein logisch zu
definieren sind, diejenige, in der das eigentliche Waesen der natiirlichen
Zahlen liegt; sie besteht zwischen zwei natiirlichen Zahlen #, n’ dann
und nur dann, wenn n’ die auf # niichstfolgende Zahl ist. Ahnlich geht
die Geometrie des Euklid aus von drei Grundkategorien von Gegenstinden :
Punkt, Gerade und Ebene, und einigen wenigen, der Anschauung zu ent-
nehmerden ,,urspriinglichen Relationen swischen ihunen (,,Punkt liegt auf
Gerade usw.), von denen in den Axiomen die Rede ist. Alle iibrigen
Begriffe, insbes'ondere al}e Eigat'mchaftef: von Punkten, Geraden und Ebenen
und alle Relationen zwischen ihnen sind mit Hilfe jener urspriinglichen
Relationen logisch zu erkliren.

‘ Den Eigens.chefften rationaler Zshlefl entsprechen die Mengen in solcher

Weise, daBl zwei Eigenschaften € und € unter Umstinden auch dann, wenn

%) Vgl. auch meinen Aufsatz ,Der Circulus viticsua iy

d » =
dor Analysia®, Jahroshor, d. Deutech. Math.-Vereinig. 1919 o o son Begriindung

8. 85—92,
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sie selber durch verschiedene Konstruktionen aus den urspriinglichen Eigen-
schaften und Relationen gewonnen sind, die gleiche Menge bestimmen; namlich
dann, wenn die beiden Eigenschaften umfangsgleich sind, d. h. wenn jede
rationale Zahl, welche die eine Eigenschaft besitzt, auch der andern teil-
haftig ist, und umgekehrt. Fiir die Identitit zweier durch je eine Eigen-
schaft bestimmten Mengen ist also nicht der Sinn der Eigenschaften maB-
gebend, sondern ihre sachliche Ubereinstimmung (im ,,Umfang*), die rein
logisch aus der Definition nicht abgelesen, sondern nur auf Grund von
Sachkenntnissen festgestellt werden kann., — Es ist natiirlich an sich gleich-
giiltig, ob man sich des Wortes ,,Menge* oder ,,Eigenschaft‘‘ bedient. Nur
mufl man sich durchaus vor der Vorstellung hiiten, dall, wenn eine un-
endliche Menge definiert ist, man nicht blof3 die fiir ihre Elemente charak-
teristische Higenschaft kenne, sondern diese Elemente selber sozusagen
ausgebreitet vor sich liegen habe und man sie nur der Reihe nach durch-
zugehen brauche, wie ein Beamter auf dem Polizeibureau seine Register,
um sausfindig zu machen, ob in der Menge ein Element von dieser oder
jener Art existiert. Das ist gegeniiber einer unendlichen Menge sinnlos.
Wir betrachten in der Analysis nicht_bloB_einzelne reelle Zahlen,
sondern auch Mengen regller Zahlen und Zuordnungen zwischen ihnen. Eine
reelle Zahl ist nach unserer Erklirung gegeben durch eine Eigenschaft
rationaler, eine Menge reeller Zahlen demnach durch eine Eigenschaft A
von Eigenschaften rationaler Zahlen. Es ist leicht, derartige ,,Eigenschaften
von Higenschaften* zu bilden; ein Beispiel ist folgende Definition: Eine Eigen-
schaft rationaler Zahlen heifle von der Art A, wenn sie der Zahl 1 zukommt
(A korrespondiert /der ,,Menge aller reellen Zahlen >> 1¢). Betrachten wir
jetzt die Konstruktion der oberen Grenze einer beliebigen solchen Menge
A von reellen Zahlen! Die Grenze, erne reelle Zahl, wird gegeben durch
eine Eigenschaft §, rationaler Zahlen; und zwar wird €, folgendermafBen
erklirt: sie kommt einer rationalen Zahl z dann und nur dann zu, wenn
es eine Higenschaft € von der Art A gibf, welche der Zahl z zukommt
(wenn es eine reelle Zahl € in der Menge A gibt, unterhalb deren w liegt).
Diese Erklérung rechnet aber, wenn sie einen Sinn besitzen soll, nicht nur
darauf, daB der Begriff der Eigenschaft rationaler Zahlen ein in sich klarer
. und .eindeutiger ist, sondern dafll auch der Inbegriff ,,aller moglichen
2 ,&tgmgghwften ein in sich bestimmter und begrenzter, prinzipiell iiberblick-
~;liﬁ‘ﬂ.‘”e:l: ist; denn sie rechnet darauf, daB die Frage: ,,Giibt es eine Eigen-
schaft G von gewisser Beschaffenheit?* (nimlich eine solche welche zugleich
von der Art A ist und der Zahl % zukommt) einen Sinn besitzt, sich an
einen an sich bestehenden Sachverhalt wendet, der die Frage mit Ja oder
Nein beantwortet. Dies ist jedoch evidentermafen micht der Fall. Denn
es ‘sel gelungen, auf irgendeine Weise einen derartigen in sich bestimmten
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und begrenzten Kreis von Eigenschaften rationaler Zahlen abzustecken (ich
will sie x»-Eigenschaften nennen), und es sei A wie oben irgendeine Eigen-
schaft von Eigenschaften; dann hat es einen klaren Sinn, mit Bezug auf
irgendeine rationale Zahl x zu fragen, ob es eine x- Eigenschaft von der
Art A gibt, welche der Zahl 2 zukommt. Ist dies der Fall, so wollen
wir ihr die Eigenschaft &x zuschreiben, sonst absprechen. Nun ist aber
ganz deutlich, daB diese Eigenschaft €x (die ja auf Grund der Gesamithest
aller »- Eigenschaften definiert ist) ihrem Sinne nach auferhalb des x-Kreises
steht. Hierin gibt sich kund, daB der Begriff ,,Eigensm%miﬂﬁmén“,
wie ich mich ausdriicken will, nicht umfangs-definit ist, und unsere Er-
klarung der oberen Grenze einen Circulus vitiosus enthilt. Es ist natiirlich
nicht ausgeschlossen, daB die Eigerschaft Gx mit einer x-Eigenschaft um-
fangsgleich ist. Um dem Satz von der Existenz der oberen Grenze einer
jeden Menge reeller Zahlen einen klaren Sinn zu erteilen und seine Wahr-
heit sicherzustellen, wire also dies erforderlich: es miifite ein in sich be-
stimmter und begrenzter Inbegriff von Eigenschaften, ,,x-Eigenschaften®,
konstruiert werden, fiir welchen nachweislich der Satz gilt, da8 eine Eigen-
schaft €, welche nach dem obigen Schema aus der Gesamtheit der x- Eigen-
schaften konstruiert ist, stets mit einer bestimmten x- Eigenschaft umfangs-
gleich ist. Dies ist niemals versucht worden; es liegt nicht das leiseste
Anzeichen dafiir vor, daBl eine solche Konstruktion moglich ist; sie ist
von vornherein so ungeheuer unwahrscheinlich, dafl manr niemandem ver-
niinftigerweise zumuten kann, danach zu suchen.

Wir fixieren die gewonnene Einsicht, ohne uns auf eine tiefere er-
kenntnistheoretische Analyse einzulassen, mit den folgenden Worten. Durch
den Sinn eines klar und eindeutig festgelegten (Gegenstandsbegriffs mag
wohl stets den Gegenstinden, welche des im Begriffe ausgesprochenen
Wesens sind, ihre Existenzsphéire angewiesen sein; aber es ist darum keines-
wegs ausgemacht, daBl der Begriff ein wmfangs-definiter ist, dafl es einen
Sinn hat, von den unter ihn fallenden existierenden Gegenstanden als einem
an sich bestimmten und begrenzten, ideal geschlossenen Inhegriff zu sprechen.
Dies schon darum nicht, weil hier die ganz neue Idee des Existierens, des
Daseins, hinzutritt, wihrend der Begriff nur von einem Wesen, einem
So-sein handelt. Zu dieser Voraussetzung scheint allein das Beispiel des
wirklichen Dinges im Sinne der realen Auflenwelt, welche als eine an sich.
seiende und an sich ihrer Beschaffenheit nach bestimmte geglaubt wird,
verfiihrt zu haben. Ist & eine ihrem Sinne nach klar und eindeutig gegebene
Eigenschaft der unter einen Begriff B fallenden Gegenstéinde, so behauptet
fiir einen beliebigen derartigen Gegenstand # der Satz: z hat die Eigen-
schaft &, einen bestimmten Sachverhalt, der besteht oder nicht besteht;
das Urteil ist an sich wahr oder nicht wahr — ohne Wandel und Wank
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und ohne Moglichkeit irgendeines zwischen diesen beiden entgegengesetzten
vermittelnden Standpunktes. Ist der Begriff B insbesondere umfangs-
definit, so hat aber nicht nur die Frage ,hat 2 die Eigenschaft E?* fiir
einen beliebigen unter B fallenden Gegenstand z einen in sich klaren und
eindeutigen Sinn, sondern auch die Existenzfrage ,,gibt es einen unter
B fallenden Gegenstand, welcher die Eigenschaft € besitzt?* Gestiitzt aunf
den uns in der Anschauung gegebenen Erzeugungsprozel der natiirlichen
Zahlen, halten wir daran fest, daf der Begriff der natiirlichen Zahl um-
fangs-definit ist; ebenso ist es dann mit den rationalen Zahlen bestellt.
Nicht umfangs-definit sind aber gewiB die Begriffe ,,Gegenstand®, , Eigen-
schaft natiirlicher Zahlen® und dhnliche. Es ist wertvoll, sich nicht blofl
durch die oben angestellten Uberlegungen dessen iiberfiilhren zu lassen,
sondern diese Tatsache in unmittelbarer Einsicht zu ergreifen.

2. Die Konstruktion.

Die auf reelle Zahlen beziiglichen Existential-Aussagen und, wie wir
hinzufiigen konnen, die auf sie beziiglichen allgemeinen Aussagen (sie kénnen
als negative Existentialurteile ausgelegt werden) bekommen, wie wir sahen,
nur dann einen Sinn, wenn wir den schrankenlosen und umfangsvagen
Begriff ,,Eigenschaift rationaler Zahlen* zu einem umfangs-definiten ,,x- Eigen-
schaft einschrénken. Wie soll das geschehen? Ein Blick auf das kon-
struktive Verfahren der Mathematik gibt darauf die Antwort. Ich sagte
schon aben, dal alle Eigenschaften und Relationen (die Eigenschaften kénnen
wir immer mit als Relationen rechnen, es sind Relationen mit nur einer
Unbestimmten) aus wenigen urspriinglichen Relationen auf rein logischem
Wege aufgebaut werden, Der Aufbau geschieht mit Hilfe weniger logischer
Konstruktionsprinzipien, welche in den Worten ,,nicht®, ,und*, ,oder,
»08 gibt« enthalten sind und welche lehren, wie aus einer oder zwei schan
konstruierten Relationen eine neue hergeleitet wird. Sie spielen im Gebiete
der Relationen die gleiche Rolle wie die vier Spezies im Gebiete der
rationalen Zahlen, die ja auch durch ihre Wiederholung in beliebiger Anzahl
und Kombination gestatten, von der Zahl 1 aus alle rationalen Zahlen zu
erzeugen. Die Konstruktionsprinzipien regeln die Genesis der Eigenschaften
und Relationen, sie definieren auf genetische Weise den umfangs-definiten
Begriff der x-Eigenschaft und x-Relation. Es ist aber das Verhiingnis
bisheriger Analysis, daB sie unter ihren Konstruktionsprinzipien auf Schritt
und Tritt auch das folgende benutzt: Ist A eine Eigenschaft von Eigen-
schaften, so erzeuge man daraus die Eigenschait €,, welche einer rationalen
Zahl x dann und nur dann zukommt, wenn sich mit Hilfe der Konstruktions-
prinzipien (insbesondere auch dieses Prinzips selbst!) eine Eigenschaft von
der Art A bilden 18B8t, welche der Zahl 2z zukommt. Solché Regel ist aber
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als Konstruktionsprinzip natiirlich sinnlos; die Fehlerhaftigkeit des Zirkels
ist ja hier mit Handen zu greifen.

Daj das Bild nicht gar zu unbestimmt bleibe, will ich die iibrig-
bleibenden zirkelfreien Definitionsprinzipien hier kurz kennzeichnen.

1. Identiftzierung mehrerer Unbestimmten; so entsteht aus N (ay)
»% ist Neffe von y*: N (zz) ,,z ist Nefle von sich selber*.

2. Negation; aus N (xy) entsteht N(zy) ,, ist nicht Neffe von y*.

3. Verkniipfung zweier Relationen durch und; dabei muf angegeben
werden, wie die Unbestimmten beider Relationen miteinander zu identi-
fizieren sind; z. B. aus N(zy) und V(zy) ,x ist Vater von y* die
terniire Relation N (zy)- V(yz) ,,x ist Nefle von y und y Vater von z*.

4. Verkniipfung zweier Relationen durch oder.

5. Ausfillung einer Unbestimmten durch einen gegebenen Gegenstand;
aus f(nn') ,die natiirliche Zahl »” folgt auf n* entsteht so z. B. die
Eigenschaft #(5n’) mit der Unbestimmten n’: ,,n" folgt auf 5¢.

6. Ausfiillung einer Unbestimmten durch ,,es gibt*‘; aus der Relation
F (nn’) geht so die Eigenschaft f (¥ »’) hervor mit der Unbestimmten n': ,,es
gibt eine Zahl, auf welche ' folgt* (sie kommt allen Zahlen auBer 1 zu).

In allen Teilen der Mathematik findet man, dall sich die Neubildung
von Elgenschaften und Relationen durch kombinierte Anwendung dieser
Prinzipien vollzieht. Sobald aber die Mengenlehre eine Rolle zu spielen
beginnt, reichen sie nicht mehr aus; diese némlich beruht darauf, daf sie
auch die Eigenschaften und Relationen als Gegenstinde betrachtet, zwischen
denen neue Relationen bestehen konnen; sie bildet Mengen, Mengen von
Mengen usf. Relationen konnen dann ebensogut wie die urspriinglichen
Gegenstinde als ,,Argumente’ in andern Relationen auftreten. Die Mog-
lichkeit dazu liefert folgender Kunstgriff. Eine Aussage wie etwa ,die
Rose ist rot“ wird nicht mehr dem Schema ,,z ist rot* untergeordnet,
sondern dem allgemeineren ,,x hat die Eigenschaft E*, aus welchem sie
durch die Ausfiilllang 2 = Rose, F = rot hervorgeht. Die Worte ,hat die
Eigenschaft bezeichnen eine gewisse Relation g, welche zwischen einem
willkiirlichext Gegenstand x und einer willkiirlichen Eigenschaft £ bestehen
kann. Z. B., als wir oben erklirten: eine Eigenschaft £ rationaler Zahlen
ist von der Art A, wenn sie der Zahl 1 zukommt, bildeten wir die Relation
¢ (xE) zwischen einer unbestimmten Zahl 2 und einer unbestimmten Eigen-
schaft E und fiillten dann 2 nach dem Prinzip 5. durch die bestimmte
Zahl 1 aus. Nehmen wir beim Aufbau der Analysis unsern Ausgang von
der ersten Grundlage, den natiirlichen Zahlen, so ist dies also das ein-
zuschlagende Verfahren: Wir haben eive einzige Grundkategorie von Gegen-
stinden, die natiirlichen Zahlen; ferner unire, binire, ternire, ... Relationen
zwischen solchen. Diese alle nennen wir Relationen 1. Stufe; dle Kategorie,



Uber die neue Grundlagenkrise der Mathematik. 43

der eine solche Relation angehért. ist vollstindig gekennzeichnet durch
die Anzahl der Unbestimmten, welche in sie eingehen. Die Relationen
2. Stufe sind Relationen, deren Unbestimmte teils willkiirliche natiirliche
Zahlen, teils willkiirliche Relationen 1. Stufe sind. Die Kategorie, der
eine solche Relation 2. Stufe zugehort, ist festgelegt durch die Zahl ihrer
Unbestimmten und durch die Gegenstandskategorien, auf welche Jede ihrer
Unbestimmten bezogen ist. Relationen 3, Stufe sind solche, in denen
unbestimmte Relationen 2. Stufe suftreten usf. Jeder Kategorie R von
Relationen entspricht eine Relation « (xz’...: X). welche bedeutet: ra'..

stehen in der Relation X zueinander. X ist darin eine unbestinunte
Relation der Kategorie §t, die Unbestimmten xa’. .. beziehen sich auf
die gleichen Gegenstandskategorien wie die Unbestimmten der Relationen X
von der Kategorie . Diese Relationen ¢ benutzen wir neben der Relation
1. Stufe F als Ausgangsmaterial. Die Konstruktion vollzieht sich mit
Hilfe der oben angegebenen Prinzipien. Von ihnen sind die Prinzipien
1. bis 4. ohne weiteres schrankenlos anwendbar. 5. ist, wenn mit seiner
Hilfe eine unbestimmte Relation in einer Relation héherer Stufe aus-
gefilllt wird, so zu interpretieren, dafl die zur Ausfiillung benutzte Relation
ihrerseits auch mit Hilfe der Konstruktionsprinzipien aufgebant sein muf.
Dieses Prinzip kann noch in einem erweiterten Umfang angewendet werden,
welcher wichtig ist. Wir kénnen nimlich z. B. eine quinire Relation
R(uvizyz) auffassen als cine von den Unbestimmten x y2z abhiingige binare
Relation zwischen wuv, nachdem wir aus den Unbestimmten die Gruppe
der ,unabhingigen xyz abgesondert haben. (Hier liegt in meiner Theorie
die Wurzel des Funkiionsbegriffs.) Diese von xyz abhiingige binire Relation
kann also zur Ausfilllung einer unbestimmten bindren Relation benutat
werden. Das Prinzip 6. endlich, die Ausfilllung durch ,,es gibt® darf nur
auf Zahlargumente, niemals aber auf Argumente, die selbst Relationen
irgendeiner Stufe sind, angewendet werden; es fithrte uns sonst zu Sinn-
losigkeiten. Die Einfilhrung von e bliebe aber ohne jeden Wert, wenn
man nicht dem fiir Relationen in Argumentstellung wirksam werdenden
erweiterten Substitutionsprinzip 5. ein solches der Iteration hinzufiigte.
Ich formuliere einen einfachen Fall davon. Es sei B(mn|X) eine Relation
zwischen zwei willkiirlichen Zahlen m« und einer willkiirlichen binéren
Zablrelation X. Aus R =R, erhalte ich ecine Relation R, der gleichen
Kategorie, wenn ich in R(mn|X) die Unbestimmte X durch R selber
ausfiille, das hier (gemidB der Einteilung der Unbestimmten durch den
Vertikalstrich) als eine von X abhiingige binire Relation zwischen den
willkiirlichen Zahlen m und n aufzufassen ist. In R,(mn X) kann ich
abermals fiir die Unbestimmte X das so aufgefalite R substituieren und
erhalte dadurch eine Relation R,, usf. Und nun bilde ick diejenige
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Relation R (k; mn!X), aus welcher R,, R,, R,, ... dadurch hervorgehen,
daB ich die unbestimmte Zahl & der Reihe nach durch 1, 2, 3,... aus-
fiillle. — Begriffsbildungen und Beweisfiihrungen nach Art der Dedekindschen
Kettentheorie haben an dem hier aufgewiesenen Zirkel teil; wir sind darum
auBerstande, die Definition durch vollstindige Induktion auf etwas Urspriing-
licheres zuriickzufithren. Die Reihe der natiirlichen Zshlen und die in ihr
liegende Anschauung der Iteration ist ein letztes Fundament des mathe-
matischen Denkens. In unserm Iterationsprinzip kommt diese ihre grund-
sitzliche Bedeutung fiir den Aufbau aller Mathematik zum Ausdruck.

Die Relationen, welche durch beliebige Wiederholung und Kombina-
tion der angegebenen Konstruktionsprinzipien gewonnen werden kénnen,
insbesondere die Relationen 1. Stufe zwischen natiirlichen Zahlen- dieser
Art, bezeichne ich als definite oder x-Relationen. Das ist die umfangs-
definite Einschrinkung des Relationsbegriffs, auf welche wir ausgingen.
Im Hinblick auf diesen genetisch begrenztén Kreis hat es nun einen
klaren Sinn, gu fragen: Gibt es eine x-Relation von der und der Art?
Definiten Eigenschaften rationaler Zahlen entsprechen (sofern sie selber
der Abschnittseigenschaft teilhaftig sind) die reellen Zahlen. Nur wenn
wir den Begriff in dieser Weise fassen, die seinen Umfang bestimmt und
begrenzi, bekommen Existenzfragen liber reelle Zahlen einen Sinn. Durch
diese Begriffseinschrankung wird aus dem flieBenden Brei des Kontinuums
gozusagen ein Haufen einzelner Punkte herausgepickt. Das Kontinuum
wird in isolierte Elemente zerschlagen und das Ineinanderverflossensein
aller seiner Teile ersetzt durch gewisse, auf dem ,grofler-kleiner be-
rubhende begriffliche Relationen zwischen diesen isolierten Elementen. Ich
spreche daher von einer atomistischen Auffassung des Konitnwums. So
tverfuhr auch schon die heute anerkannte Analysis. Aber sie entlehnte
‘der Anschauung des Kontinuums die Uberzeugung von der ,,Existenz an sich
aller reellen Zahlen und wurde so nicht gewahr, daB die Moglichkeiten, aus dem
Kontinuum einzelne reelle Zahlen herauszulesen, keinen umfangs-definiten
Inbegriff bilden. Sie war also eine ,,Schaukeltheorie®, welche hin und her-
schwankte zwischen (falsch interpretierter) Anschauung und logisch-arithmeti-
scher Konstruktion. Die Theorie, welche hier geschildert wurde, entspringt
daraus und nur daraus, daB man sich entschlossen und ohne Kompromify
auf den letzten Standpunkt stellt, die atomistische Auffassung streng kon-
sequent durchfithrt. — Verstehe ich unter einer , Euklidischen Zahl“ eine
golche, welche von 1 aus gewonnen werden kann, indem man in beliebiger
Kombination die vier Spezies und als fiinfte Operation das Quadratwurzel-
ziehen aus einer schon gewonnenen positiven Zahl anwendet, so geniigt’
nach einer gelegentlichen Bemerkung von Dedekind dieses umfangs-
definite System der Euklidischen Zahlen, um innerhalb seiner alle Kon-
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struktionen der Huklidischen Geometrie auszufithren. Treibt man Eukli-
dische Geometrie, so kann man sich also auf das System der Punkte be-
schranken, deren Koordinaten Euklidische Zahlen sind; die kontinuierliche
»Raumsauce*, welche zwischen ihnen ergossen ist, tritt gar nicht in die
Erscheinung; jenes System liefert uns ein in sich bestimmtes und be-
grenztes Konstruktionsfeld, iiber das keine Operation der Euklidischen
Geometrie hinausfiihrt. Uns ist es hier gelungen, indem wir statt der
vier Spezies und der Quadratwurzeloperation gewisse andere, logische Kon-
struktionsprinzipien in geringer Zahl zugrunde legten, ein umfangs-definites
Zahlensystem zu erzeugen, innerhalb dessen nicht bloB die Konstruktionen
der Euklidischen Geometrie, sondern die viel allgemeineren Konstruktionen
der Analysis (sofern sie den Charakter des Circulus vitiosus nicht an der
Stirn tragen) unbeschrinkt ausfithrbar sind. Insbesondere gilt innerhalb
dieses ,,Weylschen Zahlsystems* das Cauchysche Konvergenzprinzip, und
es gilt auch der Satz, daB eine stetige Funktion alle Zwischenwerte an-
nimmét; — natiirlich fiir solche Funktionen und Zahlfolgen, die selbst mit
Hilfe unserer Konstruktionsprinzipien aufgebaut sind. Wenn ich hernach
dazu gelangen werde, meine eigene Theorie preiszugeben, so ist es wohl
erlaubt, dies ihr Verdienst hier mit Nachdruck hervorzuheben. Nie war
es meine Meinung, daB das in der Anschanung gegebene Kontinuum ein
Weylsches Zahlsystem ist; vielmehr, dafl die Analysis lediglich eines
solchen Systems zu ihren Konstruktionen bedarf und gich um das da-
zwischen ergossene ,,Kontinuum® nicht zu bekiimmern braucht. Die logi-
schen Konstruktionsprinzipien sind nicht Lkiinstlich erdacht; sie haben
jedenfalls einen weit natiirlicheren Charakter als die fiinf Operationen, mit
Hilfe deren man das System der Euklidischen Zahlen gewinnt. Sie dienen
nicht nur dazu, die reellen Zahlen selbst, sondern auch Punktmengen und
Funktionen reeller Variablen zu konstruieren. Hier sind gleichfalls die
(niemals exakt formulierten und bestindig im FluB der Entwicklung be-
griffenen) algebraisch-analytischen Operationen, mit Hilfe deren die Ana-
lysis des 17. und 18. Jahrhunderts ihre Funktionen aufbaute, um der All-
gemeinheit willen durch rein logische zu ersetzen. Dennoch bleibt man
genotigt, sich auf einen Kreis von Funktionen und Mengen zu beschrénken,
welche mit Hilfe solcher Konstruktionsprinzipien gewonnen werden, darf
dem Begriffe nicht jene umfangsvage Allgemeinheit lassen, die heute iiblich
ist, ‘wenn generelle und Existentialurteile iiber Mengen und Funktionen
emen Sinn behalten sollen.

Einige Konsequenzen dieser Lehre sind schon im vorangehenden ge-
streift worden. Wir erwihnten, daf das Cauchysche Konvergenzprinzip
fiir Zahlfolgen zu Recht besteht, ebenso die Hauptsitze iiber stetige Funk-
tionen, Der Satz hingegen, dafl eine beschrinkte Punktmenge stets eine
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prizise obere Grenze besitzt, muB aufgegeben werden, und es ist gar nicht
daran zu denken, dieses ,,Dirichletsche Prinzip* irgendwie zu retten. —
Wie steht es mit der Abzdhlbarkeit des Kontinuums? Die Richardsche
Antinomie bekommt hier im folgenden Sinne Recht: Man kann offenbar
die Anwendung der logischen Konstruktionsprinzipien so regulieren, daf
in einem geordneten Entstehungsprozel die definiten Eigenschaften und
Relationen in bestimmter Reihenfolge erscheinen, wobei man die Sicher-
heit hat, daB jede derartige Relation an einer gewissen Stelle des Pro-
zesses erzeugt werden wird. Damit ist dann auch insbesondere das Sy-
stem der ,reellen Zahlen* (in unserm Sinne) in eine abgezihlte Reihe
geordnet. Aber in einem andern und offenbar in der Mathematik allein
in Betracht kommenden Sinne bleibt die Giiltigkeit von Cantors Behaup-
tung, das Kontinuum sei nicht abzahlbar, sowie der von jhm gefiihrte
Beweis durchaus zu Recht bestehen: Es gibt keine definite, mit Hilfe
unserer Konstruktionsprinzipien aufzubauende Relation R (z,n) zwischen
einer willkiirlichen rationalen Zahl 2z und einer willkiirlichen natiirlichen
n, von der Art, daB zu jeder definiten Eigenschaft rationaler Zahlen Z(z),
welche eine reelle Zahl bestimmt (die Abschnittscigenschaft besitzt), eine
natiirliche Zahl n gehort, fir welche die Eigenschaft R(e,n) mit E(e)
umfangsgleich ist. Und diese Aussage geniigt auch vollstéindig, um daraus
die von Cantor gezogenen, mathematisch belangreichen Folgerungen zu
zichen, z. B. die Existenz transzendenter Zahlen. Versteht man aber
Abzihlbarkeit in diesern Sinne, so liegt natiirlich nicht der mindeste
Grund vor, zu glauben, dafl in jeder unendlichen Menge eine abzihlbare
Teilmenge enthalten sein: miifite; die Liickenlosigkeit der 8’s ist schon bei
dem Ubergang von den endlichen Kardinalzahlen zu §, in keiner Weise
mehr gewdhrleistet. — Endlich sei noch eine Bemerkung iiber die Be-
griindung der Geometrie hinzugefiigt. Da die Punkte, sofern der Begriff
der reellen Zahl in seiner umfangsvagen Allgemeinheit belassen wird,
keinen in sich bestimmten und begrenzten Inbegriff bilden, ist es wider-
sinnig, auf dieser Grundkategorie von Gegenstinden in analoger Weise die
Geometrie zu errichten, wie hier andeutungsweise der Aufbau der Analysis
auf dem Fundament des Begriffs der natiirlichen Zahl vollzogen wurde.
Vielmehr sind wir, um ein umfangs-definites System von Punkten zu er-
halten, angewiesen auf ihre logisch-arithmetische Konstruktion. Die
»Stetigkeit® in der Geometrie 188t sich also durch kein ,,Axiom des
Dedekindschen Schnitts“ oder dergleichen fassen; Stetigkeitsgeometrie
148t sich gar nicht als eine selbstindige axiomatische Wissenschaft be-
treiben, sondern man muB analytisch verfahren: Ubertragung der fertig
entwickelten Analysis in die Sprache der Geometrie mit Hilfe des Uber-
tragungsprinzips, das im Koordinatenbegriff liegt.



Uber die neue Grundlagenkrise der Mathematik. 49

II. Das Kontinuum als Medium freien Werdens,
1. Die Grundgedanken.

Wir heben von neuem an und gehen diesmal von einer etwas andern
Auffassung der reellen Zahlen aus, welche ihr Wesen reiner zum Ausdruck
bringt. Wenn eine reelie Zahl « bekannt ist bis zur A-ten Dezimale mit
einem Fehler kleiner als + 1 der A-ten Dezimale, so ist damit ein die
Zahl e im Innern enthaltendes Intervall angewiesen, das von einer Zahl

m“ ! bis zur Zahl ™ 0“ ! reicht; dabei ist m eine gewisse ganze Zshl
Ersetzen wir die Dezimalbriiche um der mathematischen Einfachheit willen
durch Dualbriiche, so werden witr also der Definition der reellen Zahlen

die ,,Dualintervalle von der Form

m—1 m+1

( 2t 2"‘)
zugrande legen, wo m und h beliebige ganze Zahlen sind. Das hinge-
schriebene ist insbesondere ein Intervall ,von der A-ten Stufe'. Die

Dualintervalle h-ter Stufe greifen iibereinander; wir miissen diese sich
iiberdeckenden Intervalle benutzen und nicht etwa diejenigen, in welche

die Zahlgerade durch die Punkte von der Form ™ zerlegt wird, damit

ok
immer, wenn eine reelle Zahl mit cinem gewissen (von A abhiingigen)
Grad der Genauigkeit gegeben ist, mit Bestimmtheit eines unter den Inter-
vallen h-ter Stufe angegeben werden kann, in welches die Zahl notwendig
hineinfallt. Der Begriff der reellen Zahl, als einer zwar nur approzimativ
gegebenen Zahl, fiir welche sich aber der Grad der Anndherung iber jede
Grenze treiben ldft, ist demnach einfach so zu formulieren: Eine reelle
Zahl ist eine unendliche Folge von Dualintervallen 1, i', +”, ... von der
Art, daB jedes Intervall dieser Reihe das niichstfolgende ganz in seinem
Innern enthilt. Da jedes der Dualintervalle durch zwei ganzzahlige Charaktere
gekennzeichnet werden kann (m und A in der obigen Bezeichnung) und
das Enthaltensein eines Intervalls in einem andern sich durch eine ein-
fache Relation zwischen diegsen ihren Charakteren ausdriickt, so bedeutet
es mur eine unwesentliche Vereinfachung unserer Uberlegungen, wenn wir
suniohst statt der Folgen ineinander geschachtelter Dualintervalle keiner
Binschrinkung unterworfene Folgen natiirlicher Zahlen betrachten.

Die Bchwierigkeit liegt im Begriff der Folge. Wenn der heutigen
Analysis iiberhaupt ein Standpunkt zugrunde liegf, von dem aus ihre Aus-
sagen -und Beweise verstindlich sind, so st es der: die Folge entsteht
dadurch, daB die einzelnen Zshlen der Reihe nach willkiirlich gewihlt
werden; das Resultat ‘dieser unendlich vielen Wahlakte hegt fertig vor,
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und im Hinblick auf die fertige unendliche Folge kann ich z. B. fragen,
ob unter ihren Zahlen die 1 yorkommt. Aber dieser bbandpunkt 18t
sinnwidrig und unhaltbar; denn_ dle Unerschopilichkeit liegt im Wesen des
Unendlichen. Eine einzelne bestimmite (und ins Unendliche hinaus be-
stimmte) Folge kann nur_durch.. ein.(Gesetz. definiert werden. Entsteht
hingegen eine Folge Schritt far Schritt Jareh freie Wahlakte, so will sie
als eine werdende betrachtet sein, und nur solche Eigenschaften kénnen
sinnvollerweise von einer werdenden Wahlfolge ausgesagt werden, fiir welche
die Entscheidung ,ja oder nein“ (kommt die Eigenschaft der Folge zu
oder nicht) schon fillt, wenn man in der Folge bis zu einer gewissen
Stelle gekommen ist, ohne daB die Weiterentwicklung der Folge iiber
diesen Punkt des Werdens hinaus, wie sie auch ausfallen mége, die Ent-
scheidung wieder umstoflen kann. So kénnen wir mit Bezug auf eine
Wahlfolge wohl fragen, ob in ihr an vierter Stelle die Zahl 1 auftritt,
aber nicht, ob in ihr die Zahl 1 tiberhaupt nicht auftritt. Es ist eine erste
grundlegende Erkenntnis Brouwers, da die durch freie Wahlakte werdende
Zahlfolge mogliches Objekt mathematischer Begrifisbildung ist. Repri-
sentiert das Gesefz ¢, welches eine Folge ins Unendliche hinaus bestimmt,
die einzelne reelle Zahl, so die durch kein Gesetz in der Freiheit threr
Entwicklung eingeschrinkte Wahlfolge das Kontinuum. Dal es moglich
1st, mit Wahlfolgen mathematisch zu operieren, ist gewiB schon hinreichend
dadarch belegt, dal man Zuordnungen zwischen Wahlfolgen stiften kann
Z. B. enthalt die Formel

Ny =My +Mmy+...+m,

ein Gesetz, gemiB welchem eine durch freie Wahlakte werdende Folge
m,, M,, My, ... eine werdende Zahlfolge n , n,,n,, ... erzeugt. Allge-
meiner kann dazu jedes Gesetz dienen, zufolge dessen in einer werdenden
Folge natiirlicher Zahlen jede Wahl, die ihr ein weiteres Glied hinzufiigt,
eine bestimmte Zahl erzeugt. Die etwa beim %-ten Schritt erzeugte Zahl
wird dabei im allgemeinen nicht blo8 von der beim A-ten Schritt ge-
troffenen Wahl abhingen, sondern von dem ganzen in diesem Augenblick
fertigen Abschnitt der Wahlfolge vom 1. bis zum %-ten Gliede. (Dabei
halt die Entwicklung der als Funktionswert auftretenden Folge gleichen
Schritt mit der Entwicklung der Argumentfolge: riickt diese um eine Stelle
vor, so auch jene. Es sind natiirlich kompliziertere Verhiltnisse denkbar,
auf die wir hernach genau zuriickkommen miissen.) Die Brouwersche
Bemerkung ist einfach, aber tief: hier ersteht uns ein ,,Kontinuum®, in
welches wohl die einzelnen reellen Zahlen hineinfallen, das sich aber selbst
keineswegs in eine Menge fertig seiender reeller Zahlen auflost; vielmehr
ein Medium freien Werdens.
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Wir befinden uns im Bezirk eines uralten Problems des Denkens,
des Problems der Kontinuitét, der Verinderung und des Werdens. Von
welch zentraler Bedeutung es fiir die denkende Bewaltigung der Wirklich-
keit gewesen ist, moége man etwa in K. LaBwitz’ ,Geschichte der
Atomistik‘ nachlesen; seine Losung ist geradezu der entscheidende Schritt,
welcher die aristotelisch-scholastische, am Substanzbegriff orientierte Physik
trennt von der modernen Galileischen, Von jeher stehen sich einander
gegeniiber eine atomistische Auffassung, die sich das Kontinuum aus ein-
zelnen Punkten bestehend denkt, und cine andere, welche es fiir unmog-
lich hélt, den stetigen FluB auf diese Weise zu begreifen. Die erste hat
ein begrifflich faBbares System seiender Elemente, aber sie vermag Bewe-
gung und Wirkung nicht verstdndlich zu machen; alle Verdnderung muB
sie zu Schein herabsinken lassen. Der zweiten will es in der Antike und
bis zu Galilei nicht gelingen, sich aus der Sphére vager Anschauung
in die abstrakter Begriffe zu erheben, welche zur vernunftmaBigen Analyse
der Wirklichkeit geeignet wiren. Die schlieflich errungene Losung ist
diejenige, deren mathematisch-systematische Gestalt die Differential- und
Integralrechnung ist. Die moderne Kritik der Analysis zerstort diese
Lisung wieder von innen heraus, ohne daB freilich noch das BewubBtsein
der altey philosophischen Probleme sonderlich lebendig geblieben ist, und
miindet in Chaos und Leersinn. Die beiden hier geschilderten Rettungs-
versuche lassen in verschérfter und geklarter Form die alte Antithese wieder
aufleben: die vorhin geschilderte Theorie ist (im klaren Bewulitsein davon,
daB sie so das anschauliche Kontinuum nicht trifft, aber aus der Meinung
heraus, daf die Begriffe nur ein starres Sein zu erfassen vermogen) radikal
atomistisch; die Brouwersche macht sich anheischig, auf eine giiltige
und haltbare Weise dem Werden Gerechtigkeit widerfahren zu lassen,

Wir wollen jetzt die zweite durchzufiihren suchen. Da sie zwischen
dem Kontinuum und einer Menge diskreter Elemente eine absolute Kluft
befestigt, die jeden Vergleich ausschlieft, kann in ihr die Frage, ob das
Kontinuum abzéhlbar ist, ernstlich iiberhaupt nicht auftauchen. Ein Gesetsz,
das aus einer werdenden Zghlfolge eine von dem Ausfall der Wahlen ab-
hingige Zshl n erzeugt, ist notwendig solcher Art, daf die Zahl n fest-
gelegt ist, sobald ein gewisser endlicher Abschnitt der Wahlfolge fertig
vorliegt, und sie bleibt dieselbe, wie sich nun auch die Wahlfolge weiter
entwickeln moge; so dal von eineindeutiger Beziehung nicht die Rede sein
kann, — Es sei € eine im Gebiet der Zahlfolgen sinnvolle Eigenschaft,
& ihre Negation. Die Frage: Gibt es eine Zahlfolge von der Eigenschaft &
oder nicht? entbehrt des klaren Sinns, weil der Begriff des eine Folge ing
Unendliche hinaus bestimmenden Gesetzes (in der Ausdrucksweise des
I. Teils) nicht umfangs-definit ist. Damals halfen wir uns, indem wir den

4*
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Begriff des Gesetzes zu einem umfangs-definiten einschrinkten, indem wir
forderten, daB es mittels gewisser logischer Konstruktionsprinzipien zirkelfrei
aufgebaut wird (,,%-Gesetz*). Die Antwort ja oder nein auf unsere Frage
war dann an sich bestimmt, und beide Moglichkeiten bildeten eine voll-
stindige Disjunktion. Jetzt aber wenden wir die Sache anders. Da frei-
lich eine einzelpe bestimmte Folge nur durch ein Gesetz ¢ definiert werden
kann, so lautet die positive Frage auch jetzt: Gibt es ein Gesetz von der
Eigenschaft €. Aber wir spannen diesen Begriff des Geqetzeé nicht mebr
auf das Prokrustesbett der Konstruktionsprinzipien, sondern: ist in zirkel-
freier Weise, wie auch immer, die Konstruktion eines Gesetzes der ge-
wiinschten Art gelungen, so sind wir berechtigt zu der Behauptung, daB
es ein solches Gesetz gibt. Hier ist also von der Mdglichkest der Kon-
struktion gar nicht die Rede, sondern nur im Hinblick auf die gelungene
Konstruktion, den gefiihrten Beweis stellen wir eine derartige Existential-
Behauptung auf. Die negative Aussage, daB es ein solches Gesetz nicht
gibt, bleibt so natiirlich jeden Sinnes bar. Wir kénnen sie jedoch positiv
wenden: jede Folge hat die Eigenschaft &, und nun gewinnt sie einen In-
halt, sofern wir hier unter Folge nicht das Gesetz verstehen, sondern im
Sinne des Kontinuums, des Mediums aller reellen Zahlen, die durch freie
Wahlakte werdende Folge. Es 1st also vorauszusetzen, daBl es eine Be-
deutung habe, die Eigenschaften & und & von einer werdenden Folge aus-
zusagen; dann kann es sich ereignen, daB es om Wesen einer werdenden
Folge liegt, einer Folge, in welcher jeder einzelne Wahlschritt véllig frei
ist, dal sie die Eigenschaft & besitzt. Wie derartige Wesenseinsichten
zu gewinnen sind, das auseinanderzusetzen ist hier nicht der Ort. Nur sie
liefert uns einen Rechtsgrund dafiir, da wir, so uns jemand ein Gesetz ¢
vorlegt, ihm ohne Priifung auf den Kopf zu sagen kénnen: Die durch dieses
Gesetz ins Unendliche hinaus bestimmte Folge hat nicht die Eigenschaft €.
Das ,.es gibt“ verhaftet uns dem Sein und dem Gesetz, das ,,jeder stellt
uns ins Werden und die Freiheit. Da_der Umfang der Fille, in denen
die eine oder die andere Behauptung gilt (es gibt eine Folge von der
Eigenschaft (§, bzw. jede Folge hat die Eigenschaft &), nicht in sich be-
stimmt ist, iiberhaupt im einen Fall der Begrifi der Folge ganz anders
interpretiert werden muBl wie im andern, wire es absurd, hier an eine
vollstindige Disjunktion zu denken. Man wird es so verstehen, da Brouwer
erklart, es liege kein Grund vor, an den logischen Satz vom ausgeschlossenen
Dritten zu glauben. Ich wiirde freilich lieber sagen, dal von den beiden
in Rede stehenden Aussagen unmdglich noch die eine als die Negation
der andern angesprochen werden kann. Das Verhéltnis der im I. Teil
vertretenen Auffassung I und der Brouwerschen II mag durch beistehende
schematische Figur gekennzeichnet werden (der im Bilde enthaltene Ver-
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gleich hinkt allerdings ziemlich). Da das ,,Nein nach I“ inz (ebiet des
vollig legitimen ,.Ja nach II“ weit hineinragt, erscheint das Nein der
I. Auffassung im Lichte der II. als vollig wertlos. Einen Wert erhilt es
auch nur, sofern wir unter I
iiberhaupt nicht das Brouwer-
sche Kontinuum zum Gegen-
stand der Untersuchung machen,
sondern das in sich bestimmte
System der durch - Gesetze de- Fig. 1.

finierten Folgen.

Brouwer geht in der Leugnung des logischen Axioms vom ausge-
schlossenen Dritten noch wesentlich weiter, als wir bisher auseinandergesetzt
haben. Nicht bloB fiir Existentialsiitze iiber Zahlfolgen, sondern auch fiir
Existentialsdtze liber natiirliche Zahlen selbst bestreitet er sbine Giiltigkeit,
Ist also § eine im Gebiet der natiirlichen Zahlen sinnvolle Eigenschalit,
so daB es an sich feststeht, ob, wenn n irgendeine solche Zahl ist, € der
Zahl n zukommt oder nicht, 8o soll es nach Brouwer mit der Frage:
Gibt es eine Zahl von der Eigenschaft (€ oder nicht? dhnlich beste}it sein
wie im Falle der Zahifolgen; und das, obschon der Begriff der natiirlichen
Zabl )a im Gegensatz zu dem der Folge (wenn wir uns darin nicht tauschten)
umfangs-definit ist und darnm bei seiner Verwendung im Existentialurtel
einerseits, dem generellen anderseits auch nicht eine derartige Spaltung
erfahrt wie der Begriff der Folge (Gesetz — freie Wahl), Brouwer be
griindet seine Ansicht damit, daB man keinen Grund hat zu dem Glauben,
jede derartige Existentialfrage lasse sich entschesden; der Beweis der
Giiltigkeit des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten miilte nach ibm in
der Angabe einer Methode bestehen, die nachweislich fiir beliebige Eigen-
schaften & die Entscheidung der Existenzfrage im einen oder andern Sinne
herbeifiihrt. Wie bekannt, ist dieser Standpunkt zuerst von Kronecker
vertreten worden. In bewulltem, Gegensatz daza habe ich bei meinem
Versuch der Grundlegung der Analysis die Meinung vertreten: es komme
nicht darauf an, ob wir mit gewisgsen Hilfsmitteln, z. B. den SchluB-
weisen der formalen Logik, imstande sind, eine Frage zur Entachei-
dung zu bringen, sondern wie sich die Sache an sich verhdlt; es sei die
nattirliche Zahlenreihe und der auf sie beziigliche Existenzbegriff in der
Weise Fundament der Mathematik, daB es fiir eine im Gebiet der Zahlen
ginnvolle Eigenschaft € immer an sich feststehe, ob Zahlen von der Art €
existieren ader nicht. Wir miissen jetzt dieser Kernfrage tiefer auf den
Grund gehen,

Von jeder Zahl n lasse sich entscheiden, ob ihr die Eigenschaft € zu-

kommt oder nicht. n besitzt die Eigenschaft &, bedeute z. B., daB 2°" " 41
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eine Primzahl ist, G das Gegenteil (2”“—{— 1 ist eine zusammengesetzte
Zshl). Nun bedenke man dies. Die Meinung, es stiinde an sich fesf, ob
es eine Zahl von der Eigenschaft € gibt oder nicht, stiitzt sich doch wohl
allein auf folgende Vorstellung: Die Zahlen 1,2, 3, ... mdgen der Reihe
nach auf die Eigenschaft ¢ hin gepriift werden; findet sich eine solche
von der Eigenschaft &, so kann mén abbrechen, die Antwort lautet ja;
tritt dieses Abbrechen aber nicht ein, hat sich also nach beendigter Durch-
laufung der unendlichen Zahlenreihe keine Zahl von der Art & gefunden,
so lautet die Antwort nein. Dieser Standpunkt der fertigen Durchlaufung
einer unendlichen Reihe ist jedoch uhsinnig. Nicht das Hinblicken auf
die einzelnen Zahlen, sondern nur das Hinblicken auf das Wesen Zahl
kann mir allgemeine Urteile iiber Zahien liefern. Nur die geschehene
Auffindung einer bestimmten Zahl mit der Eigenschaft € kann einen Rechts-
grund abgeben fiir die Antwort ja, und — da ich nicht alle Zahlen durch-
priffen kann — nur die Einsicht, daB es im Wesen der Zahl liegt, die
Eigenschaft & zu haben, einen Rechtsgrund fiir die Antwort nein; selbst
Gott steht kein anderer Entscheidungsgrund offen. Aber diese beiden
Moglichkesten stehen sich micht mehr wie Behauptung und Negation
gegeniiber; weder die Negation der einen noch der andern gibt einen in
sich faBbaren Sinn. — Spricht dies fiir Brouwer, so wurde ich doch
immer wieder auf meinen alten Standpunkt zuriickgeworfen durch den
Gedanken: Durchlaufe ich die Reihe der Zahlen und breche ab, falls ich
eine Zahl von der Eigenschaft € finde, so tritt dieser Abbruch entweder
einmal ein oder nicht; es 18l so, oder es 48t nicht so, ohne Wandel und
Wank und ohne eine dritte Moglichkeit. Man muB solche Dinge nicht
von auBen erwagen, sondern sich innerlich ganz zusammenraffen und ringen
um das ,,Gesicht, die Evidenz. Endlich fand ich fiir mich das erlésende
Wort. Ein Existentialsatz — etws ,es gibt eine gerade Zahl“ — ist
tberhaupt kein Urteil im eigentlichen Sinne, das etnen Sachverhalt be-
hauptet; Existential-Sachverhalte sind eine leere Erfindung der Logiker.
»2 Iet eine gerade Zahl“: das ist ein wirkliches, einem Bachverhalt Aus-
druck gebendes Urteil; ,,es gibt eine gerade Zahl‘‘ ist nur ein aus diesem
Urteil gewonnenes Uréeilsabstrakt. Bezeichne iech Erkenntnis- als - einen
wertvollen Schatz, so ist das Urteilsabstrakt ein Papier, welchés das Vor-
handensein eines Schatzes anzeigt, ohne: jedoch zu verraten, an welchem
Ort. Sein einziger Wert kann darin liegen, daB es mich antreibt, nach
dem Schatze zu suchen. Das Papier ist wertlos, solange es nicht durch
ein solches dahinter stehendes wirkliches Urteil wie ,,2 ist eine gerade Zahl*
realisiert wird. In der Tat, wir sagten oben, als es sich um Zahlfolgen
handelte und die Gesetze, welche sie ins Unendliche hinaus bestimmen:
Ist es uns gelungen, ein Gesetz .zu konstruieren von der Eigensehaft €, so
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sind wir zu der Behauptung berechtigt, dall es Gesetze von der Art & gibt;
nur die gelungene Konstruktion kann uns die Berechtigung daza geben:
von Moglichkeit ist nicht die Rede. Aber was ist denn das fiir ein Urteil,
das fiir sich genommen eines Sinnes entbehrt, das vielmehr erst auf Grund
des gelungenen Beweises, der die Wahrheit des Urteils verbiirgt, seinen
Sinn gewinnt? Es ist eben kein Urteil, sondern ein Urteilsabstrakt.
Damit scheint mir sein Charakter klar bezeichnet und die eigentliche Be-
deutung des Existenzbegriffes aufgeklart. Jetzt kinnen wir der Brouwer-
schen Leugnung nicht mehr den Gedanken entgegenhalten, an den ich
mich vorhin geklammert hatte: aber es werhdlt sich doch su oder es ver-
hilt sich nicht so {mag ich auch vielleicht aulerstande sein es zu ent-
scheiden)! Ebensowenig ist das generelle , jede Zahl hat die Eigenschaft §«
- 2. B. , fiir jede Zahl m ist m -+~ 1..-1-+m* - ein wirkliches Urteil,
sondern eine generelle Anweisung auf Urteile. Kommt mir nun eine sinzelne
Zahl, 2. B. 17, in den Weg, so kann ich bei ihr auf diese Anweisung hin
ein wirkliches Urteil einlésen, némlich: 17 + 1=1417. Oder um ein
anderes Bild zu gebrauchen: vergleiche ich die Erkenntnis einer Frucht
und den einsichtigen Vollzug der Erkenntnis dem Genusse der Frucht, so
ist ein allgemeiner Satz einer harten Schale voller Friichte zu vergleichen,
GewiB hat sie Wert, nicht aber die Schale an sich, sondern nur um ihres
Inhalts an Friichten willen; sie ist mir 80 lange mchts nutze, als ich sie
nicht aufbreche, eine Frucht wirklich herausnehme und gemelle. D ge-
schilderte Auffassung gibt nur der Bedeutung Ausdruck, welche die allge-
meinen und die Existentialsiitze tatwichlich fiir uns besitzen. In threm
Lichte erscheint die Mathematik als eine ungeheure , Papierwirtschaft®,
Realen Wert, den Lebensmitteln in der Volkswirtschaft vergleichbar, hat
nur das Unmittelbare, das schlechthin Singulire; alles Generelle und alle
Existenzaussagen nehmen nur mittelbar daran teil. Und doch denken wir
als Mathematiker gar selten an die Einlosung dieses ,,Papiergeldes'*! Nicht
das Existenztheorem ist das Wertvolle, sondern die im Beweise gefiihrte
Konstruktion. Die Mathematik ist, wie Brouwer gelegentlich sagt, mehr
ein Tun denn eine Lehre. |

Solange man sich zu dem im letzten Absatz geschehenen Sohritt
nicht verstehen kann, stehen die beiden hier geschilderten Versuche der
Grundlegung der Analysis einander gleichméglich gegeniiber, mag auch der
Brouwersche von vornherein den Vorzug besitzen, dal die Begriffsbil-
dung ‘niocht gefesselt und dem anschaulichen Wesen des Kontinuums besser
gerecht wird. Sobald man aber den neuen Schritt tut — durch welchen,
wie ich glaube, der Sinn des ,es gibt* und , jeder* erst véllig klar wird —
ist die erste Grundlegung radikal unméglich; denn die Verengerung des
Gesetzesbegriffis auf den des x-Gesetzes hilft uns dann nichts; die
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Frage nach der ,Moglichkeit” stellt uns ebensowenig einem mit Ja
oder Nein antwortenden Sachverhalt gegeniiber, wenn sie gestellt wird
mit Bezug auf die beliebig oft zu wiederholende Anwendung der Kon-
struktionsprinzipien wie mit Bezug auf die unendliche Zahlenreihe, d. i
den beliebig oft zu wiederholenden Prozef des Ubergangs von einer Zahl
zur nichstfolgenden. So gebe ich also jetzt meinen eigenen Versuch preis
und schlieBe mich Brouwer an. In der drohenden Auflosung des Staats-
wesgens der Analysis, die sich vorbereitet, wenn sie auch erst von wenigen
erkannt wird, suchte ich festen Boden zu gewinnen, ohne die Ordnung,
auf welcher es beruht, zu verlassen, indem ich ihr Grundprinzip rein
und ehrlich durchfiibrte; und ich glaube, das gelang — soweit es gelingen
konnte, Denn diese Ordnung ist nicht halthar in sich, wie ich mich jetzt
iiberzeugt habe, und Brouwer — das ist die Revolution! Immerhin habe
ich hier noch einmal die Grundgedanken meiner Theorie dargestellt, weil
sie und die Brouwersche in schérfster Weise den alten Kontrast zwischen
der atomistischen und der kontinuierlichen Auffassung vor Augen stellen
und weil an dem Gegensatz sich besonders eindringlich klar machen Iaf3t,
wo es hapert und was geschehen muf. Es wéire wunderbar gewesen,
wenn der alte Streit darauf hinausgelaufen wire, daf sowohl die atomisti-
sche wie die Kontinuumsauffassung sich durchfithren lasse; statt dessen
triumphiert jetzt endgiiltig die letztere. Brouwer ist es, dem wir die
neue Ldsung des Kontinuumproblems verdanken, dessen provisorische Lo-
gung durch Galilei und die Begriinder der Differential- und Integral-
rechnung der geschichtliche Proze$ von innen heraus wieder zerstort hatte,
Ob ich ein Recht habe, die hier an zweiter Stelle entwickelte als
Brouwersche Theorie zu bezeichnen, ist mir allerdings zweifelhaft; dar-
iiber spiter Genaueres. Aber die entscheidenden AnstéBe: die werdende
Wahlfolge und der Unglaube an das Axiom vom ausgeschlossenen Dritten,
rithren jedenfalls von ihm her.

Unsere Lehre von den allgemeinen und den Existentialsitzen ist keine
bildhaft-vage, wie sich u. a. darin zeigt, daB &ie sofort zu wichtigen, streng
einsichtigen Konsequenzen fithrt. Vor allem zu der, dal es génzlich: sinn-
los ist, derartige Sétze zu negieren; womit iiberhaupt die Moglichkeit
wegfallt, in bezug auf sie ein ,,Axiom vom ausgeschlossenen Dritten* zu
formulieren. Die allgemeinen Sétze, welche ich oben als Urteilsanweisungen
bezeichnete, teilen dies mit den eigentlichen Urteilen, daB sie sich in sich
selbst genug sind; ja sie bergen sogar eine unendliche Fiille wirklicher
Urteile in ihrem Innern. In dieser Hinsicht diirfen wir sie den Urteilen
gleichstellen. Wir werden von ihnen freilich nicht gut sagen kénnen wie
von den Urteilen, daB sie wahr sind, sondern eher: sie bestehen zu Recht;
sie formulieren den Rechtsgrund fiir alle aus ihnen ,.einzulésenden* singu-
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Jairen Urteile. Im Gegensatz dazu ist ein Existentialsatz, fiir sich ge-
nommen, nichfs; ist das Urteil, aus welchem ein solches Urteilsabstrakt
gewonnen wurde, verlorengegangen oder vergessen, so bleibt wirklich nichis
(es sei denn, wie wir oben sagten, ein Ansporn, es wieder zu suchen).
Nicht nur aus einem Urteil, sondern auch aus einer Urteilsanweisung kann
man ein Abstrakt ziehen. Z. B. sei R(m, n) eine Relation zwischen na-
tiirlichen Zahlen, eine Relation, die zwischen irgend zwei Zahlen besteht
oder nicht besteht. Fiir irgend zwel bestimmte Zahlen m, n sei also die
Behauptung oder die Leugnung, dal sie in der Relation R zueinander
stehen, ein wirkliches Urteil. Die Urteilsanweisung R(m, 5) [,,jede Zahl
m steht zu 5 in der Beziehung R“ oder ,dic Kigenschaft R(e,5) zu
besitzen, liegt im Wesen der Zahl“] bestehe zu Recht. Dann kénnen wir
daraus das Abstrakt ziehen: es gibt eine Zahl n (beiseite gesagt: nim-
lich 5), so daB jede Zahl m zu ihr die Beziehung R (m, n) erfiillt. Da-
gegen ist—eine Anweisung auf Urteilsabstrakte das reine Nichts, sofern
nicht eine Anweisung auf wirkliche Urteile dahinter steht, aus welcher sie
als Abstrakt gewonnen ist. Beispiel: Zu jeder Zahl m gibt es eine Zahl
n derart, daB zwischen ihnen die Beziehung R(m,n) besteht. Es muB
sich da in Wahrheit um das Abstrakt aus einer Urteilsanweisung handeln.
Welcher Urteilsanweisung? Offenbar der folgenden. Es sei ¢ ein bestimmtes
Gesetz, das aus jeder Zahl m eine Zahl @ (m) erzeugt; die generelle Ur-
teilsanweisung R (m, ¢ (m)) bestehe zu Recht. Dann kénnen wir aus ihr
das Abstrakt ziehen: es gibt ein Gesetz ¢, so daB fir jede Zahl m zwi-
schen m und ¢ (m) die Beziehung R statthat. So also muB unser obiger
Batz sinnvollerweise interpretiert werden. Kommt uns jetzt irgendeine
Zahl, z. B. 7, in den Weg, so erzeugt uns das Gesetz ¢ aus 7 eine be-
stimmte Zahl, sagen wir ¢ (7)=19; dann kénnen wir sagen: zwischen 7
und 19 besteht die Beziehung R, und in Hinblick darauf haben wir auch
ein Recht zu dem Urteilsabstrakt: es gibt eine Zahl n, welche zu 7 in
der Beziehung R (7, n) steht. Das ,.es gibt* mufl also das ,jeder* ein-
schlieBen und nicht umgekehrt, wenn wir die Sitze so formulieren, wie
sie als Abstrakte aus sich selbst genugsamen Sétzen herausgezogen werden.

Ausgangspunkt der Mathematik ist die Reihe der natiirlichen Zahlen,
d. h. das Glesetz 8, das aus dem Nichts die erste Zahl 1 erzeugt und aus
jeder schon entstandenen Zahl die nichstfolgende erzeugt; ein Proze, der
niemals zu einer schon dagewesenen Zahl zuriickfilhrt. Wollen wir die
Zahlen irgendwie fiir die Anschauung festhalten, so miissen wir sie sym-
bolisch, durch qualitative Merkmale voneinander unterscheiden. Sofern
wir aber Arithmetik treiben, sehen wir von derartigen qualitativen Merk-
malen ganz ab; fiic die Arithmetik ist 1 lediglich ,,die aus dem Nichts
Erzeugte, 2 ,die aus der 1 Erzeugte“ usf. Es wird, darf man sagen,
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durch die mathematische Betrachtung der Wirklichkeit der Versuch gemacht,
die Welt, welche dem BewuBltsein in dessen allgemeiner Form, einer
Durchdringung von Sein und Wesen (des ,,dies* und ,,s0%) gegeben ist,
in der Absolutheit reinen Seins darzustellen. Daher liegt eine tiefe Wahr-
heit in der Pythagoreischen Lehre, daB jegliches Sein als solches auf der
Zah] ruht,

Die allgemeinen, in sich selbst genugsamen Sitze der Mathematik
handeln teils von der Allheit der natiirlichen Zahlen, teils von der Allheit
der durch freie Wahlakte werdenden Folgen natiirlicher Zahlen. Sie be-
ziehen sich also' teils auf die ins Unendliche hinaus sich erstreckende
Moglichkeit, welche durch den grenzenlosen Fortgang des vom Gesetze 8
gelenkten Entwicklungsprozesses der natiirlichen Zahlen gegeben ist, teils
auf die in der werdenden Zahlfolge liegende uneridliche Freiheit immer
neuer ungebundener Wahlakte, die bei jedem Schritt den von neuem an-
hebenden EntwicklungsprozeB der natiirlichen Zahlenreihe an einer will-
kiirlichen Stelle zum Stillstand bringen. Es liegt in der Natur der Sache,
daB die Wesenseinsicht, welcher die allgemeinen Sétze entspringen, stets auf
der sog. vollsténdigen Induktion fundiert ist. Sie ist weiterer Begriindung
weder bediirftig noch fihig, weil sie nichts anderes ist als die mathematische
Urintuition des ,,immer noch eing“. Die aus diesen allgemeinen Sitzen
zu gewinnenden eigentlichen Urteile entstehen dadurch, daB fir die well-
Liirliche Zahl, von der sie handeln, eine bestimmie eingesetzt wird, fiir die
in freier Entwicklang begrifiene Wahlfolge aber ein Gesetz ¢, das eine
einzelne Zahlfolge ins Unendliche hinaus bestimmt. Aus den sich selbst
geniigenden Urteilen und Urteilsanweisungen werden Abstrakta gezogen,
bei denen das ,es gibt sich entweder besziehen kann auf eine natiirliche
Zahl oder auf ein Gesetz, und zwar auf ein Gesetz, das aus jeder Zahl
eine Zahl erzeugt (functio discreta) oder das aus jeder durch freie Wahl-
akte werdenden Folge eine Zahl erzeugt (functio mixta) oder das aus jeder
durch freie Wahlakte werdenden Folge wiederum eine werdende Folge
erzeugt (functio continug). Wir machen aber diese Gesetze selber nicht
zum Gegenstand allgemeiner Aussagen. Wo es heifit ,jede Folge*, wandelt
sich der Begriff des Gesetzes (functio discreta) in den der werdenden Wahl-
folge; hingegen steht uns fiir die functionés mixtae und continnae kein
derartiges Kontinuum zur Verfiigung, in das sie sich einbetten wie die
einzelnen functiones discretae in das Kontinuum der frei werdenden Wahl-
folgen. Das alles ist a priori durch das Wesen des Erzeugungsprozesses N,
der mathematischen Urintuition vorgezeichnet. — Jede Anwendung der
Mathematik muf ausgehen von gewissen, der mathematischen Behandlung
zu unterwerfenden Objekten, welche durch eine Anzahl Charaktere sich
voneinander unterscheiden lassen; die Charaktere sind natiirliche Zahlen.
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Durch das symbolische Verfahren, das jene Objekte darch ihre Charaktere
ersetzt, ist der Anschlu an die reine Mathematik und ihre Konstruktionen
erreicht. So liegt der Punktgeometrie auf der geraden Linie das System
der oben erwahnten Dualintervalle zugrunde, die wir durch zwei ganz-
zahlige Charaktere kennzeichnen konnten,

2. Begriff der Funktion.
a) Functio discreta.

Folge (functio discreta, f. d.), hatten wir gesagt, ist ein Gesetz, das aus
jeder Zahl eine Zahl erzeugt. Die Freiheit der Gesetzeskonstruktion ist
in keiner ‘Weise beschrinkt; immerhin mul3 das Gesetz so beschaffen sein,
daB es wirklich zu jeder Zahl die erzeugte oder zugeordnete eindeutig
bestimmt. Die folgende Festsetzung z. B.: n erzeuge die Zahl 1, wenn
es drei natiirliche Zahlen z, y, z gibt von der Beschaffenheit, daB z" - y"=2"
ist, hingegen die Zahl 2, wenn 2" 4 y" <= 2” ist, wie auch die drei Zahlen
%, Y, % gewdhlt werden mogen: diese Vorschrift ist kein Gesetz. Denn
nach den logischen Einsichten, zu denen wir uns durchgekémpft, liegt hier
keine Regel vor, welche die zugeordnete Zahl wirklich bestimmt. Eben-
sowenig ist die Regel ,,n erzeuge die Zahl 2, falls es eine Zahl m gibt von
der Art, daB » = 2m ist; falls aber n & 2m ist tiir jede natirliche Zahl m,
erzeuge n die 1¢ ihrem Wortlaut nach ein Gesetz; wohl aber die folgende,
welche ohne ein auf die uneundliche Reihe der natiirlichen Zahlen sich
beziehendes ,es gibt oder ,jede den Unterschied zwischen gerade und
ungerade durch vollstindige Induktion zu entscheiden gestattet: ,,1 erzeuge
die Zahl 1; erzeugt » die Zahl 1, so die auf n folgende Zahl »’ die 2;
erzeugt hingegen n die Zahl 2, so n” die 1% Praktisch ausgedriickt, soll
also eine Regel vorliegen, welche gestattet, bei vorgegebener Zahl die aus
ihr erzeugte zu bestimmen, wenn wir nur imstande sind. dem Entwicklungs-
prozeB der Zahlenreihe bis zu einer beliebigen Stelle zu folgen, mit anderen
Wozxten: sofern wir aus jeder Zahl die nichstfolgende erzeugen und, wenn
n irgendeine Zahl ist, die Reihe der Zahlen von 1 bis # durchlaufen
kénnen. Bei dem symbolischen Verfahren, das die Zahlen durch qualitativ
unterschiedene Zeichen reprisentiert, miissen wir auBerdem natiirlich vor-
amssetzen, daB wir in der Luge sind, von zwei gegebenen Zahlen zu ent-
geheiden, ob sie gleich oder verschieden sind.

Eine Eigenschaft & von der Art, daB der Satz ,die beliebige Zahl n
besitzt die Eigenschaft € ein Urteil im eigentlichen Sinne ist, eine Eigen-
schaft € also, welche einer Zahl zukommt oder nicht, kénnen wir, wie
das obige Beispiel von gerade und ungerade erkennen 1dBt, als besondere
Folge erkliren, nimlich als ein Gesetz, das aus jeder Zahl eine der Zahlen
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1 oder 2 erzeugt; wobei etwa die 1 als Symbol fiir je, die 2 als Symbol
fiir nein dient. Da wir spiter das Wort Eigenschaft in einem weiteren
Sinne verwenden wollen, werde ein derartiges Gesetz C als Charakter be-
zeichnet. Sein Negat C entsteht durch Vertauschung von 1 und 2 (ja und
nein). Der Begriff des Charakters 1iBt sich zu dem des k-teiligen Charakters
erweitern; das ist ein Gesetz, das aus jeder Zahl eine der Zahlen von
1 bis k& erzeugt. Das einfachste Beispiel ist der Kongruenzcharakter mod k.
Er beruht auf der zyklischen Anordnung der Zahlen von 1 bis %, in welcher
die Zsahlen so aufeinander folgen, wie sie der Entwicklungsprozel der Zahlen-
reihe liefert; der Proze8 wird aber bei % abgebrochen und auf k folgt
wieder 1. Das Gesetz, welches jeder Zahl » seinen Kongruenzrest -, (n)
zugeordnet, ist dann so zu formulieren: =, (1) =1; =, (n') ist fiir jedesn
die in der zyklischen Anordnung der Zahlen von 1 bis & auf =, (=) fol-
gende Zahl. Dies (esetz beschreibt in der Tat das Verfahren, das wir
einschlagen, wenn wir in praxi z. B. zu entscheiden haben, ob eine gewisse
Zahl n durch 5 teilbar ist: die Reihe der Zahlen von 1 bis n durchlaufend,
zahlen wir immer von 1 bis 5 durch und fangen dann wieder mit 1 an. —
Wo wir das Wort Charakter ohne einen Zusatz gebrauchen, ist stets an
einen zweiteiligen Charakter zu denken.

Das urspriinglichste Gesetz ist dasjenige, welches aus jeder Zahl n die
nichstfolgende n’ (oder n - 1) erzeugt. Ist k irgendeine Zahl, so be-
zeichnet bekanntlich n + & die nach dem folgenden Gesetz ausxn erzeugte
Zahl: 1 erzeugt % 1; bei Ubergang von n zur nichstfolgenden Zahl ver-
wandelt sich auch die von n erzeugte in die auf sie folgende. Damit
haben wir nun ein Gesetz, das aus je zwei Zahlen n und k eine Zahl n -+ &
erzeugt. Auch hier sprechen wir natiirlich noch von einer functio discreta;
sie enthélt zwei Argumente, ist nicht eine einfache, sondern eine Doppel-
folge. — Man weiB, wie aus der Addition die Doppelfolge der Multiplikation
konstruiert wird, die je zwei Zahlen m und n ihr Produkt m -2 zuordnet.
Eine Doppelfolge, die aus jedem Zahlenpaar m, n stets eine der Zahlen 1
oder 2 erzeugt, werden wir eine Relaiton nennen; allgemeiner eine Doppel-
folge, in welcher nur die Zahlen von 1 bis % als Funktionswerte zur Ver-
fiigung stehen, eine k-teilige Relation. m < n ist in diesem Sinne z. B.
eine (zweiteilige) Relation: das Zahlenpaar m,n erzeugt die 1, falls m
mit einer der Zshlen von 1 big # iibereinstimmt; wenn das aber nicht
der Fall ist, die Zahl 2. Endlich wollen wir auch solche Fille zulassen,
in denen die Funktion nicht fiir alle moglichen Argumentwerte erklart ist;
wir sprechen dann von einer zersireuten Folge. Das ist also ein Gesetz,
das aus jeder Zahl eine Zahl oder nichts erzengt. So entsteht z. B. n — 5 ans
n nach dem Gesetz, dafl die Zahlen von 1 bis 5 nichts erzeugen, alle weiteren
aber eine bestimmte Zahl gemaB der Regel: 6 — 5 =1; #’ — 5 = (n.— 5)’.
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Der Begriff der zerstreuten Folge ist nicht wesentlich von dem der Folge
verschieden, da wir in diesem Zusammenhang das Nichts als eine allen
iibrigen vorangehende Zahl 0 deuten kénnen.

Wir fithren noch einige weitere Beispiele von functiones discretae an
und beweisen ein paar primitive Tatsachen der Arithmetik. Zunichst den
Satz: Ist n irgendeine Zahl vom Kongruenzrest Umed k { ,(n)=k in
der obigen Bezeichnung], so gibt es eine Zahl m von der Art, daBn : k- m;
d. h. es gibt ein Gesetz, das aus jeder Zahl n vom Kongruenzcharakter 0
eine Zahl m erzeugt von der Art, dall n k. 1t. Wir haben dieses
Gesetz Q (,,Quotient**) anzugeben: Q(1) - 1; ist ¢(n) m, so such
Q(n')=-m, wenn ,(n)=k ist; wenn aber  (n) &k ist, Q(n’} m"
Man beweist dann leicht, daf, wenn  (n)=1, Q(n)=:m gesetzt wird,
sligemein n 4 & == km -+ ¢ gilt. Das Gesetz gibt die Regel an, nach der
wir in praxi die Division wirklich ausfiihren. -— Eine Zahl #n ist eine Prim-
zabl, wenn sie > 1 ist und keines der endlich-vielen Zahlenprodukte a- &
der folgenden Tabelle

1-1,
(T) 2 b
(n—1D1,(n—1)2,..,(n- Dn -1

(die wir so durchlaufen kinnen, wie wir die Zeilen eines Buches lesen)
mit n ibereinstimmt. Dieses Gesetz erklirt die Primzahleigenschaft als
einen Charakter. Es besteht die Urteilsanweisung zu Recht: Das Produkt
zweier Zahlen > 1 ist niemals eine Primzahl, Wir erkliren ein Gesetsz,
das aus 1 nichts erzeugt, aus jeder Zahl n >- 1 aber zwei Zahlen 7 (n),
x(n) derart, daB allgemein n(n) -x(n)- = ist und n(n) stets eine Prim-
zahl; namlich folgendermafen. Ist n eine Primzahl, so sei n(n) -n,
x(n)=1; ist n aber keine Primzahl, so sei 7(n), x(n) das erste Zshlen-
paar in der nach gegebener Anweisung zu durchlaufenden Tabelle T, dessen
Produkt = n igt. Im Hinblick auf dies Gesetz konnen wir folgenden Satz
(Abstrakt einer Urteilsanweisung) formulieren: In jeder Zahl => | geht eine
Primzah! auf. Die Folge der Primzahlen selbst p, wird nach Euklid
durch folgendes Gesetz definiert, welches das Zeichen = in der eben ein-
gefithrten Bedeutung benutzt: 1 erzeugt die Primzahl p, = 2; p,,, ist
die, erste Primzahl in der Reihe der Zahlen von 1 bis a{p, p,... 2, + 1),
welche sowohl o p, wie ==p, ... wie = p, ist. — Endlich noch dieses
Beispiel. Lassen wir die Giiltigkeit des ,,grofen* Fermatschen Satzes
ganz dshingestellt, so war es doch nach der vor-Brouwerschen Logik
selbstverstindlich, daB es, wenn n irgendeine Zahl ist, entweder drei
Zahlen 2yz gibt von der Beschaffenheit, da z" -+ y" = 2" ist, oder aber

2, .1 n—1},
2

1-
2.2,..,2-(n -1,
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x" 4+ y" + 2" ausfillt fiir beliebige natiirliche Zahlen xyz. Diese Selbst-
verstandlichkeit der alten Logik wollen wir nach unserer neuen Auffassung
genauer formulieren. Die Behauptung ist dann die: Es gibt ein Gesetz
(in dem strengen, hier zugrunde gelegten Sinne), das aus jeder Zahl =
entweder nichts oder drei Zahlen x,, y,, 2, erzeugt derart, daB im ersten
Fall fiir irgend drei Zahlen xyz stets " + y" & 2" ist, im zweiten aber
Zn -+ yn =12y gilt. Geschweige, daB diese Behauptung jetzt selbstver-
standlich ist, hat es nicht einmal einen Sinn, zu fragen, ob es sich so
verhalt oder nicht,sin der Hofinung, einem Sachverhalt gegeniiberzustehen,
der darauf eine bestimmte Antwort erteilt. Sondern es handelt sich um
ein Urteilsabstrakt, das giiltig ist, sofern das Gesetz konstruiert ist und
die geforderten Eigenschaften desselben, welche generelle Aussagen sind,
zu Recht bestehen. Liegt dieses Gesetz u vor, so kénnen wir aus ihm
ein anderes konstruieren, welches der Zahl n die 1 zuordnet, falls u aus
n nichts erzeugt, hingegen dic 2, falls u dem # drei Zahlen 2,y 2z, zu-
ordnet. Dieses Gesetz ist dann der ,,Charakter*, welcher die Fermatschen
Zahlen n (fir welche der Fermatsche Satz giiltig ist) unterscheidet von
den mnicht-Fermatschen.

Wenn die Werte zweier functiones discretae fiir jedes Argument iiber-
einstimmen, sagen wir, die Funktionen selber stimmien diberein; wenn es-
aber eine Zahl n gibt, aus welcher das erste Gesetz eine andere Zahl
erzeugt als das zweite, so sagen wir, die beiden Folgen seien voneinander
verschieden. Die eine Aussage ist eine generelle, die andere eine Exi-
stentialaussage; keine ein Urteil im eigentlichen Sinne. Wir diirfen also
auch nicht mit Bezug auf zwei gegebene Folgen fragen, ob sie iiberein-
stimmen oder verschieden sind, in der Meinung, dal es sich so oder so
verhalte.

Solange wir nur generelle Satze iiber die Zahlen aufstellen und nicht
itber die durch freie Wahl werdenden Folgen von Zahlen, somit auch nur
Gesetze in Betracht ziehen, welche Zahlen einander zuordnen, nicht aber
Gesetze, welche aus einer werdenden Wahlfolge eine vom Ausfall der
Wahlen abhiéngige Zahl erzeugen oder wiederum eine werdende Zahlfolge,
bewegen wir uns in dem Felde der reinen Arithmetik und Algebra. Jene
héheren Stufen sind charakteristisch fiir die 4nalysis. Das Vorstehende
diirfte geniigend verdeutlichen, in welchem Geiste nach der neuen Awuf-
fassung Arithmetik und Algebra betrieben werden miissen; ihre radikalen
Konsequenzen, welche der Mathematik ein wesentlich anderes Gesicht geben
als sie uns heute zeigt, entfaltet die neue Theorie aber erst im Felde der
Analysis.
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b) Functio mixia.

Eine Funktion, welche jeder Zahl m eine Folge, d.i. ein durch m
bestimmtes, aus jeder Zahl n eine Zahl ¢ (m, n) erzeugendes Gesetz zu-
ordnet, ist nichts anderes als eine Doppelfolge, fillt also unter den Begrift
der functio discreta. Wie aber kann umgekehrt eine Folge, d. i. diesmal
eine durch freie Wahlen werdende Folge von Zahlen » - {n,,m,, ...},
eine einzelne Zahl erzeugen? Der einfachste Fall ist offenbar der, wo die
erzeugte Zahl lediglich von einer beschrinkten Anzahl & von Stellen der
werdenden Folge abhingt; dann ist man sicher, dal die Zahl bestimmt
ist, sobald die Entwicklung der Folge bis zum k-ten Gliede gediehen ist.
Die Stellenzahl k ist dabei unabhéngig von dem Ausfall der einzelnen
Wahlakte. Beispiel:

f()=mn +n,+n,+n, (b =4).
Ein komplizierterer Fall ist der folgende:

f("') =N+ Nyt e Bngtngin,

Hier ist es so: Nachdem drei Stellen der Folge da sind, ist es bekannt,
bis zu welcher Stelle (nidmlich n, + n,+ n,) die Folge fortgesetzt werden
muB, ehe sie die erzeugte Zahl festlegt; diese Stelle hingt von dem
Ausfall der ersten drei Wahlen ab. Diese Komplikation kann sich iterieren;
z. B.: die ersten 10 Stellen bestimmen die Anzahl s derjenigen Stellen,
die bekannt sein miissen, um ihrerseits die Stelle zu bestimmen, bis zu
welcher die Entwicklung fortgeschritten sein muB, ehe sie die zugeordnete
Zahl erzeugt; usf. Es ist aber auch nicht gesagt, daB die erwihnte
Komplikation sich gerade zweimal oder dreimal oder viermal iteriere,
sondern es kann wiederum von dem Ausfall der ersten Wahlen abhingen,
wie oft sie sich iteriert. Setzt man z. B.

flk;v)=n+n+...+mn,
und bildet durch Tteration

fille; v) = f(k; »),

fo (ks v) = fy (F(des »); »),

fa (ks vy = 1o (F(ks; »); »),

. .

so leitet man daraus etwa die folgende functio mixta (abgekiirzt f. m.) her:

fm'ﬂr"a(7; 1’)“

Ich spreche das allgemeine Prinzip aus, das diesen Konstruktionsmoglich-
keiten zugrunde liegt.
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1. Ist % eine natiirliche Zahl und ¢(n, n, ... n,) irgendeine Funktio**
von %k Argumenten, so wird, wenn n, n, ...n, die ersten k Stellen eirn€X™
durch freie Wahlen werdenden Folge » sind, durch f(») = ¢ (n, n, TR
eine ,primitive* f. m. definjert.

2. Primitive f. m. sind der Ausgangspunkt fiir die Bildung héhexr €%
f. m., welche nach dem folgenden Prinzip vor sich geht: Ist f(k;») exm2©
schon konstruierte f. m., die noch von einer willkiirlichen natiirlichen Zah1
abhingt und ebenso g(») eine schon konstruierte f. m., so erhilt man ex 12 €
neue /' nach der Substitutionsformel

') =F(g);»)..

Diese Regel ist, wie wohl zu beachten, nicht ein Konstruktionsprinzips
welches den im I. Teil besprochenen zu vergleichen ist, weil hier nichh €S
dariiber vorausgesetzt ist, wie die Abhé#ngigkeit der f. m. von dem Paxr=-
meter % zustande kommt., Die Iteration ist eine, aber nicht die einzige
Moglichkeit; in dieser Hinsicht bleibt die Konstruktion véllig frei. X
iibrigen wollen wir hier die Frage gar nicht erwigen, ob nur auf diesexm
Wege f. m. gebildet werden kdnnen oder ob nicht auch mit gewissen and exs
gebauten Erzeugungsgesetzen sich die Wesenseinsicht verbindet: nach diesexn
Gesetz tritv bei einer werdenden Folge, sie mag sich entwickeln wie sie
will, stets einmal der Augenblick ein, wo sie eine Zahl aus sich gebiext.
Das ist das Merkmal, welches allein wesentlich ist fiir den Begriff der . .

Der besondere Fall des Charakiers liegt vor, wenn fiir die erzeugte
Zah]l dem Wortlaut des Gesetzes nach nur die Werte von 1 bis & =ux
Verfiigung stehen. — Wollen wir andrerseits auch die Moglichkeit m»i€-
umfassen, daB die Funktion nicht fiir alle Folgen definiert ist (,zerstreute <
f. m.), so miissen wir zulassen, dal es ,taube‘ Folgen geben kann, die
keine Zahl erzeugen; es mufl dann aber aus dem Gesetz fiir jede Folge 2,
wie sie sich auch entwickeln moge, hervorgehen: Bis zu einer gewissen
(von » abhiingigen) Stelle ist entweder die erzeugte Zahl da oder die Ge-
wiBheit, dall es sich um eine taube Folge handelt; die in alle Ewiglkeit
unfruchtbar bleibt.

Mehrere Argumente, d. i. mehrere nebeneinander in Entstehung b e-
griffene Wahlfolgen kénnen wir immer als eine einzige betrachten; lie
Ubertragung der Begriffe ist damit gegeben. Statt von ,,Charakter sprechien
wir dann von ,Relation®.* . .

¢) Functio continua.

Wir gehen zu den functiones continuae (f. c.) iiber. Einen besonderey,
Fall haben wir schon betrachtet, als der Gedanke der werdenden Fo]_ge
zum erstenmal in unsern Gesichtskreis trat. Da hielt das Wachstxayy
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der Folge, die als Funktionswert aunftrat, gleichen Schritt mit dem Wachs-
tum des Arguments. Beseitigen wir diese besondere Annahme, so kommen
wir zu folgender Erklirung:

Eine f. c. ist ein Gesetz, gemil welchem in einer durch freie Wahl-
akte werdenden Folge von natiirlichen Zahlen jeder Schritt, welcher ihr
ein weiteres Glied hinzufiigt, eine bestimmte Zahl oder nichts erzeugt.
Was beim k-ten Schritt geschieht, hiingt dabei nicht bloB von dem Aus-
fall der Wahl beim %-ten Schritt, sondern im allgemeinen von der ganzen
Vergangenheit der Argumentfolge in diesem Augenblicke der Entwicklung ab.

Bei solcher Formulierung sind wir aber noch nicht sicher. dal die
Folge, welche den Funktionswert ergibt, wirklich ins Unendliche wiichst,
wenn die Entwicklung der Argumentfolge ins Unendliche fortschreitet. Es
mufl also noch die folgende Forderung V hinzutreten: Ist & eine beliebige
natiirliche Zahl, » eine werdende Folge, und verfolgen wir deren Ent-
wicklung von der k-ten Stelle ab, so tritt gewill einmal der Augenblick
ein, wo sie eine neue Zahl (und nicht nichts) erzeugt.

Ferner haben wir den Begriff der f. c. noch so zu verallgemeinern,
“daB er auch diejenigen Fille mitumfalt, wo die Funktion mnicht fir alle
moglichen Folgen definjert ist. Dies geschieht, indem wir zulassen, dall
die werdende Wahlfolge bei jedem Schritt eine Zahl oder nichts erzeugt
oder aber den Abbruch des Prozesses, thren eigenen Tod, herbesfithrt
tund die Vernichtung seines bisherigen Krzeugnisses). Die Forderung V ist
Abbruch des Prozesses gediehen ist, mufl von & ab, wie sie auch fortge-
setzt werde, spitestens bis zu einer gewissen, von k und » abhingigen
Stelle wiederum eine Zahl hervorgebracht haben oder durch das Gesetz
der f. c. getdtet sein. Es ist hier aber noch eine weitere Forderung hin-
zuzufiigen. Sei z. B. g(») eine f. m. und D (v) eine ,zerstreute f. c.,
wie wir sie hier im Auge haben. Eine werdende Folge » sei, ohne dafl
durch @ ein Abbruch des Prozesses eingetreten ist, so weit gediehen, da
der von der zugehérigen Folge »"= ®(») bereits entstandene Abschnitt
die Zahl g(v'){=g(®P(»))} bestimmt; sie sei etwa == 2, Tritt fiir eine
Folge ¥ nach dem Gesetz @ irgendwann einmal der Abbruch des Prozesses
ein, so wird fiir ein solches » die Funktion g (®P)=-g" nicht erklért sein,
also nichts bedeuten. Kénnen wir nun unter den eben geschilderten Um-
stinden behaupten: Es gibt eine Folge », fiir welche g(®P(r))==2 ist?
Doch nur dann, wenn wir sicher sind, daB eine Folge », die bis zu einem
gewissen Punkte gediehen ist, ohne durch das Gesetz @ abgebrochen zu
sein, auch ins Unbegrenzte hinaus so fortgesetzt werden kann, daf ihr
dieses Schicksal niemals zu teil wird. Es muB also mit @ ein zweites
Gesetz X gegeben sein, zufolge dessen » bei jedem weiteren Schritt seiner

Mathematische Zeitschrift X 2
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Entwickelung, solange diese noch nicht durch ¢ abgeschmitten ist, eine
Zshl erzeugt von folgender Art: Wihlt man die beim %-ten Wahlschritt
von » durch X erzeugte Zahl als die (& - 1)-te Zahl von », so fithrt b,
wenn es bis dahin nicht geschehen war, auch beim (k --1)-ten nicht die
Hemmung des Entwicklungsprozesses von » herbei

Damit sind die Funktionsbegriffe hinreichend fixiert. Es sei aber
noch einmal betont, daB in den Theoremen der Mathematik von Fall zu
Fall einzeine bestimmte derartige Funktionen aufireten, niemals aber all-
gemeine Sitze iiber sie aufgestellt werden. Die allgemeine Formulierung
dieser Begriffe ist deshalb auch nur erforderlich, wenn man sich iiber Sinn
und Verfahren der Mathematik Rechenschaft gibt; fiir die Mathematik
selber, den Inhalt ihrer Lehrsiitze, kommt sie gar nicht in Betracht.

3. Mathematische Sétze, Eigenschaften und Mengen.

Denn diese Sitze sind, sofern sie sich selbst geniigen und nicht rein
individuelle Urteile sind, allgemeine Aussagen iiber Zahlen oder Wahlfolgen
von Zahlen, nicht aber iiber ,,Funktionen*. Wir unterscheiden demnach
folgende Arten von Aussagen:

I. Urteile im esgentlichen Sinne.

IL. Qenerelle Aussagen. Ihr Typus: Fiir jede natiirliche Zahl » und
jede frei werdende Wahlfolge » besteht die Relation C (n; »); Relation in
dem scharfen Sinne eines von n abhingigen Charakters der Wahlfolge »
genommen. .

II1. Abstrakta aus Urteilen oder generellen Aussagen. Dabei kann
das ,es gibt“ auftreten in Verbindung mit Zahl, Folge, functio mixta
und functio continua. Auf eine Folge kann es sogar in doppelter Weise
bezogen sein, indem diese entweder als Folge im eigentlichen Sinne oder
als Zuordnungsgesetz auftritt. Der erste Fall liegt z. B. vor, wenn C ()
ein Charakter der frei werdenden Folge » ist und nun der Satz formuliert
wird: Es gibt eine Folge » (d. i. selbstverstindlich eine gesetzmiBig be-
stimmte), welcher der Charakter C'(v) zukommt. Der zweite liegt vor,
wenn auf Grund einer Relation R(mmn) zwischen willkiirlichen. Zahlen
m, n der Satz aufgestellt wird: Es gibt eine Folge ¢, die aus jeder Zahl m
eine Zahl o (m) erzeugt, derart, daB jede Zahl m die Eigenschaft B (m, ¢ (m))
besitzt. Da aber die Bedingung, da die m-te Zahl einer Wahlfolge »
in der Beziehung R zur Zahl m steht, ein von m abhéngiger Charakter
von » ist (es handelt sich dabei sogar um eine primitive f. m.), so ist der
zweite als ein Sonderfall in dem ersten enthalten. Demnach konnen wir
den Typus der Aussagen III. Art hinreichend allgemein durch folgendes
Schema kennzeichnen: Es gibt eine Zahl n,, eine Folge »,; aulerdem ein
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Gesetz f, das aus jeder Folge » eine Zahl f(») erzeugt, und ein Gesetz @,
das aus einer frei werdenden Folge » eine werdende Folge »* & (») er-
zeugt, derart, daB fiir jede Zahl n uud jede durch freie Wahlakte werdende
Folge » die Bezichung C(n,»,; »,f(»); », P (v)) besteht; dabei ist
C(nyv,; nn'; v¥') eine gegebene Relation zwischen den willkiirlichen Zahlen
ny, n, n' und den Wahlfolgen »,, », #'.

Gehen i die Aussagen dieser drei Arten noch unbestimmte Zahlen
oder Wahlfolgen ein, so entstehen Aussageschemata von Eigenschaften und
Beziehungen zwischen Zahlen oder Folgen. Im Gebiete der Eigenschaften
haben wir demnach die gleichen drei Arten zu unterscheiden,  Die unter |
fallenden Eigenschaften sind nichts anderes als die ,.Charaktere: wm dem
von uns festgelegten Sinne; diejenigen Eigenschaften also, die emer Zall
oder Folge an sich zukommen oder nicht zukommen. Wir kinnten sie
als ,,umfangs-definite* Eigenschaften den unter IL. und III. fallenden
»umfangs-vagen‘ gegeniiberatellen. Eine umfangs-definite Eigenschaft, einen
Charakter, wollen wir auch als definste Menge (Menge vom Typus I) be-
zeichnen. Von einer derartigen Menge darf man sagen, da es an sich
feststeht, ob ein Element ihr angehdrt oder nicht. Sind M, N zwei Zahl-
charaktere (definite Zahlmengen), so ist M eine Teilmenge von N, wenn
jede Zahl vom Charakter M auch den Charakter N besitzt; oder genauer:
Wir erkliren ein Gesetz (M; N), das aus einer willkiirlichen Zahl n dann
die Zahl 2 (das ,,nein*) erzeugt, wenn M ihr die 1. N die 2 zuordnet,
~ in jedem andern Falle aber die 1: der Sinn der ,Teilmengen-Aussage
ist der, daB jede Zahl den Charakter (M; N) besitzt. Sie ist also eine
Aussage von der Form II. Ist M Teilmenge von N und N Teilmenge
von M, so nennen wir M und N identssch. Entsprechendes ist iiber de-
finite Mengen von Folgen oder die den Relationen korrespondierenden
,mehrdimensionalen“ Mengen von Zahlen und Folgen zu bemerken. —
Man kann von der Kardinalzahl einer definiten Menge sprechen, muf
sich dann aber dariiber klar sein, daf fiir diese Kardinalzahlen nicht ein-
mal der Satz gilt: Eine Kardinalzahl ist entweder ~- 0 oder = 1; d. h.
ein Zahlcharakter M erzeugt entweder aus jeder Zahl die 2 (die Menge
M ist leer, jede Zahl hat die Eigenschaft M )}, oder aber es gibt eine Zahl,
sus welcher das Gesetz M die 1 erzeugt (es gibt ein Element von M; es
gibt eine Zahl, welche die Eigenschaft M besitzt). Der Zweifel an der
Liickenlosigkeit der Cantorschen N greift nach unserer jetsigen Aufias-
sang also nicht erst bei N,, auch nicht erst bei 8, Platz, sondern schon
am ersten Beginn der Zahlenreihe: Die Behauptung, daB 1 die kleinste auf 0
folgende Kardinalzahl ist, muB als grundlos zuriickgewiesen werden. Mir
scheint daraus die mathematisohe Wertlosigkeit dieses Machtigkeitsbegrifis

hervorzugehen. Natiirlich behalten die endlichen Kardinalzahlen ihr altes
5*
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gutes Recht, wo sie nicht auf eine ,,definite Menge® bezogen werden, sondem
suf den Inbegriff einzelner gegebener Elemente (Zahlbegrifi des taglichen
Lebens).

Wir gehen zu den ,,umfangs-vagen® Bigenschaften der Art Il iiber.
Dabei ist folgendes zu beachten. Es sei C(n;») eine Relation zwischen
Zahl » und Wahlfolge » (z. B. diese: die n-te Zahl von » ist ungerade).
Die eine umfangs-vage Eigenschaft € von » formulierende Aussage: Es
besteht C (n; ») fiir jedes n (alle Zahlen von » sind ungerade), hat dann
offenbar keinen Sinn mehr fiir eine Wahlfolge », sondern nur noch fiir
eine ins Unendliche hinaus durch ein Gesetz bestimmte Folge. Ist nun
¢’ (») ein Charakter, wie soll dann die Aussage interpretiert werden:
.jeder Folge, welche die Eigenschait € besitzt, kommt auch der Charakter
¢ zu*? ,Jede Folge”, das kann, wie wir wissen, nur heilen: jede durch
freie Wahl werdende Folge; andrerseits kann die Eigenschaft € sinnvoller-
weise nicht von einer Wahlfolge, sondern nur von einer ins Unendliche
hinaus bestimmten, fertigen Folge ausgesagt werden. Hs ist nur diese
Interpretation moglich: Ist O (n; ») erfilllt fiir alle Zahlen n bis 2u etner
gewissen von v abhdngigen Grenze, so gilt auch C'(»). Oder genau: Es
bedeute C*(n; v) die Relation, welche zwischen n und » besteht, wenn
C(m;v) fir alle Zahlen m von 1 bis n erfiillt ist; dann gibt es eine
functio mixta f(») von der Art, dall einer jeden Wahlfolge vom Charakter
C*(f(v);v) auch der Charakter C'(») zukommt. Es handelt sich also
um eine Aussage des Typus III. Wenn aber in der Erklirung einer
Eigenschaft & von der Art II das ,jeder nicht wie hier bezogen ist auf
wnatiirliche Zahl*, sondern auf ,,Folge®, ist eine analoge Interpretation
der Natur der Sache nach nicht moéglich. Nun hat der Eigenschafts- und
Mengenbegriff nur soweit mathematische Bedentung, als das Identstdis-
prinzip teicht, d. h. soweit mit der Aussage ,jedes Element von der
Eigenschaft €& hat die Eigenschaft & (& und .§' irgend zwei Eigen-
schaften) ein Sinn verkniipft werden kann. Infolgedessen entspringen
aus Aussagen der Form II, in welche Unbestimmte eingehen, nur dann
Mengen, wenn ,jeder” lediglich in Verbindung mit ,,natiirliche Zahl*
auftritt. Wir werden also erkliren: Bezeichnet e, sei es eine willkiirliche
Zahl, sei es eine willkiirliche Folge, und C(e;n) einen aufler von e noch
von der Zahl » abhiingigen Charakter, so entspringt aus C eine ,,vage
Menge“ |C']; daB ein Element e ihr angehort, besagt, daB jede Zahl n
zu e in der Relation C'(e; n) steht [Menge vom Typus IT]. Fiir Mengen
vom Typus I und II kénnen wir nach der obigen Anweisung den Sinn
des Terminus ,,Teilmenge* festlegen. Fiir den kompliziertesten Fall
zweier unter den Typus IT fallender Mengen von Folgen wiirde er diese
Bedeutung haben: v



Cher die neue Grandlagenkrise der Mathematih (131

v pehort zu | O] besage: jede Zahl n steht zu » in der Relation €' r; n )

. e ’
R L2 R U «  Curin).

C'] ist eine Teilmenge von | C'] besagt: Es gibt eine funetio mixta fin: »

derart, daB die Urteilsanweisung zn Recht besteht: eine jede Zshl » und
eine jede durch freic Wahlakte werdende Folge r. welche zu allen Zahlen
m von 1 bis fiu. vy in der Relation *1p, m) steht, erfillen mitemander
die Relation '(r;ni. Die Aussage st demnach eme solche von der
Form IIl.  Fiir den Begriff der Teddmenge wibt der Syllogismus, das tran-
sitive Gesctz: Ist M eine Teilmenge von M und ¥ eme Teilmenge von
M. so ist M eine Teilmenge von M.

Wir kommen zu den Higenschaften der HL Art. derven Erklirung em
wes gibt enthdlt. Nehmen wir da als Beispiel eme Kigenschaft von
folgendem Bau. C(ee’) ser eine Relation, in welcher entweder ¢ Zahl
und e’ Zahl oder ¢ Folge und ¢’ Zahl oder ¢ Folge und " Folge ist:
e besitzt die Eigenachaft (C'). besage: es gibt eine Funktion f(¢), so daB
Cie, fle)) besteht. Je nach den drei in Betracht kommenden Fillen wird
diese Funktion natiirlich eine functio discreta, mixta oder continua sein.
Was bedeutet, wenn (C') eine Eigenschaft vom gleichen Bau ist, die Aus-
sage: jedes Klement ¢ von der Bigenschaft ((') besitzt die Eigenschaft
LC') oder: ((7) ist Teilmenge von (') Offenbar dies: Fa gibt win Gesetz,
das aus jeder Funktion f eine Funktion erzeugt, derart, dal, wenn
Cie, f(e)) besteht, auch O e, f7 () stattfindet: das  Krzeugungsgesctz
selbst kann dabei noch von e abhingen. Nun kann von einemny derartigen
Gesetz aber nur die Rede sein, wenu f eimne functio digereta ist; an Stelle
der willkiirlichen Funktion f tritt dabei die durch freie Wahlen werdende
Folge. Nur solche Eigenschaften von der Art 11 also werden wir als
Mengen ansprechen, in denen das ,es gibt™ in Verbindung mit _ Folge-,
nicht aber mit functio mixta oder continua auftritt. Diecses ist somit e
typische Form der Erklirungen von Mengen der THL Art: Es set Fie nm
eine Beziehung von der Art [ (Relation) oder eine solche Beziehung von
der Art 11, der eine Menge korrespondiert, d. h. bei derven Erklirung das
njeders nur in Verbindung mit ,Zahl*, nicht mit , Folge" auftritt; e
kann Zahl oder Folge bedeuten, n eine willkiivliche Zshl, » eine Folge.
¢ besitzt die Eigenschaft ( &) oder gehirt der Menge ( E) an, soll besagen:
Es gibt ecine Zshl n und eine Folge » von der Art, dafl die Beziehung
E(e; ny) stattfindet. Die allgemeine Formulierung des Teilmengenbegriil«
fiir Mengen vom Typus I, IT oder III bleibe dem Leser iiberlassen. Der
Syllogismus erweist sich in allen Fillen als zu Recht bestehend.

Das sind die vom Identititsprinzip gesteckten Grenzen, innerhalb deren
auch umfangs-vage Eigenschaften von Zahlen oder Folgen als Mengen au-
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zusprechen sind. Mengen aber von Funktionen und Mengen von Mengen wollen
wir uns ganz aus dem Sinne schlagen. Kein Platz ist da in unserer Analysis
fiir eine allgemeine Mengenlehre, so wenig wie fiir generelle Aussagen iiber
Funktionen?®).

Die neue Auffassung, sieht man, bringt sehr weitgehende Einschrin-
kungen mit sich gegeniiber der ins Vage hinausschwirmenden Allgemein-
heit, an welche uns die bisherige Analysis in den letzten Jahrzehnten ge-
wohnt hat. Wir miissen von neuem Bescheidenheit lernen. Den Himmel
wollten wir stiirmen und haben nur Nebel auf Nebel getiirmt, die nie-
manden tragen, der ernsthaft auf ihnen zu stehen versucht. Was haltbar
bleibt, konnte auf den ersten Blick so geringfiigig erscheinen, daf die
Moglichkeit der Analysis iiberhaupt in Frage gestellt ist; dieser Pessimismus
ist jedoch unbegriindet, wie der nichste Abschnitt zeigen soll. Aber daran
muB man mit aller Energie festhalten: die Mathematik ist ganz und gar,
sogar den logischen Formen mnach, in denen sie sich bewegt, abhdngig
vom Wesen der natiirlichen Zahl.

In den hier gezogenen radikalen Konsequenzen stimme ich, soviel ich
verstehe, nicht mebr ganz mit Brouwer iiberein. Beginnt er doch?) so-
gleich mit einer aligemeinen Funktionenlehre (unter dem Namen ,Menge*
tritt bel ihm auf, wag ich hier als functio continua bezeichne), betrachtet
Eigenschaften von Funktionen, EHigenschaften von Kigenschaften usf. und
wendet auf sie das Identitatsprinzip an. (Mit vielen seiner Aussagen ge-
lingt es mir nicht, einen Sinn zu verbinden.) Ich entlehne Brouwer 1. die

% Ich will damit nicht sagen, daB allgemeine Aussagen iiber Mengen und Funk-
tionen (mixtae et continuae) iiberhaupt unmdglich seien. So gilt gewiB fiir jede Folge
» und jede f. m. der Satz f(v)-+1==1-f(r). Aber ihre Allgemeinheit ist eine ab-
geleitete, durch formale Spezialisierung gewonnen aus der Allgemeinheit der Arithmetik
und Analysis (im obigen Beispiel liegt die Giiltigkeit der Gleichung n{1=1-4n
fiir alle Zahlen n zugrunde); die Allgemeinheit der Arithmetik und Analysis ist hin-
gegen eine wahrhaft origindre, sich stiitzend je auf ein eigenes anschauliches Funda-
ment (vgl. S. 58) und darum auch von selbstindigem anschaulichen Gehalt erfiills.
Man mag derartige S#ize iber Funktionen und Mengen (vereinzelte Haltepunkte in
einem véllig uferlosen Meer) zu einer besondern Disziplin unter dem Namen ,Mengen-
lehre* vereinigen, sber sie ist keinesfalls das Fundament der Mathematik. — Analog
kann man natiirlich auch vereinzelte besondere Klassen von Zuordnungen zwischen
functiones mixtae (cder continuae) stiften. Ist etwa ¢ eine gegebene f. d., so ent-
steht ans jeder f(») eine andere f’(w) nach der Regel:

f'(») fir »=={n,, ny, n, ... } ist gleich /(') fiir ¥ ={p(n,), @(n;), @(m), ... }.
Aber diese Zuordnung ist nur eine ,Verkleidung“ der Folge p; wo gesagt wird: es
gibt eine Zuordnung dieser Art, heiBt das immer: es gibt eine Folge ¢. Wir werden
dafiir sogleich Beispiele kennen lernen.

4 In der ersten der unter V) zitierten Abhandlungen iiber die ,Begrindung der
Mengenlebre unabhingig vom Satz vom ausgeschlossenen Dritten®
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Grundlage, die in jeder Hinsicht das Wesentliche ist, némlich die Idee der
werdenden Folge und den Zweifel am principium tertii exclusi, 2. den Be-
griff der functio continua. Auf meine Rechnung kommen der Begriff der
functio mixta und die Auffassung, welche ich in den folgenden drei Thesen
zusammenfasse: 1. Der Begriff der Folge schwankt, je nach der logischen
Verbindung‘, in welcher er auftritt, zwischen ,,Gesetz“ und ,,Wahl*, ,,Sein*
und ,,Werden“. 2. Die allgemeinen und Existentialsiitze sind keine Urteile
im eigentlichen Sinne, behaupten keinen Sachverhalt, sondern sind Urteils-
anweisungen, bzw. Urteilsabstrakte. 3. Arithmetik und Analysis enthalten
lediglich allgemeine Aussagen iiber Zahlen und frei werdende Folgen; keine
allgemeine Funktionen- und Mengenlehre von selbstindigem Inhalt!

Nachdem wir diese Rechenschafts-Ablegung iiber die logische Gestaltung
der Wissenschaft vom Unendlichen beendet haben, ziehen wir im niichsten
Abschnitt die Konsequenzen fiir das Kontinuumproblem.

4. Das Kontinuum.

Fiir den Begriff der reellen Zahl waren bisher in der Mathematik
mehrere Erklérungen in Gebrauch, deren Aquivalenz man glaubte beweisen
zu konnen. Von dem Standpunkt aus, den wir jetzt einnehmen, erscheinen
diege Definitionen aber nicht mehr als dquivalent, und man iiberzeugt sich
leicht, daB nicht der Dedekindsche Schnitt, sondern die in diesem Il. Teil
am Beginn zugrunde gelegte Definition jetzt die einzig mogliche bleibt
(von der man wohl sagen darf, dal sie auch an sich das Wesen der veellen
Zahl am reinsten ausspricht).

Die Dualintervalle unterschieden wir oben voneinander durch Angabe
zweier ganzzahliger Charaktere [m; h]. Man kann sie leicht durch einen
einzigen Charakter, der eine natiirliche Zahl ist, ersetzen, wenn man nach
irgendeinem bestimmten einfachen Gesetz die Paare ganzer Zahlen in eine
abgezihlte Reihe ordnet. Ferner kénnen wir, wenn i irgendein Duslintervall
ist, die in seinem Innern gelegenen Dualintervalle in natiirlicher Weise in
eine abgezihlte Reihe ordnen. Ist ¢ von ZX-ter Stufe, so setzen wir an
erste Stelle das einzige, ganz im Innern von i gelegene Dualintervall der
(& + 1)-ten Stufe, darauf die 5 Intervalle der (A + 2)-ten Stufe dieser Art,
wie sie sich von links nach rechts auf der Zahlgeraden folgen, darauf die
13 Intervalle der (% 4 3)-ten Stufe usf. Man wei sonach, was es heiBt,
wenn von ,,dem n-ten“ der innerhalb ¢ gelegenen Dualintervalle die Rede
ist. Eine reelle Zahl ist bestimmt durch ein Gesetz, das aus jeder natiir-
lichen Zahl # ein Dualintervall i erzeugt, so zwar, daB immer """
innerhalb ™ gelegen ist. Wollen wir uns hier von der Einschachtelungs-
Bedingung unabhéngig machen, so ersetzen wir die Angabe des (z - 1)-ten
Intervalls i{"*" durch Angabe seiner Ordnungsnummer unter den inner-
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halb i gelegenen Dualintervallen; die reelle Zahl ist dann bestimmt durch
Angabe des ersten Intervalls ¢ und durch diese Folge der Ordnungsnummern,
d. 1. ein Gesetz, das aus jeder natiirlichen Zahln eine natiirliche Zahl »,
erzeugt. Die Intex vallfolge hebt an mit i' i, darauf folgt das (1.)-te
der innerhalb . gelegene Dualintervalle, i, darauf das (2, )-te innerhalb ;"
gelegene, i, ust. Die ,beliebige reelle Zahl“, die ,,reelle Variable® ist
reprisentiert durch eine werdende Folge von Dualintervallen, wobei die
Intervalle sukzessive freir gewdhlt werden unter der einen Einschrinkung,
daB bei jedem folgenden Schritt ein innerhalb des zuletzt gewahlten ge-
legenes Intervall ausgesucht werden muB. Will man diese an eine Vor-
schrift gebundene Wahl durch eine véllig freie ersetzen, so mufl man nicht
die Intervalle, sondern statt ihrer wie oben die Ordnungsnummern wéhlen. —
Unter Intervallfolge ist von jetzt ab immer eine Folge ineinander einge-
schachtelter Dualintervalle zu verstehen.

Zwei reelle Zahlen «, § fallen zusammen, wenn allgemein i, das
n-te Intervall der Folge ¢, und das n-te Intervall der Folge 8 sich ganz
oder teilweise iiberdecken; sie liegen gelrennt, wenn eine natiirliche Zahl n
existiert, so daB i und 4" vollig getrennt liegen. Diese beiden Moglich-
keiten bilden keine vollsbandlge Alternative; ist doch keine von beiden
eine definite Beziehung zwischen den willkiirlichen reellen Zahlen «: und g.
Das ist dem Charakter des anschaulichen Kontinuums vollig angemessen;
denn in ihm geht das Getrenntsein zweier Stellen beim Zusammenriicken
sozusagen graduell, in vagen Abstufungen, iiber in die Ununterscheidbar-
keit. Wohl aber gilt der Satz: Fillt « mit § zusammen und g mit y, so
fallt auch « mit y zusammen. Zwar brauchen ja von drei Intervallen
i, zf»}”, z(,"), deren beide erste und deren beide letzte iibereinandergreifen,
das erste und dritte nicht sich zu iiberdecken. Tritt das hier aber an
einer bestimmten Stelle » unserer Intervallfolgen ein, so miifiten im wei-
teren Fortgang ihrer Entwmklung entweder die Intervallfolgen ¢ und g
oder die Folgen # und y sich voneinander trennen. Unser Satz behauptet,
explizite ansgesprochen: Es gibt eine von der natiirlichen Zahl » abhingige
Funktion f(n; ¢ #y) von drei werdenden Wahlfolgen « 8y, welche aus den
Argumenten allemal dann eine bestimmte natiirliche Zahl m erzeugt, wenn
i™ und z ) einerseits, z ' und i" anderseits sich iiberdecken, i™ und i
aber getrennt liegen, und zwar so, dafl folgendes gilt: Wie auch die Inter—
vallfolgen «, B, y* iiber die n-te Stelle hinaus sich entwickeln mégen, an

m-ter Stelle sind entweder i und i{® getrennt oder i} und i™. Die
Konstruktion dieser Funktion f ist natiirlich sehr emfach. Der in Frage
stehende Satz beruht, wie man zugleich erkennt, nicht darauf, daB «, g, ¥
»Naherungszahlen* sind, sondern daf die Annaherung %ber jede Gremze ge-
trieben werden kann. Insofern dies fiir ein anschaulich gegebenes Kon-
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tinuum meht der Fall ist (man denke etwa an das bekannte Beispiel der
Lokalisation von Druckempfindungen, welche durch Berithrung der Hand.
fliche mit den beiden Spitzen eines Zirkels hervorgerufen werden), kommt
in der .Transitivitit= des Zusammenfallens die an der Wirklichkeit vor-
genommene mathemabische Idealisierung zum Ausdruck. Das Kontinuum
erscheint hier als e nach mnen hinein s Unendliche werdendes.  In
der anschaulich gegebeuen Wokhichhert st der Werdeprozell nur bis zu
einem gewissen Punkte gediehen denn das Gegebene ist, ox wird nichts
und miindet dariiber hmaus graduell o vollyge Ungeschiedenhert: i der
Mathematik hingegen betrachten wit thn als einen s Unendhehe fort.
gehenden.  Auf jeden Fall aber ist cx unsinnig, das Kontinuum aly ein
Fertig-Seiendes zu betrachten. Man kann darum allen Ernstes behaupten
tund mufl ey sogar). daB das Gegenwiirtige nicht etwas in sich fertig Be.
stimmtes igt, sondern selbst noch nach innen hinein wird, wmdem es sich
in der Zukunft entfaltet; erst ,am Ende aller Zeiten sozusagen ist jedes
Stiick der Weltwirklichkeit, auch das von mir jetzt durchlebte, in sich
prizise bestimmt. Dieser Umstand emscheint mir sehr wichtig fiir die Ab-
schitzung der metaphysischen Bedeutung der Naturkausalitit: jedoch ist
hier nicht der Ort, darauf einzugehen.

Greifen wir auf der Zahlgeraden O, dem Varabilitatsgebiet emer yeellen
Variablen x, einen bestimmten Punkt heraus, z. B, 2 0, so kann man,
wie wir sahen, keinesfalls behaupten, dall jeder Punkt entweder mit thm
zussmmenfallt oder von thm getrennt liegt, Der Punkt + 0 zerlegt also
das Kontinuum € durchaus nicht in zwei Teile ¢ 2 0 und 7 i2r 0,
in dem Sinne, daBl ¢ au~ der Vervinigung von € (¢ und dem emen
Punkte 0 bestiinde jeder Punkt entweder mit 0 zusammentiele oder zu ¢
oder za €% gehirte). Erscheint dies dem heutigen Mathematiker mit seiner
atomistischen Denkgewdhnung anstéBig, so war ex in fritheren Zeiten ewme
allen selbstverstindliche Ansicht: innerhalb eines Kontinuums lassen sich
wohl durch Grenzsetzung Teilkontinuen erzeugen; es ist aber unverniinftig,
2u behaupten, dafl das totale Kontinuum aus der Grenze und jenen Teil-
kontinuen zusammengesetzt sel. Kin wahrhafltes Kontinuwm ist ebhen em
in sich Zusammenhiingendes und kann nickt in getrennte Bruchstiicke auf-
geteili werden; das widerstreitet seinem Wesen. (' ist ein Kontinuum in
dem gleichen Sinne wie C': Medium freien Werdens; auch bei seiner mathe-
mastischen Erfassung miissen wir daher nicht von den Punkten, sondern
von den Intervallen ausgehen. Ihm liegt zugrunde das System X' der-
jenigen Dualintervalle, deren erste Charakteristik m positiv ist. Ein Gesetz.
das aus jeder natiirlichen Zahl ein Intervall dieses Systems erzeugt, und
zwar so, daB die Intervalle der Folge ineinander eingeschachtelt sind.
liefert eine bestimmte Zahl im Kontinuum C'; Wahlakte, welche an
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. . jibrigen
das System X' und die Einschachtelungsbedingung gebunden, 102 ibrig

. +
aber frei sind, erzeugen eine werdende Folge, welche ,die im Berell;hngt.
sich bewegende Variable darstellt. Man wird hier gewshr, daB -» u

Betracht

mengen“, welche als Variabilitatsgebiet fiir Funktionsargumente in
kommen, immer nur Verkleidungen von ,Intervallmengen®, genauer von
definiten Intervallmengen sein konnen. Nur diber derartige Punktrengen
ist aber such eine allgemeine Theorie innerhalb der Analysis moglich, da
sic unter die Rubrik der functiones discretae fallen, Neben dem Sysbem
X* trat oben das System X~ der Dualintervalle auf, deren erste Cha-
rakteristik m <- 0 ist, und drittens das System 3° der durch 7 =0
charakterisierten Dualintervalle. 3+, 3=, Z° bestimmen bzw. das Kon-
tinuum der ,rechts von 0 gelegenen*, der ,links von 0 gelegenen und
der ,,mit 0 zusammenfallenden* Punkte.

Betrachten wir jetzt eine der gewdhnlichen, auf eine reelle Variable
anzuwendenden Operationen, z. B. z°. — Aus mehreren Dualbriichen &, a, ...
in endlicher Anzahl kann man leicht das einzige Dualintervall hd&chster
Stufe konstruieren, welches jene Dualbriiche alle enthilt; dies Intervall be-
zeichnen wir mit (a,a’,...). Sind
m—1 o _m-1
2h gh

die Endpunkte eines Intervalls ¢, so liegen die Quadrate aller Dualbriiche,
welche in das Intervall ¢ hineinfallen, ihrerseits in dem Intervall

i? = (a’,aa’, a’?).

Ist eine reelle Zahl « gegeben durch eine Folge ineinander eingeschachtelter
Dualintervalle, so erhdlt man die Zshl ¢® indem man von jedem Inter-
vall § der Folge das ,Quadratintervall 3 bildet. Die Entstehung von
a? aus ¢ beruht also nicht auf der Zuordnung von Intervallfolgen, sondern
einfach auf der Zuordnung von Infervallen: es handelt sich um das Gesetz,
das aus jedem Intervall i das Intervall 5° erzeugt; dies Gesetz mennen
wir ,,die Funktion z*“. L#8t man eine Folge ineinander eingeschachtelter
Dualintervalle & durch freie Wahl Schritt fiir Schritt entstehen, so ent-
spricht ihr nach diesem Gesetz eine werdende Folge von gleichfalls inein-
ander eingeschachtelten Intervallen s°. In ahnlicher Weise erkléren wir
die Funktion x-y (die Operation der Multsplikation) im Gebiet von zivei
Varisblen z, y. Diesem Variabilititsgebiet liegt zugrunde das System der
durch drei ganzzahlige Charakteristiken m, n; b voneinander zu unter-
scheidenden ,,Duslquadrate™ mit den Eckpunkten

mbl  _atl

== Y= 4
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Setzen wir

e T L T

. a -
9k gk oh ah

So erzeuge man aus diesem Quadrat J das Intervall
a(J)--(ab,a’b, ab’, a'b).

Dieses Gesetz = ist die Funktion % -y; durchliuft .7 eine werdende Folge
ineinander eingeschachtelter Quadrate, so =(.7) eine werdende Folge in-
einander eingeschachtelter Intervalle.

Interpretieren wir endlich noch die im Gebiete zweier Variablen . ¥
giiltige Tdentitiit
(*) (x FyHE—y)~x*~ gy
" Ein Paar Dualbriiche ¢, # nennen wir _ den

Schnittpunkt von ¢ mit . Sind a, a’,...
mehrere (z. B. drei) gegebene Dualbriiche und 8,
ist daneben noch eine zweite Reihe von endlich- b”
vielen (z. B. vier) Dualbriichen b, b’, .. . gegeben, 5
80 kbnnen wir das kleinste Dualquadrat bil- "
den, das die sémtlichen (3-4) Schnittpunkte J
wvon @, @’,... mit b,d’, ... enthilt:

J- (ad’... bd .. ). a & a

‘ ‘ Fig 2.
Die Funktion

’

¥ xty, yo-xwey
ist das Gesetz, welches aus jedem Dualquadrat J, dessen Ecken die Schnits-
punkte von @, a’ mit b,b  sind, das Quadrat

J'=(a—!—b,a’-}—b,a—}~ b, a -+ b'la—b,a’ —b,a—ba — b')
erzeugt; aus ihm werde das Intervall ¢ gebildet nach dem Gesetz z'.y’

(das eben mit 7 bezeichnet wurde). Damit ist die linke Seite von ()
konstruiert. Analog rechts: Man bildet aus J zunichst das Quadrat

J? - (a®, aa’,a’®}b% B0, 07"
[das ist die Funktion " = a®, y” == y?] und daraus das Intervall 2 nach
dem Gesetze z” —y”. Die Gleichung (*) behauptet, daB, welches auch
das Dualquadrat J sein mag, § und 7 sich sfets tiberdecken.

Die angefithrten Beispiele legen uns den allgemeipen Begrift der stetigen
FPunktion einer reellen Veriinderlichen nahe. Eine solche Funktion wird
bestimomt nicht durch ein beliebiges Gesetz, das einer werdenden Intervall-
folge eine werdende Intervallfolge zuordnet, sondern durch ein Gesetz, nach
welchem einfach jedes Dualinteryall (sobald es einmal hinreichend klein
geworden ist) ein Intervall erzeugt. Das entspricht auch vollkommen dem
Sinn, wie dieser Begriff in den Anwendungen der Mathematik gebraucht
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wird: sobald das Argument mit einem gewissen Grad der Genauigkeit
gegeben ist — und anders ist es in den Anwendungen ja nie gegeben —,
ist auch der Funktionswert mit einem zugehdrigen Grad von Genauigkeit
bekannt. Der letztere sinkt mit dem ersteren unter jede Grenze (wenn
die Funktion in einem beschrankten Intervall betrachtet wird). Die stetigen
Funktionen sind demnach nur verkleidete ,,functiones discretae; und nur
darum kann die Analysis eine allgemeine Theorie iiber sie aufstellen.
Eine stetige Funktion, erkldren wir, ist bestimmt durch ein Gesetz ¢,
das aus jedem Dualintervall ¢ entweder nichts oder ein ebensolches Inter-
vall, ¢(7), erzeugt. Es gehort ferner dazu ein Gesetz, aus jedem Inter-
vall s eine natiirliche Zahl n, erzeugend, von folgender Art: Ist ¢ irgend-
ein Dualintervall, n eine natiirliche Zahl > n,, so erzeugt das n-te der-
jenigen Dualintervalle, welche im Innern von ¢ gelegen sind, nach dem
Gesetz ¢ bestimmt ein Intervall (und nicht nichts), das iiberdies im Innern
von (%) liegt, falls @(7) existiert. — Die Einschachtelungsbedingung hat
zur Folge, daB zwei iibereinandergreifenden’ Intervallen ¢,¢’ stets zwei
itbereinandergreifende Intervalle ¢ (), ¢ (4’) entsprechen; denn nach dieser
Bedingung kann man stets ein im Innern beider Intervalle ¢, 4" enthaltenes
Dualintervall 2 konstruieren, dessen Bild ¢ (1) existiert und im Innern
sowohl von ¢ (i) wie ¢ (3') liegt. Ist « eine einzelne reelle Zahl, d. i.
eine durch ein Gesetz ins Unendliche hinaus bestimmte Schachtelfolge von
Intervallen ¢, 5, :”,.. ., so bilden wir die Folge ¢ (¢), ¢(3'), ¢ (4”), ...; aus
ihr fallen natiirlich die nicht-existierenden Bildintervalle heraus, auBerdem
aber streichen wir in ihr auch ein Intervall, falls es nicht im Innern des
nichstvorhergehenden enthalten ist; wegen der zu jedem Intervall 7 ge-
horigen Zahl n; bleibt dabei doch eine unendliche Folge stehen. Die so
priparierte Bildfolge ist also wiederum eine reelle Zahl § = ¢ («): der
Wert der stetigen Funktion fiir den Argumentwert ¢. Fallen die beiden
reellen Zahlen ¢ und ' zusammen, so fallen auch die zugehdrigen Funktions-
werte f und B’ zusammen. — Zwei stetige Funktionen stimmen iiberein,
wenn sie durch Gesetze bestimmt sind, die jedem Dualintervall zwei iiber-
einandergreifende Intervalle zuordnen®). .

Wie man sieht, kann man den Begriff der stetigen Funktion in einem
beschrankten Intervall nicht.erkliren, ohne die gleschmdfige Stetigkest
und die Beschrdanktheit sogleich in die Definition mit aufzunehmen. Vor
allem aber kann es gar keime andern Funktionen in einem Kontinuum
geben als stetige Funktionen. Wenn die alte Analysis die Bildung unstetiger

. % Von der einzelnen bestimmien stetigen Funktion war hier die Rede. Die
allgemeinen Siitze iiber sie handeln aber von dem Kontinuum, in das sie sich ein-
betten: der (als einer werdenden zu betrachtenden) willkiirlichen stetigen Funktion.
Das. nihere Kingehen auf diesen Begriff wiirde uns hier zu weit fiihren.
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Funktionen erméglichte, so bekundet sie damit am deutlichsten, wie wet
sie von der Erfassung des Wesens des Kontinuums entfernt ist. Was man
heute eine unstetige Funktion nennt, besteht in Wahrheit (und such das
ist im Grunde nur eine Riickkehr zu dlteren Anschauungen) aus mehreren
Funktionen in getrennten Kontinua  Wir fassen z. B. die oben eingefithrten
Kontinua C.C* (2 -0)und C (2 -" 0)ins Auge. Die Funktion f (2} »
in € ist das Gesetz. das jedem Duabntervall, dessen hewde Endpunkte

positiv. sind, dies Intervall selbst zuordnet. Ihe Funktion f,ixy -
m € ist das Gesetz, das jedem Dualintervall +. dessen bewde Endpunkte
a, a’ negativ sind, das Intervall t={ a'. a)zordnet. Zu diezen

beiden Funktionen existiert eine einzige Funktion 2 in ganz (', welche in
mit f,, inC mit f, iibereinstimmt; sie orvduet etmem Duslmtervall § das
[ntervall ¢ zu, falls beide Endpunkte von ¢ positiv sind, . falls bewde
Endpunkte negativ sind, einem Intervall { mit den Endpunkten aa’ aber,
das den Nullpunkt enthilt, das Intervall (—a’, a,a,a’). Betrachten
wir hingegen die beiden Fuunktionen -1 in €. — 1 in € | so existiert
zu ihnen kesne in ganz C definierte Funktion, welche in €' mit der einen,
in ¢~ mit der andern itbereinstimmte.

Der bisherigen Analysis erschien das Kontimuum als die Menge semer
Punkte; sie sah in ihm nur einen Spezinlfall des logischen Grundverhalt-
nisses von Element und Menge. Wem ware ex nicht schon aufgefallen,
daB das ebenso fundamentale Verhiltnis von Ganzom wnd Teil hislang m
der Mathematik iiberhaupt keine Stelle hatte! Dafi es Teile hat, ist aber
die Grundeigenschaft des Kontinuums; und se macht dic Brouwersche
Theorie {im Einklang mit der Anschauung, gegen welche der heuatige
wAtomismus® so arg verstoBt) dieses Verhiltnix zur Grundluge fiir die
mathematische Behandlung des Kontinuums. Darm liegt der eigentliche
Grund fiir das im vorhergehenden (bei der Abgrenzung von Teilkontinuen
sowohl wie bei der Bildung stetiger Funktionen; eingeschlagene Verfahren,
das nicht von den Punkten, sondern den Iniervallen als den primiren
Konstruktionselementen ausgeht. --- Freilich: auch eine Menge besitzt Teile.
Was sie aber im Reich des ,,Teilbaren® auszeichnet, ist die Existenz der
»Elemente im mengentheoretischen Sinne, d. h. von Teilen, welche selbat
keine Tesle mehr enthallen; und zwar ist in jedem Teil mindestens ein
. Blement* enthalten. Hingegen gehort ex zum Wesen des Kontinuums,
daB jedes seiner Teile sich unbegrenzt weiter teilen lift; der Hegriff des
Punktes mub als Grenzidee betrachtet werden, ,,Punkt'* 18t die Vorstellung
der Qrenze einer ins Unendliche fortgesetzten Teilung. -- Um den stetigen
Zusammenhang der Punkte wiederzugeben, nahm die bisherige Analysis,
da sie ja das Kontipuum in eine Menge isolierter Punkte zerschlagen
hatte, ihre Zuflucht zu dem Umgebungsbegrifi. Aber da m der daraus
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hervorgehenden Allgemeinheit der Begnff der stetigen Mannigfaltigkeit
mathematisch unfruchtbar blieb, mullte hernach als einschrinkende Be-
dingung die Moglichkeit der ,,Triangulation‘ hinzugefiigt werden®). Im
Gegensatz zu diesem Aufbau erschienen in den kurzen Erklirungen, welche
Brouwer seinen bekannten Beweisen der grundlegenden Sitze der Analysis
situs vorausschickte *), schon deutlich die einfach zusammenhangenden Stiicke,
aus denen die Mannigfaltigkeit zusammengesetzt wird, als die urspriinglich
gegebenen Bausteine. Die neue Analysis 188t nur diesen Weg offen.
Deuten wir kurz an, wie sich danach die mathematische Definition
des Begriffes der zwetdimensionalen geschlossenen Mannigfaltigkeit gestaltet.
Zundchst ist das Schema ihres fopologischen Aufbaues anzugeben, das ich
als ein ,zweidimensionales Geriist* bezeichne. Es besteht aus endlich-
vielen ,,Ecken* ¢, (Elementen 0-ter Stufe), ,,Kanten* ¢, (Elementen 1. Stufe),
»»Flichenstiicken ¢, (Elementen 2. Stufe), die durch irgendwelche Symbole
gekennzeichnet werden mogen. Jedes Fliachenstiick wird von gewissen
Kanten, jede Kante von gewissen Ecken ,begrenzt*; die Angaben dariiber
bilden den wesentlichen Inhalt des Schemas. Es mull gewissen leicht zu
formulierenden Forderungen geniigen. — Von den Flichenstiicken des
Geriistes gelangt man zu den Punkten der Mannigfaltigkeit durch einen
unendlich oft zu wiederholenden Teslungsproze. Diesen wollen wir so
vornehmen, daB wir jede Kante durch einen ihrer Punkte in zwei Kanten
zerlegen, darauf jedes Flichenstiick von einem willkiirlich in ihm gewihlten
Zentrum aus durch Linien nach den auf
seiner Begrenzung gelegenen Ecken in
Teildreiecke zerlegen.  Diesen Vorgang
kann man in abstracto so beschreiben:
Jedem Element e, des urspriinglichen Ge-
riistes @ entspricht ein Element 0-ter
Stufe (e)o des durch Teilung entstehen-
den Geriistes G'; zwei Elemente ¢;, e, (4 > k)
des urspriinglichen Geriistes, von denen
das eine das andere begrenzt, erzeugen
ein Element 1. Stufe (¢e); des neuen
Geriistes @', das begrenzt wird von (e,.); und (ek):,; drei Elemente e, ¢, €,
von G, die einander begrenzen, ein von (e,e,):, (€, €)1, (€, €)1 begrenstes
Element 2. Stufe (e, e, ¢,); von G'. — Die Flachenstiicke von @ und die
durch sukzessive Teilungen entstehenden Flichenstiicke von @&, @, ...
spielen hier die gleiche Rolle wie diejenigen Intervalle im Linearkontinuum,

in welche dasselbe durch die Dualbriiche von der Form 12"—, g;, -;—”;-,’.. .
%) Siehe z. B. Weyl, Die Idee der Riemannschen Fliche (Leipzig 1913), § 4.
7} Siehe vor allem Math. Ann., 71 (1912), 8, 97.
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(m durchlduft alle ganzen Zahlen) zerlegt wird. Je zwei anemanderstoBende
von ihnen fiigten wir zu einem ,,Dualintervall zusammen, wn auf jeder
Teilungsstufe eine Bedeckung des Linearkontinuums durch iibereinander-
greifende Stiicke zu bekommen. Analog fassen wir hier diejenigen Flichen-
stiicke eines der durch Teilung entstandenen Geriiste ¢, ¢', @”, ..., welche
von einem gemeinsamen Eckpunkt begrenzt werden, zu einem , Stern zu-
sammen. Unter einem Punkt der Mannigfaliigkeit st eine unendliche
Folge solecher Sterne zu verstehen, in welcher jeder Stern ganz im Innern
des nichstvarhergehenden enthalten wst; der Sinn dieser Emschachtelungs.
bedingung zwischen zwei Sternen ist leicht zu formubieren,

Hine offene Mannigfaltigkeit unterscheidet sich von emer geschlossenen
nur darin, daB das zugrunde liegende Geriist nicht aus endlichvielen, sondern
einer unendlichen Folge von Elementen besteht. Das friher ausfuhrlich
betrachtete Linearkontinuum fillt unter diesen Begriff, sofern wir als

m--1 m+ 1

Dualintervalle allein die Intervalle b gh”
teristik A gelten lagsen. Diese Modifikation kann an sllen unseren bis-
herigen Entwicklungen ohne weiteres angebracht werden. Der Begriff der
stetigen Funktion ist gleich so gefalt worden, daB er sich auf beliebige
Mannigfaltigkeiten iibertragen liBt: Eine stetige Abbildung emner Mannig-
faltigkeit auf eine andere wird hestimmt durch ein Gesetz, das jedem Stern
der ersten entweder nichty oder einen Stern der zweiten zuordnet, es kommt
hingu die gleiche Einschachtelungs-Bedingung wie frither, Hier st es
wirklich wesentlich, daB die Alternative des ,nichts* offen gelassen wird,
da ja das Bildgebiet eines Sternes der ersten Mannigialtigkeit mcht in
einem einzigen Stern der zweiten Platz zu finden braucht.

Sobald man es mit einer in irgendeinem Kontinuum sich bewegenden
Variablen zu tun hat, muB man sich, der neuen Theorie gemib operierend,
iiber dem Kontinuum sozusagen in der Schwebe halten und hat nicht wie
bisher die Moglichkeit, sich auf einem einzelnen, wenn auch willkiirlichen
Punkte niederzulassen. Dem an das letate Verfahren Gewohnten mag solche
Zumutung zunichst unbequem erscheinen; aber jeder wird spiiren, wie treu
auch hierin die neue Analysis dem anschauljchen Charakter des Kontinuums
sich anpaBt. Die Brouwersche Auffassung verbindet hochste intuitive Klar-
hest mit Freihest. Wer immer sich im abstrakten Formalismus der Mathe-
matik noch einigen Sinn fiir anschauliche Gegebenheiten erhalten hat, auf den
muB sie wirken wie eine Erlésung von bésem Albdruck. Endlich sei noch
darsuf hingewiesen, wie vollkommen beide Teile der neuen Lehre, die
anschauliche AngepaBtheit ans Kontinuum und ihre lugische Stellungnahme
zu den generellen und den Existentialsitzen, sich gegenseitig fordernd,

jneinandergreifen.

mit einer positiven Charak-

{Bingegangen am 9. Mai 1920.)



