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Uber die Partitionen der ganzen Zahlen.

Von

Geore Csorsa in Miskolez (Ungarn).

Die additive Darstellung der ganzen Zahlen, d. h. die Zerlegung der-
selben in Summanden, ist ein nicht weniger wichtiges Kapitel der Zahlen-
theorie, als die multiplikative Darstellung, d. h. die Zerlegung in Faktoren.
Die Frage der additiven Darstellung ist aber nur in sehr geringem Mafe
entwickelt, obgleich sie vermdge der analytischen Methode, welche man
in der Behandlung derselben seit Euler anwendet, einen interessanten Teil
der analytischen Zahlentheorie bildet. Fuler hat diese Fragen mit dem
Namen ,Partitio numerorum® bezeichnet.*) Die Partitio numerorum hat
gine wichtige Anwendung in der Invariantentheorie gefundem, wo die
Cayley-Sylvestersche Arbeitsrichtung die Beschiftigung mit der Frage
direkt erforderte®*). Spiter hat man auch die Theorie der symmetrischen
Funktionen mit der Anwendung der Partitionen entwickelt.***) Eine ge-
wisse Rolle spielt endlich die Theorie der Partitionen und der damit zu-
sammenhingenden diophantischen Gleichungen in invariantentheoretischen
Arbeiten von Gordan und von Hilbert.

Samtliche unter dem Namen ,Partitio numerorum® behandelte Fragen
kann man auf einen einzigen gemeinsamen Typus reduzieren, so daB es ge-
niigt, sich mit diesem einzigen zu beschiftigen. Dieser Typus ist der folgende:

Auf wie vielerlei Art kann man die Zahl A aus den Zahlen

Gyy Ggy = -0, @y

durch Additionen mit Wiederholungen darstellen? Diese Frage stimmi mit
der iiberein, wieviele Auflosungen die unbestimmie Gleichung

T+ gy + -+ 0,0, = A

*) Euler: ,JInirodactio in analysin infinitornm*, Caput 16.
**) Cayley: ,Researches on the Partition of Numbers®, Phil Trans. 145, 1855.
Bylvester: ,,On the Partition of Numbers®, Quarberly J. M. 1, 1855.
% Mac Mahon: ,Memoir on a New Theorie of Symmefric Functions®, Amerie.
Journal of Mathem. 11, 1889.
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in nicht negativen ganzen Zahlen hat? Die fragliche Zahl ist auBerdem
nichts anderes als der Koeffizient der Potzenz von 24 in der Entwicklung

der gebrochenen Funktion:
1

(1—22)(1—2%) ... (1 —2%)
nach zunehmenden Potenzen von z. Diese Aufgabe ist, obgleich sich mit der-
selben viele beschéftigten, im allgemeinen noch nicht geldst, In der Unter-
suchung ‘derselben ist am weitesten Cayley gekommen. Seine Resultate
enthalten schon die Bestimmung, daf die obige Zahl der Partitionen in
folgender Form darzustellen ist:

p(4) =¢(4) + () A + e,(A) A+ - - - + ¢, (A) 4™,
wo die Koeffizienten

e,(4) (?:=1727""”—1)
die periodischen zahlentheoretischen Fuvktionen des 4 sind. Aber die
Resultate Cayleys enthalten im wesentlichen nicht mehr als den Nachweis
der Mdglichkeit einer solchen Darstellung. Einen weiteren, erfolgreichen
Schritt in der Behandlung dieser Frage finden wir nirgends in der wissen-
schaftlichen Fachliteratur. Einzig und allein die Untersuchungen Weih-
rauchs®) konnten hier erwihnt werden, die aber nur die partiellen Auf-
Iosungen einiger einfachen und speziellen Fille enthalten.

Das Ziel der gegenwirtigen Abhandlung ist: Die Darstellung der
independenten Formel im allgemeinsten Falle fiir die periodischen Funk-
tionen ¢(A4) und damit die Frage der ,Partitio numerorum® bedeutend zu
Defordern.

L
Es sei die entwickelte Form der erzeugenden Funktion:
= 9(0) + () + 9@+ -+ p(M)sh -,
g (1—2%)
so ist die Zahl der Partitionen von A4:
@ p(4) = coeff g4 in ——— .

JT(—2%)
i=1
Bedeute 1 irgendwelches gemeinsame Vielfache der Zahlen
Gyy gy ¢ 0y Gy,

‘5 nDie Anzahl der Lésungen diophantischer Gleichungen bei teilerfremden Koeffi~
zienten¥, Zeitschrift f. Math. u. Phys. 20. * ,,Anzahl der Losungen fiix die allgemeine
Gleichung ersier Grades mit vier Unbekannten*, ebenda 22.
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so wird
U o
w1t g4 fot -t »
und das Produkt:
—
@ —A)
ein ganzer Ausdruck, welchen man bezeichnen kann:

ni—-1

U(s) = MZ F(I) 2%,

oder (wenn man statt M das Binom (v -+ k1) einfithrt, wo » < 1)
4~1 n-—1
(3) U = > D Flv+ki)er+,
vy=0 k=0
Muitiplizieren wir den Zihler des rationalen Bruches (1) mit der ent-
wickelten Form (3) von U(g), den Nenner mit der unentwickelten Form (2)

desselben, so wird
A~1nm—1

Fotkaz+re

l

i
<

(4) @(A) = coeff z4 in 2=°%

JIG—)

i=1

Damit haben wir die Aufgabe auf die Entwicklung einer solchen
rationalen gebrochenen Funktion reduziert, wo die Faktoren des Nenners
untereinander gleich sind, und deren Auflosung schon bekannt ist.

Némlich
g (1_1.52) - (1_123); =RZ:1 (Rz_j-bl—l 2%
Infolgedessen

9(4) = coeff #4 in ZZF(HM)WIZ(Rﬁ;“ 2,

vy=0 k=

oder bei Ausfiihrung der Multiplikation:

-1 a—-1

9(4) = coeff 7* in 2 2 D Fv+11) (Fi» o Eacigd

=0 v=0 k=0

Es sei k—i—R-—S so wird

@(4) = coeff 24 in. 2 2 [22}’( +lc7L)(S —A “*’)} 28,

-»»,

35 *
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wo immer
8S—k=0
ist; wenn also § < ist, so werden die Werte von k:
0,12 ---, 8.
Es sei
A=v+18 (rv<a).
Im Falle 4 > nd wird
ot A=k
2
®) 9(4) = D Flv+kD) et ,
k=0
und im Falle 4 <ni wird:
A—v
- —(1;-1—“)_1_%_1
® 9(d) = D) F(v+kd) 1 ,
k=0
wo
A=y (mod 1) (v < A).
Das hier vorkommende Zeichen
T+n—1
( n-—1 )

bedeutet nach der Entwicklung einen solchen Ausdruck in 7%

(T+n-1) @ 11)1{“0T“"1+“1T“'2+ g T o,

n—1

wo ¢; im allgemeinen die symmetrische Funktion ¢*® Grades bedeutet, welche

man aus den Elementen
1,28 -, n—1
komponieren kann.
Demzufolge ist:

A+ + kD n—
( i Hﬂ) = Ve s m (4 — (o +ED)"
n—1 o ! (n—1)! i

—22<—1> () =

Wenn man das in den Ausdruck (b) substituiert, so wird

o) = 3 F+kn) 3 Sty St () £,

Mit einer anderen Anordnung der Glieder:

?(4) = 22(_1)' (;j 1)”:( ) ;”_‘ {;Z—OF(”"‘M)(”'PM)‘}'
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Es sei hier
n—1
@ D (+kiy Flo+52) = 6,3, 9),
80 wird =0
n—t m -3
p(4) = ,,.22( 1yt (M) @) A,

oder mit einer anderen Anordnung:

n—1 n—1

o(4)= > X125 () 6.6, WA

Fiihren wir nun die Substitution
m—8s=1t
ein, so wird:

A=l R—1—s

o) = 2 D1y g (1) S0 4

§=0 =0

Wenn wir aber die Reihenfolge der zwei Summationen vertauschen,

80 ist:
¢(A)=2[ 2(— y “—1.)(:;?, (tts) G, @, v)] A4

Bezeichnen wir den Klammerausdruck mit ¢, (4, »), so daB

n—1=2

(® e m) = 2 (S (1) 6.,
so ist »
©) p(d) = D ¢4, ) 4.

i=0

Diese Formel zeigt, daB die Zahl der Partitionen, d. h. der Lésungen,
ein ganzer Ausdruck.(n —1)*" Grades ist, wo die Koeffizienten von dem
Reste des 4 in bezng anf 4 abhingig sind; i ist aber noch in hohem
MaBe willkiirlich.

Wenn wir insbesondere fiir 1 das kleinste gemeinsame Vielfache 1,
der Zahlen

Qyy Qgy * 5 @,
eingesetzt denken, so kommt v, an die Stelle des v, wo

4=, (mod i) (e <15
ist. In diesem Falle kann man
Ly, V)
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anch als Funktion des A betrachten; weil sie aber nur von dem auf den
Teiler 1,, also auf eine bestimmte Zahl beztiglichen Reste (,) des 4 ab-
hingt, so ist sie eine periodische Funktion des 4, welche als Periode 4,
oder einen Teiler davon hat.

Fithren wir dementsprechend die Bezeichnung ¢,(4) fiir ¢,(4,, v,) ein,
so wird

n-—1

(10) 9(d) = 2 o(4) 4,

wo ¢,(4) eine periodische Funktion ist.

Das ist die Darstellung, deren Moglichkeit auch die Forschungen
Cayleys nachweisen. —

Aus der Vergleichung von (8) und (10) folgt:

e(4) = 2(—1) “eoisteen (149 6 (430),

— 1t
wo
A= (mod 1) (<)
ist.
¢,(4) muB von dem willkiirlichen Vielfachen 1 der Zahlen
&; (1=1,2,3,---,n)

unabhiingig sein. Da also G,(4,v) ein ganzer Ausdruck von 1 ist, so
miissen in dem Ausdrucke fiir ¢(4) die Koeffizienten der Potenzen
AL, 22, 25, - - - usw.
identisch verschwinden und kann auch im Koeffizient des 1° das von 4
abhingige » in expliziter Form nicht vorkommen. .
Im Laufe der weiteren Untersuchung werden wir zeigen, daB G,(4,v)
in A ein ganzer Ausdruck (n—1-+s)*® Grades ist, wo die vorkommende
niedrigste Potenz 17~1 ist; also die Form hat:

Gs(l; 'V) = ZHs,n—1+r}'ﬂ_1+r’
r=0
Folglich ist

Gt(A) 2( 1)" ?;L;‘;’) +8) 2 Syn—1l+4r Ap—lEr— (s,

Da nach dem Vorhergehenden
m—1+4+7r—(_F+s)
nor den Wert Null haben kann und der grofte Wert von (£+5) gleich
(n—1) ist, kann nur die Moglichkeit
r=0 und {+s=n—1
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bleiben, und
—1
e(d)= ("‘1)"—1—:(7,, 101)3 (,,,, f_ 1— t) H  gaets

oder, — da «y=1 und

H, y_ ooy —coeff *~1in G, _, (1)
ist, —
1) ¢(4) = t-%ﬂ—flt; coeff -1 in G._,_,(1;%).
In anderer Form:
12) 60y (d) = ;(7(:% coeff 4*-1 in G, (4,v).

Die Berechnung der periodischen Koeffizienten der Funktion (10)
@(4), welche die Zahl der Partitionen darstellt, ist also damit nach (7)
auf die Entwicklung (3) des endlichen ganzen Funktionsproduktes (2):

U(2) _H(‘“Z )

reduziert.

1L
Wenn wir die Ausrechnung von G,(4, ») auf Grund der Definition (7):

-1
G.(4v) = D (v+hiy Flv+ k)
’ =0
aus dem Aunsdrucke (3):

i—1 n—1
U(e) = ;1‘ g Flv + i)z ++2

vollenden wollen, ist offenbar nichts anderes zu tun, als auf das U(7) s-mal
untereinander die Polaroperation

. U
l 35

anzuwenden und darauf 7=, zu setzen, wo o?=1 ist.
Dann wird nimlich

(A (D))im o= 2:, [2 (v+ k2 Flo + kz)J
Hieraus ist ersichtlich, da8 '
(13) G(1,7) = coeff @ in [A‘(U)],.;,,;,,

ist.
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Da aber die binomische Gleichung @?=1 1 Wurzeln hat, konnen wir
4 solche Werte @, einfilhren, und gewinnen zur Bestimmung der Zahlen
G (4,7) (r=0,1,2,---,2—1)

ein lineares Gleichungssystem.
Dies ist das folgende:

(14) G,(%0) + G,(R Vel + -+ G,A0) 0, + -+ G, A—1) e "
= [A‘(U)]l=wr (r-—-—0, 1)27"';;')‘

Seine Lisung ist nach der Interpolationsformel von Lagrange:

—¥ AS(U) z ls=wp (7]
() G,(4,v) = (=17 2[ P ats
wo gv)  _, die elementare symmetrische Funktion (2—1—w)* Grades

bedeutet, welche man aus den Elementen

@y, Bgy v+ 7y O _3; Dp1q, 75 O
erzeugen kann, und

flo) = (0= o) (o—ay) - (0—o,)

ist.
Weil aber @, @,, - -+, @, die Wurzeln der Gleichung
#—1=0

sind, so ist
f (m) =a'—1,
(o) =i,
’ i

(®) @)=

Wenn aber g,, die aus den Elementen
0y gy =75 Wy

erzeugbare symmetrische Funktion m'*® Grades bedeutet, dann ist

9, =90+ 0.7 O<m< ).
Aber
In= O)
folglich
9(,,,’) - @ 95::) 1

Mehrfache Anwendung derselben Uberlegung ergibt:
g =D"alg) = (1))
Die nimliche Formel ist anch im Falle m — 0 giltig.
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So wird
1)1 —-1—v

(r) i-1-y A-%1-v__ (—
(e) 9i21-,= (1) @ o1
Wenn wir die Ausdriicke (b) und (¢) in (a) substituieren, entsteht:

[A‘(U)L=w,}’

¥
‘01'

(15) 6 -1 2 |

bei welcher Formel wir schon die unentwickelte Produkiform (2) von U(2)
gebrauchen.
Substituiert man dies in den Ausdruck (12), so bekommen wir:

2 t2
(16) born(4) = -2 coeff 1* in { Z&L@ﬂc},

st{n—1—3s)! / o’
wo
z —k
A=v (modd), ei=1, U= ! z) (v< i)
18T,

Fiihren wir die vollstindige Ausrechnung mit Hilfe dieser Formel
erst im Falle s =0 aus, so wird

2
® in Uz,
bamr(A) = G131 1), coeff 1 { Elmm’ }
Bei der Substitution

r=1 r

[U)-o,
hat ein Faktor des Produkts U:
" — 1—2A
L g%

den Wert Null fiir simtliche 1* Einheitswurzeln o,, welche nicht zu-
gleich auch g Einheitswurzeln sind. Nur fiir solche 1% Einheitswurzeln
kann der Wert des w;, von Null verschieden sein, welche zngleich a'* Ein-
heitswurzeln sind (w‘:‘;= 1), und dann hat er den Wert
2
[ui = _a';_':

wie auch aus dem Ausdrucke

2
=1 2% B 5(-‘;;—’)%
folgt. '
Das ganze Produkt
U= Ug g~ - - Uy
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kann also nur fiir solche 1% Einheitswurzeln von Null verschieden sein,
welche jeder der binomischen Gleichungen

m—1=0,
g2—1=0,
-1 =10

entsprechen.
Die gemeinsamen Wurzeln dieses Gleichungssystems liefert — wenn
d der groBte gemeinsame Teiler der Zahlen
; Ay, Qgy "5 Gy
ist —, die Gleichung:
#—1=0.
Wir kénnen aber immer voraussetzen, daB d = 1 ist. Wiire es nicht
der Fall, kann man die Aufgabe leicht auf eine solche transformieren.
Das Produkt U= w,u,---%, kann also nur im Falle w,=1 von
Null verschieden sein und hat dann den Wert:
Z’Ii

‘ [ULer= aa-a,
Infolge dessen ist
1

(17 o) = e e

Eg ist nun daraus ersichtlich, daB der Koeffizient der héchsten Po-
tenz A*! im Ausdrucke von ¢(A4) eine von A4 unabhingige GroBe sei,
man konnte sagen: eine periodische Funktion mit der Periode eins.

Zur exakten Berechnung anderer Koeffizienten ist die ausfiihrlichere
Untersuchung der héheren Polaren des Produkts

U=wuy---u,
und seiner Werte fiir die 1% Einheitswurzeln notig.

1L

Aus der allgemeinen, auf die Polaren des Produkts beziiglichen Regel,
deren Beweis mit dem des polynomischen Lehrsatzes analog ist, folgt:

Ak(ulu?.‘ o u:n) =

kt
(i AR AR(y) - - At}

Bythoto+la=k
Unter den Lisungen der unbestimmten Gleichung
btht--+h=k
gind solche zu finden, in welchen nur m Glieder von Null verschieden, z. B.:
iy Bigy - o Ky (m=1,2,---k)
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die tbrigen aber gleich Null sind, z B.:
b=lky,=---=k

-
Hier bedeutet

CTRC TR ™

irgendwelche Kombination ohne Wiederholungen der Elemente

1,238 -mn
und
Yy layt s tuy Yy Yot Vpn
eine Permutation derselben Elemente.
Demnach kann man den Ausdruck A*(wu, ---u,) folgenderweise

ordnen:
"k n 13
Ar(ugug - - - u,) ~ 2 E, 2
=1 hiaim=l Rk =1
(18) a<a<lim & +k,ﬁ Ry Ay

k!
{ DAL Aa(u) A (u) - - A *@w(uz,)urlu,, u,,,-m}'

Mit Beriicksichtigung dieser Umformung wird nach (15):

%
k!
60, = 2 2 2 F ik kT
19 f18a- iy =1 k’f ]; ’mzl 1t T
( ) z1<tz< Lim R +i¢ + et =E

b

{ Z‘v [a% ) A ) - At Yoy o, m,}

e
rel r

wo
4 =w»(mod 1) (<),
ot =1
ist.
Da im allgemeinen u, nur fiir a,* Einheitswurzeln von Null verschieden
sein kann, verschwindet das Produkt:

U, U, ~ + * Yopy

nur fiir solche A* Einheitswurzeln nicht, welche jeder der binomischen
Gleichungen:

M —1=0,
#—1=0,
z’w—m—-—l:—.o

geniigen,
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Die gemeinsamen Wurzeln dieser Gleichungen enthilt die Gleichung:
Mt in ] = 0,
wenn
Biria- iy
den groften gemeinsamen Teiler der Zahlen
a"x) Qrys*° 7y afn—m)
d. h. der Zahlen

gy Ggy =y Oy,
mit Ausnahme von

Quyy Biyy~ vy Ay

bedeutet.
Das Produkt

“"1“1'2 v e urn—m

kann also nur fir solche A* Einheitswurzeln von Null verschieden sein,
welche zugleich d;;,...;* Einheitswurzeln sind. Da aber d;,..;, ein
Teiler von 1 ist, d. b. unter den ' Einheitswurzeln simtliche d,,,,2 ,m““
Einheitswurzeln enthalten sind, muf man das Produkt

Yyl = = Ury_p,>

und so in dem Ausdrucke von 1Gy(4, v) das ganze Glied

{. [A%(u;) A, - A"'m(m,) o, ,=n,,}

nur fiir die sdmtlichen d; ot Einheitswurzeln summieren.

iy
Fiir solche ist:
in—m V¥ ™a . a .-

— — % T im
[u"lu"z u’n—m]f’:‘”r T a a aay - a ’

7ot a’n—m
folglich:
& n k ! PN
= Y im
1Gk(l:'”)_2 2 2 bkl k, Va0, a,

m=1 fidp- gy =1 k; 7: k=1
<yl B +k + kg, =k

(20) 4. .
) )
wo A= v (mod 1) (r<i),

mf':x"z' Cimaes 1,
Die nichste Aufgabe ist jetzt die Berechnung der Faktoren
[Ak’.! (u;t)]z =0,
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Da
2
%,
U, = E 59 g
. e=0
ist, kommt
-
a,—s
k, 2’ ip pFig L%
A “(uz,) == ai:ag eze &
e=0
Setzen wir 2z = o, so ist
mr(’“is _ mr?'“ie,
im Falle, daB

oo, =¢’'a, (modd , . 1;

oder — weil der groBte gemeinsame Teiler von @, und von d .
‘e f1t2 " 'm

der eingefithrten Bezeichnung

di1i2“'i£—1££+1"'im

ist — im Falle, daB

’ Gy dn- -,
@ — @ = g— "
R A R ")
Fiihren wir durchgéngig die Bezeichnung
d"xfz""im .
a =1
Tty -dg—1%e+ 10 iy
ein, so wird fiir
§£<t25 2
Sg———1ts }a;
0’)’.&8 g = mr($§+t£)a,-£ = .=@, ¢ Fig a) 'e,
und mit der Substitution
=& 4 ut,
2
tg—1 “oate
[A% () ], = @3} Z 2 (5, + ut,)e e
G
s —-1“1, tﬁ
——azaz 2(%)&1 -7 ”tco”eé”
s =0 w=0 o2=0

3 a,ete
==a:.::s E E E w’ ( ’E)t gk - G‘JE'E,
=0 7=0

ﬁ)d"xiz“":m——...— 1
, -
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Hier kann man die Summe

mit Anwendung der Bernoullischen Reihenentwicklungen in dieser Form
darstellen:

azi -1
'$a 2
’ZVMD 2 P
= X MY 2
2=0 %t g a'z'st]sl
wo, im Falle v = 0,
Ag=1
ist, und im Falle v > 0,
1
Aa,v= vF1?

Av,v—3 = 0’
1
"Ao,o—i = 1 (?;) B3 L
'Av,u—fi 07
1
Aporre= (15 (27 ) By (#>0),
A‘zz,v-—(2k-l—1)= 0 (k>0,

und By, B, B;,-- - die Bernoullischen Zahlen sind; z. B. wenn v =25, (s>0),
wird dss0 = (—1)"'Bp,—1, wenn v =25+ 1, (s>0), wird Assy1,0=0.
Mit Substituierung des obigen Ausdruckes sind

(8% )], — L5

und infolgedessen:

o ak,
)E"' m,.:" ?

0,4

e =0 o=

kd

: : Bl .. ol
@ "Gk("»"’)=2 2 2 E k-~ k Va0,

m=1 gty ip=1 By by ek, =1
Gyl Ll k. +%, +...+k£m=1;

Siomh

l ! 2' 7- A (kz.e) gha® ma;,ée]
s;ag iy % o 2 £ .
2‘ =0 =0 A= o @

r=1 r
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Da hier in dem Produkte:

g{...]

die niedrigste Potenz von i A% die hochste Potenz aber %™ %t +oin — 22
ist, und die nachstehenden Summationen einen das A enthaltenden Faktor
nicht liefern, folgt, daB

2G.(2,v)
in 1 ein Ausdruck (n -+ k)" Grades sein wird, wo die niedrigste vorkom-
mende Potenz 1° ist.

G (4, v)

selbst wird hiernach in 1 ein Ausdruck (n—14k)* Grades, wo die
niedrigste vorkommende Potenz 4"~! ist. Das ist die Eigenschaft, auf
welche wir uns im vorhergehenden berufen haben.

In Anbetracht dessen, daB nach (12)

— 1)t .
cn—l—]c<A') = ?'—(77(——1—)—%)-' coeff A% in 1 Gk(l, 1«’),

bekommen wir:

(22) Cu1-2(4)

T klln—1—Fk)! . Ttk ek aa,--a,

m=1  iyfpccaiy=1 ke & k‘m=1

3y %in "

CRSUS GRS 5 Tkt R, =k

tg=—1 i £
-2 a
dz,c, |: : : Avo 25 tvg e QE ,‘] .
=0

r=1

Fihren wir nun statt der durchgﬁ.ngig benutzten

t, und §,
die endgiiltigen Bezeichnungen
£ und E9
LA G192 im

ein und bezeichnen den hier vorkommenden ganzen Ausdruck von
£9 ., folgendermaBen:

iy dpee-
) = S5 (e

=0
£ ]

so entsteht:
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(23) Cu1-2(4)
== - ‘ 1 3 m
"’(”—1—")‘,,2 ”,2 1 bk 2}: 1 ()
=1 dyig-eip= k= 1B 1.k ! . .
hln< i g, :k ‘2+ .sz,-mﬂ kixl' Lz.z! Ix:z.m.a,ia,2 5_1 t,m.«..,m
(e) _
L3 tzlzz oM 1 ” a EE&)% i
£ Uipc iy
diﬂz"'im eg {s) 2 fl‘i (gzlzz "m) @r
521"2 2'm=0
r=1 (0:
Xs bleibt noch die Summation nach # auszufiihren.
Die Glieder des im Ausdrucke vorkommenden Produkts
O] ~
m Zﬂz Zm 1 (s)
_ O] a; & i g
P 221—1 (&) 2 f (gzﬂﬂ_ im) mT e -
- Eiliz---i,,,:"
kann man nach der Entwicklung so anordnen:
m
y @ ‘Zl'aifgg?ir--im
—— & &=
P = Z kag; gh’z ‘m) m" ’
E(s) .. &=1
©
wo .
£ (5)
R Oé‘: iac Ty < iy
ist.
Damit wird:
(24) €1 -1(4)
13 n k »m ks
= ) > Sl
ke —1—k)! &= I AT PRI A kzvtg?z i
0l i g QR Ry, =k
m
By igy o -?:' 'egff)’: i
£ $=
2 ] Ifl» zlzz - iy r
r=1 ___E{e) o
Iyt gy
Hier kann die Summe
"122 im 2 zeggi)gz "1'
r
r=1
pur fiir solche Werte von §EL ., von Null verschieden sein (und den

Wert d;,...;, haben), welche auch der unbestimmten Kongruenz
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Do . —v=0 (moddys...;,)
&=0
entsprechen.
Demzufolge ist
(25) Cum1-4(4)
( l)k & n k & m akéad . )
——— N fa hhatim
—k!(n—l—k)!?_l: 2 . ka oy Mo, errg(ﬁ)' B
m= fyig- -ty = iRy ,;" CPARE L PR

2'1<52<'“<'5'/.sz; LR, Lt Sx i .—.:k

2 H i 0

21 Zz

wo die auf die Werte

"35:)% vy <5=1:22"')m)

beziigliche Summation auf simtliche Aufldsungen der unbestimmten Kon-

gruenz
"

(&
E & &, = (mod dis. i)

e=1

sich erstreckt, welche den Bedingungen

0< 55-?5,- i < tf?z, - (=12, m)
entsprechen.
Da
A=v (mod &)
und
A=0 (mod dix’:z"‘im>’
wird

=v (mod dy;...5,),

und demzufolge kann man in der obigen Kongruenz statt » das A4
schreiben und
Cy1-1(4)

als eine periodische Funktion von A4 betrachten.

Die Endresultate unserer Betrachtungen lassen sich folgendermaSen
zusammenfassen.

Wenn di;,...., den groften gemeinsamen Teiler aller Zohlen a wmit
Ausnahme von

Qiyy Oiyy =+ 5 Qigy,y
und dff)‘z =8 e riarre iy Oen grOpten  gemeimsamen Teiler aller
Zahlen a mzt Ausnahme von
) d‘:* Tty Qigyy By s By
Mathematische Annalen. LXXYV, 86
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bedeutet, ist in der Funktion

n--1

P(d) = D, y_i(d) 42174,

k=0
die die Zahl der auf die Flemente
Qyy gy =5 &y
beziiglichen Partitionen von A ausdriickt, die allgemeine Formel fiir die perio-
dischen Koeffisienten:
E " Hd(s)
. (_ l)k o] dpéa-c
c"‘*;;(")A)_(n-——i—?c)!alaz---azz Z W

m=1 Gip--ip=1 iyig-

iyl Ly

2 T ).

L BRSO
httthm g bRt +k,m =k

Darin umfopt die iber die Werte
g(f)

i

erstreckte Summation sdmiliche Losungen der unbestimmien Kongruens

26)

(8:‘ 1}2;"'7m)

n

21' ip gf:)a, am“'A (mOd d‘:’z 'm)

&=
g(f) d‘x G by
Trty e d(‘) ’

fite”

an-t
(deren Zahl e ist) ]
2 dgf)'a “tm

e=1
Ferner ist
ki,
(s) _ k,.e di,_' i \? &, -0
f,- (gna ) -g‘iﬁ’ ( v ) (35:3%“) (g"x"e"'im) !
endlich
A00= 1)
1
Al(_)= - ’2—;
2k,0”" (— 1) - 2k 1:5 (k>0)9
Az 110=0, (&> 0),

wo B,, , eine Bernoullische Zahl bedeutet.
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Iv.

Wir haben fiir die periodischen Funktionen ¢(4) die gesuchte inde-
pendente Formel hergestellt. Aus dem gefundenen Awusdrucke kann man
den allgemeinen Typus jener elementaren periodischen Funktionen klar
festsetzen, auf welche die Frage der Bestimmung der Zahl der Partitionen
reduzierbar ist. Dieser ist der folgende:

SHEAE) - fultn)s

55 by
aE + G+ + 0,8, = A (mod d),
d ,
(Oggi<z), (G=1,2,...,m),
d, der groBte gemeinsame Teiler von o, und 4 ist, weiterhin f}, fo, - -+, fiu
ganze Ausdriicke sind.
Der letzte Typus aber, auf welchen wir im Laufe unserer Unter-
suchung kommen konnen, ist der folgende‘

Z Erzg

Slgz
asE + tky+ - - - + 6,8, = A (mod d),

WO

wo

und J
(0gE<g), (i=1,2,--,m).

Diese, in Bezug auf 4 periodische Summenfunktion ist im allgemeinen
nicht in einfacher Form ausdriickbar. Eine ausfiihrliche Analyse der Kigen-
schaften dieser Funktion hat die Aufgabe weiterer Untersuchungen zu sein.

Wir wollen hier die allgemeine Formel nur noch auf einige einfachere
und spezielle Falle anwenden.

Ist £ =0, so ist
1
boos ) = fia e,

Ist =1, so bekommen wir mit der Substitution ¢, =1 aus (26):

cn—'s(A> (n—-Z)'alao . 12 ( )

ek, =4 (mod d) (0LE< d)

wo

ist.
So geht es weiter in den Fillen £ =2,3,4,---.
Wenn jetzt % = 2 ist, wird die vollstindige Formel (d,=a;, diy=a,):

p(d) = 7~

Ga | aya {ot + a8y — a0y},

36%
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wo

a§ =4 (mod a), 0L <ay)
. a8, = 4 (mod ay) 0=g<a)
ist.

Die Funktionen c¢(A) nehmen eine einfache und interessante Form
in dem speziellen Falle an, wenn jedes Elementenpaar a,a, relativ prim,
z. B. wenn jedes Element @, eine Primzahl ist.

Dann ist
dy=dy=- = di,iz-nin__z =1,

d,

idac g g - ain.

Wenn wir nun noch statt 4,, kurz 4, schreiben, und weil

ghiz-'-im:: 0 (m<n—1>,
fki& (gij)zzzm\} = Akzs (m<n—— 1);

so gestaltet sich die Formel:

7, k k
cn—l—k(A> - (n_l_.(;)gllzl:az...a 2 2 2 ?

=1 Gyda--etgy=1 kilkzg“'kim=1

Aot Ry kg e by =k

. akilakiz. .. akim
2"]. i‘l 7’.7I'L
2 k1 Akix Aki, 'Akim :

Gy " Vi tn

Das kénnen wir auch so schreiben:

Akx"ilcz""‘ikn ky Ty

kn
AT AT Wi S R

_ k
6oy _a(4) = -

m—1—K'aa, - -a

Tk dhgd ot hy=k

Diese auBerordentlich einfache Formel ist auch in dem Falle =0 an-
wendbar, da sie dann den bekannten Wert:
1

)= v e,

liefert.
In diesem speziellen Falle sind also

e, (4), e(4), -5 ¢,_,(4)

nicht periodisch, sondern konstant. ¢,(4) ist aber auch hier periodisch.
Nock einfacher ist das Resultat in dem speziellen Falle, wenn

a1=a2=a3=...—_-a%=]_‘
Dann ist
61 (4 = = Ay, Ay
a—1— —F -
ptond n—1 k):h“”._.ﬂn:k Ty lhyl-- k!

0sk;sk
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Andererseits ist in diesem Falle:
A —1
o) =177
und
1
Cas-2(4) = 551 %o
wo ¢, die aus den Elementen 1, 2, ---, n — 1 erzeugte symmetrische Funktion
k= Grades bedeutet.
Aus dem Vergleiche der beiden Erzeugungen folgt:
—1 k!
w=(1F("T) D A A,

Byt lgt-o+hy=k

Weil
Ao = 11
1
4, =~ Y
Ay = (—1p*By (&> 0),
A2k1-1 =0 (k>0):

ist das Obige nichts anderes als der Ausdruck der elementar-symmetrischen
Funktion ¢, durch Bernoullische Zahlen.

Wegen Anwendungen in der Invariantentheorie und in der Theorie
der symmetrischen Funktionen ist ein wichéiger spezieller Fall das fol-
gende Euler-Cayleysche Beispiel:

Sei

=1, 0=2, -, 0~=708,,=1,08,,=2 -, a=n~—r,

1 N\2/m\ /n
Cpa(4) = m—0lr (n—p)! (3'7) (1) (r)
Da im Falle » = 3 der groBte gemeinsame Teiler aller Kombinations-

gruppen (n— 1)*® Grades der Elemente
1 27 3, e r, 1, 27 R —7

so wird

gleich 1 ist, wird
=1, &=0 (G=1,2,---,m)
und

1 frr+1)
cn—z(A> Y] m—2)trin—r) | 2 -

1 (n) (n) {r(r+1)+(n—r}(n——-r+’1)} (”23)

T @ \2/) \r 2 2

(n—r) (n——r—[—l)}
2

Da im Falle » > 5 der groBte gemeinsame Teiler aller Kombinations-
gruppen (n— 2)** Grades der Elemente

1,238,123 n—r
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gleich 1 ist, wird

dp=1, & =0 (G,h=1,2, -, n)
und
1 1 cﬂ-S(A> =
— @y a o U P PR T 2t )
+ 1 > i
i<k

Hhk=1,2,8,- 4,702 -, n—r

1 {%(12+22+"'+72+12+22+"‘+(ﬂ—¢‘)ﬂ)

= BB o
Jr%[(l+2+---+o~+1’H~‘~’+"'JH"*”)2
_(12+22+...+¢?+1?+22+---+(n——9“)2)]}

- (DO a2t vt @y
— @2 2k )]

Wenn wir in Betracht ziehen, daB
14+2 4+ 4 m zﬂ%ﬂ’
124 22—!—~--+7n2=”1(_”i}¥f‘i2,
wird
o) = e (2) () (2[00 o eno—rt

_ 1 rir+1)(2r4-1) + m—r)n—r41) (2n——2r+1)]}
4 [ 6

(n=>5).

Gleichfalls in invariantentheoretischen Anwendungen pflegt der fol-
gende Fall vorzukommen:

a=2, 6,=3,--,a_,=r,a=1,0_,,=2, ., a=n—r—1)
‘Wenden wir die Substitution

n=m—1
an, 8o wird

1

on-s(4) = (m—2)t r! (m—1)!?
y 1 rir41) (m—r) (m—r 1)
Cn-s(4) = 3 m—3)! rl (m—n) { 5 —1+° 2 }
E {m>4),

1 1rrir+1) m—ry(m—r+1)72

Cms(4) = (m — ) 7! (m—#)! {?L"—f —1+ 2 ’_J

1 Tr(r+1) 2r+1) (m—7r) (m—r-+1) @m—2r-4+1)
—q[ e -1t : 1)
(m>6),
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usw., und die Zahl der Auflésungen der Gleichung:
22, + 8z + - +ra,_,+ 1z, + 22, - F (m—n)z, =4
ist .
P(4) =65 3(A) 4"+ 5 (A) A7+ 0, 4 (A) A" 4+ - - - + ¢(4).
Wenn wir ganz numerische Beispiele nehmen, bleibt in den Formeln
in letzter Analyse der folgenderweise definierte Funktionstypus:
(M) = M (mod k) O 9.ED<E),
und falls 4, & relativ prim sind:
k(k—1
1a(0) + na(D) +- -+ 9uB—1) =262

Bezeichnen wir die Zahl der Auflssungen der Gleichung

&2+ axt o F oz, =4
mit
p(ay; ay, -+, @5 4),
dann bekommen wir mit Gebrauch obiger Formeln:
p(1,1; 4)=4+1,

A4 (2—1,,(4)
90(1;2514):*1——(‘2—71“*),

o A4 (B—my, (4
¢(1,D;A)= +( 3"113 ))’

4 6 — 31, (4) — 27, (4
(p(2,3;A)= + % é } Tas )],

2

A2+ 3442
9(1,1,1; 4) = AHEI4TE

: A4 4 A 4 — 7, (4
¢(1,1,2;.A)= + +4[ Ty )],

3A° 4154 122 — 4y, (4)— 29, (A —1
(}3(1,1,3;A>= T + 187) (4) M1y { ),

0(1,2,2; 4) = A 2<3—ms<A>>8A‘+ (B—3my ()

9(1,2,3; 4) = 3A4% 18 A4 4 [28 — 9754 (A) — 475 (A) + 47y (4 —1)]

36 ’
‘P(Q; 2, 3; A) — 3.4%4- (80 — 181, (AN A 464 —723"719(4) — 814 (4) +8’?23(A~"‘1)’
9(2,8,4; 4) = 515 {347 + 18(2— () 41

+ [112— 63735 (4) — 16935 (d) + 16735 (4 — 1) — 1815,(4)]} -

Wie es scheint, machen praktische Anwendungen hauptsichlich die
Entwicklung der Eigenschaften der periodischen Funktionen

. 7;:(4)
notwendig.
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Eine solche Eigenschaft ist:
Tl M) + 7y g, (M +1) =n—1,

und sind ¢ und % relativ prixix:

i—1 k-1
Z(Wik(z))r = 2 7.
z=0 z=0

Vollstéindigere Kenntnisse tiber die Eigenschaften der Fundamentalfunk-
tion kOnnen die weitere Vereinfachung der die Zahl der Partitionen aus-
driickenden, zusammengesetzten Funktionen moglich machen.

Miskolez (Ungarn), den 31. August 1913.




