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Ober  die Par~ i t ionen  de r  ganzen  Zahlen.  

Von 

G~.OR~ CSOR~X in Miskolcz (Ungarn). 

Die additive DarsteUung der g~anzen Zahlen, d. h. die Zerlegung der- 
selben in Summanden, is~ ein nich~ weniger wick~iges Kapi~l der Zahlen- 
theorie, als die mul~iplikative Darstellung, d.h. die Zerlegung in Fak~rerL 
Die Frage der additiven Darstellung is~ abet ~ur in sehr geringem Matte 
entwickelt, obgleich sie vermSge der analy~ischen Methode, welehe m a n  

in der Behandlung derselben seit Euler anwendet~ einen in~eressau~en Tell 
der aualytischen Zahlentheorie bildeg. Euler hat diese Fragen mi~ dem 
Namen ,Par~i~io numerorum" bezeichne~.*) Die Par~i~io numerorum ha~ 
eine wiehtige Anwendung in der Iuvarianten~eorie gefunden, wo die 
Cayley-Sylvestersche AxbeRsriehhmg die Besehiiftigung mit der Frage 
direkr erforderCer Sparer hat man auch die Theorie der symmetrischen 
Funktionen mit der Anwendung der Partitionen entwickeR. *~r Eine ge- 
wisse Rolle spi~l~ endlich die Theorie der Par~i~ionen und der damit zu- 
sammenh~ngenden diophan~ischen Gleichungen in invarian~en~heoretischen 
Arbeiten yon Gordan und yon Hilbert. 

Siim~liehe under dem Namen ,Par~itio numerorum" behandelte Fragen 
kann man auf einen einzigen gemeinsamen Typus reduzieren, so dab es ge- 
ntig~, sich mit diesem einzigen zu beseh~tigen. Dieser Typus ist der folgende: 

A u f  wie vielerlei Art kann man die Zaht A aus den Zahlen 

al, a~, . . . ,  a, 

dutch Additionen mit Wiederholungen darstellen? Diese Frage s t i m ~  mi~ 
der tiberein, wieviele Aufl6sungen die unbestimmte Gleid~ung 

a~x~ + a~x2 4- .- . + a , ,x ,= A 

*) Euler: ,,Introd~ctlo in analysin infinii~oram', Capu~ t6. 
**) Cayley: ,,Researches on the Partit4on of Numbers", Phil. Trans. 145, I855. 

Sylvester: ,,On t~ae Parbi~ion of Number~', Qua~rty J. M./~ 1855. 
"**) Mac Mahon: ,~emoir (m a New Theorie of Symmetric Funein'oas ~', ~Amerir 
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in nich~ negativen gaJazen Zahlen hat? Die fragliche ZaM ist auBerdem 
nichts anderes als der Koeffizient der Potzenz yon z "i in der .Entwicklung 
der gebrochenen Funktion: 

t 

(1--Z ~)(1-za~)-.. (1--Z an) 

nach zunehmenden Potenzen yon z. Diese Aufgabe ist, obgleich sich mii der- 
selben viele besch~ftigten, im allgemeinen noch nichi geliist~ In der Unter- 
suchung "derselben ist am weitesten Cayley gekommen. Seine Resultate 
enth~lten schon die Bestimmung~ dab die obige Zahl der Partitionen in 
folgender Form darzustellen ist: 

~(A)  = co(A ) -~ c~(A)A~ ~ - c~(A)A2 § . . �9 + c~_~(A)A ~-~, 

wo die Koef]izien~en 
~,(A) (i= :,~,...,~--:) 

die periodischen zahlen~heore~ischen Fun]~tionen des A sind. Abet die. 
Resultate Cayleys enthulten im wesentliche~ nicht mehr ats den ~achweis 
der ~16glichkeit einer solchen Darstellung. Einen wei~eren, erfolgreichea 
Schrit~ in der Beha~dlung dieser Frage s wir nirgencls in der wissen- 
schaftlichen Fachliterutur. Einzig und allein die Untersuchungen Weih- 
rauchs*) kiinn~en bier erw~hnt werden, die aber nur die partiellen Auf- 
15sungen einiger einfachen und speziellen F~lle enthalten. 

Das Ziel der gegenwiirtigen Abhandlung ist: Die Darstellung der 
independent~n Formel im allgemeinsten Falle fiir die periodischen Funk- 
tionen c(A) und damit die Frage der ,rPartitio numerorum '~ bedeutend zu 
~fSrdern. 

I~ 

Es sei die entwickel~e Form der erzeugenden Fnnl~tion: 
1 = ~(o) + ~(:)~:+ r  + ~(~)~ +. . . ,  

H ( : - ~ ' )  

so ist die Zahl der Par~tionen yon A: 

(1)  ~(~)  = c o ~  i~ 
H 0 - ~ )  
i = 1  

Bedeute ;t irgendwelches gemeinsame Vielfache der Zahlen 

al, a~, . . - ,  a~, 

,,Die Anz~l dex L~sungen diopha~tischex Gleichuagen bei teiterf~mdea Koeffi~ 
zioa~' ,  ZeitscbEft f. :M~t~. u. Phys. 20. ~ ,,Anzahl def. LSsungea fox die aUgemeine 
Gleichaug ersten Grades mit vier Unbekannten", ebenda 22. 
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so wird 
I--~ ~ (�88 

I -- ~ 

und das PrMukt: 

ein ganzer Ausdruck, welchen man bezeichnen ka~n: 
~2--1 

M= 0 

oder (worm man stai~ .M das Binom (~,-]-k~) einfRhrt, wo v < A) 
i - - I  ~--I 

�9 = O  k = O  

Multip]izieren wit den Zibler des ratdonalen Bruches (1) mit der ent- 
wickelten Form (3) yon U(z), den Nenner mit tier unen~wickel~eii F~irm (2) 
desselben~ so wird 

A--I n--I 

(4) ~(A) = coeff~ ~ in ,=o ~=o 

i = l  

Damit haben wir die Aufgsbe auf die En~w]cklung e]ner solchen 
rstionalen gebrochenen Funktion reduzier~ wo die Fakgoren des Nenners 
untereinander gleich sind, und deren AuflSsung schon bekannt ist. 

N~imlich 

Infolgedessen 
2--1 n--I 

' P = O  k=~ R=O 

oder bei Ausfiihrung der Mul~iplika~ion: 

i--I ~--I 

Es sei k-{-/g = B, so wird 

. . . . .  : ~=e~,~O k~=O - ' w "~ -~ 



w o  i m m e r  

s - k _ _ > o  

ist; wenn also H < n ist~ so werden die Wer~e yon /~: 
0, 1, 2, -.-, S. 

Es sei 
~ = ,, + ;t,s' ( , ,< : t )  

Im Falle A > n~L wird 
,~-~ (A- -  (~+_ k l) + n _ i )  

(5) ~ (A) ---- ~ P(~ + k Z) n _ 1 , 

unel im FaUe A ~ n~L wird: 

z fA-- ) 
k--O 

w o  

Das bier vorkommende Zeichen 

\ n--1 ] 
bedeute~ naeh tier En~wicklung einen solchea Ausdruck in T: 

I { ~ . o T ~ - I  ..[.. ~ , lTS-2 . .~_  . . . .dr. an_iTl._]_ a n _ l } ,  C +2: = 
wo r im altgemeinen die symmetrische Funk~ion ~ Grades bedeute~, welche 
man aus den Elementen 

komponieren kanm 
Demzufolge ist: 

",z ~ 1 

17 2, 3, . . . ,  n - - 1  

= ~ , ~ _ ~ _ ~  ( ~ -  (, +k~)) ~ 
( ~ - 1 ) !  J.-' 

" - 2 2  r 1.~, %- ~-,,,/,~'~ .a'-'(,, + ~)' ,~=o , = o  " - - - ~  ~ k s /  Z ~ 

Wenn man das in den Ausdruek (5) substituiert, so wird 

-(n--l): \ s !  z = 
k = O  m=O * = 0  

Nit e-mer anderen Anordnung der Glieder: 

" -2  ~ ( 1,, %-1-~ { ' ,  A ' - '  { "-~ol } r  = , - ,  ~ ~ r  F ( , , + k z ) ( . , + ~ x ) .  �9 



Es sei hier 

(7) 

so wird 

Partitionen ganzer Zahlen. 

~_.~o (,, + ~z),.v(,, + ~)  = v,(z, ~,), 

54~ 

Bezeichnen wir den Klammerausdruck mit ct ( i  , v), so dab 

(8) G(1, v) = ~ 'T  (--1)" %-*-(t+') ,:~ ( 'Y)  
so ist 

(9) ~ (A)  = ~ ~,(z, ~,) ~t,. 
t : O  

Diese Formel zeig~, dab die Zahl der Pargii~onen, d. h. tier LSsungen, 
ein ganzer husdruck. (n - -1 )  ~ Grades ist~ wo die Koei~izienten yon dem 
Reste des A in bezug auf i abh~mgig sind; it ist abet noch in hohem 
MaBe will]dirlich. 

Wenn wir insbesondere fiir i das kleinste gemeinsame Vielfache 
der Zahlen 

al, a~, �9 . - ,  a .  

eingese~zt denken, so kommt v o an die Stelle des v ,  w o  

A - -  n (moa i . )  ( v . <  ~,) 

i ~  In diesem Falte kann man 

~,(~, n) 

~--i ,a Am-" 

m=O 8=0  

oder mit einer andereu Anordnung: 
n - - 1  ~ - - 1  

~.. ~-- ~ ~ \ s /  Z ~ 

Ftihren wit nun die Substitution 

m ~ s ~ t  

ein, so wird: 
~ - - 1  ~ - - l - - a  

~-l-(~+,) { t + f i  a.(z; ~) 
@ ( A ) = ~  ~ ( - - 1 ) '  (n---l), k s I-IT+ ;-AL 

~ : 0  t=O 

Wenn wit abet die Reihenfolge der zwei Summationen vertauschen~ 
so is~: 

~--I F n--l--t 7 

�9 ,=o (,~ - 1): Z +" G,(1, v) 
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auch als Fmlk~ion des A betrachten; well sie aber nut yon dem auf den 
Teiler ito, also auf eine be~timmfm iahl  bezfiglichen Res~e (Vo) des A ab- 
h'~ag~ so is~ sie eine periodische Fmlktion des .A, ~welche als Periode ito 
oder einen Teiler davon hat. 

Fiihren wir demenbprechend die Bezeichnung c~(A) fiir c~@o, vo) ein, 
so wird 

( i o )  ~ (A)  = ~ '  c / ~ i ) ~ ;  
t = 0  

wo ct(A ) eine periodische ]~unk~ion ist. 
Das is~ die Darsbllung, deren M5glichkeit auch die Forsehungen 

0ayleys n ~ c h w e i s e m -  
Aus der Vergleichung yon (8) und (10) folgt: 

~--l--t 

c,(A) = (-- i)" G, (it; ~), 
(n -- i)! Z ~+~ $ = 0  

w o  

- ~ ( ~ o ~  ~) (~ < i )  
ist. 

c~(A) muB yon dem willkiirlichen Vielfachen it der Zahlen 
~ ( i =  1, 2, 3, . . ., . )  

unabh~ngig sein. Da also G,(it, v) ein ganzer Ausdruck yon it isl, so 
mfissen in dem Ausdrucke fiir c(A) die Koeffizienten der Poienzen 

itl, is, D, ---  usw. 

idents verschwinden und kann auch im Koefiizient des it0 das yon 
abh~ngige ~ in exTliziter Form nich~ vorkommen. 

Im Laufe der weiteren Untersuchung werden wir zeigen, dab Go(X , vi 
in ~t ein ganzer Ausdruck ( ~ - - i  ~-s) t~" Grades is~, wo die vorkommende 
niedrigste Potenz it~-~ ist; also die Form hat: 

$ 

~ H  ! ~-~+" ~ , (1 ;  ~) = ~ .  ,,~-~+. 

Fotglich ist 
~ - - l - - t  s 

~G(A)=,=o (--I~' (.--I) ' ks 1 =-.~.~ , -  

Da nach dem Vorhergehenden 

~ n - - l - I - r - - ( t + s )  
nut den Wea4 Null haben kann und tier grSBte Weft yon ( t + s )  gleich 
0~--1) is~ kann nut die MSglichkeil 

r=~O mid t + s = n - - 1  
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bleiben, and 
~ I  

et(A)= ( - -  1) " - * - '  (n --  x)! 

~der, - -  da a o ~  1 und 

is~, - -  

( - 1 ) ~ - ~ - '  eoeffZ "-~ in a~_,_,(Z;v i. (11) c , ( a )  = t~ ( ~ - x - o :  

In anderer Form: 

(--x)" eoeff~t ~-~ in G,(Z,~). (12) c"-a-'(A) s,.(n-- i --s)'. 

Die Berechnung der periodisehen Koeflizienten der Funktion ( i0)  
~0(A), welche die Zahl der ParLi~ionen darstel]~, ist also damit naeh (7) 
auf  die En~ricklung (3) des endlichen ganzen Funk~ionspr0dukCes (2): 

tz(~) = / z / ( ~  _ ;. 

reduzier~. 

H ~  

Wenn wir die kusreehnung yon G,(~L, v) auf Grund der Definition (7): 

.~,(z, ~) = ~ ,  (~ + kz), F(~ + kS) 
k=0  

aus dem kusdrueke (3): 
2--1 ~--1 

2,~i  k=O 

vollenden wollen, is~ offenbar niehts anderes zu tun, als auf das U(z) s-real 
untereinander die Polaropera~ion 

,z ~U 

anzuwenden und darauf $ = e~ zu setzen, wo a~--2_ 1 isk 
Dann wird n~mlieh 

Hieraus is~ ersieh~lieh, da$ 

03) G.(z, ~) = eoe~ ~; ~ [~ ' (v)] . ;~ 
let. " 
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Da aber die binomische Gleichung o~ ~-1 ~ Wurzeln ha% kSnnen wir 
solche Werte o r einftihren, und gewinnen zur Bes~immung der Zahlen 

Gs(~,v ) ( ~ = 0 , % % . . . , ~ - - 1 )  
ein lineares Gleiehungssystem. 

Dies ist das folgende: 

(14) G ( ~ , 0 ) + G ( ~ , I ) o ~ + - - . + G ( ~ , v ) ~ ; + - . . + G , ( ~ , ~ - - I ) ~  -1 

= [a , (v ) ] .=  ~, (~ ~- 0,1, % . . . ,  x). 

Seine IAisung ist naeh der Interpolation'sformel yon Lagrange: 

, = 1  f ( ~ )  ~ - t - , , ,  

we g(~) die elementare symmetrische Funktion ( ~ - - l - - v )  ~ Grades 2 - - 1 - - v  

bedeute% welche man aus den Elementen 

fi~l) ID2~ ""  "~ fDr--12 f D r + l ~  " "  "~ {D2 

erzeugen kann, und 

f(~) = (co - -  ~ )  (co - -  co2) �9 �9 �9 (co - -  ~l) 
ist. 

Weil aber e01~ e%,--. ,  e~ die Wurzeln der Gleiehung 

, 4 - - 1 = 0  
sind, so is~ 

f(eo) ~- ~ i - -  1, 

f ' (~)  = ~ ~- % 

(b) f ' (or)  = L .  
fO r 

Wenn abet g~ die aus den Elementen 

fDl:, {D2~ �9 . .~, 6 0 l  

erzeugbare symmetrisehe Fnnl4ion m ~ Grades bedeute% dann ist 

g~ = g~)+ ~ , , ~ - 1  -(') ( o < ~ <  ~). 
Aber 

g ~ =  O, 
fo~gUoh 

g ~ )  ~ ~a ~(r) 

Mehrfache Anwendung derselben Uberlegung ergibt: 

Die n~mliche Formd ist auch im Falle m ~-0 gfiltig. 
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So wird 
~-z-~ ~ (--1) ~-1-~ (~) 9~)_,_, = ( -  1) ~ - ' - "  ~ 

Wenn wir die Ausdriicke (b) mad (c) in (a) substituieren, entsteht: 

2 

(15 )  e , q , , , )  = T , , ,  , 
~e~, 1 a e 

(16) 

W O  

bei welcher Formel wit schon die unentwiekelte Produktform (2) yon U(~) 
gebrauchen. 

Substituiert man dies in den Ausdruck [12), so bekommen wit: 

= ( -  1), eoeff X" in %- 1" c,,_~_,(A) s: (N--l--s): - ;  ' 

ist. 
~.----1 

F~hren wit die vollst~dige Ausreehnung mit Hilfe dieser Formel 
erst im Falle s ~ 0 aus, so wird 

2 

Bei der Substitution 
[ v l = o .  

hat ein Fak~r  des Produ]~ U: 

den Wer~ Null ffir s~mtliehe ;~t~ Einheitswurzeln ~o,, welche nicht zu- 
gleich auch ai ~ Ein]aeitswurzeln sind. Nut  i~r solche ~ Einheitswurzeln 
kann der Wer~ des U i yon Null verschieden sein, weIche zugteieh a~  Ein- 

heitswurzeln sind (~o~ ~= 1),  und dann hat er den Wer~ ~ 

[u,]  = • 
a i  ~ 

wie auch aus dem Ausdrucke 
2 

~ - - I  ai u , =  l + f ~  + ~ " ,  + . . . + , (  o, ) 
folgt. 

Das ganze Produkt 
U~u~u~...u~ 
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kana also nur ffir solche i ~ Einheitswurzeln yon Null versehieden sein, 
welehe jeder der binomischen Gleichungen 

z~' - 1 ~ 0 ,  

z ~ -  I = 0 ,  
�9 ~ �9 . ~ 

z~ - 1 = 0  
entsprechen. 

Die gemeinsamen Wurzeln dieses Gleichungssystems liefer~ - -  wean 
d d e r  grSB~e gemeinsame Teller der Zahlen 

a l ,  a 2 , " "  a s 
is~ -- ,  die Gleichung: 

z~-- I_--0. 

Wir k6nnen aber immer vorausse~zea, dab d = 1 ist. WEre es nich~ 

der Fall, kann man die Eufgabe leich~ auf eine solehe transformiexen. 

Das Produkt I T :  u l u ~ . . . u , ,  kann also nur im Falle a~=  1 ~on 
Null versehleden sein und hat dana den Wert: 

z~ 
[O3~ = . . a . . . . . a  " 

Infolge dessen ist 
( i 7 )  ~ , _ , ( A )  = i 

( n - -  1)!a  i a ~ . - ,  a a 

Es ist nun daraus ersichflich, dab der Koeffizient der hSehsten Po- 
fmnz A "-I  im Ausdrucke yon ~(A) eine yon A unabhfingige GrSBe sei, 
man kSnnte sagen: eine periodische Funktion mit der Periode eins. 

Zur exak~n Berechnung anderer Koeffizien~en is~ die ausffihrliehere 
Untersuchung der hSheren Polaren des Produk~s 

U =  u~ u.~ . . . u,,  

and seiner Werte fiir die i t~" Einhei~swurzeln nStig. 

" I X ,  

Aus der allgemeinen, auf die Polaren des Produkb beziigliehen Regel~ 
deren Bowels mit dem des polynomischen Lehrsatzes analog is~, folgt: 

z ~ ( u ~ u ~ - - ,  u~) = 

k! 

k~+~+...+~,=~ 

Uatmr den IAisangen der unbestimmten Gleichung 

~ud solche zu finden, in welehen nur m Glieder yon ]~'ull versehieden, z. B.: 

k~,  ~.., �9 k~, (~ = 1 , 2 , . . . , ~ )  
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die iibrigen aber gldch Null sind, z.B.: 

Hior bedeute~ 
~, i,...,~= 

irgendwelche Kombination ohne Wiederholungen der Elemen~e 

und 

eiae Permutation derselben Elemen~e. 
Demn~ch kann man den Ausdruck A~(ul~ . - . ~ )  folgenderweise 

ordnen: 

"k 2 " - 2J Z 
(18) i~<~,<...<~, ~,~+~q+...+~q,= ~ 

X;: ~ . 

J 

(19) 

WO 

isL 

]g.i~ Berficksich~igung dieser Umformung wird nach (15): 

k! Z 

_ =  , ,  (moa z) ~(,e,< z), 
~o, z ~ 1 

Da im allgemeinen ~, nur fiir a, ~ Einhei~swurzeln yon Null versehiedea 
sein kann t verschwinde~ das Produkt: 

nur Ftir solche 2 t~ Einheifswurzeln niche, wdche jeder der binomischen 
Gleichungen: 

~r~ __  1 ~ 0 7 

f , - -  1 ~ 0 ,  
�9 �9 . . �9 , 

gen~gon, 
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Die gemeinsamen Wurzeln dieser Gleichungen en~h~lt die Oleiehung: 

z a ~ ' ' '  ;~,, - -  1 = 0 
w@nn 

d ~ 4 "  �9 "~m 

den grSBten gemeinsamen Teller der Zahlen 

d.h. der Zahlen 

mi~ Ausnahme yon 

bedeutek 
Das Produkt 

a~., , a ~  , - . . ,  ar,~_r,, , 

a~ ,  a~ ,  . � 9  a~ ,  

a ,  x ~ a i , ,  ~ �9 �9 �9 ~ a i  m 

~ r x  ~ r ~  " " " ~ r n _  m 

kann also nut fiir solche ~ Einhei~sw-arzeln yon Null versctdeden sein~ 
welehe zugleich d ~ . . , ~  t~ Einhei~swurzeln sind. Da abet dt,~., i~ ein 
Tefler yon ~ ist, d. h. unter den ;t ~ Einheitswurzeln s~mtliche d i ~ i , . . . ~  
Einheitswurzeln en~halten sind, mu~ man das Produk~ 

und so in dem Ausdrucke yon ~ G~(~ v) das gauze Oiled 

nut ffir die s~mflichen d~...~ Einheitswurzeln summieren. 
FQr sotche ist: 

z,,--, z--'~% %... a,,,, 

folglieh: 

;t G~(4, v) = ~ :~2~,~ ~Y "%%''" %* 
"~ ~ sm 1 ki~ ~ G "  " k t ~  = 1 1 ~, ~ra 

k i l  + k i t  + ' " + k i m = k  (~o) 

WO 

A - -  ~ ( ~ o d  Z) (~ < Z), 
, ~ "  ~ i .  

Die n~chs~e Aufgabe is~ jetz~ die Bereehnung der Fak~ren 

~  
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Da 

ul, 
e=o  

isg= k o m m g  
2 

e = o  

Se~zen wir ~ = ~ ,  so is~ 

im Fallo, dab 
o%=- o'% (rood d,,,,.. O;  

odor - -  weft der grSBte gemeinsame Toiler yon a~, and yon d~,g. . .~ 
der oingeffihr~en Bezeichnung 

ist ~ im Fallo, dal~ 

O - -  q = d~,~,...t,_~~ 

Fiihren wir durchgKngig die Bezeictmn:g 

d ~ . .  "~m 
= t~ 

d i ~ G "  " ' i , - x  r176 + ~ " " "~:m 

ein, so wird f'fir 
~ , < t , ,  

und mit der Substitution 
0 = ~o + uto: 

2 

t ,  - -  1 a~, ~;, 

E'" (,,,,)]o=o, = o::" ~ X (~ ,+  ~',,)"o> ~ 
�9 ~ = 0  u=o 

2 
t~ -- 1 a ~  t~ ki~ 

= o~."Y 2 '  27 '~''~ ":o:"~ 

- o : : ' 2 '  / 
~~ ~=0 

o ~ G " ' ~  = 1 
is~. 

nach 
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Hier kann man die Summe 

~__~__l [ a, t, I 

re.it Anwendung der Bernoullisehen Reihenen~wicklungen in dieser !Form 
darsbllen: 

~ _ l  

wo, im Falle v == 0, 

is~, mid im FaUe v > 0, 
A ~  1 

1 
A ~ , ~  v'4- 1' 

1 
A .... i-~ -- u  

1 v 
. . . .  

A~,~_a ~ O, 
1 v 

A . . . .  ~ ~ O~ 
�9 . ~ ~ . o ~ �9 

A,,,_(~** ~) = 0 (l~ > O, 

und B1, B.~, B~,-. �9 die Beimovilischen Zahlen sind; z.B. wenn v ~ 2s, (s > 0), 
wird A~.o = ( - 1 ) * - ~ . _ ~ ,  wenn ~ = 2 s +  1, (s>O),  wird A~,+l,o = O. 

Mit Subs~itxderung des obigen Ausdruckes sind 

mid infolgedessen: 

m=l i~,--.6n=i ~k~,-.-~6n=l k~!ki*!'" "k6n! tha~'"a~ 
Q < i ' t < * "  " < ~ m  k i l  + k ~  + . . .  - b k s 1 6 2  

k ,=o 

r ~ l  ~r  
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Da hier in dem Produk~e: 

F / [ " - ]  

die niedrigste Poteaz yon ;~ i ~ die hSehsb Potenz aber i~q+~+'"+~i~= ~t~ 
ist, und die nachs~ehenden Summationen einen alas X enthaltendon Fakbr  
nicht liefem, fol~, dab 

X S~(X, ~) 

in X ein Ausdruck (n + k) ~ Grades sein wird, wo die niedrigste vorkom- 
mende Pogenz X~ isf~ 

O~(X, ,,) 

selbs~ wird hieraach in 1 ein Ausdruck ( n - - l + k )  ~n Orades~ wo die 
niedrigste vorkommende Potenz X~-~ is~. Das is~ die Eigenschaf~, auf 
welche wir uns im vorhergehenden berufen haben. 

In Anbetrach~ dessen, da$ nach (12) 

( -  ~)~ coeff x '~ in X G~(~, v),  q,_~_~(A) --- ~! ( ~ -  l - -  b.' 

bekommen wit: 

(~2) ~._,_~(A) 

2 2 k~ a ~6 k~= /:gin (__1) '~ ' ~  . i~ a i=  .-.a6~ 
k!(n--x--k);~ 

= i~t~..-6~= 1 1i ki .-.i6n=t l t i x ! I ~ i ~ !  " " " k l r a l  a t a ~  " " " a s  

~<~<...<ira ~i +,~=+...+~6 =~ 

Ffihren wit nun siat~ der durchg~ngig benutzten 

t, and ~, 

die endgiilfigen Bezeichnungen 

t? ). und ~ )  . 

ein und bezeiclmen den bier vorkommenden ganzen Ansdruak 

~(~) folgendermaBen: 6/=-,-6n 
ki t 

Q 

so enf.s~a~: 

VOII 
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c,,_I_~(A) 
k 

Cg, a) 

- < - ' " 2 2  2 
t ! ( ~ - - l - - k ) !  m--+. h / * ' " 4 , ~  = l  kQki='"k im=l  

i l ~ i ~ < .  . . ~  i m ki .b ki~ + . . .  +k/m=/r  

dQ im . ~  eor% Qi:... i  m . 

i ~  i : .  �9 �9 m 

y 
r----I ~0#. 

Es  bleib~ noch die Summat ion  nach r auszu~fihren. 
Die Glieder des im Ausdrucke  vo rkommenden  Produk t s  

~(~). . - i / 

i a~n maa n a &  dec E n t w i c k l = g  so a~ordne-: 
lii 

P ~ J[ J[  ~ Di~ \ izi~.-, r ' 

... ~(~) . . . . .  ~ = i 

0 < ~(') t?  ) ~--- ~ixi2"..im ~ ~ . . ' i u ,  

k l  ki~ ki~ �9 a ki~z~ 
alz ~i2 " " ~m 

WO 

D a m i t  wird:  

k '. (n - -  i - -  k) ! a~ a,  . . . a ,  
m = l  i l ia . . . i ra=l  kllki -. -k im=l *=1  

i t ( i ~ < " ' < i m  kil +ki2 +, .  "+kim=k 

~ "~ ~=.=~, ",  i~i~...i~, - ~  
(~(') . . , j  eor �9 

\ -  i l  i2 " 

" : '  l -  

m 

kil! ki~! . . .  k ~  ! a 1 a~ . . .  a n ~ l $ ( f  ). . 
,I+=I 

a~ . i ,  

l-liec kann  die S u m m e  " 

~i~...~,~ "~'-~i 4 "). ~ - 

r . = l  

n u r  fiir solche Wer~e yon ~?). . yon  NuI1 verschieden sein (und den 

Wer~ d/~/,.../~ haben),  welche auch dec unbes t immten  K o n g r a e r ~  
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a ~(') 
i~ i l i a . . . i r a  

~ = 0  

enbpreehen. 
Demztffolge ist~ 

(25) 
k 

= (-- ~)~ X k! (n-- l--k)! 
m=l 

- v = 0 (moa & ~ . . .  ~ )  

m k- 

Q i f - - ~ m = l  k i i k i  , " k l m = l  m = l  im" i l t f . . i  m 

17 ) 
.JL J [  I k i , \  i ~ i f . . i m  

. . ,~ .a .  . . . *  . . .  a = Z  

wo dio auf die Werte 
~(0 (a = 1, 2, .. . ,  m) 

& ~ . . . %  

beziigliche Summation auf s~mtliche AuflSsmagen der unbes~immten Kon- 
gruenz 

ie i z i •  m 
a=l .  

sich erst-rec~, welche don Bedingtmgen 

0 < ~!') < t? ) @-- 1, 2,. --, m) 
-h i2" "" i m  ix i~-  - - i m 

entsprechen. 
Da 

A ~ v (rood Z) 
und 

wird 
A ~ v (rood dij~...,,~), 

und demzufolge k~,nn man in der obigea Kongruenz s~t t  v das A 
schreiben und 

%_1_~(A) 

als eine periodische Funkiion yon A b&rach~n. 
Die Endresultate tmserer Betrach~ungen lassen sich folgendexmaBoa 

zusammeafassen. 
Wenn d~,~...~ den grUflten gemeinsamen Toiler aUer Zald~ a mit 

Ausnahme yon 

Zahlen a mit Au~nahme yon 

ai~ ~ ~t,~, . �9 .~ a ~ , _ t  ~ a i ~ + ~  " " "~ a i m .  

Matheme.tiee.he .,k, mMem LX:XV, 3 6  

c ._ l_ IA)  
k 
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bedeutet, ist ir~ der Funktion 

~(.~) = ~ ~_~_~(~) A.- ~-~, 

die die Zatd der auf  die s 

~t 1~  ~t  2 ;  " �9 "~ a ~  

beeYiglichen ~a~itioram yon A ausdriickt, die allge~aeine Formal fiir die 2er'w- 
d/s~hen Koeffi~/enten: 

' 2 c._:_~(A) = (,_: --k), :,a,.-- : 
k > 0  ' = Q i ~ . . - i m = l  

i~<&<-..<~m 
(~6) 

~ro, / t ie  

~arin umfaflt die iiber die Werte 

7 ~  

1 7 , / ? ) .  . 
,ILJ, ~1%" " "'~# 

dm.Y 1 . 

~ , % '  "" z,m. 

f '~" ~'="& .. . .  "1  ~=o v k 4 : { ; . . . , J  " ' : ' q " "  ' 

~ 0  ~ 1~ 

,Zil 0 ~ 1 
. 2 ~ 

~+~ ,o  = O, 
w o  B~_~ ein~ Bvrnoullische Zah~ bedeutet. 

(k>o), 
(k>o), 

z. i i~ . �9 - i r  a 

ers~re~kte ~mmat ion sgmtliche L6sungen der unbestimmten Kongrue~ 

~2&" ""era / 

For~er/st 
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IV. 

Wit haben fiir die periodischen Funktionen c(A) die gesuchte inde- 
pendente Formel hergestellt. Aus dem gefundenen Ausdrucke kann man 
den allgemeinen Typus jener elementaren periodischen Funk~ionen ldar 
fes~setzen~ auf welche die Frage der Bestimmung der Zahl der Par~ifionen 
reduzierbar ist. Dieser ist dot folgende: 

f l  (~1) f~ ( ~ )  " " " f,~ (~,), 
~ - . . ~ ,  

w o  
a~ll + a ~  + - - .  + a ~  ~ A (rood d), 

d~ der grSgte gemeinsame Teller yon a~ und d ist, weiterhin fl~ f~, "" "~ f~ 
ganze Ausdriicke sin& 

Der letzte Typus abet, auf welchen wit im Laufe unserer Enter- 
suchung kommen kSnnen, ist der folgende: 

w o  
a~i i + a ~  + . �9 �9 + a , ~ , ,  ~ A (rood d), 

u ~  

(0 "< ~i <: d ) ,  (i---- 1,~, .- . ,m).  

Diese~ in Bezug auf A periodische Summenfunktion ist im allgemeinen 
nicht in einfacher Form ausdriickbar. Eine ausffihrliche Analyse der Eigen- 
schaften dieser FunkLion hat die kufgabe weiterer Untersuchungen zu sein. 

Wit  wollen bier die allgemeine Formel nut  noch auf einige einfachere 
und spezielle F~ilte anwenden. 

Ist k----O~ so ist 
1 

C~_ I ( 4 )  = ( n - - 1 ) ! a i a ~ . - . a  ~ 

Ist k----1,  so bekommen wit mi{ der Substdtu~ion /~-~ 1 aus (26): 

c~_',(A) = (n--'2)!a~m...a. a, ~-- -~ I' 

w o  
- -  (moa 4) (o =< < 4) 

ist. 
So geht es weiter in den Fiillen k --  ~, 3, 4, . . . .  
Wenn jetzt n ---- 2 ist, wird die vol]stiindige Formel (d1~ a~, d~= al): 

A1 AO 
9(A) ~ a~a~ ata~ {a~, + a~--axa~},  



w o  

is~. 
Die ~unktionen c(A) nehmen eine einfache und iateressante Form 

in dem speziellen Falle an, wenn jedes Elementenpaar a~a, relativ prim, 
z.B. wema jedes Elemen~ a~ eine Primzahl ist  

Dann is~ 

d i ~ -  --i._ I = a G �9 

Wenn wir nun noch start Ako kurz A s schreiben, und weil 

fi [~{'} ~ ( r e < n - -  1), xi~ ~vi~i* "" "~m] ~ Ak~s 

so gestaltel sieh die Formel: 

2 2 r N 
" ~t~=l i l i~ . - . ,m=l  kiik~ - . . k im=l  

�9 ak i~ak i~ . . ,  akim 

Das kSnnen wir auch so schreiben: 

~ ~ ~(~} = <_ ~? ~ A~ ~ . . . ~ .  . . . .  ~1 ~a.~' .. a ~. 
- - . . .  k ~ ! k ~ : . : - k  n! ( n - - l - - k ) !  a~ a~ a~ k~+k~,+. . .+kn= k 

Diese auBerordentlieh einfaehe Formel ist auch in dem Falle k -  0 ma- 
wendbar, da sie dann den bekarmten Weft: 

1 
C n - l ( A )  = ( n - - 1 ) ~  a l a , , . . ,  a n 

liefer~. 
In diesom speziellen Fallo shad also 

cAA), c~(A), . . . ,  c,,_~(A) 
nieh~ periodisoh, sondern kons~an~, co(A ) is~ abet auoh hier periodisch. 

Nooh einfacher is~ das Resultat in dem speziellen Falle, wenn 

a I = a~ = aa ..... a,~ = I. 

Dram is~ 
(-- i) ~ _ _ _  . ~._~_~(a) ( ._~_~):  ~ '  ~?~,--: ~ -  

0-<~<~ ~ + ~  t - - -  + ~n= ~ k~ ! k a ! �9 �9 �9 
O<=k~<=k 
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Andererseifs is~ in diesem Falle: 
[a+~ -1) 

~ ( A )  = ~ ~_~ 
mad 

1 
c~_~_~(A) = ~=-~ .  ,~, 

we a~ die aus den Elemenien 1~ 2, ---, n -- 1 exzeugt~ symme~isehe Funktion 
k t~ Grades bedea~e~. 

Aus dem Vergleiehe der beiden Erzeugtmgen folgt: 

a k = ( - - 1 ) ~ \  k ] ~--1  ~.k~!. . .kn! 
k x  W Ic~ -t- . . . + k~z m k 

Well 
A o = 1, 

1 
A1 = ~o 

~ = ( - I ? - ~ B ~ _ ,  ( ~ > o ) ,  

AUtT1 = 0 (k>O) ,  

is~ das Obige niches anderes als der Ausdruek dex elementar-symmei~isehen 
Funktion a~ durch Bel-noullische Zahlen. 

Wegen Anwendtmgen in der Invariantentheorie trod in der Theorie 
der symmetrischen Funktionen ist ein wichliger spezieller Fall das fol- 
gende T_ader-Ccvyleysche Beis~riel : 

Sei 

a 1 = 1 ,  a 2 ~ 2 ,  . . . ,  a ~ r ,  a~+ 1= 1, a~+~=2, . . . ,  a , ~ - n - - r ~  

so wird 
i 1 2 

Da im Falle ~r ~ 3 der grSBte gemeinsame Teiler aller K6mbinations- 
gruppen (n - -1 )  *~ Grades der Elemente 

1, 2, 3, . . . ,  r~ 1, 2, . . . ,  n - - r  

gleich 1 ist, wird 
d , . = l ,  ~ , = 0  ( i = l ,  2 , . . - , n )  

and 
~ - ~ ( ~ )  ~ ~, (~ -2 ) ,  ~., ( ~ - , ) ,  + ( '~-')  ( ~ - ' + ~ ) }  

Da im Fal len  ~ 5 der grSBte gemeinsame Teiler allot Kombina~ions- 
gruppen ( n -  2) ~ Grades der Elemente 

1, 2, 3 , . . . ,  r, 1, 2, 3 , . . . ,  n - - r  
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gleich I i s t ,  wird 
d ~ =  i, ~ ,~=0  (~,k= 1, 2 , . . . ,n)  

and 

' { ~ (  ~  i-" ==(n--$)! r! (n--r)! 12+ 2 ~ + ' " + r ' ~ -  + 2~ + " " + (n--r)~) 

+ u  
i ~ k  

1 1 2 ,  ~2 . 
= ( n _ _ S ) ! r l ( ~ _ _ r ) ! { 1 2 ( 1  -r- + . - . + r 2 + l ~ + 2 " o + . - . + ( n - - r )  ~) 

1 
+ ~ [ ( I  + 2 + - - .  + r  + i + 2 + �9 .. + ( n - r ) )  ~ 

- 0 , +  v + . . .  + ~, + v + ~, + . . .  + (,  - ~),)~} 
1 

: (1 ~ + 2 2 1"0 . + . . . + r  ~+  + 2  ~ + . - - + ( n - r )  ~)}. 

W e n  wit in Be~racht ziehen, dab 

1 + 2  + . . - + m  = 2 ' 

m ( m + l )  (2 re+ l )  
1~+ 2~ + " " " + m~= 6 ' 

wird 
: (E Fr(,'+:) - _ 

'L: Fr(~+ 1} g' r +  1 ) 6  + (n--r) C~-~+:) ( 'n - - '~+a) I}6  " 

(.=>_5). 

Gleiehfalls in invariaabntheoretisehen Anwendungen pflegr der fol- 
gentle Fall vorzukommen: 

a 1 = 2 ,  ae=3,  ---, a~_:=r, a ~ = l ,  a~+ 1=2 ,  .-., a . = n - - ( r - - 1 ) .  
Wenden wir die Substitution 

an, so wird 
i 

c~_~(A) = (,~_~.>: ~: (~_~):,  

1 

~ (m> 4), 
i ~_ F~<~_-I- :) (~-,.)  <m-,'+ k)]~ 

e , , ,~(A)  = (~_~): r: (,,~-r): t s L ~ 1 + ~. 

~[~(~+i)~r+i) I + ( ' ~ - r ) ( m - " + ~ ) ( ~ - - ' ~ + l ) l }  

~ > ~ ) ,  
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usw., uad die ZaM der Aufl6sungen der Gleichung: 

2x~ + 3x~ + . . .  + rx ,_~ + Ix,. + 2x,+ l + - .  �9 -F ( m - - r ) x m _  ~ = A 
ist 

r = ~,,_~(&A"-~+ ~,,_~(X) A ' - ~ +  c , , _ , ( . a ) ~ ' - ' + . . .  + eo(X). 
Wean wir ganz numerisehe Beispiele nehmen~ bleibt in den Formo]n 

in letzter Analyse der ~olgenderweise definierte Funk~ionstypus: 

i~,,:(/U) = M (mo,i ~) (0=<~,~,(~ < ~ ) ,  
trod falls i, k rel~iv prim sind: 

~(~--~) 
~;,;~(0) + ~,,~(i) + . . .  + ~,~(/~- i)  = 

Bezeichnen wit die Zahl der AuflSsungen der Oleichtmg 

a~x~ "4- a~x~ + . . .  + a~x~ = A 
mit 

(~,  ~ , - . . ,  a.; A), 

dana bekommen wir mit Gebrauch obiger Formeln: 
~(1,1; A) : A -{- 1, 

~(1,2; A) 

~(1,3; A) 

r 

(1, 1, 11 A) 

q~(1, 1, 2;.A) 

~0(1, 1, 3; A) 

~(~,~,~;A) 

~(~,~,~;A) 

~(~,~,~;A) 

2 

A + (3 -- ~s (A)) 
3 

6 

2 

4 

= ~A~-t  - l ~ A  -F u~ - -  t ~  ( A ) - -  ~ ( A - - i )  
18 

8 

36 

: 3 A ~ 2 v  (30 - -  1 8 ~  (A))A ~ 64 - -  6 3 ~  (A) - -  8 ~  s (A) nt- 8~Is  ( ~ . - -  1) 
72 

+ [~12-  63~,,(A) - I6~. (~)  + 16n~4X-- I) - lSn,,(X)]}. 

Wie es schoin~, machen praktische Anwendungen haup~s~chlich die 
Entwicklung der EigenschafCen der periodischen Fu_nl~ionen 

~(A) 
no~weMig. 
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Eine solohe Eigensohaft ist: 

v ~ ( M )  + v ~ _ ~ , ~ ( M +  1) = ~ - -  1,  

und sind i und k relativ prim: 
X~--I k ~ l  

Volls~;4ndigere Kenntnisse fiber die Eigensch~ften der Fundamentalfunk- 
tion kSnnen die weitere Vereiafachung der die Zahl der Par~itionen aus- 
driickenden, zusammengesetzten Funk~ionen mSglich maehen. 

Miskolcz (Ungarn), den 31. August 1913. 


