
Zur Theorie der algebraischen Functionen einer Verfmderlichen 
und der Abel'schen Integrale. 

Von 

K. ttm~SEL in Berlin. 

In dieser Abhandlung steUe ich die Theorie der algebraischen Func- 
tionen und der Abel'schen Integrale in der Form dar, welche mir nach 
mehrj~hriger anhaltender Besch~f~igung mit diesem Gegenstande als die 
einfachste erschein~, um diese Theorie in roller Strenge und in roller 
A]lgemeinheit zu entwickeln. 

Diese Arbeit setzt zwar die Entwickelbarkei~ der algebraisehen Func- 
tionen in Po~enzreihen voraus, ich babe jedoch ffir diese Thatsache einen 
Beweis gefunden, welcher ausser dem einfachsten Convergenzeriterium Ftir 
eine Reihe kein einziges Resulta~ der Analysis benutz~ und f~ir den da- 
her alle sonst sieh darbietenden Schwierigkeiten bei dem Auftreten h5herer 
Singularit~ten fiberhaupt gar nicht erst in Frage kommen. Diesen Beweis, 
der in einem demn~iehst erscheinenden Lehrbuehe fiber diesen Gegenstand 
ausfiihrlich dargestellt werden wird, babe ieh in der vorliegenden Abhandlung 
nich~ auseinandergese~zt, urn ihren Umfang nich~ unnSthig zu vergrSssern. 
Dies konnte um so leichter geschehen, als ich jene Methode in einer soeben 
in den Acta mathematica verSffenflichten Abhandlung*) auf die Theorie 
der algebraischen Fl~chen ansgedehnt babe; aus ihr kann die LSsung 
der bier vorHegenden ei~facheren AuCgabe unschwer abstrahirt werden. 

Ich nehme an, dass y mit x dutch eine irreductible Gleichung ver- 
bunden ist, und betrachte dann die Ges~mmtheit aUer rationalen Functionen 
yon x und y, d. h. alle Individuen des KSrpers K(x, y), die dann s~mmtlieh 
auf der der Gleichung gehSrigen Riemann'schen Fl~che ~ e~ndeutig aus- 
gebreitet sind. Im Mittelpunkte dieser ganzen Theorie s~eht nun bei 
dem bier befolgten Wege die LSsung der folgenden Fundamentalaufgabe: 

~) K. H e n s e l ,  Ueber eine neue Theorie der algebraischen Functionen zwei6r 
Variablen. Aetna mathematica Bd. 23, S. 339--416. 
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Es soil ein vollst~ndiges System linear unabhfingiger rationaler 
Functionen yon x und y gefunden werden, welche in h be- 
liebig gegebenen Pnnk~en 

tier Riemann'schen F1Kche mindestens die Ordnungszahlen 

21, ~ ,  - - - ,  2~ 
besitzen und sich in allen anderen Punkten jener Fl~ehe regut~r 
verhalten. 

Wit 15sen diese Aufgabe s jeden KSrper, der einer ganz beliebig ge- 
gebenen Grundcurve zugehSrt, vollst~ndig in der Weise, class wit ein 
stets anwendbares endliches Verfahren zur Aufsuchung eines solchen 
,,Fundamentalsystemes '~ angeben. Dass diese Aus bier ganz im An- 
range der Theorie gel5st wird, w~hrend ihre LSsung sonst schon die 
Theorie der Abel'schen Integrale, die Zerschneidung der Riemann'schen 
Fl~che, den Riemann-Roeh'sehen Satz, und, ira Falle hSherer Singulari- 
/Siten~ ihre AuflSsung dutch birationale Transformation efforder~, erscheint 
mir ats ein wesentlieher Vorzug des bier eingeschlagenen Weges. 

Nachdem dann gezeigt ist, dass die Punkte ~ der Riemann'schen 
Fl~che und (lie Ordnungszahlen der Funetionen yon x uud y in ihnen 
yon tier Wahl der unabh~ingigen Variablen x ganz unabhKngig, dass sie 
vielmehr Invarianten des KSrpers K(x, y) sind, ordne ich nun jedem Punkte 

einen gleiehbezeichne~en Divisor zu, und sage, eine Function ~ des 
KSrpers X(x, y) enth~ilt den Divisor ~e  wenn sie in dem Punkte ~ die 
(positive, negative oder verschwindende) Ordnungszahl q besitzt. Ent- 
sprechend fasse ich die Producte der Potenzen verschiedener Primfactoren 
zu einem ganzen oder gebrochenen Divisor 

zusammen. Dann kann die soeben erwKhnte Fundamentalaufgabe ein- 
facher folgendermassen ausgesprochen werden: 

Es soU ein Fundamentalsystem fiir aIle linear unabhKngigen 
Multipla eines beliebig gegebenen Divisors ~ innerhalb eines 
KSrpers K(x, y) gefunden werden. 

Die bier in die Theorie eingeffihrten Divisoren ~ bi]den einen grossen 
Bereich, yon dem die GrSssen des K5rpers K ein Theilbereich sind~ denn 
jeder soIchen GrSsse ~ entsprieht eindeutig ein Divisor ~$, weleher dutch 
ihre l~rutls$ellen und Pole bestimmt ist, aber es giebt unendlich viele 
Divisoren ~ ,  denen keine Function des KSrpers zugeordnet ist. Auf 
dieser Thatsache beruht nun die~Ein~heflung der Divisoren in Classen. 

Zun~ehst reehnen wir alle und nur die Divisoren ~ ,  welche den 
Functionen ~ des KSrpers K entsprechen~ in eine Classe, die s. g. Hau~b 
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oder Ein~itsdasse E; d a ~  aber weden wh- atle diejenigen Divisoren 
in eine trod dieselbe Classe ~, welche sich nur tun einen F~ctor der 
Einheitsklasse ]~, d.h. urn eine Gr5sse ~ des KSrpers K(x, y) yon ein- 
ander unterscheiden. D~.nn kann als die a~gemeinste Aufgabe der Theorie 
der algebraischen Functionen das folgende Problem bezeichnet werden. 

Es soll ein vollst~ndiges System aller unabh~ngigen Multipla 
eines Divisors ~ innerh~lb einer beliebigen Divisorenclasse 1~ 
gefunden werden. 

Ist R speeiell die ttanptclasse 1~, so ist diese Aus mi~ tier vorher 
gelSsten identisch und sie kann sonst ]eicht auf diesen Fall zurttckgeftihrt 
werden. Ist Q die zu ~ geh5rige Divisorenclasse, so h.~ugfl die hn~ahl 

{/~} jener unabh~ngigen Multipla yon Q nicht; yon diesem speciellen 

Divisor, sondern nur yon den beiden Classen Q und R ab, sie ist die 
wichtigste und allgemeinste Invariante der algebraischen KSrper. 

Im zweiten Theile dieser Arbeit wende ieh nun die bis jetzt ge- 
s rein algebraischen Resultate auf die Untersuehung der Aberschen 
/nteg~ale an. 

Es seien ~ und ~ zwei beliebige Gr5ssen des KSrpers ~Y; beachtet man 
d~ damn, dass der Differentialquotient ~ selbst eine rationale Function yon 

x und y, also eine GrSsse des KSrpers ist, mithin als Divisor betrachtet 
der Hauptclasse angehSrt, so fo]~ leicht, class jedes Abel'sehe Differential 
dco--~ ~dx einem Divisor ~ ~quivalent gesetzt werden kann, dessen 
einzelne Prims genau ebenso, wie bei den Gr5ssen des K5rpers 
alle diejenigen Punkte der Riemann'schen Fl~che bestimmen, in denen 
sich das zugeh5rige Integral nieh~ normal verh~lt. Ist n~mlich co jenes 
Integral, coo die einem Punkte ~ entspreehende Integrationseonstante, so 
bestimmen die Primfactoren des Nenners yon ~ alle diejenigen Punkte 
~ ,  in denen c o -  coo in bestimmter Ordnung unendlich wird, wKhrend 
die Factoren des Z~ihlers alle und nur die Punkte ergeben, in denen 
co--coo yon h5herer als der ersten Ordnung verschwindet. 

Allen und nur den zu K(x, y) gehSrigen Differentialen rico entsprechen 
nun alle Divisoren ~ einer bestimmten Divisorenclasse W, welche ich 
die Differentialdasse neune, und die genau ebenso wie die Hauptclasse 
E der Functionen yon K(x,y) untersueht werden kann; und mall er- 
ken.at jetzt, class yon diesem Standpunk~ aus die Betr~chtung der ratio- 
nalen Functionen yon x und y einerseits -and die Theorie der Abel'sehen 
Integrale andererseits nut zwei specielle F~lle eines und desselben Problemes 
sind, n~mlich die Untersuchung aUer Divisoren einer und derselben Classe. 

Die allgemeinste Aufgabe in der Theorie der Abel'schen Integrale ist 
dann die Beantwortung der folgenden Frage: Es sollen alle linear un- 
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abhi~ngigen ~ntegmle gefunden werden, welche in beliebig vielen gegebenen 
Stellen ~ 1 , " - ,  ~ in bestimmter Weise nicht normal sind, w~hrend sie 
sich in allen anderen Punkten normal verhalten. Diese Aufgabe fordert 
aber nichts Anderes als die folgende: 

Es sollen alle unabhilngigen Divisoren der Differentialcla~se W 
geftmden werden~ welche Multipla eines gegebenen Divisors 

sin& 
Diese Aufgabe ist bereits ira ersten Theile dieser Arbeit vollst~indig und 
zwar so gel~ist, class jene Divisoren, and damit auch jene Integrale in 
jedem Falle rein algebraisch berechnet werden kiinnen. Aus der Be- 

trach~ung der An~ahl {-~} 'jener Divisoren kann man tmmittelbar den 

RiemaIm-Roch'schen Satz in seiner allgemeinsten Form ablesen. W~ihlt 
1 1 

man den Divisor !L speciell gleich 1 oder gleich --~ oder gleich ~ . ,  so 

erhiilt man die Elementarintegrale erster, zweiter und dritter Gattung, 
trod hieraus folgt olme Weiteres die Darstellung jedes be]iebigen Integrals 
dutch jene einfachsten Integrale. 

In der Theorie der algebraischen Funcfionen und der Abel'schen 
Integrale betrachtet man die Gesammtheit, den s. g. t~iirper K(x, y), 
aller rationalen Functionen yon x und y unter der Voraussetzung, dass 
y mit x dutch eine beliebige in-eductible Gleichung 

an(x)y n + an_l(x)y  u-1 + , , -  + al(X)y + ao(x ) ~ 0 

verbunden ist, deren Coef'ficienten a~,(x),..., ao(x) beliebige rationale 
Ftmctionen der unabh~ingigen Variabeln x sind. 

In den Elementen der Functionentheorie wird gezeigt, d~s jede 
Function 

jenes K6rpers auf ether gewissen n-bl~ttrigen Riemann'schen Kugelfiiiche 
eindeutig ist, deren Bliitter in einer endlichen Anzahl yon Yerzweigungs- 

punk~en mit ei-,nder zusammenh~ngen, und zwar heisst ein Punl~t 
jener Fl~iche ein a-bliitt~riger Verzweigmagspunkt oder ein Verzweigtmgs- 
punk~ der ( a - - 1 )  tea Ordnung, wean in ihm a yon den n Bl~ttern yon 
zusammenh~mgen. In der Umgebung eines solchen Ptmk~es ist dan~ jede 
Function ~ des KSrpers in eine Potenzreihe entwickelbar, welche nach 

1 1 
steigenden Potenzen yon (x--a)  -g bzw. yon (1)~- for~schreitet, je nach- 
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dem die unabh:~ingige Variable x in ~3 den endlichen Werth a annimmt 
oder dort unendlich gross wird. 

In der Umgebung eines beliebigen Punktes ~ der Fl~he ~ ist jede 
Function ~ des KSrpers /i:(x, y) in der folgenden Form dargestellt: 

(1) ) ~7 .-~- ( x - - a )  -d ao-~-al ( x - - a )  -J .-~ . . . .  ( x - - a )  ~ F~(xla), 

wo • eine gauze ZaM und E(x la  ) eine in der Umgebung der Stelle 
(x ~ a) gleichmgssig convergirende Potenzreihe mit nichtverschwindendem 
AnCaugsgtiecle, oder kfirzer gesproehen e/he Einheitsfunction fiir die Stelle 
a becleutet; bier wie stets im Folgenden kann auch a = oc angenommen 

1 
werden, alsdann ist nur der Lineaffactor x -  a dureh ~ zu ersetzen. 

Ist ~ in der Umgebung yon ~3 in der Form (1) dargestellt, so sa~ man, 
diese Function besitzt an jener Stelle die Ordnung ~. Ist 0 ~ 0 ,  so heisst 

reguliir in ~ ,  ist dagegen 0 ~ -  ~ eine negative ganze Zahl, so be- 
si~zt ~/ dort einen Pot der Ordnu/~g -~. 

Wir betrach~en zuers~ die algebraisehen Functionen ~ in der Um- 
gebung einer beliebig gegebenen endliehen oder unencUichen Stelle (x ~--a) 
des Bereiehes der unabhgngigen Variabeln x. An dieser Stelle liegen im 
Allgemeinen n Punkte der Riemann'sehen Fl~iche ~ tiber einauder, jedoch 
ist diese Anzahl kleiner, wenn einer oder mehrere jener Punk~e Ver- 
zweigungspunkte sind. Um die Untersuchung nicht unn~thig zu com- 
pliciren, werde ein fitr alle Mal angenommen, dass fiir (x ~---a) drei Ver- 
zweigungspunkte V~, Vfl, V~, fibereinander liegen, in denen bzw. a, fl, 7 
Blgtter yon ~ zusammenhgngen, so dass ~ - ~  fl-~-7 ~ n ist; und es sei 
ferner die Bezeichnung so gew~ihl~, dass die a ersten Blgtter in V~, die fl 
folgenden in gfl, die 7 letzten in g r zusammenh~ngen. Alsdann schreiten 
die Entwicklungen der n conju~rten Zweige ~(1),..., ~(,) einer beliebigen 
algebraischen Function in der Umgebung der Stelle (x ~ a) nach ganzen 

I 1 1 

Potenzen bzw. yon ( x -  a)% ( x -  a)fl, ( x -  a)r fort, und zwar ergeben 
sich die Entwicklungen yon ~/(~),-.. ~(~) aus der yon r#(~) dadurch, dass 

1 

man die Potenz ( x -  a) ~ dutch ihre a conjugirten ersetz~, welche sich 
ja nut dutch Ein]aeitswurzeln yon einander nnterscheiden. Ist ~ das 
]deinste gemeinsame Mul~iplum yon a, 16, 7, so kann man einfacher 
sagen, class jene n EntwicMungen ~c), ~(~), . . .  ~(,) nach ganzen Potenzen 

1 

yon ( x ~ a ) t "  fortschreiten. 

Es seien nun: 
Matkemati~ch,  A~nalen. L/V, 29 
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r r -~t - I  

V(1) ~- a 1 (x--a)*" -~- b 1 ( x - - a )  
r r q - 1  

q2 (') -~- a~ ( x - -  a ) ;  -Jr- b~ ( x - -  a) 

+ " �9 * ~  

o . .~ 

o o ~ . �9 �9 ~ ~ �9 ~ ~ ~ �9 �9 �9 

r rA-1 
~(')~- a~(x- -a) , '  q- b , ( x - - a )  ~ -~ . . . 

r 

jene n Entwicldungen in der Umgebung der Stelle a, wo eben ( x -  a)*' 
1 

die niedrigste Potenz yon ( x ~ a ) ~  ist, welche in mindestens einer dieser 
Entwicklungen vorkommt,  so ist diese auch die hSchste Potenz yon 

(x ~ a), fiir welche der Bruch n ~ an jener Stelle noch reguliir istl 

~x - a)" 
r 

daher sol] jene Potenz ( x - - a ) ~  der Thvile~" yon V fiir jene Stelle a ge- 
naunt  werden. Ist  A (x) speciell eine rationale Function yon x allein, so. 

1 
besitzt sie stets eine ganzzahlige Potenz yon x ~ a bzw. yon x als 

Theiler, und zwar ist jener Theiler im ersten Falle die in A ( x )  ent- 
hal~ene Potenz yon x -  a, im zweiten der nega~iv genommene Grad 
jener Function. Ist  ferner ( x - - a )  ~ der Theiler yon A(x) ,  und ( x - - a ) e  
der Theiler der algebraischen Function ~, so ist offen~ar ( x ~ a ) ~ + e  der 
Theiler des Productes A~ 7. 

w  

Alle algebraischen Functionen ~ des K~irpers .K(x, y) k~innen dutch 
n rational unabhgngige unter ihnen 71, y~, ' "  ", ~n eindeutig in der Form 

(1) ~ = u : r h  -{- u~r/2 - J r - . . - +  u,,r 

mit rationalen Functionen yon x als Coefficienten dargestellt werden, und 
zwar bestimmen sich jene Coefficienten aus den n linearen Gleichungen: 

~(') - ~) - (') u - (~) (~ i, 2, n) = %"1~ q -  u ~ : ~  "-k "'" -at- , , ,~ ,~ ,  . . . .  , 

welehe aus (1) dadurch entstehen, dass man in den (n + i) Functionen 
9, ~ i , - .  ", ~ yon y und x y der Reihe nach durch seine n eonjugi14en 
Wer the  y(~)~ y(2),...y(,O ersetzt. Die n linearen Functionen ~1, " - - ,~  sind 
demnach dam: and nut  dann rational u n a b h ~ g i g ,  wenn die Determinante 

I ~/~:) . (1) _ (:) : ~& - . -  ,% 

. . . . . .  

l t . . . . . .  (~) (n) (n) 
19: % �9 . . % 

einen yon Null verschiedenen Wer th  besitzt. 
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Es sei (~1, ~ , - ' - ,  ~ )  ein beliebiges rational unabh~ngiges System 
yon Functionen des Kiirpers K(x, y). Betrachtet man da~_ die Gesammt- 
hei~ aller derjenigen Functionen: 

deren Coef-ficienten ul, us,..., u,, beliebige, abet ganze rationale Functioneu 
yon x sind, so bilden diese einen Theilbereich (2) des K~irpers K(x, y), 
einen ,,Modul" in der Dedekind'schen Terminologie, und das System 
(~i, ~ 2 , "  ", 7,) soll eine Basis fiir den Bereich oder Modul (92) genannt 
werden. 

Sind (~i, ~2," "-, ~ )  und (~1, ~ , - "  ", ~,,) zwei Basen fiir denselben 
Bereich (9/), so bestehen zwischen ihren Elementen zwei Systeme yon 
je n Gleichungen 

n 

;e~-I  g = l  

in denen die-Substitutionscoefficienten a~. mid b,~ gauze Func~ionen yon 
x sind, deren Determinauten ]a~] und ]b~z], wie sich leicht ergiebt, yon 
Null verschiedene constante Wer~he haben. Zwei Systeme, welehe in 
dieser Beziehung zu einander stehen, gehiiren aueh umgekehrt zu dem- 
selben Bereiche ( ~  und soften im Folgenden iiquivalente Sysbme ge- 
nannt werden, i u s  den obigen Gleichungen ergiebt sich, wenn man zu 
den Determinanten fibergeht, die Beziehung: 

d. h. die Determinanten iquivalenter Systeme unterseheiden sieh nut (lurch 
eine multiplicative Constante. 

Es sei jetzt " " ,  n,,) irgend eine Basis, (92)der zugeh rige 
Bereich oder Modul, mid es sollen nun alle Functionen ~ yon (!~ in 
der Umgebung der betiebigen Stelle (x-~a) untersucht werden, der wieder 
die drei fiber einander liegenden Verzweigungspu~kte Y,,, g#, V~ ent- 
sprechen. Es seien: 

r l  ~2 r~ 

(x--a)~', (x - -a)~ ' , - - . ,  (x - -a ) , "  

die Theiler der n Elemente ~/~ fiir die Stelle a. Denkt man sich nun 
(x) f die n ~ Elemente der Determinante ~7~ ] s~mmtlich nach l~otenzen yon 

( x ~ a )  entwickelt, so ergieb~ sieh eine Gleichung: 

all(x--a)~ +:..,..-, ai~(x--a)~ + . - - ]  
r 1 r ~  ] r l  ~ - . . , ~ t .  r ~  

]7? )] = a:~(x--a)7 ~-...,..., ae,(x--a)E-~-., t=[a,,l(x--a) ~ -~-'". 
�9 . �9 �9 �9 . . o �9 . o . . ] 

a,,i (x--a)~" .-~..., ..., a,,,(x--a)~" -]-... 
29" 
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d 

Ist aber andererseits ( z - - a ) ~  der Theiler der Determinante ~/(i")i, ist 
also die EntwieMung derselben yon der Form: 

a 4+1 
( x - - a ) ;  + + . ,  

I ' , ,  i =  . . .  

so ergiebt sich aus der Vergleichung jener beiden Darstellungen un- 
mittelbar die Beziehtmg 

h r~ ~'~ < d 
9-+-;  + " "  + 7 = - ; '  

und zwar ist die Summe der Exponenten links dann und nur dann gleieh 

"dem Exponenten --d des Theilers yon t"(~)t,,% wenn die aus den Coefiicienten 
t~ 

der Anfangsglieder gebildete Determinante la~.I ehaen yon Null ver- 
sehiedenen Werth hat. 

In diesem Falle sou das System (~h, 72," " ", %) reguliir ftir die Stelle 
(x ---~ a) heissen, und auf solche Systeme beziehen sich die nachfolgenden 
Betrachtungen. 

Es sei also (~1, y: ,--- ,  ~,) irgend ein reguliires System und allgemein 
r~ 

(x--a)," der Theiler yon •i fiir die Stelle a. Ist dann 

irgend eine Function des KSrpers, so ist der Thefler yon ~ fiir (x ~ -a )  
mindestens gleich dem niedrigsten tinter den Theilern der n Producte 
Ul~h, uaqT.~,---~ u ~ ;  dieser kann abet aueh grSsser sein, denn es kSnnen 
sieh ja in der Entwicklung der n conjugirten Zweige yon ~ die Anfangs- 
glieder si~mmtlieh fortheben. Es gilt nun abet der Satz, dass dieser 
zweite Fall dann und nur dann eintritt, wenn jenes System nieht re- 
guliia- is~. 

In der That sei (x~a)-~  der niedrigste unter den Theilern der 
n Producte u~,i~; dann kann die Entwieklung aller Coeffieienten ul, �9 - .~ u~ 
naeh Potenzen yon ( x ~ a )  folgendermassen gesehrieben werden: 

r - - r  i , . - - r i - [ - 1  

= c,(x--a) . + + . . . ,  

wo elnige, aber mcht alle Anfangscoeffieienten cl, c,~,..., c, gleich Null 
sein kgnnen, denn nut dann besitzen alle jene Producte u i~  mindestens 

Y 

den Theiler (x--a)-~ und keinen hiiheren. Bflde$ man abet jetzt die 
jr 

n hnfangscoeflieienten C~, ~ , . . . ,  C~ yon (x~a)-~ in den n conjugirten 
Entwicklungen yon ~i in der Umgebung yon a: so hiingen diese mit den 
hnfangscoefiieienten c l , - - - ,  c~ dutch die n Gleichtmgen zusammen: 
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(2) . . . . . . . . . .  

wo die Coefficienten a~ die h nfangscoeffieien~en der Elemen~e (~))  sin& 

Da abet (,~,..., ~) regular, also la~] ~ 0 ist, so kSnnen jene n Anfangs- 

glieder nicht alle verschwinden, wean auch nur eines der Anfangsglieder 
c~ der Coefficien~en yon ~ul l  verschieden ist. 

w  

. Den im vorigen Abschnitte bewiesene Satz kann man in der folgenden 
Form aussprechen: 

Ist (~ ,  ~ ,  -.., ~?~) ein beliebiges rational unabhiingiges System, 
welches fiir eine Stelle a regulgr is~ so ist der Theiler einer 
beliebigen Function 

fiir jene Stelle gleich dem grSssten gemeinsamen Divisor der 
n Theiler yon u~l,  u~i~ ..., u ~ ,  ~us denen ~ bes~ehL 

Ist das System aber kein reg~l~ires, so gilt jener Satz nicht, denn, wie 
aus den obigen Gleichungen (2) sofort hervorgeht, kann man die Anfangs- 
glieder cl, c2, - �9 c. der Coefficien~en ui (x) alsdann stets so bestimmen, 
dass die n Anfangscoefficienten C 1 , . . . ,  C~ sis verschwinden. Aus 
diesem Grunde ist daher der folgende Satz yon ftmdamentaler Bedeuttmg: 

Jedes algebraische System ist einem regul~en Sys~eme ~qui- 
valent. 

Zum Beweise dieses Satzes nehme ich zuniichs~ an, dass die Stelle a im 
Endlichen liege; eine leichte Modification des Beweisganges z e i ~  dass 
jener Satz auch fiir die Ste]]e x ~ ~ rich~ig ist. Es mSgea nun wie 
vorher die Theiler der Elemente des Systemes (r~l, W , ' "  "~ ~,,) der Rei]ae 

r 1 r2 rn d 

nach gleich (x--a)~, (x--a)-~, . . . ,  (x--a)7,  und (x--a)-~ jener 

Theiler ffir die Determinanh~ t U~i sein, so (lass stets ~ = 

Die Exponen~en rj sind ~ . n  s~immflich Briiche~ deren Nenner bzw. a, 

fl oder 7 sind~ je nachdem das hnfangsglied des be~reffenden Elementes 
V zu der Entavicklung um einen der drei bet x ~ a tibereinander liegenden 
Verzweigungspunk~e V~ V~ oder V~ gehSr~. Die Elemente W , ' "  ", V. 

so]]en so angeordnet sein~ dass die Ext)~ ~ __v~ . . .  ~ __r" sind. 
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Zwei solche Brfiehe so]lea congruent heissen, wean sie sich nur am eine 

ganze Zahl yon einander nnterscheiden, wenn also z. B. r~ ~ r~ 2r - k ist, 

w o k  eine beliebige ganze Zahl bedeutet. Encllich seien die Bl~r ffir 
den Augenbliek so bezeiclmet, dass das erste Blatt zu V,, das zweite 
zu V~, das drive zu V r gehSrt, w~.hrend die tibrigen in irgend einer 
ReihenfoIge auf diese folgen m~gen. 

l (x)\ Wit  betrachten nun neben dem Sys~eme tfl~ } das System (a~) seiner 

Anfa~gseoefficienten, und aueh yon diesem nur seine drei ersbn Horizontal- 
reihen: 

O) 
i a l l  

(a)-~- la~l 
ka~ 

a r 2  �9 �9 1 n 

a2,2 ~2 n ) 

a 3 2  ~ a 3 n /  

denn alle folgenden unterscheiden sich ja yon einer yon diesen nut um 
ate, flt~ oder 7 t~ Wurzeln der E;nheit, je nachdem das zugehSrige Blair 
zu V~, V d oder 1~.~ gehSrt, sie sind also durch diese mit bestimmt. Als- 
dana kmm man, ohne jenes System im Sinne der Aequivalenz irgendwie 
zu :~dern, irgend eine Colonne yon (a) yon ether spiiteren abziehen~ falls 

nur die zugehSrigen Exponenbn r_/ congruent s ine Is~ n~mlieh z. B. 
tt 

~ ' A + k ,  wo also k > O  is~, und ersetzt man in jener Basis ~2 g g 

dutch 

so erh~ilt man ein ikluivalenbs System (~ ,  , /~, . . . ,  ,/.~), ftir welches das 
System tier Anfangsgheder offenbax ist: 

�9 �9 �9 

~21 a22 -- la~l a~r~j ~ 

a3i it3-2 - -  i a ~ i  a3 ,~ /  

Ebenso kann man jede Colon~e TOn (a) durch eine behebige Constante 
1 

dividiren, denn d~.nn wird ja nut z. B. ~ durch ~-~1 ersetzt. 

~[it Hfilfe dieser beiden S/itze kann nun die verlang~e Ueberffihrung 
leicht bewerkstellig~ werden: Von den drei Elementen der ersten Colonne 
yon (a) in (1) muss mindestens eines yon Null verschieden sein. Es set a~ 
alas erste yon diesen; dann mache man es dadurch zu 1, dass man jene 
ganze Colonne dureh a~l dividir~, mid in dem so umgeformten Systeme 

a~l a~ 
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madhe man nun alle diejenigen Elemen{e der zweiten Horizontalreihe, 

ffir welehe die zngehSrigen Exponenten ri rl - z u -  congruent sind, dadurch 
/* g 

zu Null, dass man yon der betreffenden Colonne ein geeignef~s Multiplum 
der ersten abzieht. In derselben Weise werde nun die zweite Colonne 

~ransformirt. Hier sei etwa a m X o; dann mache man dieses Element 

zu Eins und alsdann aUe folgenden Elemenie der erste~ Zefle zu Null, 

ffir welche der zugehSrige Exponent zu ~ congruent ist. 

In derselben Weise kann man bis zur letz~en Colonne fortfahren, es 
sei denn, class einmal, etwa fiir die ~ Colonne, alle Elemente al~, a~, aa~ 
zu l~ull geworden sin& Alsdann sind abet in dem zugehSrigen traus- 

re 

formixten Elemente ~i alle n Coefficienten yon ~(x--a)~' in den n con- 
jugir~en Entwicklungen gleich Null, d.h. ~r besitzt dann nich~ den Theiler 

r i r i +  1 

(x--a)~-  sondern einen hSheren, also mindestens ( x - - a )  ~' Is~ dies 
abet der Fall, so ordne man die letzten Elemente ~i,--",  ~ wieder nach 
der GrSsse ihrer Theiler, wobei eventuell ~i mi~ einem sp~teren Elemente 
zu vertauschen ist. Da aber unter der hier gemachten Voraussetznng 

die Summe der Exponenten r~ mindes~ens u m -  gewachsen ist~ und 
t t 

da sie anderersei~s nicht fiber _d hinaus zunehmen kaun, so muss man 

bei For~setzung des Verfahrens zuletzt zu einem SysSeme kommen~ bei 
welchem niemals alle Elemente einer Colonne zugleieh 1Vull sind. Fiihr~ 
man jetzt die bier geschilderte Umformung his zu Ende dutch und ordnet 
dann die Oolonnen so, dass zuers~ diejenigen stehen, in welchen alas erste 
der drei Colonnenelemente gleich Eins ist, dann alle die, ffir welche alas 
zweif~ Element gleieh Eins is~, so e r h ~  man ein zu (~t~ ~ , ' "  ", y,~) 
~quivalentes System, dessen Anfangssystem jetzt die folgende Gestalt5 hat: 

( 1  ")  al a~ �9 �9 �9 a ~ ;  1 1 �9 �9 �9 1 ;  0 0 �9 

b~ b~ �9 - �9 b~; c~ e~ �9 �9 �9 c;~; 1 1 

Die An~.,hl der yon Null verschiedenen Elemente der ersten Zeile muss 
da~n genau gleich ~ sein; da niimlich diese Zeile zu V~ gehSrt, so 

miissen alle Exponenten rj . . .  ineongruente Brfiche mit dem Nenner u 

sein, und ihre AnzaM kan- daher niehg grSsser als e~ sein, d a e s  nieht 
mehr als a incongruente Brfiche mit diesem Nenner giebt; genau ebenso 
folg~, dass die Anzuhl der Elemente Eins in der zweiten bzw. driP,on 



448 K. Hs~ss~. 

Zeile hSchstens fl bzw. ), sein kazan. Endlich kann abet auch keine jener 
drei Anzahlen kleiner sein als r fl oder ),; denn sonst wilrde man ja 
in mindestens einer Colonne lauter Nullen erhalten, das Verfahren wiire 
somit noch nicht bis za Ende durchgefiihrt. 

Die zu den a ersten Colonnen dieses Systemes geh6rigen Exponenf~n 

besitzen mm alle den Nenner a; sie bilden somit ein vollstiindiges 

System incongruen~er Briiche mit diesem Nenner und miigen daher jetzt 
durch 

bezeichnet werden. Genau ebenso mSgen die Briiche 

a l  a+. aft n n d  vz v~ -ry - -  - -  . . . . . .  . . . 

die Exponenten bezeiehnen, welche bzw. zu den fl folgenden und zu den 
7 le~zten Colonnen gehSren und welche ebenfalls vollstiindige Systeme 
ineongruenter Brfiche mit dem Nenner fl and 7 bilden. 

Schreibt man jetzt die Anfangsglieder fiir ulle a zu V~ gehSrigen 
Blii~ier nnter jene erste Zefle hinmaf~r und beachtet dabei, duss diese 
sich yon jener ers~en nut um a :~ Wurzeln der Einheit tmterscheiden, so 
bilden die a ersten Colonnen ein Par~ialsystem: 

@) 

/ 1  1 . . .  1 \ 
/ 

\ �9 . �9 . . . ] 

g z - - ] [  ( : f - - I  / 

,CO 1 ~ �9 . . O/a / 

dessen Determinante den yon Null verschiedenen Werth a 2 besitzt, denn 
sie is~ die Quadratwurzel aus der Discriminante der Kreistheikmgs- 
gleichung a" - -  1 = 0. Alle Elemente der fl -~- 7 folgenden Colomlen 
aber sind gleich Null. Schreib~ man in derselben Weise a l l e n  ~ Anfangs- 
glieder jenes transformirten Systemes unter die erste, zweite oder dritte 
Zeile unseres transformirten Systemes~ so erhiilt man ein System, welches 
in leicht versti~ndlicher Bezeichnung folgendermassen geschrieben werden 
kann: &, o, o) 

0 ( s )=  , ,  

wo S~ das System (2) yon a Zeilen ist trod S# uad S r die en~sprechenden 
aus den ~ and 7 t~" EinheitswurzeLa gebfldeten Systeme yon fl bzw. 
7 Zeilen bedeuten. Die Sterne bedeuten, dass dor~ verschwiMende oder 
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nich~ verschwindende ~ Elemente stehen, welc-he bzw. aas den GrSssen 
ai, b~, c~ und den beziiglichen Einheitswurzeln gebildet sin& Da nun 
die Determinante i Sf jenes Systemes dutch die Gleichung 

t s l  = I s . t .  lzsl-ls l = �9 * 

bestimmt, also yon Null verschieden ist, so ist das so gefundene System 
regular, also der Satz vollst~iadig bewiesen. 

Ist die Stelle a ~ oo der unendlich ferne Punk~, bei welchem die 
drei Verzweigungspunk~e F~, IT#, Vy iibereinander liegen, so ist der 
einzige Unterschied der, dass das System 

~an al~. . ,  a ~  

\au~ a3~ aa,/ 
im Sinne der Aequivalenz unge~indert bleibt, wenn man irgend eine 
Verticalreihe yon einer friiheren abzieht~ falls die bezfiglichen Exl)onenten 

congruente Briiche sind. Ist n~4mlich wieder etwa rA = r~ _~_ k und er- 

setzt man jeizt ~ dutch 
r~l ~ ~ ~ i x  ~ r~, 

r l  

a s ~ -  t a~. In diesem Falle muss man also die Tr~nss nich~ 
yon tier ersten~ sondern yon der letzten Colonne aus beginnen~ man er- 
kennt aber ohne Wei~eres~ dass man zuletz~ zu genan demselben Resultate 
gelang~, wie friiher. 

w  

Die Fundamentalaufgabe der Theorie der algebraischen Functionen 
kann nunmehr folgendermassen formulh4 werden: 

Es sollen alle Functionen des KSrpers K(x, y) gefunden werden, 
welche in h beliebig gegebenen Punkten 

(I) der Kugelfl~che ~ m~ndestens yon den Ordmmgen 

t i ,  2~ - - - ,  ,~h 

sind und sieh im Uebrigen auf der gaazen Kugeltt~iehe regxd~r 
verhalten. 

Diese Aufgabe l~sst sich wesentlieh einfacher aussprechen, wenn man 
jene Punk%e zu einem Punk%systeme 



450 K. ~sE~. 

vereini~, in welchem jeder der h P,ml~o ~i denjonigen Exponenten ).i 
erh~l~, welcher dutch die zugeharige positive odor negative Ordnungszahl 
).i bestimmt ist. 0hne jones System ~ im qeringsten zu iudern, kann 
man ihm einen oder mehrere Punkte mit dem Exponenten Null hinzu- 
ffigen, and ebenso kann man aus ~ ~lle diejenigen Punkto forflassen, 
deron Exponent gleieh Null is~. 

Eine Function ~ geh~irt zu dem Punk~sysfem ~ ,  wonn sie in einem 
jeden Punkte ~ desselben mindostens die zugehSrige Ordnungszahl ,ti 
besitzt und sich im Uebrigen rogul:,ir verh~ilt; bei Benutzung dieser Defi- 
nition kaml die zu 15sonde Aufgabe folgendermassen ausgesproehen werden: 

Es so]ion alle Gr5ssen dos KSrpers K(x, y) gefunden werdon, 
(I') welche zu einem gegebenen Punlctsystem ~ gehSren. 
Bei dot LSsung dieser Aufgabe kann ohne jede Beeintriichtigung ihrer 
Allgemeinheit vorl~iufig angenommen werden, dass weder einer der Basis- 
punk-re ~i ,  ~ , - - - ,  ~,,, yon ~ noch auch einer der Verzweigungspunk~e V~ 
V~, . - . ,  V5 dot Kugelfliche ~ an der Stelle x ~ c~ sich befinden. Sollto 
dies n~imlich nicht der Fall sein, so goniig~ es offenbar, yon vornherein 
an Stelle yon x die GrSsso 

1 
X r 

x - -  a o 

als unabh~ngigo Variable einzufiihren und a o irgendwie so zu wiMen, dass 
an der Stello (x ~--ao) keiner jener Punkte sich befindet. Im Folgenden 
kann und soil daher vorl~ufig angenommen werden, dass jene Vorans- 
setzung bereits fill. die Variable x erf~ill~ ist. 

Das Problem (I) kann nun leicht; auf die LSsuag der f'olgenden ein- 
facheren Aufgabe zuriickgeffihrt werden: 

Es sollen a]ie Functionen der KSrpers K(x, y) geftmden 
werden~ welche in den h i m  Endlichen liogendon Punkten 

(I ~) ~ ,  ~ 2 , ' - ' ,  ~ ,  bzw. mindestens die gegebenen Ordnungszablen 
Zl, Z:,--.,  2~ besitzon und sonst fiir allo im Endlichen l i e g ~  
Punkte regulir sin& 

Alle diese Fmictionen bflden dann eiaon Bereich (J),  ein ,,Ideal" in der 
Dedekind'schon Terminologie. Dieser Bereich ist durch das zugehSrige 
P,nl4system ~ vollstiindig charakterisirt. 

Ffir die einem Bereiche (J) angehSrigon Functionen bestehen offeabur 
folgende S~tze: 

1) Sind ~i,W=,'" ", ~Tr irgendwelche Ftmetionen des Bereiches (J), 
so geh6r~ aneh jede Function 

demselben Boreiehe an, wenn die ~oeffieien~en beliebig% abet ganze 
Func~ionen yon x siad. 
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2) Jede Function ~ des KSrpers K(x, y) k ~ n  mit ether solchen 
9anzen Function g(x) yon x multiplicir~ werden, class das Product ~ ~ g- 
zu (J)  gehSrt. GehSrt ni4mlich die Func4ion ~ nicht schon selbs~ zu (J), 
so ist sie nur in einer endlichen A nzahl yon endhchen Stellen nieht 
regular, bzw. yon niedrigerer als der verlan~en Ordnung, und man ka~n 
daher g(x) stets so wiihlen, dass das Product ~ ~--g(x)~ dem Bereiehe 
(J) angehSr~. 

3) Aus 2) folgt, dass man stets ein System yon n rational unab- 
hiingigen Func~ionen (71, ~ , ' "  " ,~)  yon K(x, y) so w~ihlen kann, class sie 
s~mmtlich zu (J) geh~iren; denn ist ~l, ~ : , ' "  ", ~, irgend ein solches 
System, dessen Elemente nicht alle zu (J) gehSren, so kann man dasselbe 
(lurch Multiplication seiner Elemente mit ganzen Funetionen gl, g.z,'", g,, 
in ein anderes, offenbar ebenfalls unabh~ingiges System (gl ~1, g.~ ~ , ' "  ", g= ~,) 
-~- (~l, ~o , . . . ,  W) verwandeln, dessert Elemente jenem Bereiche angehSren. 
Alsdann gehSr~ naeh dem ersten Satze jede Function 

zu (J) ,  wenn die Coefficienten u~, ue , ' . - ,  u~ beliebige ganze Func~ionen 
yon x sind. Bilden also (~l, ~ , ' "  ", W) irgend ein rational unabh~ngiges 
System, (lessen Elemente siimmtlich dem Bereiche (J) angehSren, so ge- 
hSrt der ganze durch (~ ,  ~ 2 , "  ", ~ )  constituir~e Modul (2) ebenfalls 
zu (J) .  

Es sei nun (~l, W,'" ", ~-) eine beliebige Basis, deren Elemente si~mm~ 
lieh dem Bereiche (J) angehSren, dann gehSr~ der ganze durch sie con- 
sti~uirte Modul (2) ebenfalls zu (J) und bildet somit einen Theilbereieh 
jenes Ideales, jedoch fallen im hllgemeinen jene beiden Bereiche nich~ 
zusammen, sondern es gieb~ Funetionen yon (J), welche ~ficht zu (~) 
gehSren, welehe also, dureh die Basis (~ ,  ~ , - - - ,  ~ )  ausgedriiekt, in ge- 
broehener Form erseheinen. Man kan~ aber aus jener Basis stets eine 
andere (~l, ~..,,'", ~) yon der Ar~ ableiten; class dieselbe eine Basis fiir 
das ganze Ideal bfldet, class also der dutch (~l, ~ , " ' ,  ~,,) repr'~.sen~ir~e 
Modul mit dem Bereiche (J)  iden~iseh ist; eine solehe Basis soll a'r~ 
_Fundamentalsystem fiir (J) gen~.nnt werden. 

Zu diesem Zweeke uniersuchen wit das System (~l, ~.z,'--,,/~) wieder 
in der Umg'ebung irgend ether endliehen St elle a. Es mSgen bier 
wieder die drei Verzweigungspunkte V~, V,e und V~ tiber einander 
liegen, mid es seien e, a und v die Ordnungszahlen, welche aUe Fune- 
tionen yon (J) dorr mindestens besitze~a miissen; diese Zahlen sind dann 
entweder gewisse unter den Exponenten 2~, 22 , . . - ,  2~ des zu (J) ge- 
hSrigen Systemes ~ oder abet sie sind gleich :Nt~, je naehdem der 
betreffende yon jenen Verzweigungspnnlrten V~, V~, V./ zu ~ , ,  ~2, . . . ,  ~ 
gehSr~ oder niche. 
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Dann ~ann man, wie jetz~ gezeig~ werden soil, yon dem beliebig 
gegebenen Systeme (*11, *t~,"'~,) ausgehend zu einem anderen (~i, ~ , " "  ~,) 
gelangen, welches als ein Fundamentalsystem flit (J)  in Bezug auf die 
Stelle ( x ~  a) bezeiehneg werden kann. Dasselbe zerf'~llt n~imlich, ent- 
spreehend den drei zu a gehgrigen Verzweigungspunkbn V~, Vp, V.t, in 
drei Pai4ialsysteme: 

Bebachtet man das erste, zu V~ gehSrige Partialsystem 

ffir sic]i, so he ,mien  die Entwicklungen seiner a Elemente in der Um- 
gebung yon V~ mit 

_e e+ i e+ ~-i 

( x - - a )  ~, ( x - - a )  ~ ~ . . . (X - - t~ )  ~ , 

besitzen also bier tier Reihe nach die Ordnungszahleu 

@, @ + 1 , ' - ' @ - ] -  a - - l ,  

wiihrend in der Umgebung der anderen Punk~e V~ und V./ alle ihre 
Olieder his zu einer beliebig hohen Potenz yon ( x -  a) bin forgfal]en, so 
dass man in diesem Sinne behaupten kann, dass ihnen fiir V;/ und E l die 
Ordnungszahl c~ zukommk Jenes Fundamentaisystem 

besigzt also der Reitie nach die Ordnungszahlen: 

f ar  e,  oo  ; . . . 0 %  

ffir Yr: c~ ~ . - - ~  ; o~ o~ . . .c~ ; v, v JF I , - . . v -~ -7~ I .  

Ein solches System yon a Elemenbn ~,  ~ , . . .  ~ ,  welches in der Um- 
gebung eines Punkbs  V~ die Ordnungszahlen @, @ "Jr- 1, �9 �9 �9 @ Jr- er ~ 1, 
abet ftir alle dariiber liegenden Punkie der Riemann'sehen Fliche V e, V~, 
die Ordnung o~ besitz~, soil ein lOartialsyst~em yon der Ordnung @ fiir den 
Bunkt V~ genannt werden. Mit Hfilfe dieser Bezeiehnung kunn der zu 
beweisende Satz folgendermassen ausgesproehen werden: 

Jede zu (J)  gehSrige Basis (~h, V~ , " "  W) kann in eine 
andere transformii4 werden, welche in lauier Pai4ialsysteme~ 
entsprechend den an der betrachteten Stelle fiber einander 
liegenden Punkten V~, V~, Vy, zerfillt, und deren Ordnungen 
@, 6, v gleich denen sind, welche die zugehSrigen Pun]~te in 
dem Bereiche (J)  besitzen. 

Zum Beweise dieses wichtigen Satzes braucht man nut zu zeigen, 
dass (~ ,  . - - ~ )  in ein anderes System (~,  . - .  ~.)transformir~ werden 
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kann~ welches nur in der Umgebtmg e~nes jener drei Verzweigungspunkte, 
etwa yon Vr, die verlangt~en Eigenschaften besitzt, class n~]_b,h seine 
ers~en a-~-f l  Elemente ~ , . - - ~ + ; ~  dort die 0rdnungszahl c~ besitzen, 
wiihrend die 7 letzten ~ + ~ + ~ , - . - ~  tier Re~e naeh die Ordnungszahlen 
v, v ~ 1~. �9 z Jr- ~, ~ 1 haben. Ist dieser Beweis n~mlich gefiihr~, so 
kann man das ganze System successive ftir gr, V~, V~, so umformen, class 
es ein Fundamentalsystem ~tir (J )  in Bezug auf die SteUe (x~--a) wird. 

Wit  nehmen zun~chst an, dass d~e Punki~e g~, Jz~, Vr so bezeichne~ 

sind, dass o < e --- 3 =-~--7 ist; ferner denken wir uns, das gegebene System 

vbn vornherein so gegeben~ dass es fttr die Stelle a regul~ir ist, was nach 
den Resultaten des letzten Abschnit~es stets m6glich ist; es sei wieder 
das aus den Anfangscoefficienbn gebildete dreizeilige System das folgende: 

1 1 . . -  1~ 0 0 . - . 0 ;  0 0 . . . 0 )  
al a~ aa; 1 1 - �9 �9 1; 0 0 -  - - 0 . 

b~b~ b~; clc.~'--c~; 1 1 - . - 1  

Die Exponenten der zugehSrigen Theiler der letzten 7 Elemente 

auf welehe es im Folgenden allein ankommt, 

7~ ~ ~" ~, 

bilden d~n ein vollstiindiges System incongruenter BrEiche mit dem 

Nenner ~,~ weiche a]]e g]eich oder gresser als ~-- sind~ und die yon vorn- 
7 

herein so geordnet vorausgesetzt werden kSnnen~ class sie c]er Rei]ae nacb 
den 7 aufeinander folgenden Brfichen 

- -  o o o 

congruent sind, so class also allgemein 

~ = ~ +___i~ + k~ (i---- 0, 1,-- .7--1) 

ist, wo 7:~ eine gauze nicht negative Zahl bezeichnet, hlsdaml bleibt 
z. B. das zu dem Theiler 

- - - -  

gehSrige Element ~ + ~ + ~  in dem Bereiche (J), wean man dasselbe dureh 
die ganzzaMige Potenz ( x ~ a )  ~:o dividirt; denn alsda~n beg[nnt es in der 

Umgebung yon V r genau mit der L ~  abet bei V~ und Vfl mit einer 7 
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hSheren als der ~ "  Potenz yon x ~ a ,  also a fortiori mit einer hSheren 

als der ~ bezw. ~ Botenz, w~hrend ihr Verh~lbn ffir alle anderen 

endlichen Sfiellen durch die Division mit ( x ~ a )  ~o offenbar in keiner 
Weise geiinder~ ist. flenan ebenso kann m,.n welter erreiehen, dass flit 
diese letzten 7 Elemente die Exponenten der bezfigliehen Theiler der Reihe 

nach die Brtiche ~-,  ~ + 1 . . .  ~ + r --  1 sind, wiihrend sieh das System 

der hnf~ngscoefficienten sonst in keiner Weise geiindert hat. 
Jetzt  kann man endlich bewirken, class die er ~ fl ers~en Elemente 

in der Umgebung yon V r s~mmtlich die Ordnungszahl ~ besitzen. In 
der Tha~ sei etwa t die Ordnungszahl yon V~, also: 

t 

v ,  = e ( x - - a )  + . . .  

die En twickhng  yon ~I in Vr, so ist t > ~ trod einem Bruche der 

Reihe ~-~ ~ +~ 1 , . . .  �9 + ~7 --  i congruent. Ist also z. B. ~'t __ ~ +i~, ~ k 

und ersetzt man ~l durch das nene Element 

�9 (x  ) 
?~1 ------ '~1 ~ e - - a  ~'?~.+fl+i-1, 

so erh~lt man eine neue Basis ( ~ ,  ,/,~,-.-~,~), aber ~ ist yon einer 
mindestens um Eins hSheren Ordnung als 71, da sich hier das Anfangs- 

t 

glied e ( x - - a ) r  for~heb~. ~eh~ man in derselben Weise fort,  so erhiilt 
man sehliesslieh ein neues System, dessen a -~- fl erste Elemente in Yr in 
der That  yon beliebig hoher Ordmmg, also yon der Ordnung ~ sind. 

Jetzt  forme man die a Jr-fl ersten Elemente Hi, *i~, " ' "  ??~+~r des 
neuen Systemes so urn, class dasselbe in der Umgebung der beiden ersten 
Verzweigungsp~nkte r egu l~  wird. Hierdurch wird an dem Verhalbn  
des ganzen Systemes in der Umgebung yon V r gar nichts g e ~ d e r t ,  da 
seine a ~ fl ersten Elemente vor und naeh jener Umformung die Ord- 
nung 0o haben. Alsdann redueire man genau wie vorher die Exponenten 

a~ a--1 . . .  6fl-i der Thefler yon ? ~ + i , - "  ~ + ~  der l~eihe nach auf 

6 a + l  a + ~ - - I  
und bewirke dann wieder~ dass sowohl die a ersten - -  . �9 �9 

als at~ch die 7 letzten E lemenb  die Ordnung oQ erhalten; und endlieh reducire 
man in gleicher Weise die Exponenten der Theiler yon ~ 1 , - . -  ~/~ auf 

o + i . . .  O -b ~" - -  1 und die Ordnungszablen tier fl -}- 7 folgenden Ele- 

mente in der Umgebung von V~ auf  cx~. Man erkenn~ so, dass auf 
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diesem Wege das ganze System in der verlang~en Art umgeformt wird, 
da bei keiner jener Trausformationen das Ergebniss eines frtiheren Schnittes 
vernichtet wird. 

w  

Das im vorigen Abschnitte gefundene System 

ist zwar noch kein absolutes Fundamentalsystem fiir das Ideal (J) ,  da- 
gegen kann es als ein solches ftir die Stelle (x ~ a) bezeictmet werden. 
Es gilt n~imlich der Satz: 

Eine algebraische Function 

kann nur dann dem Bereiche (J) angehSren, wenn alle Coef- 
ficienten us, u~,---u~ an der Stelle (x--~a) endlich sind, wenn 
also keiner derselben den Linearfactor x - - a  im Nenner 
enthiilt. 

In der That: WKre dies nicht der Fall, so kSnnte man offenbar n nicht 
siimmtlich verschwindende Constanten c~, c~---c~ so bestimmen~ dass die 
Function 

dem Ideale (J)  angehSrte. Ist aber c~ die erste nicht verschwindende 
dieser n Zahlen und ist z. B. i ~ a ~  so ist das erste Glied der Ent- 

wicklung yon ~ in der Umgebung yon Va dasjenige, welches yon 
X - - a  

herriihrt, also gleich 
e + ~ - - I  1 

c , ( x - - a )  c, , 

and dieses hebt sich nicht fort, da ~/~+~,..-~, yon hSherer Ordnung als 
W and alle folgenden yon der Ordnung r sind. Da somit die Func- 
tion g unter dieser Voraussetzung yon der Ordnung ~) - -  (a-- i -4-1) ,  also 
yon niedrigerer als der O t~ Ordnung wiire, so geh~rt sie nieht zu (J), 
and die soeben anfgestellte Behauptung ist bewiesen. 

Dutch die elementaren Betrachtungen der Determinantentheorie er- 
scMiesst man, class jedes Fundamentalsystem (~x, "'-'2~) ffir die Stelte a 
aus einem yon ihnen (~1,-'" ~,) durch eine Substitution 

hervorgeht~ deren Coe~cienten a~ f'm- jene Stelle ganz sind, also den 
Factor (x ~ a) nicht im Nenner enthalten~ und deren Deteminante dutch 
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denselben nicht theilbar ist. Bilde~ man f~r zwei solche ,,ftir die Stelle 

a ~iquivalente Systeme" die Determinant~en 1<>t und l~la)[, so besitzen 

diese also dieseIbe Potenz von ( x - - a )  als Theiler. 
Es is~ jetzt leicht, die Potenz des Lineaffaetors ( x - - a )  zu ermittel~, 

welche in tier Determinaut~ / ) =  t ~ ) I  dieses Fundamentalsystemes fiir 

die Stelle (x ~--a) enthalten ist. ttierbei kSmlen n~imlich alle diejenigen 

Elemente "(~) "lz einfaeh durch Null ersetzt werden, deren Ordnung an den 

betrachteten Stellen F~, ]F~, V r unendlich gross ist. Thut man abet 
dieses, so reducirt sich 3) einfach auf alas Product 

D~- Dp.. D~, 

wo D~/) ;~ ,  D~ die Determinanten der zu den drei Verzweigungspunk~en 
gehSrigen Pargalsysteme bedeuten. So is~ z. B. 

~/~) _ (i) . ~(i) 

~) _ (~ }  _ < .2 )  

/)~ ~ 'r/: " ' "  " ia  

�9 ~ . �9 �9 o 

Beuchtet man refiner, dass -(1) .. ~2 (*) nebst allen ihren Conjugirten bzw. "rll ~" a 

e_ e+ ~-I 
mit ( ~ - - ~ ) ~ , . - .  ( x - - , )  " begi~e,, so erke--t ~an, das~ die Deter- 
m i n a n t e  .D~ mit 

2_+ q+z ~.. .  A O+a--z a--i 
( ~ _ . ) ~  ~, - ~ = ( x _ a )  ~~ .~ 

beg~nnt, und dieses Glied hebt sich nieht fort> da sein Zahleneoeffieient, 
die aus den Anfangsgliedern yon D,  gebildete Determinante, wie in (2) 

S. 448 gezeigt wurde, yon Null versehieden, n~mlich gleieh t~ ~ ist. 
Nimmt man jetzt also allgemein an, dass an der Stelle a nicht bloss 

drei, sondern beliebig vide Verzweigtmgspunkte It., F~, I r r , - . -  V~ fiber 
. (~) einander liegen, so ergiebt sioh, d~s die Determinante D ~ 171~ ] genau 

dutch die Potenz 
a--1 8 - - 1  r-f-~- (~_~),+~+'+ +~+T+ + + T = ( ~ _ . )  

theilbar is~', wo r die Summe der Ordnungszahlen bedeutet, welehe den 
Pun~en  V~,-- ,  V~ far das Ideal ( J )  zukommt, uad o~----2~(awl) die 
Summe der Ordnungszahlen ist, welche jene Verzweigungspnnkte auf der 
Kugelfl~iche ~ besitzen. 

Forint man nun das so erhaltene System ffir eine andere Stelle 
( x~-b )  ebenso urn, so erhfilt man ein neues System, dessen Determinante 
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d enthiiR, ohne den Lineaffactor x - -  b in der entspreehenden Potenz r' ~- ~- 

dass sich ihre tibrigen Lineaffac~oren geiindert haben. Geht man nun 
yon einem beliebigen Systeme (~21, " ' "  q2~) aus und forint dasselbe 
successive in der Umgebtmg aller derjenigen SteUen a, b , . . .  in der bier 
geschilderten Weise urn, fiir welche die Determinante die zugehSrigen 
Linearfaetoren x -  a, x -  b~. . -  noch nicht i n  der niedrigsten Po~enz 

O' r - ~ - ~ ,  r ' - ~ - y , . . -  enthiilt, so gelan~ man nach einer endlichen Anzahl 

yon solchen Reductionen zu einem Systeme ( ~ 1 , " - ~ ) ,  welches ~fix jede 
endliche Stelle yon ~ ein Ftmdamentalsysiem ~ den Bereich (or) ist; 
dieses System ist also ein absolutes Fundamen~alsysiem fttr (or). 

w  

Wir benutzen das soeben gefundene Resultat zun~hst  zur AbleRung 
eines flit das Folgende wichtigen Satzes: Ist (~1--" ~ ,  ~ +1"" ~+~,  ~+~+1, ' "~)  
wieder ein Fundamentalsystem flit das Ideal J~ welches entsprechend den 
bei der Stelle (x--a)  iibereinander liegenden Verzweigungspunkten V~, V~, V r 
in die drei Partialsysteme bzw. yon den Ordnungen p, 6, �9 zerf'~llt~ so ist: 

eine Function des Bereiches (J) ,  welche in den conjugirfen Punkten 
V,, V~, Vv, die der Stelle (x ~ a) entsprechen, genau die Ordnungs- 
zahlen Q, 6, v besitzt, welche den Punkten V~, Vfi, V 7 in dem Pun~-  
systeme ~ zukommt, wobei z. B. ~ ---~ 0 zu setzen ist, wen.a V, gar nicht 
in ~ auftritt u. s w. So kann man fiir eine jede Stelle (x-~-a)  der 
unabhiingigen Variablen eine solche zugehSrige .Function ~ innerhalb (J)  
berechnen. 

Es seien nun: 

alle und nur die Werthe der nnabh'~ingigen Variablen, denen iiberhaupt 
Punkte im Punktsysteme ~ enSsprechen, und es bedeuten: 

5, - - -  
Functionen yon (J)~ welche bzw. den S~ellen a, b , . . .  c in dem eben 
angegebenen Simae zugehSren. Es set endlich: 

= ( x - - b ? .  . . 

eine ganze rationale Function yon x allein, welche dem Ideale (J)  ebenfalls 
angehSr~ welehe abet in jedem Ptmkte ~i  yon ~, yon h6herer als der 
li  t~~ Ordnung ist; offenbar kiinnen die positiven }']xponenten r ,  s , - - -  t stet~ 
so gross gew'Ahlt werden, dass diesen Bedingungen geniig% wird. 

Mathematiache Annalcn, LIF, 30 
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Bflden wir dann die Summe: 

(x - a) t r -- b)* (x -- cy ' 

so ist ~n eine Function yon (J) ,  welche an jedem Punk~e ~i  des Punkt- 
systemes ~ gena~ yon der zugehSrigen Ordnung ~ and yon keiner h6heren 
Ordnung ist. In der That, gehSrt ~1 z. B. zu der Stelle (x~-----a), :so ist 

n. d. V. ~ in ~ i  genau yon der ;h te~ Ordnung, w~hrend T(x) bier yon 
(x-a) 

der nullten, alle folgenden Summanden yon ~a aber yon hSherer als der 
~i t~n Ordnung sind, und das Entsprechende kSnnen wit fttr jeden anderen 
Punkt des Punktsystemes ~ beweisen. 

Eine Function ~ ,  welche in jedem Punkte ~ eines Punkt- 

systemes a = ~ : i . . .  ~:~ genau yon der Ordnnng 2 i ist, soil 

(I) eine zu ~ zugeordnete Funotion genanng werden. Zu einem 
beliebigen Punk~sysbme ~ ,  dessen Exponenten k positiv negativ 
oder auch Null sein kSnnen, kann man also stets eine zu- 
geordne~e Function ~a berechnen. 

Aus diesem Satze ziehen wit gleich einige Folgerxmgen. Es sei 
(x ~ a) eine beliebige endliche oder die unendlich ferne Stelle der unab- 
hgngigen Variablen, and es mSgen: 

die simmtlichen zugehSrigen conjugirten Punkte der Riemann'schen Fliche 
sein, welche regul~ire oder Verzweigungspunkte sein kSnnen. Wihlen 
wir dann: 

= . . .  

so ist die zugeordnete Function ~ so beschaffen, dass sie in ~ l  endlich 
and yon Null verscMeden is G w~ihrend sie in allen conjugirten Punkten 
verschwindet. WgJalen wir ferner einfach 

so verschwindet die zugeordnete Function ~ ,  in ~ i ,  and zwar genau yon 
der ersten Ordnung: Es bestehen also die beiden S~itze, welche im Folgen- 
den gebraucht werden sollen: 

Innerhalb eines KSrpers /~ existiren stets Functionen, 
welche in einem beliebigen Pnnkte ~ l  endlich und yon Null 
verschieden sind, in allen conjugirten P,n~kten aber verschwinden, 

(II) and ebenso existiren stets Functionen, welche in einem be- 
liebigen Punkte yon der ersten und yon keiner hSheren Ord- 
nung sin& 
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Ebenso, wie dutch tin Plmktsystem ~ das zugehSrige Fundamental- 
system~ so ist auch dutch (]as Fundamentalsystem das zugehiirige Punkt- 
system ~ eindeutig bestimm~. In tier That ergiebt sich niimlich offenbar 
aus den Resultaten des vorigen Abschnittes der folgende wich~ge Suez: 

Ein System (~1, ~ , - ' - ~ )  ist dann und nut dann ein 
Fundamentalsystem fiir ein Punktsystem, wenn es flit jede 
endliche Stelle (x ~--a) einem anderen iiquivalent ist, welches 
entsprechend den jener Stelle zugehSrigen Plmkten V~, Vs,.-- V~ 
der Riemann'schen Fliiche in lauter Partialsysteme zerf'~illt. Ist 

(III) dann far einen beliebigen Punkt ~ alas zugeh(irige Partial- 
system yon der Ordnung A, so enth's das Punktsys~em 
genau die ~t~ Potenz yon ~ ,  d. h. es is~: 

wo das Product offenbar nut fiber diejenigen Punkte ~ erstreckt 
zu werden braucht, ffir welche die OrdnungszaMen X yon Null 
verschieden sind. 

Endlich wollen wir diese Eigenschaft des Fundamentalsystemes fiir 
ein Punk~system ~ dazu benutzen~ um die De~erminante 

J~51 Y ~ ~ "  - n  

des zugehSrigen algebraischen Systemes zu berechnen. Da ihr Quadrat 
eine rationale Function yon x allein ist, so ist diese Aufgabe gelSst, wenn 
man angeben kann, wie oft ein beliebiger Linearfactor x ~ a in D ( ~ )  
enthalten ist. Nun war aber fiir jede S~elle (x ~--a) 

= 

wenn D , - . - D  r die Determinanten der einzelnen zu (x ~ a) gehSrigen 
Partialsysteme bedeuten, und da s f'tir jedes Partialsystem z. B. die 

Determinante D~ genau durch ( x ~ a )  ~'~ "~ ~heilbar war, et% so ergiebt 
sich for D ( ~ )  sofor~ die einfache Darstellung: 

(1) D (a) = /  l (x - -  a) , 
(~) 

wo sich das Product zuniichst auf jeden endlichen Punlr~ ~ erstreck~, und 
A seine Ordnungszahl f'~r ~ ,  a -  1 seine Verzweigungsordnung und 
x ~ a den zugehSrigen Linearfactor bedeute~. 

Diese Gleichung kann man in einer sehr tibersichtlichen Form 
schreiben. Zu diesem Zwecke betrachten wit s~att ~ speciell das Punkt- 
system ~o---~ t ,  welches also keinen einzigen Punkt in einer yon Null 
verschiedenen Potenz enthiilt; dann sind die zu ~0 gehSrigen Functionen 

~0" 
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alle mid nut die gan~en algebraischen Funotionen yon K, da sie alleln sich 
fiir alle endliehen Punkte reguli~r verhalten. Ist dann (~i, ~ , " "  ~.) ein 
Fundamentatsystem, far go ~ 1, so is~ seine Determinante, da hier alle 
Exponenten hi l~u]l sind, nach dem soeben bewiesenen Satze gleich: 

1)(:)  = [ I  ( x - - a )  , 

wo das Product nur auf alle Verzweigungspunkte ausgedehnt zu werden 
braucht, da ffir alle anderen Punkte die Exponenten a - - 1  verschwinden. 

Sind ferner 

die zu den h Basispunkten ~l,  ~ , ' - "  ~1, yon ~ gehSrigen Lineaffactoren, 
yon denen auch einzelne einander gleich sein k~innten, und setzt man: 

(3) N(~)  = (x--a~) ~ (x--a~) l~ . . . ( x - - < )  ~, 

so kann unsere Gleichung (1) mit; Benutzung yon (2) und (3) in der 
eleganten Form geschrieben werden: 

D(iL) m_ N ( ~ ) .  D(X). 

Da endlich der Grad I yon ~ ( ~ )  gleich 

l =  ii + i.~ + - . -  + ih 

also gleich der Ordnung des Pun~systemes El und der Grad 
D(1) gleich: 

- -  - : ) ,  

YOII  

d. h. gleich der halben Gesamm~summe der Verzweigungsordn~gen fiir 

alle Verzweigungspunkte ist, so ist der Grad der Determinante l~(~)t-i gleich: 

l }  2 

Die ZaM w wird die Verzweigungszahl der Kugelfl~che ~ genannt. 

w  

Zu jedem Systeme yon n ~ Elementen- 

(1 )  (~) ~- . 

mit nicht verschwindender Debrminante H geh~irt ein anderes, das s. g. 
complement~ire System: 
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( , )  
�9 

welches aus dem zu (~) reciproken Sys~eme (7) -1  einfaeh dutch Ver- 
tauschung der Horizontal- und Verticalreihen hervorgeht. Ffir dieses 
complementiire System ist also z. B. 

_ (~) 
-~.  , � 9  ~ : '0~ ~) - (~) _ ( ~ )  

i.) .(3) : 
i ~/~' ' ~ _ <'0 _('~) . ('0 

711 ':Is " '"  "in 

u. s .w. Aus dieser Definition ergeben sich sofort die folgenden Funda- 
mentaleigenschaften der complement~ren Systeme: 

I) Ist (7), wie bisher angenornmen wurde, ein algebraisches System 
yon x und y, dessen Zeilen also (lurch Vel~auschung yon yl mi~ y~,--.y, 
aus seiner ersten hervorgehen, so gilt dasselbe yon dem complemen~ren 
Systeme. In der That folgt zuniichst aus der Gleichung ( lb ) ,  dass z. B. 

~ )  eine rationale Function yon Yi, Ys,'" "Y, ist, welche aber in y~,y~,...y,, 
symmetrisch ist, mithin rational dutch Yl a]leJn dargestellt werden kann. 
Vertausch~ man niimlich z. B. y,_~ mit y,,  so vertauschen sich sowohl 

in J ~ )  als auch in H die beiden letzten ttorizontalveihen, d. h. ~1) bleibt 

bei dieser und ebenso auch bei jeder anderen Tr~,nsposition yon ys,y3,...y,~ 
unge~ndert, ist also wirklich rationul yon y~ alIein ~bh~ngig. 

Ver~auscht man abet etwa y~ mit y~ so ver~auschen sich in dem 
urspr~inglichen Systeme (~), also auch in dem complement~rea Systeme 
nut die erste uud die zweite Zeil% es geh~ also bei jener Ver~auschung 

-(1) in -(3) fiber u. s. w., unsere Belmuptung ist also in allen ihren z. B. ~i ~t~ 
TheLlen bewiesen. 

Is~ also (~ ,  ~.z,-'" ~n) irgend ein rational unabh~ngiges System des 
RSrpers K(x, y), so existir~ ein zu ihm complement~ires System ( ~ ,  ~ , . . . ~ )  
desselben KSrpers, welcher auf dem soeben augegebenen Wege s~e~s ge- 
funden werden k s.nn. Sind I~I und I~1 die Determinanten complemen- 
t~rer Syst;eme, so folgt aus den ~rundeigenschaf~en der reciproken 
Systeme: 

Ebenso leicht erkennt man, dass wenn (~) complemeni~Jir zu (~) ist~ such 
umgekehrt (y) des complement~re System zu (~) is~, 
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I2I) Geht d~s System ( * h , " "  '2~) durch eine beliebige Transformation 
(aik) yon nieht verschwindender Determinaate in ein anderes (~1, ~.2,'-" ~,) 
tiber, so geht aueh das complement~re System ( 7 1 , " "  7~) durch die 

~omploment~e Tr~sform~tion (~,~) in alas ~omplement~ro System (~,,-.. L) 
iiber~ d. h. yon den beiden Compositionsgleichungen: 

(~) (~,~) ~- (~), 
(~) (~,~) = (~), 

ist jede eine Folge der anderen. Dieser Satz ist eine unrnittelbare Folgerung 
daraus, dass das System (7) aus dem reeiproken dureh Vertauschung der 
Zeilen und Colonnen hervorgehk Ist also speeiell (,~) iiquivalent (~), so 

g~t dan ~ l e ia e  vo~ (7) ~ d  (~). 
III) Ist das System (~l, '2~,"" ~ )  fiir irgend eine Stelle, z. B. ffir 

(x ~ oo) regml~ir, so gilt dasselbe yon dem complemen~ren (~,~,...~,~). 
Sind dann ferner rl, , t ~ . . .  r~ die 0rdnungszahlen seiner n Elemente, so 
sind die Ord~ungszahlen yon (~ ,  ~.o,...~) bezw. gleich ( - - r ~ , - - r 2 ,  . . . .  r , ) .  

Ersetzt man ni~mlich z. B. in dem Ausdrucke ( lb)  yon 7~ ) die n ~ Ele- 

mente ~l~ ) durch ihre Entwiekdungen imch Potenzen yon 1 und beaehtet x 
dabei~ dass alle Elemente -o) . (~) -~(~) einer und derselben Colonne in 

der Form G geschrieben werden kSnnen, well ~h n. d. V. fiir 

die Stelle ( x =  ~ )  die Ordnungszahl ri besitzt, so erkennt man, dass die Deter- 

minante H~ ) im Ziihler yon (l  b)mindestens die Ordmmg (r.2+r~+...+r~) 
hat, w~rend  die Determinunte H im Nenner genau yon der Ordnung 

1 (z)X r~ Jr- r.., + . . .  + r~ ist, well das System ~ ] n. d. V. f/Jr jene Stelle 

regular ist. Also ist der Quotient: -(~) H~) ~l~ ~ - h -  mindestens yon der Ord- 

hung - - r ~  und das Entsprechende beweist man yon den eonjugirten 

-(~) =(') zeig~ sich also, dass ~ ,  ~ ,  7~ mindes~ens Elementen ~1 --..~d ; es . - .  

die Ordnungszahlen - - r ~ - - r ~ :  . . . .  r~ haben. Die Ordnungszahl der 
Determinante 17~ des complement~ren Systems is~ also mindestens gleieh 

(r~--[-r.~-[-. . .  Jr-r~) und kSnnte nut dalm grSsser als diese Za]al sein, 
wenn eins der Elemente 7~ yon hSherer als der ( - - r i )  ~ Ordnung w~re. 

ist, so ist I Ti genau yon der - -  (r~ + - . .  2 7 r.) t~ D~ abet I~i = 

und nicht yon hSherer Ordnung, tmsere Behauptung ist daher vollst~.ndig 
bewiesen. 

IV) Ist das System (~) so beschaffen, dass es s eine S~elle ( x ~ a )  
entsprechend den dotty vorhandenen Verzweigungspunkten V,, V~,... V:, 
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in Partialsys~eme zerf~llt, so gilt das Gleiche auch yon dem eomplemen- 
t~ren Systeme. Ist ferner z. B. das zu V~ gehSrige Partialsys~m yon (~) 
yon der Ordnung p, so besiisz~ das complemen~re Partialsystem die Oral- 
hung ~ - ~ - -  (p ~ - ~ -  1), d. h. es bes~eht die Gleichung: 

(2) Q + ~ = - -  ( , ~ -  1). 

Der erste Theil unserer Behauptung folgt einfaeh aus dem bekannten 
Satz der De~erminantentheorie, dass, wenn ein System yon n ~ Elementen 
z. B. in drei Partialsysteme bezw. yon ~ , /3  ~, 7 3 Elementen zeffgllt, wenn 
es also die Form hat: 

O, B, 
O~ O, 

dann das redproke System in gleieher Weise zerfAllt; mad zwar so, dass 
jedes Paxtialsystem desselben einfach zu dem entsprechenden Partialsysteme 
des ersten Systemes redprok isk 

Zwei~ens ist aber under der oben gemaehten Voraussetzung das System 
f f i r  die S~el]e (x -~- a) regul~ir und die Ordnungszahlen (rl, r~ , - - ,  r,) seiner 
Elemente Vl, ~ ,  -" - ~/~; ~ + 1 ,  ~ + ~ ,  ". " ~/~+~; y~+~+l~ " '" y, sind tier 
l~eLhe nach: 

(2) e ,~o--~-l , . . .O-~-a--1;  ~, ~q t -1 , . . . ~  q-- ,8--1;  v,v--~- 1 , . . . , -or -~ , - -1 .  

Nach dem soeben bewiesenen Satze III) ist also auch das complementgre 
System 

regutgr und die Ordnungszahlen seiner Elemente shad bezw. 

(2a)  - -~ ,  - - (~  -o r- 1), . . . .  (~ --[- a - -  1); - - a ,  --(a--{- 1), . . . .  (a Jr- ~8--  1);  

Daher besi~zen die drei Partialsysteme yon (~) bezw. die Ordnungs~ahlen 
- -  (~ + a - -  1), - -  (~ + ~ - -  1) und - -  (,  + 7 - -  1) da diese in den ~ i h e ~  
(2 a) die kleinsten Zahlen sind; der obige Satz is~ also vollst~indig bewiesen. 

Um nun endlich den Fundamentalsatz fiber die eomplemen~ren 
Systeme einfach ausspreehen zu k5nnen, ffihren wir den s neuen 
und ftir die ganze Theorie sehr wieh~igen Begriff ein: 

Unter dam Verzweigungssystem des KSrpers .K(x, y) in Bezug mff x 
verstehen wir das Ptmk~system 

in wdchem jeder Punl~ ~3~ der Kugelflgche ~ so oft vorkommt, als seine 
Verzweigungsordnung a ~ 1 angiebt. Dasselbe en~lgilt also alle -und nut  
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die Verzweigungspun~e, der zugehSrigen Riemami'schen Fl~che. Da wir 
die Stelle (x~---oo) als regul~ir vorausgesetz~ hatbn, so enfli~il~ ~ bier nut 
solche Divisoren, welche endlichen Sbllen entspreehen. 

Mit Benfitzung dieses Begriffes kSnnen wir jenen Hauptsatz nun 
folgendermassen aussprechen'. 

V) Ist (~,  ~2 - . - ~ )  ein Fundament~lsystem f'~ ein belieb~ges Punkt- 
syste  a,  so ist ads  o ple e t re F. da   talsys m 
ffir dasjenige Punk~sys%m ~,  welches mit ~ dureh die Gleiehmig: 

3 
verbunden ist. 

Unserer Voraussetzmig zufolge isg n~mlieh das System (~, ~ , . . .  ~) 
ffir jede endliche Sblle (x~a) einem ~nderen ~iquivalent, welches, enb 
sprechend den deft fiber einander liegenden Punkten der Riemami'schen 
Fliche in Pa~ialsysbme zeffillt. Das Gleiehe gilt also nach Sa~z (II) 
mid (IV) fiir das eomplementiire System (~x,- . -~) ,  nach dem a. S. zi59 
bewiesenen Satze ist also auch dieses ein Fmidamen~alsysbm flit einen 
anderen Divisor ~.  Sind ferner: 

die zu (~) mid (~) gehiSrigen Punktsysteme, so ergiebt sieh unter Berfiek- 
sichgigung der 01eiehmig (2) fiir ihr Product die Relation: 

1 / = 
(~) (~) 

und damit der vollstKndige Beweis unseres Fundamentalsatzes. 

w  

Bis jetzt ha~bn wir der Betrachtung des KSrpers K die Gr~sse x 
dis unabhiingige Variable zu Grunde gelegt. Wit kSnnen aber aus jenem 
K/irper irgend eine nicht constante GrSsse ~ herausgreifen, diese als unab- 
h~ingige Variable besti_m_men, mid sind dann stets im Stande, eine andere 
8r~Ssse y desselben KSrpers so zu w~ihlen, dass der K/Srper K(~, ~) atler 
rationalen Fmictionen yon ~ und ~/ mit dem KSrper K(x, y) der Func- 
tionen yon x und y identisch isk Anf den Beweis dieser bekami~en 
Ttmtsache will ich hier nicht eingehen. 

Daml genfigt ~7 mid jede andere GrSsse ~ des KSrpers K ( ~ )  = K(xy) 
einer Gleichung eines bestimmten v TM Grades mit in ~ ration~!en Coef- 
ficienten~ welche selbs~ irreductibel oder die Pobiz  chief irreductiblen 
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Function ist; und man zeig~ genau ebenso wie vorher, dass nun der ganze 
Werthvorrath einer solchen GrSsse ~ eindeatig auf einer v-blit~rigen 
Riemann'schen KugeM~iche R~ ausgebreitet werden kann, deren Blitter jetzt 
wieder in einer endlichen Anzahl yon Verzweigungspunkten zusammen- 
h~ngen, und {'tit die Entwickelung einer Function ~ naeh Potenzen yon 

1 - - a  bezw. y in der Umgebung eines Punktes dieser Fl~che gelt~n 

jetzt wSrtlich dieselben S~tze, wie sie ha w 1 ftir die zur Yariablen x 
zugehSrige Kugelfliehe ~ angegeben wurden. 

Eine St~lle ~ der Riemann'schen Fliehe R~ ist dadureh .eindeutig 
lind unabhingig yon der zu Grunde gelegten unabh~ingigen Variablen 
definir~, class alle Funetionen z des KSrpers K(x y) dort bestimmte con- 
stance Werthe z o erhalten, welehe aueh Null oder unendlieh gross sein 
kSnnen. Umgekehrt ist abet dutch die unendlieh vielen Gleiehungen 
z-~-z o die zugehSrige Stelle ~ eindeutig bestimmt, denn es giebt nieh~ 
zwei Stellen ~ und ~', wo jede Function z des Kgrpers denselben Wert~ 
z o an~immt. W~ire dies nKmlieh der Fall, so mfisste ja x in beiden 
Punkten denselben Wer~h a erhalten, d. h. ~ und ~ '  miissten zwei yon 
den bei x -~-a  fiber einander liegenden conjugirten Punkten ~l,  ~ , ' - "  ~ 
sein. Andererseits folgt abet aus dem Satze (II) des w 6, dass man 
stets eine Function z finden kann, welehe in einem jener eonjugirten 
P,nkte ~ l  den Werth Eins, in allen anderen ~ ,  ~z, --- den Wer~h 
Null annimmt, und damit ist jene Behauptung volls~indig bewiesem Da 
aber die bier zu Gruade geleg~e Definition der Stelle ~ nur yon dem 
KSrper K(xy) ~ K(~ ~) abet gar nieht yon der unabh~ingigen Variablen x 
oder ~ abhin~o~, so entsprieht jedem Punkte ~ yon ~,  ein einziger Punkt 
yon ~$ und beide kSnnen somit dureh denselben Buchstaben bezeiehnet 
werden. 

Um nun auch die Ordnungszahl der Funetionen z in einem Punk~e 
unabh~ingig yon der Kugelfl~che ~ oder ~ zu ehara~erisiren, greife ieh 
in dem KSrper .K(xy) irgend eine Function z heraus, welehe bier yon 
miSgliehst niedriger also yon der ersten Ordnung ist; auch solehe Func- 
tionen existiren in K(xy), wie in dem soeben erw~hnten Satze des w 6 
bewiesen worden ist. Jede andere in ~ verschwindende Function z ist 

dann so besehaffen, class der Quotient z in ~ einen end~ehen Wer~h 
~g 

besi~t. Dann sagen wir allgemein: Eine Function z ist in ~ yon der 
Ordnung ~, wenn q derjenige Exponen~ yon ~ ist, f~r welehen der 

Z 
Quotient ~ in ~ endlieh und yon Null versehieden ist. Aus den Ergebnissen 

des vorigen Abschnittes folg~ dann, dazs diese Ordnungszahl ~ r  jede 
GrSsse z yon K(x y) ..~ K(~ V) einen bestimm~en #anzzahl~gen Werth hat, 
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der posifiv, Null, oder nega~iv sein kan_u und vollstiindig unabhiingig yon 
der Variablen x oder ~ ist; della als Masss~ab wird die Function :v dea 
KSrpers gewiih]t, welehe bier yon mSglichst niedriger Ordnung unendlieh 
klein wird. 

w  

Durch die Ergebnisse der vorigen Absehni~e ist die mit (I a) be- 
zeichnete zweite Aufgabe, alle zu einem beliebigen Ideale (J-)gehSrigen 
algebraischen Functionen zu finden, vollst~indig gelSs~. Es hande]t sieh 
jetzt zur Erledigung der }Iauptaufgabe (I) nut noeh darum, aus den 
Functionen yon (J)  alle und nur die Functionen auszuscheiden, welehe 

Pu  tsy tem a = wir i h a. h die 

welehe sieh aueh ftir die Stelle ( x - ~ - ~ )  regular verhalten, welehe also 
dor~ mindestens die Ordnung Null besitzen. Die Gesammtheit dieser 
Funetionen bildet einen Theilbereich yon (J) ,  dessen Individuen dutch 
folgenden Sa~z chm-atderisirt sin(l: 

Alle zu dem System ~---~ ~ : 1 . . .  ~:~ gehSrigen Fu~e- 

tionen ~ sincl dadureh eharakterisirg dass sie allgemein in ~i 
mindestens yon der Ordaung al und fiir jeden anderen Pnnk~ 
der ganzen Kugelfliiehe regulgr sind. 

Diese zu ~ gehSrigen Ftmefionen sind ffir die in der Theorie der alge- 
braisehen Funefionen auf~re~enden Fragen allein wesentlieh, wis die 
Moduln und Ideale nut Hfilfsbegriffe sind. Die Riehtigkeit der letzteren 
Bemerkung erkennt man leieht daraus, dass sehon bei einer einfachen 

, 1 gebrochenen Substitution x - ~ - -  fiir die u_uabhiingige Variable, also 
x ~  a o 

bei einfaeher Verschiebung der Stel]e x ~--o0 auf der Kugelfl~iche ~ 
sowoM die Moduhl als aueh die Ideale sich volls~indig iindern~ wiihrend 
der Bereieh aller Mul~ipla eines Divisors ~ alIein you diesem abhiing~ 
and bei jeder umkehrbaren Transformation be/der Variabeln derselbe bleibt. 

Es sei nun ein FuMamen~alsystem (~t, C:,"" C~) far das Ideal (J) 
gegeben~ welches ~iir die Sgelle (x~---c~) regul~ir is~; da deft n. d. V. kei,~e 
Verzweigtmgspunkte fiber einmader liegen, so si~d die Ordnungszuhlen 

r l ~ r 2 ~ . . -  r n  

jener n Elemente ganze Zahlen, welehe wieder nach ihrer CTrSsse so 
geordne~ sein mSgen, dass rl ~ r . v ~ . - .  ~ r~, ist. Ist dann r~ die Ietz~e 
nicht negative dieser Zah]en, so geh(iren yon jenen n Elementen ~1,"" ~,, 
~,+1,--" ~ nur die s ersten zu dem Systeme ~ die n -  s letzten aber 
niehtb mehr~ da diese ffir x ~ oo nich~ reguliir sin& Aus der Grund- 
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eigenschaft der ffir eine Stelle (x ~ a) regul~ren Systeme folgt aber welter 
der allgemeine Satz, dutch welehen je~zt auch die Hauptfrage (I) in roller 
AllgemeinheR gel~st wird: 

Alle zu einem Punktsypteme ~ geh6rigen Func~ionenj and 
nut sie~ sind in der Form 

enthal~en, in weleher die Coefiieienten u i , . . . u ~  betiebige ganze 

Functionen yon x bezw. yon den Graden r~, r . ~ , . . . r ,  sind. 

In der Tha~ gehSren ja alle jene Func~ionen offenbar zu dem System ~,  
da sie einmal Functionen yon (J)  sind, und da andererseits ihre Ordnung 
fiir die Stelle (x--~-c~) gleich oder grSsser als Null is~. W~re abet auch 
nur einer jener Coefficien~en, e~wa u~, yon hSherem als dem angegebenen 
Grade in x ,  oder w~re aueh nur einer der folgenden Coeffieienten u~+~,.., u ,  

yon Null verschieden, so w[ire das bez~igliche Glied u ~ ,  also auch 
selbst, ffir x ~ e~ yon negativer Ordnang, ~ gehSrte also sieher nich~ 
zu dem Punk~ys~eme ~ .  

Bezeiehne~ man also die 

~T~-- (r, Q- 1) -~- (r~ -]- 1) -~- . . . -~-  (r, -{- 1) 

algebraischen Funetionen 

. . . ( i  2 , . . .  s )  

in irgend einer Reihenfolge dutch 

~'1~ Z~ " " " , ~ : ~  

so bilden diese in der Weise ein vollst~ndiges System linear unabh~ngiger 
zu ~ gehSriger FuncLionen, als alle Functionen z jenes Bereiches ein- 
deutig in der Form 

z ~ el zl ~ c~z~ - k  "'" + c~zs  

mit constan~en Coeffieien~en darstellbar sind. Die A_nzahl AT der linear 
unabh~ngigen zu ~ gehSrigen Functionen ist dutch die Ordnungsz~.hlen 
rl ,  re,- �9 - rn der Elemente ~1, ~ , .  "- ~n f~ir x ----- co bestimmt trod diese 
wiederum dadureh~ dass ihre Summe gleieh der Ordnung der Determinante 

i ~)  t' also ihrem negativen Grade in x gleieh ist, welcher oben bes~immt 

wurde. Hieraus ergiebt sich die bemerkenswer~he (]leiehang: 

in der 1 die Ordnung des Systemes ~ und w die u der 
Riemann'schen Fl~iche bedeut~t. Da in dieser Gleichung sowohl die 
Ordnungszahl 1 yon ~ ,  als auch die Ordnungsza~len ri der Elements ~i ffir 
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w (x-----~) ganze Zahlen sind, so folg~ class y eine ganze, dass also die 

Verzweigungszahl 

der Riemann'schen Kugelfliiche nothwendig eine gerade Zah] sein muss. 
Das bier erlangCe Resultat is~ yon tier bisher gemaehten u 

setzung, dass sich an der Stelle (x-~-c~) keiner der Basispunkte ~3~,... ~h 
yon !5 uad auch kein Verzweigungspunkt befindet~ vollkommen unabhiiagig. 
Ist diese Annahme n~mlich nicht erfiill~, so braucht man nur ftir x die 
unabh~ingige Variable 

x - -  a o 

einzufiihren, wenn (x-~-ao) irgend eine S~elle ist, fiir die jene beiden 
Voraussetzungen erfiillt sin& Bildet man da~n ffir diese Variable ein 
Fundamentalsystem (~z,..- ~)  des Icleales (J), welches fiir die S~eUe (x'~-~- ~ )  
oder (x ~ a0) regul~ir ist und dessen OrdnungszaMen r~, . . .  r~ , . . . r~  sind, 
und erse~zt man dann wieder x' dutch x~ so erh~lt man in den 

N - ~  (r,-I- 1) q- �9 �9 q- (r~ ~- 1) 
Element~n 

x - ao ' ( x -  %)' - '  (x - ao) ( i  = 1,  2 , . .  �9 s )  

ein vollstiiudiges System linear unabhgngiger Multipla yon ~ ,  (~1~ ~2,---~lv), 
and jene Aufgabe ist somit ohne jede beschrgnkende Voraussetzung voll- 
sf;/mdig gelSst. 

Wir stellen nun endlich die allgemeinere Aufgabe, alle diejenigen 
Multipla yon ~ aufzusuchen~ welche in den n zu x ~ a o geh5rigen 
Punkten der Riemann'schen Fliiche mindestens yon der Ordnung X sind, 
wo )~ eine beliebige positive oder negative ganze Zahl bedeutet, wghrend 
man fiir ~ ~---0 den soeben behandel~en Fall wieder erh~lt. Sind dann 
in dem vorher betra~hteten Sys~eme (~1,- - �9 ~ , "  �9 " ~)  die ~ ersten Elemente 
~ , - . .  ~ diejenigen, deren Or4nungszahlen r l , . - . r ~  gleich oder grSsser 
als 2 sind, so zeigt man genau ebenso wie D[iher, dass die 

N~---~ (r~--X -{- 1) -{- . . . -~-  ( r , - - X  ~- 1) 
:E]emente 

: '  r 

~' z -- ao ' (x -- ao) ~i-~" 

ein vollst~udiges System linear unabhgngiger Multipla yon ~ der ver- 
langten Ar~ repr'~sentiren. 
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w 10. 

Auf die im w 8 gefundenen Eigenschaften der Punkte ~ und der 
Ordnungszahlen der Funetionen des KSrpers K(x, y) grfindet sieh nun die 
Einftihrung der algebraischen Divisoren, welche fir das Folgende yon 
grundlegender Bedeutung ist. 

Jedem Pnnlrte ~ einer beliebigen Riemann'sehe• Fl~che ordnen wir 
einen algebraischen Primtheiler zu, den wir ebenso dutch ~ bezeictmen~ 
mid wir sagen; eine Function ~ is~ durch die Pobnz ~z yon ~ theilbar, 
wenn sic in dem entsprechenden Punkte die Ordnungszahl 2 besitzt, 
(~t kann hier eine positive oder negative g~nze Zahl oder auch Null be- 
deuten). Aus den Resultaten des vorigen kbschnittes folg~ dann, dass 
diese Primtheiler vSllig unabhiingig yon der Wahl der unabh~ingigen 
Variablen sind, und man erkennt ebenso leicht, dass ihnen die elementaren 
Eigenschaf~en der Primzahlen in der Zahlentheorie ebenfalls zukommen. 

Das Product 

einer beliebigen Anzahl gleicher oder verschiedener Primfactoren soil e/~ 
algebraischer Divisor genannt werden~ so dass also jedem Punk~ysteme 
ein algebraischer Divisor eindeutig entspricht. Die Exponenten kannen 
ebenfalls positiv oder negativ oder auch Null sein. Wit wollen diese 
Divisoren selbststiindig neben den Grgssen des KSrpers K(xy) betraehten. 

Die Summe 
I = ;h + i.o + . . .  4- X~ 

der Ordnungszahlen yon ~ soll die Ordnung jenes Divisors genannt 
werden. 

Sind 

zwei beliebige Divisoren~ deren :Exponenten ~l und ~ auch zum Theft Null 
sein kSnuen, so soll ihr Product und ihr Quotient durc-h die Gleichungen 

definir~ sein. Ein Divisor ~ heiss~ 9anz, wenn keiner seiner Exponenten 
~i negativist,  im anderen Falle heisst er gebrochen. Jeder gebrochene 
Divisor kann als Quotient zweier ganzen Divisoren dargesbllt werden. Ist 

1I 

d_iese Darstellung, so heissen die ganzen Divisoren ~ und n der Ziihter 
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und der Nenner yon ~ und die 0rdnung yon ~ isi gleich der Differenz 
der Ordnungsz~hlen des Zihlers und des Nenners. 

Ein Divisor ~{ ist durch einen anderen ~ theilbar, wenn tier Quotient 

----- ~ ein gunzer Divisor is~, wenn also ~ jeden Primfae~or mindesbns ~5 
ebenso oft entE41t als ~.  Sind ~ i  und ~ :  zwei beliebig-e ganze oder 
auch gebrochene Divisoren, so nennen wir den Divisor 

ihren grSssten gemeinsamen Theiler, welcher jeden einzelnen Primt!aetor 
so oR enthiilt als er mindestens in ~ i  und ~ auftrit~. Ist ~ so bestimmt, 
so ist offenbar ~1 und ~2 dutch ~) theilbar, d. h. es ist: 

! 2 1  = = 

wo (~i und (~ ganze theilerfremde Divisoren sind. In gleicher Weise 
kSnnen wit offenbar auch den grSssten gemeinsamen Thei]er mehrerer 
Divisoren ~ ~ - - - ( ~ i , ~ , - - - ~ )  definiren. Derselbe wird ein g~n~.er oder 
gebrochener Divisor sein, jenaehdem alle Divisoren ~ i  ganz sind, oder 
auch nut ein einziger einen Nenner besit~zt. 

Jede algebr~isehe Function ~ des KSrpers K(x~ y) ist ei~em Divisor 

~ ~ ~ ~quivaIeni, welcher dutch die N~fllsbllen und dutch die.Pole u~ 

yon ~ nebst den zugehSrigen Ordnungszahlen vollstltndig bestimmt is~. 
Umgekehr~ ist die algebraisehe Function ~ durch die Aequivalenz 

bekanntlich zwar nicht eindeutig, wohl abet his ant ~ eine mul~iplicative 
Constante bestimm~. Man kaml uber jene Beziehung niithigenfalls dadurch 
zu einer eindeutigen machen, dass man dem Divisor ~,~ speciell diejenige 
:Function ~ zuordnet, deren Anfangsglied in der Umgebung einer beliebigen 
abet ein fiir alle Male lest angenommenen Stelle ~0 den Coefficienten 
Eins besitzt. Alsdann kiinnen wir d~s Zeichen der Aequivalenz durch 
das Gleichheitszeichen ersetzen. AUe anderen zu demselben Divisor ge- 
hiirigen Ftmctionen ~' sind dann in der Form c -~$  enthalten, wenn c 
eine beliebige Constante bedeu~e~. 

Du jede algebraische Function ~ gleich viele Nullsbllen and Pole 
besitzt, so sind in der Darstellung (1) yon ~ der Ziihler ~ und tier Nenner 

1t~ stets yon gleicher Oral_ruing. Eine Function ~ heisst yore Grade u, 
wenn ihr Zihler und ihr Nenner die Or4nung v besitzen. 

Ist speciell 
8= 

X ~ 
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die bisher beh-achtete unabh~ingige Variable, so erkennt man, dass sie 
yore Grads n ist, d. h. d.ass ihr Grad gleich der Ordnung des KSrpers 
K(x, y) ist, sobald man x als unabh~ingige Variable w~_lt; ihr Z~ihler $~ 
besteht nKmlich aus allen Primfactoren, welche den zu x ~ 0 gehSrigen 
Punkten yon ~ entsprechen, der Nenner aus allen denjenigen, welcher 
den zn x = c~ zugehSrigen Stellen angehSren, mi~ der Massgabe, dass 
ein solcher Primfaetor in der a t~= Potenz im ZKhler oder im :N'enner auf- 
tri~, wenn der zugehSrige Punkt ~ ein a-blii~triger Verzweigungspunkt 
der Fl~che ~ ist. 

Ist ferner a irgend eine endliche Constante, so ergiebt sich ffir den 
Lineaffactor: x -  a die folgende Zerlegung: 

wo der l~enner derselbe geblieben ist, weft der Linearfactor x -  a die- 
selben Pole besitzt, wie x selbs~. 

Genau ebenso zeigt sieh jetzt, wenn ~ eine beliebige FuncfJon des 
K5rpers vom v t~'~ Grade ist, und man w~hlt ~ als unabh~ingige Variable, 
so gehSrt zu ihr eine u-bl~ttrige Riemann'sche Fl~ehe, und fiir jeden 
constanten .Werth ~o ergieb~ sich ffir den Linearfactor ~ - -~o  die Zer- 
legung: 

uS ' $ $~ 

Zu jedem Primtheiler ~ geh~rt dunn ein and nut ein Linearfactor ~ -  ~o 
in welchem derselbe aufgeht. Is~ ~ ein r Theiler yon ~ w ~o so 
entspricht diesem Punkte ein a-bl~ittriger Verzweigungspunkt der Kugel- 
fl ehe 

Mit Benutzung der Divisoren kSnnen .wit nun die oben abgeleiteten 
Resultate fiber Punktsysteme und die zu ihnen gehSrigen algebraischen 
Functionen in einfacherer F o r e  aussprechen: Zu jedem Punktsystem 

gehgr~ ein algebraischer Divisor, der genau ebenso zu bezeictmen ist, und 
eine algebraische Function gehSrt einfach dann und nut dann zu dem 
Punktsysteme ~ ,  wenn sie ein ganzes u des Divisors ~ ist. 
Wit haben somi~ i m w  9 die Fundamentalaufgabe gelSst, alle and nur die 
linear unabh~ngigen Mulgipla eines beliebig gegebenen Divisors zu finden. 
Auzh die dor~ gefundene LSsung isg volIsf~ndig unabh~ngig davon, welche 
OrSsse des Bereiches K(x, y) als unablg4ngige Variable zu Grunde ge- 
Iegt wird. 
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Endlich batten wit gesehen, dass man zu jedem Divisor g eine 
zugeordnete Gr5sse ~ yon K(x, y) so bestimmen kann, dass sie jeden Prim- 
factor yon g genau so oft enth~lt als g selbst, dass also 

ist, wo ~ keinen Primfactor yon g in einer positNen odor negativen 
Potenz enthiilt. 

w 11. 

Wit gehen jetzt dazu fiber, den grossen Bereich aller ganzen und 
gebrochenen Divisoren in Classen einzutheilen, urn dann die gemeinsamen 
Eigenschaften allot einer und derselben Classe angehSrigen Divisoren za 
untersuchen. 

Zwei ganze odor gebrochene Divisoren g und ~ '  heissen &tuivalent, 
wenn sie sich nur um eine beliebige GrSsse ~ des KSrpers K(x, y) unter- 
scheiden, wenn also eine Gleichung 

besteht. Ist also go irgend ein beliebiger Divisor, so giebt es unendlich 
vielo ~quivalente Divisoren zu go und zwar sind alle und nur diese in 
der Form 

enthal~en, wenn ~ alle GrSssen des KSrpers K(x, y) durchl~uft. 
Alle zu einem Divisor D o und also auch unter einauder ~.quivalenten 

Divisoren ~ rechnen wit in eine 1)ivisorenctasse, welche dutch Q bezeichnet 
werden sol]. _&us der Gleichung (2) folgt zun~ichst, da jede GrSsse ~ des 
KSrpers /s die Ordnung Null hat, dass ~iquivalente Divisoren ~ und ~o 
dieselbe OrdnungszaM q besitzen, welche daher die Ordnung tier Classe R 
genannt werden soll. 

Die einfachste Divisorenclasse is~ die, welche yon den Functionen 
des KSrpers selbst, und nur yon diesen gebildet wird, wenn man sie als 
Divisoren betrachtet; sie bilden wirklich eine Classe ffir sich, da sie and 
sie allein unter einander ~iquivalen~ sin& Diese Classe heisse die Haupt- 
odor Einheitsclasse; sie werde dutch ~:, odor wenn kein Missversts zu 
befaxchten ist, auch durch (1) bezeichnet; ihre Ordnung is~ gleich Null. 

Man erkennt ohne Weiteres, class die bekannten Elementars~tze fiir 
die Aequivalenz auch fax diese Definition der Aequivalenz bestehen bteiben. 
Insbesondere ergeben sich aus den beiden Aequivalenzen: 

unmittelbar die folgenden: 

~ - ~ -  
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Sind also ~ und ~ zwei beliebige Divisoren, Q und /~ ihre Classen, so 
bilden alle Producte ~ ' ~ '  je zweier bezw. zu ~ uncl ~ iiquivalenter 
Divisoren eine neue Classe, welche dutch QR bezeichnet werden m5ge, 
und umgekehrt kann jeder aus dieser Classe geh5rige also zu ~!}t ~qui- 
valent~e Divisor offenbar in zwei Factoren ~ ' ~ '  zerlegt werden, welche 
bezw. zu ~ und zu ~ ~iquivalent shad. Genau ebenso bilden alle Quotienten 

~t-7 yon je zwei Divisoren yon Q mad /t die siimmflichen. Divisoren einer 

neuen Classe~ welche wir ~- nennen wollen. Sind q und r die 0rdaungs- 

zahlen der Classe Q und /~, so besitzen Q/t mad ~ offenbar bezw. die 

Ordnungszahlen q -~- r u n d  q - -  r. Die Haup~lasse • ist die einzige, 
durch deren Multiplication oder Division eine beliebige Classe Q nicht 
ge~i~ader~ wird, denn es ist ja: 

QE--~-.Q, ~m_.Q. 

Man kann also auf die Divisorenclassen ebenso wie auf die Divisoren 
selbst die Operationen der Multiplication and Division unbeschr~inkt aa- 
wenden. Iasbesondere folgt aus einer Gleichung Q/~ = S sofort die andere 

S (2-----N" 
Die Elemente ~ einer beliebigen Classe Q gehen nach (2) aus den 

entsprechenden Elementen ~ der Hauptclasse E dutch Multiplication mi~ 
ehaem mad demselben beliebig aber fest anztmehmenden Divisor ~o hervor, 
weleher daher der zu Q geh6rige Multi2licator genaxmt werden miige. Jeder 
Gr5sse ~ yon E entspricht hiernach ein eindeutig bestimmt~r Divisor 

-~-~o~ yon Q; wit wollen daher die beiden sich so entsprechenden 
Divisoren ~ mad ~ zugeordnete .Divisoren yon /~ mid Q nennen. Zwei 
solche zugeorthaeten Divisoren ~ mid ~ shad also dadurch charak~erisir~, 

gleich dem festen Multiplieutor ~o isis. Welchen dass ihr Quotient ~- 

Divisor ~o aus der Classe Q wit als Mulliplicat~r fiir deren Uebergange 
yon/~ zu Q w~ihlen, ist vollst~ndig gleichgiiltig; bei einer Aenderung des 
Mu/~iplica~ors ~ndern sich aber na~irlich die Paare zugeordneter Divisoren. 
Is~ ni~mlich ~ eha anderer Multiplieator und sind ~ mad ~ '  die einer 
und derselben GrSsse ~ der Haup~elasse das eiae mad das andere Mal zu- 
geordaxeten Divisoren, so wird ja: 

~g dea der ttaup~elasse angehSrigen Quotien~en yon El~ und wo i t = 

dis Zuor nnng Divi oren yon Q 

M~themati~ch~ Aa~aalon. LI-V. 31 
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neuen Multipllcator ~g, indem man die zu den Elementen $ ~1" ~ : " "  yon 
E ,.ugeordneten Divisoren ~ ,  ~ ,  ~i~, --- yon Q alle mit einem and  dem- 

selben Divisor ~ yon E multiplicirt. 
Man kaml den Multiplica.tor ~o i-~erhalb der Classe Q stets so 

wiiJalen, dass er einen oder mehrere gegebene Primtheiler ~ ,  ~ ' - - .  gar 
nicht, weder im Z~ihler noch im Nenner enthi~lt. Sollte das niimlich ffir 
den ursprfinglich gew~hlten Multiplicator ~o nicht der Fall seth, so kann 

t 
man start seiner einen anderen ~ -~- ~o- ~ nehmen und die Function ~o 

des Kiirpers K nach S. 458 so w~hlen, dass der Quotient: 

die Primfactoren ~ ,  ~ ' , . - -  gar nicht enth~ilt. 
Hat man den Multiplicator ~g so gew~ihlt, so sind je zwei zugeordaete 

Etemente ~ und ~ jener beiden Classen stets yon derselben Ordnu~g in 
Be~ug auf die gegebenen Primfactoren ~ ,  ~ ' , -  - �9 weil ja ihr Quotient jedes- 
real gleich ~o ist, jene Primfactoren also gar nicht enth~ilt. 

w 12. 

Es seien jetzt 

# beliebige Ftmctionen des KSrpers, welche also als Divisoren betrachtet 
der Hauptelasse (.E) angehiiren; da~m stellt jede homogene lineare Function 

(1) = 5 + c.A  + . - .  + 

fiir jedes Werthsystem c l . . . c : ,  ebenfalls einen Divisor der ttauptclasse 
dar, welcher durch jene Cons~ten eindentig bestimmt ist~ mid leicht 
folgendermassen geftmden werden kunn: 

Es set ~) der grSsste gemeinsame Theiler der ~ Divisoren ~l, ~.~,'-" ~., 
so class allgemein: 

ist, und die ~ ganzen Divisoren ((~l, (~:, ' -  �9 ~ )  theilerfremd stud. Dann 
ist die Function ~ ebenfalls ein Multiplum yon (~, d. h. es ist 

Ist n~alich ~ ein beliebiger P , ~  der Riemann'schen Fl~ehe, mid ist # 
die Or4aungszahl, welche alle Fuactionen ~i in ~ miades~ns besitzen, so 
ergeben sich ftir jene /~ Elemente die iblgenden En~ickelungen in der 
Umgebung yon ~:  

~i --~ e , ( x - - a )  -g -~- . " ., ( i  ~--- 1, 2 , . . .  D 
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wo nieht alle /x Anfangseoeffieienten er verschwinden. 
fiir ~ die Entwiekelung 

= + . . .  
WO 

(e) 
ist. 

Also 

475 

ergiebt sich 

SeiXe mix einem 
multiplicirt. 

Sind dann n'~mlieh: 

beliebigen yon Null verschiedenen Divisor 

die den /L Functionen ~1, ~-2,'--~.,, zugeordneten Divisoren der Classe Q, 
so is~ allgemein: 

MulXiplieirr man also die Gleiehung (1) mix ~o trod setzt den dann links 
sieh ergebenden Divisor ~o~ = !2, so isX ~ ein and zwar ebenfalls ein- 
deuXig bestirnmter Divisor derselben Classe Q, weil ja ~ eindeutig bestimmt 
ist und der Hauptclasse angehSrt. Durch die so sieh ergebende Gleiehung: 

ist also ~ r  jedes WerflasysXem el , . . .c~,  ein Divisor ~ yon Q eindeuXig 
bestimmt, n~mlieh ~ -~-~o~ ,  wenn ~0 der Multiplieator ~ r  Q und 

is~. Diese BesXimmmag yon ~ isX ganz unabh~imgig yon der Wahl des 
31 * 

e = clel  q -  c . ,e . , . .+ . . . ,  q-- 

Also ist ~ in jedem Ptmkte der Riemann'sc/aen Fl~iche mindestens 
yon der gleichen Ordnung wie der gemeinsame Theiler ~) yon ( ~ i ' "  ~,) 
also in der Form ~ darstellbar. 

Aus der Form (2) des Anfangseoefficienten e in der Entwickelung 
yon ~ folgen abet noeh wei~er unmittelbar die S~itze: 

1) Man kann die Constanten cl, c.~,.-.c~, auf unendlich 
viele Arten so bestimmen, dass in der Function ~ = ~3~ die 
Function @ beliebig viele beliebig gegebene Primfaetoren nicht 
enthfilt. 

2) Man kann die Constanten el, c2,- . ,  c~ stets so bestim- 
men, dass der Divisor 1~ einen gegebenen Primfactor ~ enth~ilt. 

Da sieh die Divisoren einer Classe Q yon den zugeordneten Divisoren 
der Hauptclasse ~ nur um einen und denselben Multiphcator ~o unter- 
scheiden, so gelten die soeben gefundenen S~iXze auch ohne Weiteres ffir 
die Divisoren einer behebigen Classe~ wenn wit festseXzen: 

dass jede Gleichung zwischen beliebigen GrSssen des KSrpers 
oder der Hauptclasse ~ giittig bleibt, wenn man ihre linke 
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Multiplieators ~o; denn setzt man ~ an die Ste]Ae yon s and sind 
~, ~ , - . . ~  die zu s ~1, "" ,  zugeordneten Functionen der ttauptclasse, so ist 

= 

und 
P 

und dies ergiebt genau denselben Divisor, well ja allgemein ~ ~ ~o ~ 

also a ~  �9 . ~ ist. 

Dutch die Gleichung (3) ist also fiir jedes Werthsystem e~, c.z,...c~, 
ein Divisor s yon Q eindeutig bestimmt. Wir kSnnen alas Verhalten des 
so bestimmten Divisors ~ in Bezug auf jeden einzelnen Primfactor ~3 
leicht feststellen. Zu diesem Zwecke w~hlen wir den Multiplicator ~o 
einfach so, dass er.~ weder im Z~hler noch im Nenner enth~ilt, was nach 
der oben gemachten Bemerkung stets mSglich ist. Dann enthalten abet die 
Divisoren ~ ,  ~1, s  " "  ~ ,  den Primtheiler ~ genau so oft, wie die zu- 
geordneten Functionen ~, ~1,--- ~z, welche dutch die Gleiehung (1) zusam- 
menb~ngen, und da dasselbe flit jeden Divisor ~ bewiesen werden kann, 
so k5nnen die soeben ftir die Hauptclasse gefundenen Resultate unmittelbar 
auf die beliebige Classe Q fibertragen werden. Ist also wieder ~) der 
gr6sst~ geraeinsame Theiler yon ~1~ ~ , - - "  ~/,~ ist also allgemein: 

wo die ganzen Divisoren (~, (~ . , . . .  {~, theflerfremd sind, so ist s 
ebenfalls dutch ~ theilbar, also gleich ~ {~ und man kann die Cons~nten 
O, c~,--.c~, stets so bestimmen, dass s entweder beliebig gegebene 
Divisoren nicht enth[ilt, oder dass ~ einen gegebenen Primfactor ~ als 
Theiler besitzt. 

Wir sagen, ~ Divisoren ~ , . . .  ~ sind linear unabh~ngig, wenn 
zwischen ihnen keine lineare Relation: 

mit constanten Coeffieienten besteht~ oder~ was dasselbe ist, wenn die /~ 
zugeordneten Funetionen ~,  ~, . . .  ~ der Hauptclasse linear unabh[ingig sind. 

w 13. 

Unter den Divisoren einer Classe Q sind nun diejenigen yon besonderer 
Bedeutung~ welche ganz sind, also keinen lqenner haben. Sie bilden einen 
Theilbereich jener Classe, welchen ich ihren ]ntegritiitsbereich nennen und 
dutch [Q] bezeichnen will. 

Ist 
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ein ganzer Divisor yon ~, so ist ftir die zugeordaete Function 

d. h. ~ is~ dann und nur dana ein ganzer Divisor yon Q, wenn die zu- 
1 

geordne~e Function ~ ein Mul~iphm v o a ~  is~, und ~o wieder den 
zur Classe Q geh~irigen Mul%iplicator bedeutek 

Sind {~1, (~2,---(~t, irgend welche gauze Divisoren yon Q, so is~ 
nach den Ergebnissen des vorigen Abschnittes jMer Divisor: 

ebenfalls ein ganzer Divisor. Wir wollen nun zeigen, dass flit jede 
Classe Q mtr eine endliche AnzaM linear unabhiingige ganze Divisoren 
existiren, dutch welche alle anderen homogen und linear darges%ellt werden 
kSnnen, tIierzu fiihren folgende Ueberl%o'ungen: 

Die Divisoren (~1, (~2,"-{~,  bilden dann und nut dann ein linear 
unabh~ingiges System gan~er Divisoren der Classe (Q), wenn die zugeord- 
net~n FuncLionen ~1, ~ , " - ~  der tL~upLclasse ebenfalls ]inear unabhi~ngig 

1 und si~mmtlich MulLipl~ des Divisors ~ sin& Is~ umgekehx4 ~1, ~,-"~zr 
1 

ein vollsti~ndiges SysLem linear unabhi~ngiger Multipla yon /3--~' so class 

also allgemein 
(~ 

is~, so bilden die zugeordneien Divisoren 

offenbar ein vollst~ndiges System linear unabh~ngiger ganzer Divisoren 
y o n  Q. 

Mit Benu~zung der imw 9 auseinandergese~z~en Me,bode kSnnen wit 
1 

aber s~e~s ein volls~iindiges Sys~m linear unabhRngiger Mul~ipla yon 
aufs~ellen. Zu diesem Zwecke bflden wit ein Fundamentalsystem 

welches in Bezug auf die S~elle flit den KSrper K und den Divisor ~oo' 

(x-~-%) regular ist. Sind dann wieder 

die Ordnungszahlen jener Functionen in Bezug auf jene Stelle (x ~ ao) , 
uad sind ferner r l , - - -  r, diejenigen unter ihnen~ welche positiv sind, so 
bilden die 

N = ( r ~  -l- 1) - I - " "  n u (r, nu 1) 
Funcfionen: 
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~ ~ (i = 1, 2 , . . .  s)  
~ '  (x - a0)' (x - ao) ~ 

1 
ein vollsti~ndiges System linear unabhiingiger Multripla yon ~ ,  und ihre 

zugeordneten Divisoren ein vollst~ndiges System ganzer Divisoren yon Q. 
Ein jedes vollstiindige System (1~, ( ~ , - - .  ~r linear unabhgngiger 

ganzer Divisoren yon Q soll ein Fundamentalsystem fiir den ~Bereich [Q] 
heissen, und die Anzahl N seiner Elemente wollen wir die Dimension 
yon Q nennen~ und durch {Q} bezeiehnen. 

Ffir eine beliebige Divisorendasse Q yon negativer Ordnung ist 
offenbar {Q} ~- 0, da ein ganzer Divisor negativer Ordnung nieh~ exist~irt. 
Dzsselbe is~ ftir jede Classe yon des Ordaung Null der Fall, wdche nich~ 
die Einhei~sclasse ist, denn ein ganzer Divisor kann nur dunn die Ordmmg 
Null h~.bert, wenn er gleieh Eins ist; in diesem Falle is~ aber Q ~-/~, 
weil diese Classe aUein die Coastanten enthi~l~. Also ist endlieh 

{.E} -~--- 1, 

die einzigen linear unabh~ingigen gan~,en 

w 14. 

Wit vesallgemeinern jetz~ das im vorigen Paragraphen gefundene 
Resulta~ indem wir uns folgende Aufgabe stellen: 

Es so]_len alle Multipla eines Divisors ~ innerhalb eines 
beliebigen Classe R gefanden werden. 

Ist speciell R--~-E die Hauptclasse, so ist diese Aufgabe bereits in I a. S. 449 
aufgestell~ und daun volls~ii3adig gelSst worden; sie wurde damals als das 
Hauptproblem in der Theorie der a]gebraischen Ftmctionen bezeichuet. 
Wir zeigen jetzt5 (lass und wie die hies vorgdegte al]gemeins~e Aufgabe 
unmi~telbar auf jene zuriickgefiihrt werden kann. 

Is~ ~ ~-- ~ eia Multiplum yon ~ in nerhalb 13, so ist q~ ein ganzer 

Divisor der Classe ~ und umgekehr~, da ja /~ ~-- Q- ~ ist; bilden also 

ein Fundamentalsystem fiir die Classe ~ ,  so ist ~ ~ !2 (~ dann und nur 

dana ein Multiplum yon q~, wema: 

is~, d. h. die /x Divisorea: 
~@~, ~i$.o, ' -"  ~ 

bilden ein vollst~adiges System linear unabhi~ngiger Multipla yon s und 
man erh~l~ so den wichtigen Sat.z: 
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also fiir 
Resultat: 

Die Anza~I aller linear unabh~ngigen MultipIa eines be- 
liebigen Divisors ~ welche innerhalb einer beliebigen Divisoren- 
classe /~ existiren, ist stets gleich 

also gleieh der Dimension der Classe -~, wenn Q die Classe des 

betrachteten Divisors ist i diese Anzahl ist also yon der specielten 
Wahl yon ~ innerhalb der Classe Q ganz unabh~ngig. Man 
erh~t ein vollstiindiges System linear lmabh~i~giger Multzipla 
yon ~ innerhalb R dadurch, class man die EIemente eines 

Fundamentalsystemes f'fir die Classe -~ mit ~ mulfiplieirt. 

]st speciell /~ ~ ~ die Hauptclasse, so ist die Anzahl aller linear unab- 
hiingigen Multipla yon f5 irmerhalb des KSrpers K(x, y) gleich der Dimen- 

i der dureh den Divisor ~- bestimmten Classe, man erhiilt 

unsere frfihere Aufgabe noeh das beinahe selbstversNndliche 

Die Anzahl aller linear unabh~ngigen Multipla eines 
Divisors ~ innerhalb des KSrpers K(x, y) bleibt unge~indert, 
wenn man ~ dutch einen beliebigen ikluivalenten Divisor ersetzt. 

Es sei jetzt Q eine beliebige Classe, und 

(~1, ~ ,  " '"  ( ~  

miige ein Ftmdamentalsystem fiir Q sein. Ist dann ~) der gr~isste gemein- 
same Theiler jener 9 Divisoren~ so ist ~ ebenfalls ganz: u.ud jeder andere 
ganze Diviso~ yon G: 

ist ebenfalls ein Multiplum yon ~) also gleieh ~ )~ .  
Es sei nun allgemein: 

geh~rige Classe, so bilden die /~ theflerfremden ist dann D die zu ,~ 
ganzen Divisoren 

$1,  (~g,""" (~  

ein Fundamen~lsystem fiir die Classe: 

- -  Q 

denn diese Divisoren gehSren erstens offenbar aUe zu dieser Classe, zweitens 



sind sie linear unabh~ingig, lind drRtens ist jeder ganze Divisor ~ yon G 
in der Form 

darstellbar, well das Product ~)~-~-@ zu Q gehSrg, also in der Form 

ci(~i Jr- �9 �9 " -]- c~ (~# enthaRen isk Da die ~ Divisoren (~i,'-" ~ ,  theiler- 

fremd sind, so kann man innerhalb G einen Divisor 

so auswiihlen, dass er belieblge Primfactoren nicht enthiilt; wir denken 

uns einen Divisor Go speciell so gewiihlt, dass er zu ~) rela~iv prim ist. 
Ist also Q eine beliebige Classe, ~ der Theiler aller Divisoren des 

Integritiitsbereiches [Q], ist ferner D die Classe yon ~ ,  mid 

Q=DQ, 
so besitzen die beiden Classen dieselbe Dimension ~, d. h. es ist: 

ferner abet besteht der Satz, dass flit die Classe D 

= l  

ist, dass niimlieh jene Classe nur den einen ganzen Divisor, ~ enthiilt. 
In der That, existige ausser ~ auch nur noch ein anderer ganzer Divisor 

~" innerhalb D, mid ist t~o der oben bestimmte zu ~ theileffremde 

Divisor yon G, so wiirde ja das Product ~ '  Go ein ganzer Divisor yon G, 
also als solcher nothwendig dutch ~ theilbar sein, und dies ist unmSglich, da 

(~o zu ~ relativ prim, und ~ '  yon ~ verschieden ist~ al~o nothwendig 
mindestens einen Primfactor ~ weniger oft enthiilt als ~ .  

Eine Classe Q soll nach dem Vorgange der Herren Dedekind und 
Weber eine eigentliche Classe genannt werden, wenn ikre ganzen Divisoren 
(~1, ' ". N~ relativ prim sind; haben dieselben dagegen den gr5sst~n gemein- 
samen Thefler ~ ,  so soll G eine uneigentliehe Classe vom Theiler f~ ge- 
nmant werden. Im letzteren Falle kann also vermittelst der Gleichung: 

p = D . Q  
jede uneigen~liehe Classe als Product einer eigentlichen Classe Q und einer 
anderen D dargestell~ werden, deren Dimension {D} stets gleich Eins isk 
Ist Q selbs~ eine eigenfliche Classe, so ist speciell ~ ~ 1, D ~ E,  mid 
esis~ also auchhier {D}-~- {E} ~ 1. Sind endlieh q, ~ mid tI die Ord- 

nungszahlen yon Q, Q mid yon ~ ,  so folg~ aus dieser Gleichung: 
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w 15. 

Wit wollen die in dem ersten Theile dieser Arbeit geftmdenen rein 
arithmetischen Resultate jetzt auf die Theorie der a~gebraischen Differen- 
tiale und die zu ihnen gehSrigen Inte~alfunctionen anwenden. 

Es seien ~ und ~/ zwei beliebige GrSssen des KSrpers K(x~ y) und 
es m~ge: 

7) = o 

die zwischen ilmen bestehende irreductible algebraische Gleichung sein. 
D~.nn ergiebt sich aus ihr durch Differentiation die Gleichung: 

d. h. das Verh~ltniss der beiden Differenti~le d~ und d~ ist als rationale 
Function yon ~ und ~ eine GrSsse des KSrpers K(x,  y), welche also 
durch den zu ihr gehSrigen Divisor his auf eine multiplic~ive Cons~ante 
bestimmt ist. Wir stellen uns daher die flit das Folgende fundament~le 
Aufgabe, diesen Divisor zu bestimmen. 

Wegen der Gleichung: 
dn d~.  d~ 
~ dx dx 

geniigt es offenba% zu bes~immen, wie oft ein beliebiger Primdivisor 
d~ und dn in jedem der beiden Differentialquotienten ~-~ ~/x enthalten ist, wean 

x irgend eine GrSsse des KSrpers ist~ die als unabhi~ngige Variable an- 
genommen wird. Der EinfachheR wegen wiihlen wir x so, dass der be- 
truchtete Punkt ~ einem endlichen Punkte (x ~ a) der zugeh~rigen 
Rieman~'schen Fl~iche entspricht, und es bestehe ftir die Function ~ in 
der Umgebung der Stelle ~ die folgende Entwickehng: 

a + l  
- -  + " + - . . ,  

wo also ~ das constante Glied in der Entwickelung yon ~ bedeutet, und 
die Ordnungszahl d yon ~ -  ~o positiv oder auch nega~iv sein kanni 
dann en~h~R also der Linearfactor ~ -  ~o genau die d ~ Pot~enz yon ~. 
Dureh Differentiation dieser Gleichung nach x ergieb~ sich aber: 

d - - i t  

d A ~,~. d ( x - - a )  a _[_... 
dx--~" -~ 

d~ genau durch ~ - "  ~heilbar~ EnthiiR also ~ ~ 6o die Potenz ~ ,  so ist 

wenn die Stelle ~ flit die Kugelfliiche K~ ein a-bli~ttriger Verzweigungs- 
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punkt ist, Da abet das Analoge anch ffir die Function ~ gilt, so ergiebt 
sich zuniiehst das folgende einfache l~esultat: 

Sind ~ und % die zu ~ und ~ gehSrigen constaI~ten Glieder 
in der Entwickelung jener Funetionen in der Umgebu.ng der 
beliebigen Stelle ~ ,  und sind die Linearfactoren ~ -  io and 
~ / -  ~/o also durch ~d und ~e theilbar, so ist tier Differential- 

d~ ~e--d quotient ~-~ genau durch theilbar, es ist also 

(~) 
wenn das Product fiber alle S~e]len ~ erstreek~ wird. 

Denselben Divisor kSnnen wit abet, und das ist das Wesenfliohe, auf 
andere Ar~ und zwar in gesehlossener Form darstellen. W~hlt man 
als unabh~ngige Variable, so gehSrt zu ihr eine Riemann'sche Kugel- 
fl~che ~ und ein bestimmter Verzweigungstheiler ~ ,  welcher alle and 
nut die Verzweigungsfac~oren ~ f/Jr diese Fliiche ~$ enthiilt, jeden zu 
der Potenz erhoben, welche seine Ordnungszahl angieb~; das Entsprechende 
gil~ ffir die Function ~. Es sei nun 

n~ a~ 

und es seien ~ und ~ bzw. die Verzweigungstheiler fiir die Functionen 
und y. Dana gilt der folgende wichtige Satz: 

Sind ~ und ~ zwei beliebige GrSssen des KSrpers K, so be- 
steht immer die Gleichung 

( 1 )  = 3A. 

Zum Beweise dieses Sa~zes brauehen wir nut zu zeigen, dass der reehts 
stehende Quotient jeden Primfaetor ~ in der (e--d)  t~ Potenz enthiilt, 
und dies is~ offenbar gesehehen, sobald wir naehgewiesen haben, dass 

flir ein beliebiges ~ der Divisor 3j" genau dutch ~a-1  theflbar ist und 

O~s Analoge fiir ~ gilt. 
Ist nun ~ zun'~chst eine im Endlichen liegende Sielle der Fliiche R$ 

und enth~t der zugehiirige Linearfactor ~ ~ 6o die Potenz ~ yon ~, 
so ist, wie oben w 10 gezeigt wurde, ~ eine endliche Verzweigungsstelte 
der (d - -1 )  t~= Ordnung, also ist ~ dutch ~g-~ theilbax, w~ihrend in n~ 
der Divisor ~ gar nieht auftritt, welt ~ im Endliehen lie~. Also ist 

3~ in diesem Falle wirklich genau dutch ~ - ~  ~heilbar. 
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Ist dagegen ~ eine unendlich ferae Stelle fiir ~ ,  ist also d ~ - -  d 
negativ, so ist n~ dutch ~ theilbar, ~md ~ entspricht einem Ver- 
zweigungspunkte der ( d - - l )  u~ 0rdnung, der Verzweigungstheiler ~ 

enth~t somit genau die Potenz ~ - 1  Also ist der Quotient 3~ �9 -~ dutch 
rt~ 

theilbar, die aufgestellte Beh upa g ist 

also volls~indig bewiesen. Ebenso zeig4 man, dass der Quotient 8~ genau 

~ - x  enthglt, nnd darer ist die Riehtigkeit der Gleiehung (1) bewiesen. 
Aus dieser Gleiehung ziehen wir zuniiehst eine merkwiLrdige und 

ffir das WeRere sehr wiehtige Folgerung. Da ngmlieh der Differential- 
d~ quotieng ~-~ eine Fmaetion des KSrpers K ist~ so shad die beiden Divisoren: 

3~ mad 3~ 
2 

auf der reehten SeRe yon (1) einander nothwendig ~quivalen~, und daher 
sind ihre Ordnmagszahlen einander gleich, wie auch ~ mad y innerhalb 
des KSrpers angenommen sein mSgen. Sind also ~ und ~7 zwei beliebige 
Funeiionen des KSrpers, sind n~ trod nr ihre Grad% und w~ trod wr die 

Orduungen ihrer Verzweigungstheiler ~ und ~ ,  so isr stets: 

w~ - -  2n~ ----- w ~ -  2n~ 

d. h. die Zab/ w ~ 2 n  ist eine Invariante des KSrpers, denn sie ist un- 
abhiingig yon der Wahl der zu Grunde gelegten Variablen. Nach w 9 
is~ w eine gerad% also die Zahl 

1 
p - ~ - ~ w - - n - ~ - I  

eine ganze Zahl~ welehe fiir jede Gr(isse yon K den gleiehen Werth 
besitzk Wir nennen dieselbe das Geschlecht yon K. Diese Zahl ist eine 
der wichtigsten lnvarianten des KSrpers. 

w 16. 

Jedes Differential, das zu dem KSrper K gehSrt~ kann je nach der 
Wahl der Integrationsvariablen in sehr verschiedener Form geschrieben 
werden. Ist ~ die Integrationsvariable, ~ der Integrand~ so ist das zu- 
gehSrige Differential 

und beim Uebergange zu einer anderen Integrafionsvariablen ~7 erE41t man: 
d$ 

= = 
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Sind also ~ and ~ die Integranden ftir ein und dasselbe Differential 
de% wean man das eine Mal ~, das andere Mal ~ als Integrationsvariable 
zu ~runde legt, so sind diese beiden Gr~issen des K~irpers K dureh die 
()leiehung: 

~ d~ 37 3~ 

mit einander verbunden, d. h. es besteht far jede GrSsse yon K die 
Gleiehang: 

wo also ! ~  ei'n algebraischer Divisor ist, welcher nut yon dem Differential 
da~, aber in keiner Weise yon der Wahl cler Integrationsvariablen ~ oder 

abh~ng~ und der dem Differentiale dto zugehi~rige .Divisor genannt 
werden soll. Umgekehr~ ist abet aaeh das Differential da~ dutch den 
zugehiirigen Divisor ~8~ bis auf eine multiplicative Constante vollstKndig 
bestimmt; denn fiir eine beliebige Integrationsvariable ~ ist ja dann: 

Alle Divisoren ~ sind untereinander i~quivalent~ sie gehSren also einer 
und derselben Divisorenclasse (W) an; denn is~: 

so ist ja f'tir die zugeh~irige= Divisoren ~ and ~ ,  

d. h. jener Quotient ist eine GrSsse yon K, und da 

3~ 3~ 

ist, so ist die Classe (W) mit der Classe aller Divisoren iden~iseh, welche 

3~ sind~ wenn ~ irgend eine Griisse des KSrpers ~quivalent dem Divisor 
rt~ 

bedeutet. Es kann demnaeh die Classe (W) aller Differential~heiler aueh 

als die Classe _~  

Divisor !~ dieser Classe einem Differentiale rico; dean ist ~ iiquivalent 
3~ 
n~' so is~ ja 

8~ 
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wo ~ eine Gr~isse des K6rpers K ist, d. h. ~ entspricht dem Differentiale: 

d ~  = ~d~. 

Wie also alle und nut die Divisoren der Hauptclasse mit allen Gr~issen 
des KSrpers K(x~)) zusammenfallen, so entsprechen alle und nut die Divi- 

soren der Classe ( W ) =  (Z~) allen Differentialen da~, welche zu 

diesem KSrper K gehSren; daher soll (W) die zum KSrper K gehSrige 
Differentialclasse genannt werden. Die Ordnung der Differentialclasse 

(B~-i) w - -  2 p - - 2 ,  Allgemeinen yon ver- ist 2nw_ somit im Null  
x 

schieden. Die Untersuchung dieser Divisorenclasse fiillt also vollstiindig 
mit der Betrach~ung aMer Abel'schen Differentiale zusammen. Als 

Multiplicator f~ir die Differentialclasse kann man irgend einen Divisor BZ 
l I  x 

wiiJalen, wenn x eine Gr~isse des KSrpers K bedeutet. Diesem Multipli- 
cator entspricht dann die Darstellung der Differentiale deo in der Form 
~xdx d. h. die Wahl yon x als lntegrationsvariab]e. 

Wit fragen uns zun'~chst, wie sich das einem Abel'schen Differentiale 
deo zugeh6rige Integral co in der Umgebung einer beliebigen Stelle 
verlfi41t, und wit zeigen, dass dasselbe an allen und nur denjenigen Stellen 
nicht reguliir ist, fiir welche die zugehSrigen Primfactoren in ~o, ent- 
halten sin& Es werde die Integrationsvariable x so gewiihlt, dass tier 
gerade betrachtete Prim.factor ~ weder in rt~ noch in ~x auf~itt, class 
also die Stelle ~ eine regal~re im Endlichen liegende Stelle der Kugel- 
fl~che ~ ist. Beides ist offenbar mSglich; denn man brauch~ nur fiir x 
eine Gr5sse zu w~iMen, welche in ~ yon der ersten Ordnung verschwindet; 
dann entsprieh~ ja ~ eine regulate Nullstelle fiir x ~ 0. Dann ist in 
dem Differentiale: 

~ in Bezug auf ~ yon genau derselben Ordnung wie ~ .  Ist also ~f~ 
genau durch ~a theilbar, wo d positiv, negativ oder :Null sein kann, so 
best~ht fiir ~dx  in der Umgebung yon ~ die folgende Entwickelung 
nach Potenzen yon x: 

mad durch gliedweise Integration dieser Reihe ergiebt sich also 

r d 
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wo % die Integrationsconstante ist, oder fiir den specieUen Fall, dass 
d ~ - -  1 ist: 

- -  % ~ ~ - 1  ~ x  -~-  - �9 -, 

d. h. es besteht der Satz: 

Ist ~ ein d-facher Theiler des zu deo geh5rigen Divisors ~ ,  
so ist das Integral e o -  co o entweder dutch ~ e + l  oder (lurch 

l (~ )  theflbar, je naohdem d ~ -  1 oder d = -  1 ist. Wit  

sagen hier, dass eine Integralfilnction den Divisor l ~  enth~tt, 
wenn ihre Entwickelung in der Umgeblmg yon ~ mit dem 
Logarithmus des zugehSrigen Linearfactors anf~n~. 

Wir  sagen nun, ein Integral verh~t sich an einer Stelle ~ regul~r~ wenn 
eo ~ e% in ~ yon tier ersten Ordnung ist, oder wenn in der Umgebung 
derselben die Entwickehng besteht: 

1 2 

= + + + . . .  

und der Coefficient eo 1 yon Null verchieden ist, d. h. wenn die Differenz 
eo ~ o~ o in ~ genat~ yon der ersten Ord.aung verschwindet. Dann folgt 
aus dem soeben bewiesenen Satze, class co ffir alle und nut die Prim- 
divisoren nichfi regul~ir ist, welche in ~ ,  enthalten sind, und zwar wird 
c o -  eoo flit alle und nut die Theiler des Nenners in ~ unendlich gross. 
Wir brauchen daher im Folgenden nut die Divisoren ~ zu betrachten, 
urn die Natur der Abel'schen Integrale eo vollst~udig kennen zu lernen. 
Man erkennt somit, dass in der That das Integral co an jeder Stelle 

durch den zugehSrigen Divisor ~ in durchaus einheitlicher Weise.  
charakterisirt wird. 

Jeden Differentialtheiler ~ kSnnen wir als Quotienten zweier ganzen 
Divisoren d. h. in der Form schreiben: 

Der Nenner enthiilt alle und nut die Pun~te, welche den si~mmtlichen 
Unendlickkeitsstellen des Integrales co entsprechen, und zwar entspricht 
jedem einfachen Primfactor eine logarithmische UnstetigkeitssteLle, jedem 
Primfactor ~ "  ein Pol der (m ~ 1) Ordnung in dem Integrale. Ebenso 
enth~.lt der Zii~ler alle und nur die Stellen fiir welche ~ -  ~o yon h(iherer 
als tier ersten Ordnung verschwindet. 

w 1 7 .  

Die Fundamentalaufgabe in der Theorie der Abel'sehen Integrale 
kann in ihrer allgemeinsten Form so ausgesprochen werden: 
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Es sol] ein vollst~ndiges System linear unabh~ngiger Differen- 
tiale do gefunden werden, deren Divisor ~B~ ein Multiplum 
eines beliebig gegebenen Divisors ~ ist, ffir welche also 

ist, wenn {~, irgend einen ganzen Divisor bedeutet. 
Diese • kann, und zwar ffir eine beliebig gegebene Integrations- 
variable folgendermassen ge!~st werden: 

Wit bilden nach der i m w  4 aagegebenen Methode ein Fmldamental- 
system: 
(i) 
ftir den KSrper ~" und die unabh~ngige Variable x in Bezug auf alle Multipla 

1 
yon -~-, und zwar m5ge es gleich so gew~hlt sein, dass es ftir eine be- 

liebige regul~re SteUe (x------%) reguliir ist. Zu diesem Systeme bilden 
wit das complementiire; 
(2) ~,, ~ , , - . - ,  ~.; 

naeh w 7 III ist dasselbe dann in Bezug auf (x ~-%) ebenfalls regular, 
und es kann yon vornherein so geordnet vorausgesetzt werden, dass die 
Ordnungszahlen seiner Elemente 

0 i ,  0 3 ,  " " ", ~ 

in Bezug auf diese Stelle eine zunehmende Reihe bilden, dass also all- 

gemein O~ ~ O,+a ist. Ist dann ~, das erste Element, dessen Ordnungs- 
zaM ~, ~ 2 ist, so bilden die folgenden Differentiale: 

(:~) (x_a~)).dx, (x_ao),dx,..., (x_ao~ dx ( / - ~ - - 3 , $ - J - 1 , - . - , , )  

ein vollstgndiges System linear unabhgngiger Abel'scher Differentiale, 
deo-.~ ~,,dx, fiir welche ~B. ein Multiplum yon J~ ist. 

Das System (~1, ~2,--", ~,) ist n~imlich n. d. V. ein Fundamental- 

system fiir die Multipla yon + ,  also das r (~I, ~,,'" ", ~.) 

ein Fundamentalsystem ffir die Multipla des eomplement~ren Divisors 

~-~. Da dasselbe abet in Bezug auf die Stelle (x ~---%) der unabh~gigen 
3. 
Variablen x ausserdem regular ist~ so bflden die Elemente: 

s + l  ..,n) 
~i, ( x - - a . ) '  " " ' ( x - - ao )  ~ i -2  '" 

ein vollst~adiges System linear unabh~ng]ger Multipla yon ~ 3--~, welehe ausser- 

dem in allen n Punkten ~1, ~ , ' - - ,  ~ , ,  welche bei x ~-- % fiber einander liegen, 
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mindestens die Ordnungszahl 2 besi~zen, oder, was dasselbe ist, jen~ 
Elemente bilden ein voltst~indiges System aller Multipla des Divisors: 

2 

3~ 
Dividirt man daher jedes dieser Elemente mit 

9, 

( x - -  ao) = 
I t  x 

so eskennt man, dass in des That die Elemente (3) ein vollstiindiges 

System linear unabh~ngiger Multipla yon 3~ bilden, also den Be- 

dingungen der Aufgabe genfigen. 
Als Beispiel betrachten wit die s. g. Integrale erster Gattung ~, 

welche an keiner einzigen Stelle eine Unendlichkeitsstelle besitzen. Aus 
den Ergebnissen des w 16 fol~, dass dies dann und nut da , ,  der Fall 
ist, wenn des dem Differentiale de zugehSrige Divisor ~ ganz ist, also 
keinen Nenner besitzt. Also entspricht den linear unabhingigen ganzen 
Divisoren der Classe (W) oder, was dasselbe ist, den Vielfachen des 
Divisors ~ ~ 1 ein vollst~indiges System linear unabh~ngiger Differentiale 
erster Gattung. 

Der Einfachheit wegen nehmen wir an, was ja eventuell stets dutch 

eine Substitution x' --~ 1---!--- erreicht werden kann, dass der Stelle x ~  cx~ 
X ~ a o 

n reguliire Punkte der Kugelfl~iehe ~x entsprechen. Alsdann kfnnen wit 
die Stelle (x~--~-c~) an Stelle der vorher eingeffihrten ( x =  %) w~hlen, 

1 
mid daher den Linearfactor x -  a 0 dutch --  ersetzen. Nach der so- x 
eben angegebenen Me,ode bilden wit nun zuerst ein Fundamentalsystem 

fiir die ganzen algebraischen Functionen yon K ( x ,  y), welches flit die 
Stelle '(x ~ c~) regul~ is~, lind es bedeuten: 

pl, ~,, -- -, q~ 
die Osdnungszahlen der n Elemente ~7~ Rir jene Stelle und zwar seien 
dieselben so bezeichnet, dass q~ ~ q2 ~ -  �9 �9 ~ q~ ist. Dann ist 

~ q -  e~ q -  "" " q -  e~ ----- 2 '  

mad man zeig~ leicht, (lass ei ~ 0 ist und alle folgenden Ordnungszahlen 
negativ sind. In der That, eine gauze algebraische Function ~7 besitzt 
im Endlicben gar keinen Pol; soll sie also keine Constante sein, so muss 
sie mindestens in einem der n unendlich fernen Pu~kte yon negativer 
Ordnung sein, J~e Ordnungszahl ~ ffir ( x ~  oo) ist also stets negativ 
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und anr d~nn Null, wean ~/ eine ConstanCe ist. Da aber im KSrper K 
sicher auch die Cons~nten auf~eten, so muss ~ / i -  c, folglich ~1 ~ 0 
sein, aber ~ kann daan nieh~ mehr Null sein, da sonst auch ~2 constant 
w~re, also 71 und ~/~ rational abhlingig w'~ren. 

Es sei nun 

das complementiire System zu (~1, ~ , ' "  ", ~)-  Sind dann 
", 

die Ordnungszahlen seiner Elemen~e, so ist atlgemein: 
- -  

d.h.  es ist ~1 ~ 0, und alle folgenden Ordnungszahlen ~ , - . . ,  ~ sincl 
positiv. Is~ also ~, das ers~e Element, dessen Ordnungszahl > 2 ist, so 
bilden die Functionen: 

(i=s,s+i,...,,) 
ein vollst~ndiges System linear unabh~ingiger In~egranden erster Gattung, 
denn sie bilden ein volls~ndiges Sysbm linear unabh~ngiger Mul~ipla 

2 
11 m 

yon ~ ,  da sie fiir x ~ ~ aUe mindes~ens die Ordnungszahl 2 be- 

sitzen. D ,  ~ ,  . -- ,  ~,_~ alle gleich Eins, also ~ - - 1 , - . - , ~ , - 1 - - 1  
gleieh Null sind, so kan~ ihre Anzahl auch so geschrieben werden: 

1 

tm~l da nach w 7 IlI 

is~, so folgt fiir die obige Summe der Werth: 

-E - -  n ..~- l --~ p .  

Also die A n ~ a l  aller linear unabh~gigen In~egrale erster 
Gattung is~ st~ts dem {]eschlecht des KSrpers K ( x ,  y) gleich. 

Es e~stiren also nur dann gar keine aUenthalben endlichen Integrale 6 
wenn p ~ 0 ist, und clas is~ wieder dann und nu~ daun der Fall, wenn 
in dem Fundamentalsys~eme (~l~'" ", ~ )  alle Element~, ausser dem ersten, 
die Ordnungszahl ~ 1 besitzen. Da endlich die Anzahl  

ihrer lqaLar ne~h nie negaLiv sein kami, so ist stets 

M a t h e ~ t ~ h e  ~ a l e n o  L I~ ,  3~ 
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w 18. 

Es set ~ ein beliebiger Divisor, (Q) seine Classe, mad q die 0rdnung 
derselben; dann ist ein Differential deo dann und nut dann ein ~ultiplum 
yon ~ ,  wenn ffir den zugeh6rigen Theiler ~ eine Gleichung 

~ ! 2  . ~  

best~ht, in der ~ einen ganzen Divisor bedeutet; da dana umgekehrt 

ist, so ist IN~ eln ganz~r Divisor der Close -~ . Zu jeder Classe (Q) 

gehS~ eine ~dere ( Q ' ) ~  -~ , die s. g. Ergiinzungselasse, welehe alle 

~ d  nur die Divisoren ~ enth~lt, deren Z~ihler zu (W) und deren Nenner 

zu (Q) geh~n. Ist q' die Ordn~mg der Classe (Q'), so folgt aus der 
Gleiehtmg 

(Q)- (03 =.(W), 
~ + q '  = 2~o--  2. 

Ein Differential dco ist also daam und nut dann ein Multiplum eines 
Divisors ~ ,  wenn ~9~. ~ ~ - { ~  and ~ ein ganzer Divisor der Er- 
g~nzungsclasse (Q') ist, und die Au~ahl allen- linear unabh~ialgigen Diffe- 
rentiale, welche Multipla yon ~ sind, ist demnach ftir alle zu ~ ~qui- 
valen~en Divisoren dieselbe, n~mlich gleich der Anza~ der linear un- 
abh~hagigen ganzen Divisoren der Erg~inztmgsclasse (Q'); es ergiebt sich 
also der Satz: 

Ist (Q) eine beliebige Divisorenclasse, und ~ irgend ein Divisor 
yon (Q), so ist die hnzahl aller linear unabh~xtgigen Multipla 
rico yon ~ stets gleieh der Dimension {Q'} der Erg~inztmgs- 
elasse yon (q). 

Wir wollen jefiz~ eine Beziehtmg zwisehen den Dimensionen yon zwei 
beliebigen Erg~nztmgselassen herlei~en, welehe dzr ~iemann-_Pwch'sche Satz 
genannt wird. Zu diesem Zweeke w~hlen wit die tmabh~ingige Variable 
x so, da~s der Stelle x-~-o~ n regulate Punk~e ~ entsprechen. Es seien 
dann ~I trod ~ '  zwei beliebige ganze oder gebrochene Divisoren, welche 
aber keinen Divisor ~.~ enthalten, trod deren Product: 

~ -  ~ ' =  3~ 
dem Verzweigtmgs~hefler der-Kugeltiiiche K~ gleich ist. Damn sind die 
zu den beiden Divisoren: 

!5 = ..~ ~ ' ~  ~'' 
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gehSrigen Classen (Q) und (Q~) Erg~mzungsclassen, da 

I I  x 

also (~Q') ~ (W) is~, und umgekehrt kann man in zwei beliebigen Er- 
g~n~,~mgselassen ste~s zwei solche Theiler ~ und ~ '  linden. Die Dimension 
{Q} der Classe (Q) ist d ann gleich der Anzahl aller linear unablffmgigen 

1 llx ganzen Multipla des Divisors ~ - ~ - ~ -  hmerhalb K(xy) and ebenso ist 
1 nx 

{Q'} gleich der Anzahl der unabh~ingigen Multipla yon -~r ~---~,- 

Um nun diese Dimensionen {Q} und {Q'} zu fmden, bestimmen 
wir zun~chs~ ein Fundamentalsystem 

1 des KSrpers K(x, y) fiir den Divisor -~-, welches ffir die Stelle ( x =  c~) 

regulis ist, und es seien wieder 
~,, ~ , . . . , ~ "  (~,>~,+~) 

die Ord_aungszahlen seiner Elemente fiir jene Stelle. Dann ist das comple- 
ment~ire System 

i~, ~ , - . . ,  ~. 
ein Ftmdamentalsystem ffir den complement~ren Theiler: 

welches ebemralls ffir (x---~ ~ )  regular ist~ and dessen Ordnungszahlen 
ffir jene Stelle bzw. 

sind. 
Dann sind alle und nur die linear unabhKngigen Multipla yon 

1 ~tz 
~ - ~  in dem Systeme 

~,, x~,, . . . ,  x "-~ ~, (~,> 1) 
enthalten, for welche die Ordnungszatflen ri ~ 1 sind; denn alle diese 

sind Multipla yon ~ - ,  weft das System (~) ein Fundamentalsystem ffir 
1 ~ .  ist, abet sie siad auch Multipla yon rt~, well sie alle mindestens die 

Ordnungszahl + 1 fiir (z ~ - -~ )  besitzen. Ihre Anzahl, die Dimension 
{Q}, ist also dutch die Gleichung 

{Q} = ~ ,  + ~  + . . .  + r ,  
gegeben, wenn r, die le~zte Ordnangszahl r i s t ,  welehe > 0 isk Hier 
kSnnen und sollen die Ordmmgsza.h!en r~ = 0 mitgez:4hlt werden, ~ sie 
~a an tier Summe niches ~ndera. 
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Wean man abet jetzt 
spondirende Gleiehung 

Dagegen sind alle trod nut die unabh~ngigen Muttipla yon ~ - ~  s 
in dem Systeme: 

~,  x,~-~, x ~ , . . . ,  x - ~ - ~  ( - - r , >  1) 

en~alten, ffir welche ihre 0rdnungszahl - - r ~  ~ 1 ist, dean alle diese 
1 shad Multipla yon ~ ,  abet aueh yon rt~, weil auch sie mhadestens die 

Ordaungszahl -Jr-1 fiir (x = ~ )  haben. Ihre Anz~hl, die Dimension 
{Q'} der Erg~nzungselasse (Q'), ist also gleieh: 

{Q'} = - -  (r,+~ + ~,+~ + . . .  + ~) ,  

well ja n. d. V. r,+~ die erste negative Ordnungszahl in dem Systeme 
(~3, also (~r ,+~)  die erste positive in dem eomplementiiren Systeme 
(~;) ist. Dutch Subtraction ergiebt sieh also die wiehtige (~leichtmg: 

I Q} - -  ~q'} = ( r ~  + ~ + - - -  + ~ ) .  

Nun war aber das System (~1,-" ", ~)  ein Fundamentalsystem ffir die 
1 1 Multipla des Divisors ~ -  -~- ~-~, dessen Ordnung gleieh - -  (q q- n) ist; 

also ist 
w rx q--r~ q - . . . - t - r ~ q  q - n ~ - ~  ~--q--p q-1, 

w o w  die Verzweigungszahl der zu x gehSrigen Kugelfl~ehe ~= ist; die 
soeben gefundene Gleiehung geht also fiber in: 

{ Q } =  {q'} + q - - p +  1. 

Q mit Q' vertauseht~ so ergiebt sieh die eorre- 

{ Q ' } =  {O} + q ' - - p  + 1. 

Subtrahirt man die zweite yon der ersten Gleiehung, so kann das Resultat 
folgendermassen gesehrieben werden: 

(I) ( Q} q = {O'} q" 2 2 

Erset~t man endlieh in der zweiten der soeben gefundenen Gleichungen 
die 0rdnung Q' der Erg~nzungselasse (Q') dutch 2 1 9 -  2 -  q, so erh~ilt 
man die zweite Gleiehtmg: 

(Ii) -g = {Q'}----- {Q} + / 9 - -  1 - q .  

Beide ~teiehungen geben ans die gesuehte Beziehung zwisehen den Dimen- 
sionen yon zwei beliebigen Erg~nzl~ngsclassen und kSnnen folgender- 
massen in Worten ausgesproehen werden: 
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I) Ist Q Q ' ~  W, so besitz~ die Differenz zwischen der Dimension 
und der halben Ordnung ffir Q und Q' s~e~s den gleichen 
Werth. 

II) Ist ~ ein be!iebiger Divisor der Ordnung q und (Q) seine 
Classe, so ist die &nzahl aller unabE4ngigen Differentiale do, 
deren Divisoren ~ Multipla yon ~ sind, s~ets gleich der 
Dimension der Classe (Q) vermehrt um die Zahl p -  1 ~ q, 

Aus der zweiten 81eichung ziehen wit noch zwei einfac-he, abet f'fir das 
Weitere sehr wichtige Folgerungen. Is~ ~ ein beliebiger Divisor, dessen 
0rdnung q-----~ b negativ ist, so ist die Dimension {Q} = 0, da es 
keinen ganzen Divisor yon negativer 0rdnung giebt. In diesem Falle 
ist also 

Die Anzahl aller linear unabhiingigen Differentiale, welche 
Mul~ipla eines beliebigen Divisors yon negativer 0rdnung b sind~ 
is~ also s~ts gleich b + p ~ t. 

Ist zweitens ~ = ~ ein beliebiger Divisor der Hauptclasse, so is~ (Q) ~ (E) 
also q -~- 0, {E} = 1, da die einzigen ganzen Divisoren dieser Classe die 
Constanten sind; in diesem Falle ist also die Erg~nzungsclasse 

( Q')  = = ( 

u_nd es ergieb~ sich also aus (]/) die GIeichung: 

(IV) { w } =  p, 
also wieder der Satz, dass die Anzahl der linear unabhiingigen Differen~iale 
erster Gat~ung gleich p ist. Abet bier folgt allgemeiner, dass auch die 
Anzahl aller unabh~ugigen Differentiale deren Divisoren Multipla eines 
beliebigen Divisors ~ der Haup~elasse ist, stets gleich/0 ist. 

w 19. 

Wit benutzen zun~hs~ den Riemann-Roch'schen Satz zum Beweise 
der Thatsa~he, dass die Differentialdasse (IV) eines jeden KSrpers K eine 
eigenfiiche is~, d. h. dass ihre ganzen Divisoren (~1, ! ~ , . . . ,  ~ )  nicht 
alle einen gemeinsamen Theiler ~J~ besitzen. Ist niimlich ,a der Grad jenes 
Divisors ~ und (M) seine Classe, so is~ 

die p g nze  Di soren geh ren der 

Classe W, welche durch die Gleichung 

M W = W  
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vollst~ndig bestimmt ist. Far diese beiden Ergiinzungsdassen M and 
W best~ht aber nach Formel (I), w 18 die Beziehung: 

= { w }  

wenn ~ die Ordnung der Classe W bedeuLet; nun bestehen aber naeh 
den Siitzen des w 14 die Gleiehungen: 

Setz~ man diese Werthe in die Gleiehung (1) ein, so ergiebt sieh zur 
Bes$immung der noch unbekannten Ordnungszahl ,a yon ~ bzw. yon (M): 

1 '~ 

d. h. es muss no~hwendig g ~ 0, also der Theiler aller ganzen Divisoren 
yon (IV) gleich Eins sein~ w. z. B. w. 

Wir benutzen den Riemann-Roch'sehen Satz ferner zur Beantwortung 
der folgenden allgemeineren Prage. Wie viele unabhiingige Integrale 
giebt es, welehe sieh nur in einer Anzahl gegebener Punkte nicht regular 
verhal~en, und in jedem yon diesen hSehstens in vorgegebener Ordnung 
unendlieh werden? Offenbar kann diese Aufgabe jetzt auch so ausgesproehen 
werden: 

Es soil die Anzahl aller linear unabhgngigen Multipla yon 
i 

innerhalb der Differentialelasse (W) bestimmt werden, wenn 

~_ ~ 1 . . .  ~ ?  einen beliebigen abet ganzen Divisor bedeutet. 

Alle diese Divisoren der Classe (W) besitzen dann ni4mlich die Form: 

und ihre Integrale co haben in ~ 1 , "  ", ~h entweder hSchstens bzw. die 
Ordnungszahlen g~ ~ 1~ .. . ,  g - -  1 oder werden hgchstens tmendlich, wie 
l?~, je nachdem g~> 1 oder gs ~-1 is L wghrend sich ~ in allen fibrigen 
Punkten regular verh~lt. 

In diesem Falle ist also 

wenn B die Classe yon !~ is~, und b-~-gl 2 7 " "  27 gh 
!D bedeu~et. Ferner ist 

< 

weil eS 

kann, 

die Ordnung yon 

keinen ganzen Divisor yon der negativen Ordnung - - b  geben 
Setz~ man diese Werthe in die Csleichung (II) des vorigen Ab- 
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schnittes ein, so ergiebt sich ffir die gesuchte hn_zahI, oder ffir die 

{Q'}= ~B W} der Erg~inzungsclasse yon (~-~-) die Gleichtmg: Dimension 

{BW}-~---b--I--p--1. 
Die Anzahl aller linear unabh'~i~gigen Differentiale mit dem 
Nenner ~ der Ordnung b ist stets gleich b-+-~v-  1. 

Es sei nun zun~chst ~ ~ ~ ,  also b ~-- 1, dann lehrt unser Satz, dass 
die • aller unabh~ngigen Differentiale d~, deren Nenner hSehstens 

ist, gteich p ist, oder dass die Dimension der Erg~inzungsclasse {~ W} 

zu ( + )  gleieh p ist. Sind aber ~1, ~ 2 , ' '  ", ~v,  wie vorher, ein voll- 

stKndiges System unabh~ingiger ganzer Divisoren der Classe (W), so bflden 
die p Divisoren 

. . . ,  

ein ebensolches System fiir die Olasse (~ W); denn einmal sind sie un- 
abh~ingig, zweif~ns geh51en sie zu jener Classe und drit~ns giebt es 
nicht mehr unabh~ingige ganze Divisoren in dieser Classe. Jede Classe 
(~ W) ist also eine uneigenffiehe Classe, und ihr Theiler ist gleieh ~. 
Jedes Differential, dessen Nenner hSehs~ens gleieh ~ ist, besitzt also 
die Form: 

ist also ein Differential erster Gat~ung, es besteht daher der Sa~z: 

Es giebt kein einziges Integral, welehes nur an einer Stelle 
und zwar logarithmisch unendlich wird. 

Alle folgenden Classen (BW), ffir welehe der ganze Divisor ~ min- 
destens zwei Primfactoren enth~ilt, sind abet stets eigentliche Classen. 
Zum Beweise dieses wiehtigen Satzes nehmen wit an, class ffir einen 
be]iebigen ganzen Divisor ~,  dessert 0rdntmg b > 2 ist~ die b .~t_p_ 1 
Divisoren 
(2) 
ein volls~ndiges System unabh~ingiger ganzer Divisoren der Classe (BW) 
bilden, und dass diese keinen gemeinsamen Theiler besitzen. Ist dana 
ein ganz beliebiger Primtheiler, so gehSren die b - 4 - P - - 1  linear un- 
abh~ngigen ganzen Divisoren 

(2 ~) ~$~ ,  ~ , - - - ,  ~ + ~ - ~  

sieher zu der Classe ( ~ B  IV); da aber die Ordnung yon ~ B  gleieh 
b-~-I  ist, so ist die Dimension {~/~W} dieser Classe gleieh b--J-p; 
es muss also in dieser Classe noch einen ganzen Divisor $o geben, weleher 
yon den Divisoren (2 ~) linear unabh~i~gig i~t. Derselbe is$ dutch ~ nicht 
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theflbar; denn w~ire ~o = ~ o ,  so gehSr~e ~o zur Chsse (BW) ,  wKre 
also dutch die (b q - p  N 1) Divisoren (2) linear darstdlbar ,  es m~ste 

also ~ J o  dureh die Divisoren (2 ~) mi~ den gleichen Coeffieienten dar- 
stelIbar sein. 

Ist also (~1, {~ , - - - ,  ~b+~-l)  ein vollstKndiges System linear un- 
abh~ingiger ganzer Divisoren fiir den Nenner ~ ,  so giebt es ein System: 

(2b) Co, $$1,-'-, $~,+~-1 
ffir den Nenner ~ ,  f'tir welches @0 den Primtheiler ~ sicher nieht ent,- 
hglt. Daraus folg~, duss die Classe ( ~ B W )  eine eigenttiche is~, denn 
die b-[-/9 gamzen Divisoren (2 b) enthalten weder den gemeinsamen Theiler 
~ ,  noeh auch irgend einen yon ~ verschiedenen Theiler ~ ;  denn ~ '  
miisste ja dann schon in $1, 1~, " ", ~b+~-i  enthalten sein, was mit 
der Voraussetzung, dass (BW)  eine eigentliche Classe ist, im Wider- 
spruch stehen wiirde. 

Nan ist abet rinser Sntz ftir den ersten Fall, n~mlich flit ~ ~ ~ '  
richtig, mSgen nan ~ und ~" gleich oder verschieden sein. In tier That 
ist dann die Dimension der Classe (BW)  gleich ~ -~- 1; ausser den p un- 
abhiingigen gz.nzen Divisoren dieser Classe: 

(3) ~ ' ~ i ,  ~ ' ~ , - - - ,  ~ ' ~  

muss also noeh ein weiterer ~o vorhanden sein, weleher weder dutch 
noch durch ~" theilbar ist. Enthielte n~mlich ~ o ~  ~ '~o '  etwa den 
Whei]er ~ ,  so gehSrte ~o' der uneigentliehen Classe (~W)  a~, ware 

also auch durch ~ theflbar, und dann w~ire ~Jo ~ - ~ ' ~ o  dutch die 
j0 ganzen Divisoren (3) linear darstellbar, also nieht yon ihnen unab- 
h~ngig. Hiermit ist also unsere Behauphmg vollst~dig erwiesen. 

Wenden wit diesen allgemeinen Satz auf diejenigen Differentiale an~ 
deren :Nenner ~ - ~ - ~  oder gleich ~ 1 ~  also entweder eine Potenz eines 
einzigen Primfactors oder das Product zweier verschiedener Primtheiler 
ist, so ergeben sich die beiden Folgerungen: 

I) Is~ m eine beliebige ga~aze ZaM > 1 trod ~ ein beliebiger 
Primtheiler, so giebt es stets ein Differential 

d#,,_ ~ ~ ... 

dessen 2ffemter in der redueirt~n Form gleieh ~'~' ist. Das 
zugehSrige Integral t~_~ heiss~ ein Elementarintegral zweiter 
Gattung, es besitzt nur in ~ einen Pol trod zwar yon der 
( m -  1) *~ Ordnung. 

II) Sind ~ und ~ zwei beliebige yon ehaaader verschiedene 
Primghefler, so giebt es ste~s ein Differential 
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dessert Nenner in der reducirten Form gleich ~1~-~ ist. Das 
zugehGrige Integral Pl~ heisst ein .Elementarintegral drifter 
Gattung, es wird nut in ~l and ~ and zwar logarithmisch 
unendlich. 

Hieraus s endlich, dass man jedes Differential 

dessen l~Tenner 
~ g l  ~g2 

ein beliebiger ganzer Divisor ist, stet~ als eine Summe yon Elementar- 
differentialen der ersten, zweiten und dritten Ga~tung darstellen kann; 
denn man erkenn~ leich~, dass man yon de~ stets ein solches Element~r- 
differential deo multiplicirt mit einer geeigneten Constanten abziehen kann, 
dass in der Differenz 

deo - - c  o de% - =  d ( c o -  coo%) ~ m-~ 

der Nenner ~" mindeste~s einen Prim~heiler in einer mindeste~s um Eins 
niedrigeren Poteaz enthiilt, und durch Fortsetzung dieses Verfahrens ge- 
langt man schliesslich zu eh2em Differentiale erster Gattung. 

Zum Schluss mSchte ich noch bemerken, dass die in dieser Ab- 
han~ung gegebenen Beweise, sowie alle yon mir benutzten Methoden 
meines Wissens neu sind i mit ihrer l=I]lfe kann man alle in dieser Theorie 
sich darbietenden Aufgaben auf e/n Grundproblem zurfic]rf~ihren, und dieses 
bei beliebig gegebener Grundcurve ohne jede vorg~ingige Vereinfachang 
derselben mit ~,ein arithmetischen Hiilfsmitteln 15sen. 

Von den Hauptresultaten dieser Arbeit sind die S~tze fiber die 
algebraischen Systeme oder Moduln, fiber ihre Transformation in regul~ire 
Systeme, und der Satz fiber die charakteristischen Eigenschaften des 
Fundamentalsystemes ~ ein Ideal noch nicht gegeben worden; dasselbe 
gilt yon der aUgemeinen Theorie der (ganzen u~d gebrochenen) Divisoren, 
ihrer Eintheilung in Classen~ und yon tier Aufstellung des Grundproblemes 
dieser Theorie und seiner Anwendung auf die der Abel'schen Integrale. 
Dagegen mSohte ich ausdriicklich erw~ihnen, dass sich eine Theorie der 
ganzen Divisoren nebst ihren Anwendungen auf ganz anderer Grundlage 
und in ganz anderer Behandlung in der classischen Abhandlang der 
Herren Dedekind und Weber im 92. Bande des Crelle'schen Journales 
ilndet, deren sonstige Vorzfige bier nicht noch einmal hervorgehoben zu 
werden brauchen. 


