Zur Theorie der algebraischen Functionen einer Veranderlichen
und der Abel'schen Integrale.

Von
K. HensErL in Berlin.

In dieser Abhandlung stelle ich die Theorie der algebraischen Func-
tionen und der Abel'schen Integrale in der Form dar, welche mir nach
mehrjahriger anhaltender Beschiftigung mit diesem Gegenstande als die
einfachste erscheint, um diese Theorie in voller Strenge und in voller
Allgemeinheit zu entwickeln.

Diese Arbeit setzt zwar die Entwickelbarkeit der algebraischen Func-
tionen in Potenzreihen voraus, ich habe jedoch fiir diese Thatsache einen
Beweis gefunden, welcher ausser dem einfachsten Convergenzeriterium fiir
eine Reihe kein einziges Resultat der Analysis benutzt, und fiir den da-
her alle sonst sich darbietenden Schwierigkeiten bei dem Auftreten hoherer
Singularititen iiberhaupt gar nicht erst in Frage kommen. Diesen Beweis,
der in einem demniichst erscheinenden Lehrbuche iiber diesen Gegenstand
ausfithrlich dargestellt werden wird, habe ich in der vorliegenden Abhandlung
nicht auseinandergesetzt, um ihren Umfang nicht unnéthig zu vergrissern.
Dies konnte um so leichter geschehen, als ich jene Methode in einer soeben
in den Acta mathematica verdffentlichten Abhandlung®) auf die Theorie
der algebraischen Flichen ausgedehnt habe; aus ihr kann die Losung
der hier vorliegenden einfacheren Aufgabe unschwer abstrahirt werden.

Ich nehme an, dass y mit # durch eine irreductible Gleichung ver-
bunden ist, und betrachte dann die Gesammtheit aller rationalen Functionen
von z und y, d. h. alle Individuen des Kérpers K(z, y), die dann sémmtlich
auf der der Gleichung gehorigen Riemann’schen Fliche & eindeuntig aus-
gebreitet sind. Im Mittelpunkte dieser ganzen Theorie steht nun bei
dem hier befolgten Wege die Losung der folgenden Fundamentalaufgabe:

* K. Hensel, Ueber eine nene Theorie der algebraischen Functionen zweier
Variablen, Acta mathematica Bd. 23, S. 339 —416.
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Es soll ein vollstiindiges System linear unabhiingiger rationaler
Functionen von # und y gefunden werden, welche in 2 be-
liebig gegebenen Punkten

%h 582: Y SBh
der Riemann’schen Fliche mindestens die Ordnungszahlen
A1, k2, - -+, A

besitzen und sich in allen anderen Punkten jener Fliche regulir

verhalten.
Wir losen diese Aufgabe fiir jeden Korper, der einer ganz beliebig ge-
gebenen Grundcurve zugehort, vollstindig in der Weise, dass wir ein
stets anwendbares endliches Verfahren zur Aufsuchung eines solchen
,Fundamentalsystemes” angeben. Dass diese Aufgabe hier ganz im An-
fange der Theorie gelost wird, wihrend ihre Ldsung sonst schon die
Theorie der Abel'schen Integrale, die Zerschneidung der Riemann’schen
Fliche, den Riemann-Roch’schen Satz, und, im Falle hoherer Singulari-
titen, ihre Auflosung durch birationale Transformation erfordert, erscheint
mir als ein wesentlicher Vorzug des hier eingeschlagenen Weges.

Nachdem dann gezeigt ist, dass die Punkte  der Riemann’schen

Fliche nnd die Ordnungszahlen der Functionen von « und y in ihmen
von der Wahl der unabhingigen Variablen z ganz unabbhiingig, dass sie
vielmehr Invarianten des Kérpers K (z, ) sind, ordne ich nun jedem Punkte
% einen gleichbezeichneten Divisor zu, und sage, eine Function £ des
Korpers K (z,y) enthilt den Divisor B¢, wenn sie in dem Punkte P die
(positive, negative oder verschwindende) Ordnungszahl ¢ besitzt. Ent-
sprechend fasse ich die Producte der Potenzen verschiedener Primfactoren
zu einem ganzen oder gebrochenen Divisor

0 — Rlapie . gl
~ 1 2 )

zosammen. Dann kann die soeben erwihnte Fundamentalaufgabe ein-
facher folgendermassen ausgesprochen werden:
Es soll ein Fundamentalsystem fiir alle linear unabhingigen
Multipla eines beliebig gegebenen Divisors X1 innerhalb eines
Kérpers K(z,y) gefunden werden.

Die hier in die Theorie eingefiihrten Divisoren £ bilden einen grossen
Bereich, von dem die Grissen des Korpers K ein Theilbereich sind, denn
jeder solchen Grisse £ entspricht eindeutig ein Divisor £, welcher durch
ihre Nullstellen und Pole bestimmt ist, aber es giebt unendlich viele
Divisoren £}, denen keine Function des Korpers zugeordnet ist. Auf
dieser Thatsache beruht nun die”Eintheilung der Divisoren in Classen.

Zunichst rechnen wir alle und nur die Divisoren £, welche den
Functionen & des Korpers K entsprechen, in eine Classe, die s. g. Haupt-
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oder FEinheitsclasse E; dann aber werfen wir alle diejenigen Divisoren £
in eine und dieselbe Classe @, welche sich nur um einen Factor der
Einheijtsklasse £, d. h. um eine Grosse £ des Korpers K(z,y) von ein-
ander unterscheiden. Dann kann als die allgemeinste Aufgabe der Theorie
der algebraischen Functionen das folgende Problem bezeichnet werden.
Es soll ein vollstindiges System aller unabhiingigen Multipla
eines Divisors {0 innerhalb einer beliebigen Divisorenclasse R
gefunden werden.
Ist B speciell die Hauptclasse E, so ist diese Aufgabe mit der vorher
gelsten identisch und sie kann sonst leicht auf diesen Fall zuritickgefiihrt
werden. Ist @ die zu 2 gehdrige Divisorenclasse, so hingt die Anzahl

el jener wunabhingigen Multipla von nicht von diesem speciellen
) gig P sp

Divisor, sondern nur von den beiden Classen ¢ und B ab, sie ist die
wichtigste und allgemeinste Invariante der algebraischen Ké&rper.

Im zweiten Theile dieser Arbeit wende ich nun die bis jetzt ge-
fundenen rein algebraischen Resultate auf die Untersuchung der Abel’schen
Integrale an.

Es seien § und 5 zwei beliebige Grossen des Korpers K; beachtet man

dann, dass der Differentialquotient gﬁ selbst eine rationale Function von

2 und y, also eine Grosse des Korpers ist, mithin als Divisor betrachtet
der Hauptelasse angehort, so folgt leicht, dass jedes Abel’sche Differential
dw = Edz einem Divisor %, #Hquivalent gesetzt werden kann, dessen
einzelne Primfactoren genau ebenso, wie ber den Grissen des Korpers
alle diejenigen Punkte der Riemann’schen Fliche bestimmen, in denen
sich das zugehérige Integral micht normal verhdlt. Ist nimlich o jenes
Integral, e, die einem Punkte | entsprechende Integrationsconstante, so
bestimmen die Primfactoren des Nenners von %8, alle diejenigen Punkte
B, in denen ® — w, in bestimmter Ordnung unendlich wird, wihrend
die Factoren des Zihlers alle und nur die Punkte ergeben, in denen
© — ®, von hoherer als der ersten Ordnung verschwindet.

Allen und nur den zu K(z, y) gehorigen Differentialen dw entsprechen
nun alle Divisoren 2, einer bestimmten Divisorenclasse W, welche ich
die Differentialclasse nenne, und die genau ebenso wie die Hauptclasse
E der Functionen von K(z,y) untersucht werden kann; uvnd man er-
kennt jetzt, dass von diesem Standpunkte aus die Betrachtung der ratio-
nalen Functionen von z und ¥ einerseits und die Theorie der Abel'schen
Integrale andererseits nur zwei specielle Fille eines und desselben Problemes
sind, niimlich die Untersuchung aller Divisoren einer und derselben Classe.

Die allgemeinste Aufgabe in der Theorie der Abel'schen Integrale ist
dann die Beantwortung der folgenden Frage: Es sollen alle linear un-
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abhiingigen Integrale gefunden werden, welche in beliebig vielen gegebenen
Stellen Py, - - -, B, in bestimmter Weise nicht normal sind, wihrend sie
sich in allen anderen Punkten normal verhalten. Diese Aufgabe fordert
aber nichts Anderes als die folgende:
Es sollen alle unabhingigen Divisoren der Differentialclagse W
gefunden werden, welche Multipla eines gegebenen Divisors
£ sind.
Diese Aufgabe ist bereits im ersten Theile dieser Arbeit vollsténdig und
zwar so geldst, dass jene Divisoren, und damit auch jene Integrale in
jedem Falle rein algebraisch berechnet werden konnen. Aus der Be-

trachtung der Anzahl {_u_r} jener Divisoren kann man unmittelbar den

@
Riemann-Roch’schen Satz in seiner allgemeinsten Form ablesen. Wahlt
1

man den Divisor £ speciell gleich 1 oder gleich sﬁim oder gleich w5
erhilt man die Elementarintegrale erster, zweiter und dritter Gattung,
und hieraus folgt ohne Weiteres die Darstellung jedes beliebigen Integrals
durch jene einfachsten Integrale.

g 1.

In der Theorie der algebraischen Functionen und der Abel'schen
Integrale betrachtet man die Gesammtheit, den s. g Korper K(z, y),
aller rationalen Functionen von z und y unter der Voraussetzung, dass
y nit x durch eine beliebige irreductible Gleichung

@Y+ G (&)Y + - a1 (&)Y + a0(£) — O

verbunden ist, deren Coefficienten a,(z), - - -, ao(x) beliebige rationale
Functionen der unabhingigen Variabeln z sind.
In den Elementen der Functionentheorie wird gezeigt, dass jede
Function
n=09(,y)

jenes Korpers auf einer gewissen #-blittrigen Riemann’schen Kugelfiliche
R eindeutig ist, deren Bldtter in einer endlichen Anzahl von Verzweigungs-
punkten mit einander zusammenhingen, und zwar heisst ein Punkt P
jener Fliche ein «-blittriger Verzweigungspunkt oder ein Verzweigungs-
punkt der (¢— 1)** Ordnung, wenn in ihm « von den » Blittern von &
zusammenhingen. In der Umgebung eines solchen Punktes ist dann jede
Function % des Korpers in eine Potenzreihe entwickelbar, welche nach
1
1

1
steigenden Potenzen von (z— a)® bzw. von (—a;); fortschreitet, je nach-
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dem die unabhiingige Variable z in § den endlichen Werth & annimmt
oder dort unendlich gross wird.

In der Umgebung eines beliebigen Punktes P der Fliche & ist jede
Function % des Korpers K(z,y) in der folgenden Form dargestellt:

2 1 L4
Q) n=G—a) (gt a@—a) + ) = @—a)* B(ala),

wo ¢ eine ganze Zahl und E(z|a) eine in der Umgebung der Stelle
(= a) gleichmissig convergirende Potenzreihe mit nichtverschwindendem
Anfangsgliede, oder kiirzer gesprochen eine FEinheitsfunction fiir die Stelle
o bedeutet; hier wie stets im Folgenden kann auch ¢ = oo angenommen

. . 1
werden, alsdann ist nur der Linearfactor x — a durch - Zu ersetzen.

Ist % in der Umgebung von P in der Form (1) dargestellt, so sagt man,
diese Function besitzt an jener Stelle die Ordnung ¢. Ist o >0, so heisst
n reguldr in P, ist dagegen ¢ = — @ eine negative ganze Zahl, so be-
sitzt n dort einen Pol der Ordnung g.

Wir betrachten zuerst die algebraischen Functionen % in der Um-
gebung einer beliebig gegebenen endlichen oder unendlichen Stelle (x = a)
des Bereiches der unabhingigen Variabeln 2. An dieser Stelle liegen im
Allgemeinen % Punkte der Riemann’schen Fliche & iiber einander, jedoch
1st diese Anzahl kleiner, wenn einer oder mehrere jener Punkte Ver-
zweigungspunkte sind. Um die Untersuchung nicht unndthig zu com-
pliciren, werde ein fiir alle Mal angenommen, dass fiir (z = a) drei Ver-
zweigungspunkte V., Vg, V, itibereinander liegen, in denen bzw. «, 8, y
Blatter von & zusammenhingen, so dass @ 4 B + y = n ist; und es sei
ferner die Bezeichnung so gewihlt, dass die « ersten Blitter in V,, die g
folgenden in Vj, die p letzten in ¥, zusammenhingen. Alsdann schreiten
die Entwicklungen der n conjugirten Zweige 5™, - - -, 4(* einer beliebigen

algebraischen Function in der Umgebung der Stelle (x = @) nach ganzen
1 1 1

Potenzen bzw. von (# — @)%, (# — a)#, (# — a)? fort, und zwar ergeben

sich die Entwicklungen von 7@, ... 5 aus der von 7V dadurch, dass
1

man die Potenz (z — a)® durch ihre « conjugirten ersetzt, welche sich
ja nur durch Einheitswurzeln von einander unterscheiden. Ist u das
kleinste gemeinsame Multiplum von «, 8, y, so kann man einfacher

sagen, dass jene % Entwicklungen %@, o® ... #® nach canzen Potenzen
gen, J gen e, w, P! g
1

von (z — a)* fortschreiten.

Es seien nun:
Mathematische Annalen. LIV, 29
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r4-1
10— oy (o) b (o) -
r—]—l
7B = ag(x-——a)# +b (a:——a) o4
i

2 = tulz— ) + buz—a) #

jene n Entwicklungen in der Umgebung der Stelle a, wo eben (z—a)*
1

die niedrigste Potenz von (z—a)* ist, welche in mindestens einer dieser
Entwicklungen vorkommt, so ist diese auch die hdochste Potenz von

T an jemer Stelle noch reguldr ist;

(x —a), fir welche der Bruch
| @ — a)*

daher soll jene Potenz (x— a)* der Theiler von v fir jene Stelle a ge-
nannt werden. Ist 4 (z) speciell eine rationale Function von z allein, so.
besitzt sie stets eine ganzzahlige Potenz von z —a bzw. von ?16— als

Theiler, und zwar ist jener Theiler im ersten Falle die in A (z) ent-
haltene Potenz von z — @, im zweiten der negativ genommene Grad
jener Function. Ist ferner (z—a)° der Theiler von A4(z), und (z— &)
der Theiler der algebraischen Function 7, so ist offenbar (z— a)*+¢ der
Theiler des Productes Ax.

8§ 2.

Alle algebraischen Functionen % des Korpers K(z,y) kénnen durch
n ratiopal unabhingige unter ihnen #y 3, - - -, %, eindeutig in der Form

1) =t Uane 4 T U
mit rationalen Functionen von z als Coefficienten dargestellt werden, und
zwar bestimmen sich jene Coefficienten aus den » linearen Gleichungen:

10 = gl el @=1,2,--m)
welche aus (1) dadurch entstehen, dass man in den (% - 1) Functionen
Ny M1,- -5 % vou y und £ y der Reihe nach durch seine # conjugirten
Werthe y®, y®,...,y™ ersetzt. Die » linearen Functionen ay,---,7, sind
demnach dann und nur dann rational unabhiingig, wenn die Determinante

einen von Null verschiedenen Werth besitzt.
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Es sei (y1, %2, 1s) ein beliebiges rational unabhingiges System
von Functionen des Korpers K(z,y). Betrachtet man dann die Gesammt-
beit aller derjenigen Functionen:

’ ’?=“1’?1+“2°?2+"'+un%,
deren Coefficienten wu,, us,---, %, beliebige, aber ganze rationale Functionen
von z sind, so bilden diese einen Theilbereich (%) des Korpers K(z, y),
einen ,Modul® in der Dedekind’schen Terminologie, und das System
(%1, 2, + +  q.) soll eine Basis fiir den Bereich oder Modul (%) genannt
werden.

Sind (mi, %2, 7.) und (&, &, -+ &) zwel Basen fiir denselben
Bereich (%), so bestehen zwischen ihren Elementen zwei Systeme von

je n Gleichungen
K

gz':zaiz’?z; Wx=2 bxlgl,
#=1 =1
in denen die Substitutionscoefficienten «;, und b., ganze Functionen von
z sind, deren Determinanten |a;,| und {b,;|, wie sich leicht ergiebt, von
Null verschiedene constante Werthe haben. Zwei Systeme, welche in
dieser Beziehung zu einander stehen, gehdren auch umgekehrt zu dem-
selben Bereiche (¥) und sollen im Folgenden dquivalente Systeme ge-
nannt werden. Aus den obigen Gleichungen ergiebt sich, wenn man zu

den Determinanten iibergeht, die Beziehung:

Ll {
(=

d. h. die Determinanten iquivalenter Systeme unterscheiden sich nur durch
eine multiplicative Constante.

Es sei jetzt (y1,72,-, %.) irgend eine Basis, () der zugehdrige
Bereich oder Modul, und es sollen nun alle Functionen % von (%) in
der Umgebung der beliebigen Stelle (x=—a) untersucht werden, der wieder
die drei iiber einander liegenden Verzweigungspunkte V., V3, V, ent-
sprechen. Es seien:

= fa'iz 4

7‘1 1'2 7'71
(x———a)l‘, (x——a)/“, T (x""'a)'u
die Theiler der » Elemente %, fiir die Stelle a. Denkt man sich nun
die %? Elemente der Determinante ,ng”)i simmtlich nach Pofenzen von
(z— a) entwickelt, so ergiebt sich eine Gleichung:

7y n
A N R
® = 2’3 R
0] = | s (@) Aoy Gaa(z— ) o | —lad ) F e
L
a,,,(.c«;——a)'*‘7 deeery ooy Qua(Z—a)* -

29*
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d
Ist aber andererseits (z—a)* der Theiler der Determinante }ng")! , st
also die Entwicklung derselben von der Form:
b -d—v d-‘—*—-‘}
| g”)i =d@x—a) +e(z—a)+* + -,
so ergiebt sich aus der Vergleichung jener beiden Darstellungen un-
mittelbar die Beziehung
2! & Tn . d
2p2pop2gd,
und zwar ist die Summe der Exponenten links dann und nur dann gleich
dem Exponenten % des Theilers von fnf.”)] , wenn die aus den Coefficienten

der Anfangsglieder gebildete Determinante |@;,| einen von Null ver-
schiedenen Werth hat.

In diesem Falle soll das System (n1, %2, - - -, 9.) regulir fiir die Stelle
(x = a) heissen, und auf solche Systeme beziehen sich die nachfolgenden
Betrachtungen.

Es sei also (n1, 12, -+, 7.) irgend ein regulires System und allgemein

g

(€ —a)“ der Theiler von ; fiir die Stelle a. Ist dann

N=ty eyt e

irgend eine Function des Korpers, so ist der Theiler von 5 fir (z = a)
mindestens gleich dem niedrigsten unter den Theilern der # Producte
ULT1, UMz, -+ Uy, dieser kann aber auch grisser sein, denn es kidnnen
sich ja in der Entwicklung der » conjugirten Zweige von 7 die Anfangs-
glieder simmtlich fortheben. Bs gilt nun aber der Satz, dass dieser
zwelte Fall dann und nur dann eintritb, wemn jenes System nicht re-
guldr ist.

In der That sei (x—a)* der niedrigste unter den Theilern der
n Producte u;7;; dann kann die Entwicklung aller Coefficienten uy, - - -, u,
nach Potenzen von (x—a) folgendermassen geschrieben werden:
r—7r; r—r;41
(@) =c(z—a) * +d(z—a) * -
wo einige, aber nicht alle Anfangscoefficienten ¢y, ¢y, - - -, ¢, gleich Null

sein kopnen, denn nur dann besitzen alle jene Producte u%; mindestens
r

den Theiler (—a)* und keinen hoheren. Bildet man aber jetzt die

n Anfangscoefficienten Cy, Cs, - - -, G, von (z—a)* in den # conjugirten
Entwicklungen von % in der Umgebung von @, so hingen diese mit den
Anfangscoefficienten ¢;, - - -, ¢, durch die n Gleichungen zusammen:
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Ci=c¢ a1+ -+ Callyn,
(2
On == (101 + <t + CrQpuny

wo die Coefficienten a;, die Anfangscoefficienten der Elemente (775.’0) sind.
Da aber (y1,---,7.) regulir, also |a:./| 2 0 ist, so kénnen jene n Anfangs-

glieder nicht alle verschwinden, wenn auch nur eines der Anfangsglieder
¢; der Coefficienten von Null verschieden ist.

§ 3.
. Den im vorigen Abschnitte bewiesene Satz kann man in der folgenden
Form aussprechen:
Ist (91, %2, , Ma) ein beliebiges rational unabhingiges System,
welches fiir eine Stelle a regulir ist, so ist der Theiler einer
beliebigen Function

’7=u1"71+%2772+"‘+%?7n

fiir jene Stelle gleich dem grissten gemeinsamen Divisor der
n Theiler von wy9;, tena, - -+, %,%,, aus denen 3 besteht.
Ist das System aber kein regulires, so gilt jemer Satz nicht, denn, wie
aus den obigen (leichungen (2) sofort hervorgeht, kann man die Anfangs-
glieder ¢, ¢z, - - + ¢x der Coefficienten u;(x) alsdann stets so bestimmen,
dass die n Anfangscoefficienten G, - - -, O, simmtlich verschwinden. Aus
diesem Grunde ist daher der folgende Satz von fundamentaler Bedeutung:
Jedes algebraische System ist einem reguliren Systeme #qui-
valent.
Zum Beweise dieses Satzes nehme ich zunichst an, dass die Stelle 4 im
Endlichen liege; eine leichte Modification des Beweisganges zeigt, dass
jener Satz auch fiir die Stelle z = oo richtig ist. Es mogen nun wie
vorher die Theiler der Elemente des Systemes (51,72, - - -, 7.) der Reihe
1 i "n d

nach gleich (z—a)#, (@—a)¥, - -, (x—a)®, und (£—a)* jemer

. . . . OF . 7 ad .
Theiler fiir die Determinante |7;”| sein, so dass stets 2 " < m ist.

T.
Die Exponenten j sind dann simmtlich Briiche, deren Nenner bzw. o,

B oder p sind, je nachdem das Anfangsglied des betreffenden Elementes
7 zu der Entwicklung um einen der drei bei z==ga fibereinander liegenden
Verzweigungspunkte V., Vs oder V, gehori. Die Elemente 11,--- 7

¥y 7

sollen so angeordnet sein, dass die Exponenten <---L —!—:»’ sind.
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Zwei solche Briiche sollen congruent heissen, wenn sie sich nur um eine
. . 7. T .
ganze Zabl von einander unterscheiden, wenn also z. B. i« = ;1 + k ist,

wo k eine beliebige ganze Zahl bedeutet. Endlich seien die Bldtter fiir
den Augenblick so bezeichnet, dass das erste Blatt zu V,, das zweite
zu V;, das dritte zu ¥V, gehOrt, wihrend die tibrigen in irgend einer
Reihenfolge auf diese folgen mdgen.

Wir betrachten nun neben dem Systeme (nf.”)) das System (@, ) seiner
Anfangscoefficienten, und auch von diesem nur seine drei ersten Horizontal-
reihen:

G Gaa tc v Gug
1) (@) = | a1 ax - - - am),

asy d32 * + < Agy

denn alle folgenden unterscheiden sich ja von einer von diesen nur um
a®, B oder p* Wurzeln der Einheit, je nachdem das zugehérige Blatt
zu V,, Vz oder V, gehort, sie sind also durch diese mit bestimmt. Als-
dann kann man, ohne jenes System im Sinne der Aequivalenz irgendwie
zu indern, irgend eine Colonne von () von einer spdleren abziehen, falls

r.
nur die zugehdrigen Exponenten —i congruent sind. Ist ndmlich z B.
%= % + %, wo also 1 > 0 ist, und ersetzt man in jener Basis 4,

durch

13 = 1y — A(@—a)n,,
so erhdlt man ein Hquivalentes System (9y, %2, 5,), fiir welches das
System der Anfangsglieder offenbar ist:

Gy Gg— A0 * * * O,
gy Ggg — AQgy - - - Az,
G5 O3z — Alzy * - A3,

Ebenso kann man jede Colonne von (a) durch eine beliebige Constante
A dividiren, denn dann wird ja nur z. B. %, durch % 7, ersetzt.

Mit Hiilfe dieser beiden Sitze kann nun die verlangte Ueberfiihrung
leicht bewerkstelligt werden: Von den drei Elementen der ersten Colonne
von () in (1) muss mindestens eines von Null verschieden sein. Es sel ay
das erste von diesen; dann mache man es dadurch zu 1, dass man jene
ganze Colonne durch a,, dividirt, und in dem so umgeformten Systeme

0 a--

1 @y - - -

as]. a32...
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mache man nun alle diejenigen Elemente der zweiten Horizontalreihe,

- - r; 7 -
fiir welche die zugehdrigen Exponenten ;‘ zu —i congruent sind, dadurch

zu Null, dass man von der betreffenden Colonne ein geeignetes Multiplum
der ersten abzieht. In derselben Weise werde nun die zweite Colonne

transformirt. Hier sei etwa a, 2 0; dann mache man dieses Element
zu Eins und alsdann alle folgenden Elemente der ersten Zeile zu Null,

fiir welche der zugehérige Exponent zu % congruent ist.

In derselben Weise kann man bis zur letzten Colonne fortfahren, es
sei denn, dass einmal, etwa fiir die ¢ Colonne, alle Elemente a;;, as;, as;
zu Null geworden sind. Alsdann sind aber in dem zugehdrigen trans-
formirten Elemente 7; alle # Coefficienten von .(x —a)“ in den % con-
jugirten Entwicklungen gleich Null, d. h. 7; besitzt dann nicht den Theiler

r; 41
(r— a)* sondern einen hoheren, also mindestens (z—a) # . Ist dies
aber der Fall, so ordne man die letzten Elemente %;,- - -, 7, wieder nach
der Grdsse ihrer Theiler, wobei eventuell %; mit einem spiteren Elemente

zu vertauschen ist. Da aber unter der hier gemachten Voraussetzung
Tr.
die Summe der Exponenten 2—; mindestens um 5 gewachsen ist, und

da sie andererseits nicht tiber n hinaus zunehmen kann, so muss man

bei Fortsetzung des Verfahrens zuletzt zu einem Systeme kommen, be:
welchem niemals alle Elemente einer Colonne zugleich Null sind. Fiihrt
man jetzt die hier geschilderte Umformung bis zu Ende durch und ordnet
dann die Colonnen so, dass zuerst diejenigen stehen, in welchen das erste
der drei Colonnenelemente gleich Eins ist, dann alle die, fiir welche das
zweite Element gleich Eins ist, so erhilt man ein zu (31, %2, %a)
dquivalentes System, dessen Anfangssystem jetzt die folgende Gestalt hat:

1 1 ---1; 1 0---0; 00-.-0
(13) (al Gy - ¢ O; 1 1 .1; O 0...01.
By By bu; ¢ 6 1 1.1

Die Anzahl der von Null verschiedenen Elemente der ersten Zeile muss
dann genau gleich « sein; da nimlich diese Zeile zu V, gehort, so

T . . .
miissen alle Exponenten i’ .-+ incongruente Briiche mit dem Nenner «

sein, und ihre Anzahl kann daher nicht grisser als « sein, da es nicht
mehr als o incongruente Briiche mit diesem Nenner giebt; genau ebenso
folgt, dass die Anzahl der Elemente Eins in der zweiten bzw. dritten
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Zeile hochstens 8 bzw. y sein kann. Endlich kann aber auch keine jener
drei Anzahlen kleiner sein als «, § oder y; denn sonst wiirde man ja
in mindestens einer Colonne lauter Nullen erhalten, das Verfahren wire
somit noch nicht bis zu Ende durchgefiihrt.

Die zu den « ersten Colonnen dieses Systemes gehirigen Exponenten

T . - - - - - hy
— besitzen nun alle den Nenner «; sie bilden somit ein vollstindiges

System incongruenter Briiche mit diesem Nenner und mdgen daher jetat
durch

6, G, 8 T, T, T,

Fop v W gy
die Exponenten bezeichnen, welche bzw. zu den g folgenden und zu den
v letzten Colonnen gehSren und welche ebenfalls vollstindige Systeme
incongruenter Briiche mit dem Nenner § und y bilden.

Schreibt man jetzt die Anfangsglieder fiir alle « zu ¥V, gehbrigen
Blidtter unter jene erste Zeile hinunter und beachfet dabei, dass diese
sich von jener ersten nur um «'° Wurzeln der Kinheit unterscheiden, so
bilden die « ersten Colonnen ein Partialsystem:

/11 .1
@) go=| T 7 “’\

‘e—1  a—1 . a—1 /
\Co]_ 2 LY wa /
«

dessen Determinante den von Null verschiedenen Werth «? besitzt, denn
sie ist die Quadratwurzel aus der Discriminante der Kreistheilungs-
gleichung @* —1==0. Alle Elemente der § - » folgenden Colonnen
aber sind gleich Null. Schreibt man mm derselben Weise alle #? Anfangs-
glieder jenes transformirten Systemes unter die erste, zweite oder dritte
Zeile unseres transformirten Systemes, so erhdlt man ein System, welches
in leicht verstindlicher Bezeichnung folgendermassen geschrieben werden

kann:
Se, 0, O
(S)= *, S“; 0 )
L*, %, S},

wo S, das System (2) von « Zeilen ist und S; und S, die entsprechenden
aus den F*" und " Einheitswurzeln gebildeten Systeme von g bzw.
» Zeilen bedeuten. Die Sterne bedeuten, dass dort verschwindende oder
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nicht verschwindende Elemente stehen, welche bzw. auns den Grissen
a;, b;, ¢; und den beziiglichen Einheitswurzeln gebildet sind. Da nun

die Determinante |S] jenes Systemes durch die Gleichung
i

a B
18] = 18] 18|18, | =& - B* - p?
bestimmt, also von Null verschieden ist, so ist das so gefundene System
regulir, also der Satz vollstindig bewiesen.
Ist die Stelle a = oo der unendlich ferne Punkt, bei welchem die
drei Verzweigungspunkte V., V3, ¥V, iibereinander liegen, so ist der
einzige Unterschied der, dass das System

yy g2 -+« Qin
(a) ==} 1 @23 * ** Qzn
A3 Aza - - - Agp

im Sinne der Aequivalenz ungeéindert bleibt, wenn man irgend eine
Verticalreihe von einer friiheren abzieht, falls die beziiglichen Exponenten
congruente Briiche sind. Ist nimlich wieder etwa {:— == 1;— +k und er-
setzt man jetzt 4, durch

f

=1 — Aa* ng,
Ty

so sind die Coefficienten von (—jﬁ—)’4 jetzt bzw. gleich a,, —4a,,, ay—Aay,,

ay — Aos,. In diesem Falle muss man also die Transformation nicht
von der ersten, sondern von der letzten Colonne aus beginnen, man er-
kennt aber ohne Weiteres, dass man zuletzt zu genau demselben Resultate
gelangt, wie frither.

§ 4
Die Fundamentalaufgabe der Theorie der algebraischen Functionen
kann nunmehr folgendermassen formulirt werden:

Es sollen alle Functionen des Korpers K(z, y) gefunden werden,
welche in % beliebig gegebenen Punkten

g'Bu %2: Tt SBh
) der Kugelfliche & mindestens von den Ordnungen
Ay, Ry vy
sind und sich im Uebrigen auf der ganzen Kugelfliche regulir
verhalten.
Diese Aufgabe lisst sich wesentlich eimnfacher aussprechen, wenn man
jene Punkte zu einem Punkisysteme

O = Fhagb ... g4
1 P2 AR
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vereinigt, in welchem jeder der % Punkte B, denjenigen Exponenten i,
erhilt, welcher durch die zugehdrige positive oder negative Ordnungszahl
4; bestimmt ist. Ohne jenes System £ im Geringsten zu #ndern, kann
man ihm einen oder mehrere Punkte mit dem Exponenten Null hinzu-
fiigen, und ebenso kann man aus L alle diejenigen Punkte fortlassen,
deren Exponent gleich Null ist.

Eine Function £ gehort zu dem Punktsystem £, wenn sie in einem
jeden Punkte 8 desselben mindestens die zugehirige Ordnungszahl ;
besitzt und sich im Uebrigen regulir verhilt; bei Benutzung dieser Defi-
nition kann die zu losende Aufgabe folgendermassen ausgesprochen werden:
) Es sollen alle Grossen des Korpers K(xz,y) gefunden werden,

welche zu einem gegebenen Punktsystem £ gehdren.
Bei der Losung dieser Aufgabe kann ohne jede Beeintrichtigung ihrer
Allgemeinheit vorliufig angenommen werden, dass weder einer der Basis-
punkte Py, Ba,---, Pu, von £ noch auch einer der Verzweigungspunkte V,,
Vs, - - -, Vs der Kugelfliche & an der Stelle 2 = oo sich befinden. Sollte
dies nimlich nicht der Fall sein, so geniigt es offenbar, von vornherein

an Stelle von # die Grosse
, 1
T ==
z— a,

als unabhiingige Variable einzufiihren und a, irgendwie so zu wihlen, dass
an der Stelle (x=a,) keiner jener Punkte sich befindet. Im Folgenden
kann und soll daher vorliufig angenommen werden, dass jene Voraus-
setzung bereits fiir die Variable x erfiillt ist.
Das Problem (I) kann nun leicht auf die Losung der folgenden ein-
facheren Aufgabe zuriickgefithrt werden:
Es sollen alle Functionen der Korpers K(z, y) gefunden
werden, welche in den 2 im KEndlichen liegenden Punkten
(I Bi, Bs, - - -, P bzw. mindestens die gegebenen Ordnungszahlen
Aty A2, -+, A3 besitzen und sonst fiir alle im Endlichen liegenden
Punkte regulir sind.
Alle diese Functionen bilden dann einen Bereich (J), ein ,Ideal* in der
Dedekind’schen Terminologie. Dieser Bereich ist durch das zugehorige
Punktsystem £ vollstindig charakterisirt.
Fiir die einem Bereiche (/) angehorigen Functionen bestehen offenbar
folgende Sitze:
1) Sind %, 7me, - - -, % irgendwelche Functionen des Bereiches (J),
so gehort auch jede Function

N =t + U+ A U
demselben Bereiche an, wenn die Coefficienten beliebige, aber gamze
Functionen von z sind.
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2) Jede Function { des Korpers K(z,y) kann mit einer solchen
ganzen Funetion g(x) von x multiplicirt werden, dass das Product n=g-£
zu (J) gehdrt. Gehort nimlich die Function ¢ nicht schon selbst zu (J),
so ist sie nur in einer endlichen Anzahl von endlichen Stellen nicht
regulir, bzw. von niedrigerer als der verlangten Ordnung, und man kann
daher g(x) stets so wihlen, dass das Product 7 == g(x)¢{ dem Bereiche
(J) angehort.

3) Aus 2) folgt, dass man stets ein System von n rational unab-
hiingigen Functionen (11, %2,---, %) von K(z,y) so wahlen kann, dass sie
simmtlich zu (J) gehoren; denn ist &, &, - -, & irgend ein solches
System, dessen Elemente nicht alle zn (J) gehoren, so kann man dasselbe
durch Multiplication seiner Elemente mit ganzen Functionen g1, ¢, gx
in ein anderes, offenbar ebenfalls unabhingiges System (g:&1, 9:82, -+ 9abn)
= (1, %2, - - -, M) verwandeln, dessen Elemente jenem Bereiche angehéren.
Alsdann gehdrt nach dem ersten Satze jede Function

N = w11+ U2 + - -+ Uaa
zu (J), wenn die Coefficienten wy,us, - - -, 4, beliebige gamze Functionen
von z sind. Bilden also (71, %s, -, 7.) irgend ein rational unabhingiges
System, dessen Elemente simmtlich dem Bereiche (J) angehfren, so ge-
hért der ganze durch (yi, 72, - -, %.) constituirte Modul (%) ebenfalls
zu (J).

Es sei nun (11, 92, -+ %) eine beliebige Basis, deren Elemente simmt-
lich dem Bereiche (J) angehoren, dann gehort der ganze durch sie con-
stituirte Modul (%) ebenfalls zu (J) und bildet somit einen Theilbereich
jenes Ideales, jedoch fallen im Allgemeinen jene beiden Bereiche nicht
zusammen, sondern es giebt Functionen von (J), welche nicht zu ()
gehéren, welche also, durch die Basis (1, 12, - - -, 1j») ausgedriickt, in ge-
brochener Form erscheinen. Man kann aber aus jener Basis stets eine
andere (&,%,-- - {.) von der Art ableiten, dass dieselbe eine Basis fiir
das ganze Ideal bildet, dass also der durch (&, %, - §.) reprisentirte
Modul mit dem Bereiche (J) identisch ist; eine solche Basis soll ein
Fundamentalsystem fir (J) genannt werden.

Zu diesem Zwecke untersuchen wir das System (71, 12, -, %.) Wieder
in der Umgebung irgend einer endlichen Stelle a. Es mdgen hier
wieder die drei Verzweigungspunkte V., V; und V, iiber einander
liegen, und es seien ¢, ¢ und v die Ordnungszahlen, welche alle Func-
tionen von (J) dort mindestens besitzen miissen; diese Zahlen sind dann
entweder gewisse unter den Exponenten 1, As,--- 4y des zu (J) ge-
hérigen Systemes £, oder aber sie sind gleich Null, je nachdem der
betreffende von jenen Verzweigungspunkten V,, Vi, V, zu Py, Po,- -, P
gehort oder nicht. :
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Dann kann man, wie jetzt gezeigt werden soll, von dem beliebig
gegebenen Systeme (%1, 1s,-+-7,) ausgehend zu einem anderen (¢, &, - - &)
gelangen, welches als ein Fundamentalsystem fiir (J) in Bezug auf die
Stelle (x == a) bezeichnet werden kann. Dasselbe zerfillt nimlich, ent-
sprechend den drei zu a gehdrigen Verzweigungspunkten V., ¥y, V., in
drei Partialsysteme:

§i,0 0 Ly Gattyr betps Batptrs ba
Betrachtet man das erste, zu V. gehorige Partialsystem

giy 52 P IR ga
fiir sich, so beginnen die Entwicklungen seiner ¢ Klemente in der Um-

gebung von ¥, mit
e et1 ete—1
@—a), @—a)* ,---(@—a) ¢ ,

besitzen also hier der Reihe nach die Ordnungszahlen

& e+1,ote—1,
wihrend in der Umgebung der anderen Punkte V; und ¥, alle ihre
Glieder bis zu einer beliebig hohen Potenz von (z — a) hin fortfallen, so
dass man in diesem Sinne behaupten kann, dass ihnen fiir V; und V, die
Ordnungszahl oo zukommt. Jenes Fundamentalsystem

Cl; g?; T gﬂt; ga-l—l) §a+27 e gﬁt—f—ﬁ; ;a—f—ﬁ—{-—l; e gn
besitzt also der Reihe nach die Ordnungszahlen:

fir Vo: o, 0+1) c0fa—1; 0 o0 .00 ; 00 00 --.00,
fiir Vg: o0 o0 ---00 ; 6, 64+1,...64+f—1; 00 00 -0,
firV,: o0 o --.00 ; 00 00 ---00 5 1, 11, v p—1.

Ein solches System von « Elementen &, &, - -- ., welches in der Um-
gebung eines Punktes V, die Ordnungszahlen ¢,0-41,--- o+ a—1,
aber fiir alle dariiber liegenden Punkte der Riemann’schen Fliche V;, V,,
die Ordnung oo besitzt, soll ein Partialsystem von der Ordnung ¢ fiir den
Punkt V, genannt werden. Mit Hiilfe dieser Bezeichnung kann der zu
beweisende Satz folgendermassen ausgesprochen werden:

Jede zu (J) gehorige Basis (41, %2, - - - %) kann in eine
andere transformirt werden, welche in lauter Partialsysteme,
entsprechend den an der betrachteten Stelle iiber einander
liegenden Punkten V., Vj, V,, zerfillt, und deren Ordnungen
0, 6, © gleich denen sind, welche die zugehrigen Punkte in
dem Bereiche (J) besitzen.

Zum Beweise dieses wichtigen Satzes braucht man nur zu zeigen,
dass (g, --- 7%,) in ein anderes System (%, .- &) transformirt werden
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kann, welches nur in der Umgebung eines jener drei Verzweigungspunkte,
etwa von V,, die verlangten Higenschaften besitzt, dass niimlich seine
ersten « 4 B Elemente &, --- {4z dort die Ordnungszahl oo besitzen,
wihrend die y letzten &oyp41,- - § der Reihe nach die Ordnungszahlen
z, 7+1,---v-4 y—1 haben. Ist dieser Beweis nimlich gefiihrt, so
kann man das ganze System successive fiir V,, Vy, V. so umformen, dass
es ein Fundamentalsystem fiir (J) in Bezug auf die Stelle (x==0a) wird.

Wir nehmen zuniichst an, dass die Punkte V., V3, ¥V, so bezeichnet
sind, dass —% <=

B

von vornherein so gegeben, dass es fiir die Stelle & regulir ist, was nach
den Resultaten des letzten Abschnittes stets mdglich ist; es sei wieder
das aus den Anfangscoefficienten gebildete dreizeilige System das folgende:

11..-1; 00---0; 00---0)

< = ist; ferner denken wir uns, das gegebene System
-7

Gas---a 11..-1; 00---0
blbg"‘ba; C1 02 - €35 11.--1

i

Die Exponenten der zugehdrigen Theiler der letzten y Elemente
Neat-p+1s Nat-B+2, """ Yas
auf welche es im Folgenden allein ankommt,
T % Ty—1
';) ";,": T y 7
bilden dann ein vollstindiges System incongruenter Briiche mit dem

. . T . .
Nenner y, welche alle gleich oder grésser als r sind, und die von vorn-

herein so geordnet vorausgesetzt werden kénnen, dass sie der Reihe nach
den y aufeinander folgenden Briichen

T 741 t4+y—1

YO A v
congruent sind, so dass also allgemein

S_tHL 0L

ist, wo 7; eine ganze nicht negative Zahl bezeichnet. Alsdann bleibt
z. B. das zu dem Theiler

2 z

(z—a)" = (x— a)7+k°

gehorige Element 7o+ 541 it dem Bereiche (J), wenn man dasselbe durch
die ganzzahlige Potenz (z—a)% dividirt; denn alsdann beginnt es in der

Umgebung von V, genau mit der %m, aber bei ¥V, und ¥ mit einer
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o T o s . . .
hoheren als der —?—*e“ Potenz von z — a, also a fortiori mit einer héheren

als der %“’“ bezw. %“’“ Potenz, wihrend ihr Verhalten fiir alle anderen

endlichen Stellen durch die Division mit (z—a)% offenbar in keiner
Weise geiindert ist. Genau ebenso kann man weiter erreichen, dass fiir
diese letzten y Elemente die Exponenten der beziiglichen Theiler der Reihe

nach die Briiche %, t—_{-;—l—, .- 1—’—*’—7;—'13 sind, wihrend sich das System

der Anfangscoefficienten sonst in keiner Weise geéindert hat.

Jetzt kann man endlich bewirken, dass die e 4 f ersten Elemente
in der Umgebung von V, simmtlich die Ordnungszahl oo besitzen. In
der That sei etwa ¢ die Ordnungszahl von #,, also:

N =—_—e(x-...a,)—}’—+ R

die Entwicklung von 7 in V,, so ist %Z —;— und einem Bruche der

Reihe %, 7—-:—1, fee ﬁ—z:—i congruent. Ist also z. B. —;—=7 . i—}—k
und ersetzt man 7, durch das neue Element

=1 — 6@ — ) Yatpti-1,
so erhdlt man eine neue Basis (41, %2, - - - %a), aber x; ist von einer
mindestens um KEins hoheren Ordnung als %,, da sich hier das Anfangs-

3

glied e(z—a)? forthebt. Geht man in derselben Weise fort, so erhilt
. man schliesslich ein neues System, dessen « - f erste Elemente in ¥, in
der That von beliebig hoher Ordnung, also von der Ordnung oc sind.

Jetzt forme man die & 4 B ersten Elemente %, %s, - - - 7,45 des
neuen Systemes so um, dass dasselbe in der Umgebung der beiden ersten
Verzweigungspunkte regulir wird. Hierdurch wird an dem Verhalten
des ganzen Systemes in der Umgebung von ¥V, gar nichits geiindert, da
seine « - B ersten Elemente vor und nach jener Uwmformung die Ord-
nung oo haben. Alsdann reducire man genau wie vorher die Exponenten
B U e
g’ B’ g
e ottt ekb—l
B> B’ p
als auch die y letzten Elemente die Ordnung oo erhalten; und endlich reducire
man in gleicher Weise die Exponenten der Theiler von 7%y, - - - 3, auf

e 9_'_t_l_, . giz;z und die Ordnungszahlen der 8 -+ y folgenden Ele-

«? «
mente in der Umgebung von V, auf oo. Man erkennt so, dass auf

der Theiler von %441, -+ %eqpz der Reihe nach auf

und bewirke dann wieder, dass sowohl die « ersten
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diesem Wege das ganze System in der verlangten Art umgeformt wird,
da bei keiner jener Transformationen das Ergebniss eines friiheren Schnittes
vernichtet wird.

8 5.

Das im vorigen Abschnitte gefundene System

Gy e Bas Bertyt  Gat s Gagptts b
ist zwar noch kein absolutes Fundamentalsystem fiir das Ideal (J), da-
gegen kann es als ein solches fiir die Stelle (z = a) bezeichnet werden.
Es gilt nimlich der Satz:

Eine algebraische Function

f=wmb+ -+ b
kann nur dann dem Bereiche (J) angehdren, wenn alle Coef-
ficienten uy, %s, - - - 4, an der Stelle (x==a) endlich sind, wenn
also keiner derselben den Linearfactor z — @ im Nenner
enthilt.
In der That: Wire dies nicht der Fall, so konnte man offenbar # nicht
simmtlich verschwindende Constanten ¢, ¢z, - - - ¢, so bestimmen, dass die

Function
01§1+62§2+' t +cn§n

xr—a

¢ =
dem Ideale (J) angehérte. Ist aber ¢; die erste nicht verschwindende
dieser n Zahlen und ist z. B. i <e«, so ist das erste Glied der Ent-
, ¢t

x—a

wicklung von ¢ in der Umgebung von V. dasjenige, welches von

herriihrt, also gleich
otiz1_,
ci(z—a) “ R
und dieses hebt sich nicht fort, da 7;44, - - - 4. von hoherer Ordnung als
n; und alle folgenden von der Ordnung oo sind. Da somit die Fune-
tion § unter dieser Voraussetzung von der Ordnung ¢ — («—2--1), also
von niedrigerer als der g*** Ordnung wire, so gehort sie nicht zu (J),
und die soeben aufgestellte Bebauptung ist bewiesen.
Durch die elementaren Betrachtungen der Determinantentheorie er-
sehliesst man, dass jedes Fundamentalsystem (yy, - - - 1%,) fiir die Stelle a
aus einem von ihnen (%, --- &) durch eine Substitution

Ni =2 dz'z (x) &

hervorgeht, deren Coefficienten a;, fiir jene Stelle ganz sind, also den
Factor (2 —a) nicht im Nenner enthalten, und deren Determinante durch
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denselben nieht theilbar ist.
a #dquivalente Systeme“ die Determinanten {nix)‘ und

diese also dieselbe Potenz von (z-—a) als Theiler.

Es ist jetzt leicht, die Potenz des Linearfactors (x—a) zu ermitteln,
) |

Bildet man fiir zwei solche fiir die Stelle

gﬁ’” , S0 besitzen

welche in der Determinante D = {n dieses Fundamentalsystemes fiir
die Stelle (x = @) enthalten ist. Hlerbel kénnen ndmlich alle diejenigen
Elemente n ) einfach durch Null ersetzt werden, deren Ordnung an den
betrachteten Stellen V., V;, V, unendlich gross ist.
dieses, so reducirt sich D einfach auf das Product
D.-D;-D,,

wo D., D3z, D, die Determinanten der zu den drei Verzweigungspunkten
gehorigen Partialsysteme bedeuten. So ist z. B.

Thut man aber

D, =

1)
A

@
Ty

(
m"’)

M
"y

@ |
!

(@)
nf

(B
" My

)

" M

(@)
" Y

Beachtet man ferner, dass ,,7(1) ce ’72

9+a—~1
(r—e)

nebst allen ihren Conjugirten bzw.

mit (a:———a)“ . beginnen, so erkennt man, dass die Detex-

minante D, mit

¢ e+1 e+a~1 a—1
(x——a)‘”+ T S (x——-a)e-}- 3

beginnt, und dieses Glied hebt sich nicht fort, da sein Zahlencoefficient,
die aus den Anfangsgliedern von D, gebildete Determinante, wie in (2)

S. 448 gezeigt wurde, von Null verschieden, nimlich gleich «? ist.
Nimmt man jetzt also allgemein an, dass an der Stelle @ nicht bloss

drei, sondern beliebig viele Verzweigungspunkte V., Vs, V,,--- ¥y iiber
einander liegen, so ergiebt sich, dass die Determinante D == ln( )| genan
durch die Potenz
I's T —_— ﬁ —_-1 — r
(r—a) T PN St BN ik FRPIA R — (o—a) t3

theilbar ist, wo 7 die Summe der Ordnungszahlen bedeutet, welche den
Punkten V,,--- Vs fir das Ideal (J) zukommt, und 0 =X (¢—1) die
Summe der Ordnungszahlen ist, welche jene Verzweigungspunkte auf der
Kugelfliche & besitzen

Formt man nun das so erhaltene System fiir eine andere Stelle
{x==>0) ebenso um, so erhilt man ein neues System, dessen Determinante
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den Linearfactor £ — b in der entsprechenden Potenz ¢ 4 -—g— enthilt, ohne

dass sich ihre ibrigen Linearfactoren gefindert haben. Geht man nun
von einem beliebigen Systeme (%3, - - 7,) aus und formt dasselbe
successive in der Umgebung aller derjenigen Stellen @, b,--- in der hier
geschilderten Weise um, fir welche die Determinante die zugehtrigen
Linearfactoren # — a, £ — b,--- noch nicht in_ der niedrigsten Potenz

r4 2, 7+ 2, enthilt, so gelangt man nach einer endlichen Anzahl

von solehen Reductionen zu einem Systeme (&, - ), welches fiir jede
endliche Stelle von & ein Fundamentalsystem fiir den Bereich (J) ist;
dieses System ist also ein absolutes Fundamentalsystem fir (J).

§ 6.

Wir benutzen das soeben gefundene Resultat zun#ichst zur Ableitung
eines fiir das Folgende wichtigen Satzes: Ist (§;---%c, 801+ Eot gy Batptr RO
wieder ein Fundamentalsystem fiir das Ideal J, welches entsprechend den
bei der Stelle (x==a) iibereinander liegenden Verzweigungspunkten V., ¥4, ¥,
in die drei Partialsysteme bzw. von den Ordnungen g, 6, ¢ zerfillt, so ist:

gtz = 51 + ga-{—l + ga-f—ﬁ—{-l

eine Function des Bereiches (J), welche in den conjugirten Punkten
V., Vs, Vy, die der Stelle (# = @) entsprechen, genau die Ordnungs-
zahlen ¢, 6, T besitzt, welche den Punkten V., V3, V, in dem Punkt-
systeme &) zukommt, wobei z. B. o = 0 zu setzen ist, wenn V. gar nicht
in & auftritt u. s w. So kann man fiir eine jede Stelle (x =a) der
unabhingigen Variablen eine solche zugehirige Function &, innerhalb (J)
berechnen.
Es seien nun:
r=a, £=0b,---x=c¢

alle und nur die Werthe der unabhingigen Variablen, denen iiberhaupt
Punkte im Punktsysteme £ entsprechen, und es bedeuten:

ga, gb: b gc

Funetionen von (J), welche bzw. den Stellen a, b, -- - ¢ in dem eben
angegebenen Sinne zugehGren. Es sei endlich:
T(z) = (x—a)y (z—0b)- - - (x—¢)
eine ganze rationale Function von z allein, welche dem Ideale (J) ebenfalls
angehtrt, welche aber in jedem Punkte $B; von £ von hoherer als der
4;%*® Ordnung ist; offenbar konnen die positiven Exponenten 7, s, - - - ¢ stets
50 gross gewablt werden, dass diesen Bedingungen geniigh wird.
Mathematische Annalen. LIV, 30
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Bilden wir dann die Summe:

T(@) T(z) T(x)
= ga gc T

e e R e A S e
so ist £y eine Function von (J), welche an jedem Punkte %, des Punkt-
systemes ) genau von der zugehdrigen Ordnung 4; und von keiner héheren
Ordnung ist. In der That, gehdrt P, z. B. zu der Stelle (z=a), 50 ist
T
(@& —a)
der nullten, alle folgenden Summanden von £ aber von héherer als der
4,** Ordnung sind, und das Entsprechende konnen wir fiir jeden anderen

Punkt des Punktsystemes £ beweisen.

Eine Function g, welche in jedem Punkte %B; eines Punkt-

n. d. V. & in P, genau von der 1;** Ordnung, wihrend hier von

systemes L = 5:[3:1 “e 5]3:” genau von der Ordnung i, ist, soll
€y eine zu %) zugeordnefe Function genannt werden. Zu einem
beliebigen Punktsysteme L, dessen Exponenten 4; positiv negativ
oder auch Null sein kionnen, kann man also stets eine zu-
geordnete Function £y berechnen.
Aus diesem Satze ziehen wir gleich einige Folgerungen. Es sei
(# = a) e.ne beliebige endliche oder die unendlich ferne Stelle der unab-
héngigen Variablen, und es mdgen:

B, Ps, -+ B

die simmtlichen zugehdrigen conjugirten Punkte der Riemann’schen Fliche
sein, welche regulire oder Verzweigungspunkte sein konnen. Wihlen
wir dann:

Q=" Ps --- By,

so ist die zugeordnete Function £p so beschaffen, dass sie in P, endlich
und von Null verschieden ist, wihrend sie in allen conjugirten Punkten
verschwindet. Wihlen wir ferner einfach

O =P,
so verschwindet die zugeordnete Function g in P,, und zwar genau von
der ersten Ordnung: Es bestehen also die beiden Siitze, welche im Folgen-
den gebraucht werden sollen:
Innerhalb eines Korpers K existiren stets Functionen,
welche in einem beliebigen Punkte 9, endlich und von Null
@ . verschieden sind, in allen conjugirten Punkten aber verschwinden,
und ebenso existiren stets Functionen, welche in einem be-
liebigen Punkte von der ersten und von keiner hoheren Ord-
nung sind.
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Ebenso, wie durch ein Punkisystem &) das zugehérige Fundamental-
system, so ist anch durch das Fundamentalsystem das zugehdrige Punkt-
system £ eindeutig bestimmt. In der That ergiebt sich nimlich offenbar
aus den Resultaten des vorigen Abschnittes der folgende wichtige Satz:

Ein System (&, &, --- &,) ist dann und nur dann ein
Fundamentalsystem fiir ein Punktsystem, wenn es fiir jede
endliche Stelle (z = a) einem anderen #quivalent ist, welches
entsprechend den jener Stelle zugehdrigen Punkten V., Vy,--- V,
der Riemann’schen Fliche in lauter Partialsysteme zerfallt. Ist

(11L) dann fiir einen beliebigen Punkt P das zugehdrige Partial-
system von der Ordnung 4, so enthilt das Punktsystem £
genan die 1* Potenz von P, d. h. es ist:

o—[ [,

wo das Product offenbar nur iiber diejenigen Punkte § erstreckt
zu werden braucht, fiir welche die Ordnungszahlen 4 von Null
verschieden sind.
Endlich wollen wir diese Eigenschaft des Fundamentalsystemes fiir
ein Punktsystem £ dazu benutzen, um die Determinante

D) =g’ &, &)
des zugehorigen algebraischen Systemes zu berechmen. Da ihr Quadrat
eine rationale Function von « allein ist, so ist diese Aufgabe gel6st, wenn

man angeben kann, wie oft ein beliebiger Linearfactor # — ¢ in D(Q)
enthalten ist. Nun war aber fiir jede Stelle (z = a)

DE)=D.D;--- D,

wenn D, - -+ D, die Determinanten der einzelnen zu (x = a) gehorigen
Partialsysteme bedeuten, und da ferner fiir jedes Partialsystem z. B. die
a—~1 -

Determinante D, genau durch (z—a) 2 theilbar war, etc, so ergiebt
sich fir D(Q) sofort die einfache Darstellung:

a—1
(1) p@=[[@—a" T,
®)
wo sieh das Product zuniichst auf jeden endlichen Punkt P erstreckt, und
A seine Ordnungszahl fiir £, « — 1 seine Verzweigungsordnung und
2z — a den zugehdrigen Linearfactor bedeutet.

Diese Gleichung kann man in einer sehr iibersichtlichen Form
schreiben. Zu diesem Zwecke betrachten wir statt & speciell das Punkt-
system £, = 1, welches also keinen einzigen Punkt in einer von Null
verschiedenen Potenz enthilt; dann sind die zu &), gehorigen Functionen

30*
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alle und nur die ganzen algebraischen Functionen von K, da sie allein sich
fir alle endlichen Punkte regulir verhalten. Ist dann (&, &, - - &,) ein
Fundamentalsystem, fir £, = 1, so ist seine Determinante, da hier alle
Exponenten %; Null sind, nach dem soeben bewiesenen Satze gleich:

@) DO =] [@—a*
wo das Product nur auf alle Verzweigungspunkte ausgedehnt zn werden

braucht, da fiir alle anderen Punkte die Exponenten & —1 verschwinden.
Sind ferner

a—1
b4

LGy, T— Az, L — Oy
die zu den % Basispunkten P, P, - - - P, von {0 gehorigen Linearfactoren,
von denen auch einzelne einander gleich sein konnten, und setzt man:

2 2 2
®) NE) = @—a) @—a)? - @—a)",
so kann unsere Gleichung (1) mit Benutzung von (2) und (3) in der
eleganten Form geschrieben werden:

D)= NR)- D).
Da endlich der Grad 7 von N(Q) gleich
l=hit+ bt o+ 4
also gleich der Ordnung des Punktsystemes & und der Grad von

D(1) gleich:
1 )
F=3 Sy,

d. h. gleich der halben Gesammisumme der Verzweigungsordnungen fiir
alle Verzweigungspunkte ist, so ist der Grad der Determinante igﬁ.’”[ gleich:

w
45
Die Zahl w wird die Verzweigungszahl der Kugelfliche & genannt.

§ 7.
Zu jedem Systeme von %? Elementen:

(SR 1
"71 ’)22 Tt "I@z)\

@ ,® ®
® =% %
) g
mit nicht verschwindender Determinante H gehort ein anderes, das s. g.
complementire System:
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=) D) —1)
N My s "M, \
=@ —2 =2
(12) = "%,
AR

welches aus dem zu (1) reciproken Systeme (n)~! einfach durch Ver-
tauschung der Horizontal- und Verticalreihen hervorgeht. Fiir dieses
complementire System ist also z. B.

® o ®

1@ @) | R

gn | @ @ .

(1h) =t e,
1 . * .
g ® :

IR W . m @

/PR /P N

u. s. w. Aus dieser Definition ergeben sich sofort die folgenden Funda-
mentaleigenschaften der complementéren Systeme:

I) Ist (n), wie bisher angenommen wurde, ein algebraisches System
von z und y, dessen Zeilen also durch Vertauschung von w mit oz, -4,
aus seiner ersten hervorgehen, so gilt dasselbe von dem complementiren
Systeme. In der That folgt zunfichst ams der Gleichung (1b), dass z. B.
7 eine rationale Function von g, ¥, - - -4, ist, welche aber in s, us,- - ¥,
symmetrisch ist, mithin rational durch y, allein dargestellt werden kann.
Vertauscht man nimlich z B. y,—; mit y,, so vertauschen sich sowohl

in A als auch in H die beiden letzten Horizontalreihen, d. h. 7.” bleibt

bei dieser und ebenso auch bei jeder anderen Transposition von s, ys, - ¥
ungedndert, ist also wirklich rational von y, allein abhingig.

Vertauscht man aber etwa y, mit y,, so vertauschen sich in dem
urspriinglichen Systeme (4), also auch in dem complementiren Systeme
nur die erste uud die zweite Zeile, es geht also bei jener Vertauschung

z. B. ?r}f) in ﬁ?) iiber u. s. w., unsere Behauptung ist also in allen ihren
Theilen bewiesen.

Ist also (w1, Mz, - - - Ma) irgend ein rational unabhingiges System des
Rérpers K(z, y), so existirt ein zu ihm complementires System (71, %z, %)
desselben Korpers, welcher auf dem soeben angegebenen Wege stets ge-
funden werden kann. Sind |%| und |%]| die Determinanten complemen-
tirer Systeme, so folgt aus dem Grundeigenschaften der reciproken
Systeme:

9] -] =1.
Ebenso leicht erkennt man, dass wenn (%) complementir zu (x) ist, auch
umgekehrt () das complementire System zu (7) ist.
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IT) Geht das System (34, - - - u,) durch eine beliebige Transformation
(@:x) von nicht verschwindender Determinante in ein anderes (&, £, -+ £a)
iiber, so geht auch das complementire System (7, ---7%,) durch die

complementire Transformation (a;;) in das complementire System (&,---E.)
iiber, d. h. von den beiden Compositionsgleichungen:

() (@) = (8),
(1) (@) = (8),
ist jede eine Folge der anderen. Dieser Satz ist eine unmittelbare Folgerung
daraus, dass das System (7) aus dem reciproken durch Vertauschung der
Zeilen und Colonnen hervorgeht. Ist also speciell (n) dquivalent (£), so
gilt das Gleiche von (7) und (§).
III) Ist das System (31, %2, ---%.) fiir irgend eine Stelle, z. B. fiir
(# = 00) regulidr, so gilt dasselbe von dem complementiren (71,%s,- - 7.).
Sind dann ferner 7y, 73,---7, die Ordnungszahlen seiner » Elemente, so
sind die Ordnungszahlen von (7, %2,---7,) bezw. gleich (—ry, —rs,---—r,).
Ersetzt man ndmlich z B. in dem Ausdrucke (1b) von '7')?) die »? Ele-

mente nﬁ.k) durch ihre Entwickelungen nach Potenzen von ?El« und beachtet

) @ (%)

dabei, dass alle Elemente 97? » M, 5+ --1; einer und derselben Colonne in

der Form (%) ‘ G (%) geschrieben werden konmen, weil #; n. d. V. fiir

die Stelle (z=00) die Ordnungszahl 7; besitzt, so erkennt man, dass die Deter-

minante Hil) im Zihler von (1b) mindestens die Ordnung (r;-75-4---—7,)

hat, wihrend die Determinante H im Nenner genan von der Ordnung

71+ 72 - -+ 7, ist, weil das System (qg”)) n. d. V. fiir jene Stelle
®

H
regulir ist. Also ist der Quotient: ﬁf) — _!_.1*_

nung —7; und das Entsprechende beweist man von den conjugirten

mindestens von der Ord-

Elementen ?;iz) S ﬁ(l"); es zeigt sich also, dass 7, %,,- - -7, mindestens

die Ordnungszahlen —r;, —7s, - -- — 7, haben. Die Ordnungszahl der
Determinante |7 des complementiiren Systems ist also mindestens gleich
— (i + 72+ -+ 7, und kénnte nur dann grésser als diese Zahl sein,
wenn eins der Elemente 7; von htherer als der (—7)*® Ordnung wire.

Da aber |7| = i—}ﬂ ist, so ist |%| genau von der — ({4 ... 7))
und nicht von hoherer Ordnung, unsere Behauptung ist daher vollstindig
bewiesen.

IV) Ist das System (7) so beschaffen, dass es fiir eine Stelle (x=0a)
entsprechend den dort vorhandemen Verzweigungspunkten V., ¥V, - ¥,
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in Partialsysteme zerfillt, so gilt das Gleiche auch von dem complemen-
tiren Systeme. Ist ferner z. B. das zu V, gehdrige Partialsystem von (1)
von der Ordnung g, so besitzt das complementire Partialsystem die Ord-
pung ¢ = — (0+a—1), d. h. es besteht die Gleichung:

@) eteoe=—(—1

Der erste Theil unserer Behauptung folgt einfach aus dem bekannten
Satz der Determinantentheorie, dass, wenn ein System von #? Elementen
z. B. in drei Partialsysteme bezw. von ¢ % 3* Elementen zerfillt, wenn

es also die Form hat:
‘4, 0, O
0, B, O
0, 0, C

dann das reciproke System in gleicher Weise zerfillt; und zwar so, dass
jedes Partialsystem desselben einfach zu dem entsprechenden Partialsysteme
des ersten Systemes reciprok ist.

Zweitens ist aber unter der oben gemachten Voraussetzung das System
fiir die Stelle (z = a) regulir und die Ordnungszahlen (ry, 73, - - - 7,,) seiner
Elemente 41, 92, - - - Nla; Nat+1, Nat2s *+° Nat-g5 Natpg+1, " Ta sind der
Reihe nach: ]

(2) 9, 9+1:"'9+“—1; 9, 6+1; R ﬂ""l; 7)1+17"'7+7'""1'
Nach dem soeben bewiesenen Satze III) ist also auch das complementiire
System

Niy N2y * Nas Nat1, ﬁa-}-ﬂ; Tt 7_7a+ﬂ3 ’7«-{'{9—1-1: R/
reguldr und die Ordnungszahlen seiner Elemente sind bezw.
(22) —g, —(o+ 1), —(o+a—1); —0,—(6+1),- - —(6+B—1);

oy —1).

Daher besitzen die drei Partialsysteme von (7) bezw. die Ordnungszahlen
(0-+a—1), —(6-+8—1) und — (v + y—1) da diese in den Reihen
(2a) die kleinsten Zahlen sind; der obige Satz ist also vollstindig bewiesen.

Um nun endlich den Fundamentalsatz iiber die complementiren
Systeme einfach aussprechen zu kdnnen, fithren wir den folgenden neuen
und fiir die ganze Theorie sehr wichtigen Begriff ein:

Unter dem Versweigungssystem des Korpers K (z, y) in Bezug auf
verstehen wir das Punktsystem

(3) s=[]%",

in welchem jeder Punkt . der Kugelfliche & so oft vorkommt, als seine
Verzweigungsordnung « — 1 angiebt. Dasselbe enthilt also alle und nur
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die Verzweigungspunkte, der zugehorigen Riemann’schen Fliche. Da wir
die Stelle (x==00) als reguliir vorausgesetzt hatten, so enthilt 3 hier nur
solche Divisoren, welche endlichen Stellen entsprechen.

Mit Bentitzung dieses Begriffes konnen wir jenen Haupisatz nun
folgendermassen aussprechen: ‘

V) Ist (8,5 - &) ein Fundamentalsystem fiir ein beliebiges Punkt-
system £, so ist das complementiire (;, £, - - - £,) ein Fundamentalsystem

fiir dasjenige Punktsystem &, welches mit £ durch die Gleichung:

08 =3
verbunden ist.

Unserer Voraussetzung zufolge ist ndmlich das System (&, &, - &,)
fiir jede endliche Stelle (x==0) einem anderen aquivalent, welches, ent-
sprechend den dort iber einander liegenden Punkten der Riemann’schen

Fliche in Partialsysteme zerfallt. Das Gleiche gilt also nach Satz (1)

und (IV) fiir das complementire System (&, - - - £,), nach dem a. S. 459
bewiesenen Satze ist also auch dieses ein Fundamentalsystem fiir einen

anderen Divisor £). Sind ferner:

o=[[% S=][%
die zu (£) und (§) gehérigen Punkisysteme, so ergiebt sich unter Beriick-
sichtigung der Gleichung (2) fiir ihr Product die Relation:

af=Jlst =[] “ =5

%) (%)
und damit der vollstindige Beweis unseres Fundamentalsatzes.

§ 8.

Bis jetzt hatten wir der Betrachtung des Koérpers K die Grésse x
als unabhiingige Variable zu Grunde gelegt. Wir konnen aber aus jenem
Kérper irgend eine nicht constante Grosse £ heransgreifen, diese als unab-
hingige Variable bestimmen, und sind dann stets im Stande, eine andere
Grosse # desselben Korpers so zu wihlen, dass der Korper K(E,7) aller
rationalen Functionen von § und 5 mit dem Kérper K(z,y) der Func-
tionen von z und y identisch ist. Auf den Beweis dieser bekannten
Thatsache will ich hier nicht eingehen.

Dann geniigt 4 und jede andere Grosse { des Korpers K(£7) = K(zy)
einer Gleichung eines bestimmien »** Grades mit in £ rationalen Coef-
ficienten, welche selbst irreductibel oder die Potenz einer irreductiblen
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Function ist; und man zeigt genau ebenso wie vorher, dass nun der ganze
Werthvorrath einer solchen Grosse { eindeutig auf einer w»-blattrigen
Riemann’schen Kugelfliche §: ausgebreitet werden kann, deren Blitter jetzt
wieder in einer endlichen Anzahl von Verzweigungspunkten zusammen-
hingen, und fiir die Entwickelung einer Function § nach Potenzen von

g — o bezw. % in der Umgebung eines Punktes dieser Fliche gelten

jetzt wortlich dieselben Sitze, wie sie im § 1 fiir die zur Variablen z
zugehorige Kugelfliche &, angegeben wurden.

Eine Stelle P der Riemann’schen Fliche &, ist dadurch .eindeutig
und unabhingig von der zu Grunde gelegten unabhingigen Variablen
definirt, dass alle Functionen z des Korpers K(zy) dort bestimmte con-
stante Werthe z, erhalten, welche auch Null oder unendlich gross sein
kénnen. Umgekehrt ist aber durch die unendlich vielen Gleichungen
2 =z, die zugehorige Stelle ¥ eindeutig bestimmt, denn es giebt nicht
zwei Stellen B und P’, wo jede Function z des Korpers denselben Werth
z, annimmt. Wire dies nimlich der Fall, so miisste ja 2 in beiden
Punkten denselben Werth a erhalten, d. h. 5 und P’ miissten zwei von
den bei z = a iiber einander liegenden conjugirten Punkten i, P, -- B,
sein. Andererseits folgt aber aus dem Satze (II) des § 6, dass man
stets eine Function z finden kann, welche in einem jener conjugirten
Punkte 9, den Werth Eins, in allen anderen P,, %B;, --- den Werth
Null annimmt, und damit ist jene Behauptung vollstindig bewiesen. Da
aber die hier zu Grunde gelegte Definition der Stelle f nur von dem
Korper K(xy) = K (£ %) aber gar nicht von der unabhingigen Variablen x
oder £ abhiingt, so entspricht jedem Punkte % von &, ein einziger Punkt
von & und beide konnen somit durch denselben Buchstaben bezeichnet
werden.

Um nun auch die Ordnungszahl der Functionen z in einem Punkte 3B
unabhingig von der Kugelfiiche &, oder & zu charakterisiren, greife ich
in dem Korper K (zy) irgend eine Function x heraus, welche hier von
méglichst niedriger also von der ersten Ordnung ist; auch solche Func-
tionen existiren in K(zy), wie in dem soeben erwihnten Satze des § 6
bewiesen worden ist. Jede andere in P verschwindende Function z ist

dann so beschaffen, dass der Quotient % in P einen endlichen Werth

besitzt. Dann sagen wir allgemein: Eine Function z ist in P von der
Ordnung ¢, wenn g derjenige Exponent von = ist, fir welchen der

Quotient —z-é in B endlich und von Null verschieden ist. Aus den Ergebnissen
o4

des vorigen Abschnittes folgt dann, dass diese Ordnungszahl fiir jede
Grisse z von K(xy) == K(En) einen bestimmten ganzzahligen Werth hat,
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der positiv, Null, oder negativ sein kann und vollstindig unabhingig von
der Variablen z oder £ ist; denn als Massstab wird die Function = des
Korpers gewihlt, welche hier von mdglichst niedriger Ordnung unendlich
Klein wird.

§ 9.

Durch die Ergebnisse der vorigen Abschnitte ist die mit (Ia) be-
zeichnete zweite Aufgabe, alle zu einem beliebigen Ideale (J) gehdrigen
algebraischen Functionen zu finden, vollstindig gelést. Es handelt sich
jetzt zur Erledigung der Hauptaufgabe (I) nur noch darum, aus den
Functionen von (J) alle und nur die Functionen auszuscheiden, welche

das Punktsystem £ = %il ‘e ?}3;" wirklich enthalten, d. h. die Functionen,

welche sich auch fiir die Stelle (# = oo) reguliir verhalten, welche also
dort mindestens die Ordnung Null besitzen. Die Gesammtheit dieser
Functionen bildet einen Theilbereich von (J), dessen Individuen durch
folgenden Satz charakterisirt sind:

Alle zu dem System 0 = ?}Sil e %;ﬁ gehorigen Fune-

tionen £ sind dadurch charakterisirt, dass sie allgemein in P;
mindestens von der Ordnung 4; und fiir jeden anderen Punkt
der ganzen Kugelfliche regulir sind.

Diese zu £ gehdrigen Functionen sind fiir die in der Theorie der alge-
braischen Functionen auftretenden Fragen allein wesentlich, wihrend die
Moduln und Ideale nur Hiilfsbegriffe sind. Die Richtigkeit der letzteren

Bemerkung erkennt man leicht darans, dass schon bei einer einfachen
1
x— a,
bei einfacher Verschiebung der Stelle z = oo auf der Kugelfliche &,
sowohl die Moduln als auch die Ideale sich vollstindig &ndern, wihrend
der Bereich aller Multipla eines Divisors £ allein von diesem abhingt
und bei jeder umkehrbaren Transformation beider Variabeln derselbe bleibt.

Es sei nun ein Fundamentalsystem (&, &, --£,) fiir das Ideal (J)
gegeben, welches fir die Stelle (#=00) reguldr ist; da dort n. d. V. keine
Verzweigungspunkte iiber einander liegen, so sind die Orduungszahlen

gebrochenen Substitution 2’ = fiir die unabhiingige Variable, also

T1y V2, Ty

jener n Elemente ganze Zahlen, welche wieder nach ihrer Grosse so
geordnet sein mogen, dass r; > 7y >--- >, ist. Ist dann 7, die letzte
nicht negative dieser Zahlen, so gehdren von jenmen » Elementen &, ---§,
&41, -+ §n nur die s ersten zu dem Systeme L. die n — s letzten aber
nicht mehr, da diese fiir # = oo nicht regulir sind. Aus der Grund-
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eigenschaft der fiir eine Stelle (2= a) reguliiren Systeme folgt aber weiter
der allgemeine Satz, durch welchen jetzt auch die Hauptfrage (I) in voller
Allgemeinheit gelSst wird:
Alle zu einem Punktsysteme ) gehdrigen Functionen, und
nur sie, sind in der Form

E=wl +uslo 4 -+ -+ usls

enthalten, in welcher die Coefficienten u,---u; beliebige ganze
Functionen von = bezw. von den Graden 7y, 73, - - - 7, sind.
In der That gehoren ja alle jene Functionen offenbar zu dem System L,
da sie einmal Functionen von (J) sind, und da andererseits ihre Ordnung
fiir die Stelle (z==00) gleich oder grosser als Null ist. Wire aber auch
nur einer jener Coefficienten, etwa wu;, von hoherem als dem angegebenen
Grade in z, oder wire anch nur einer der folgenden Coefficienten Usp1y** U
von Null verschieden, so wire das beziigliche Glied w;f;, also auch §
selbst, fiir £ = oo von negativer Ordnung, § gehbrte also sicher nicht
zu dem Punktsysteme L.
Bezeichnet man also die

N=(i+ )+ 0t D+ o+ Gt D)
algebraischen Functionen
| &, o8, &8, - - 27 (=12---5)
in irgend einer Reihenfolge durch
Z1, &3, - - Ex,

so bilden diese in der Weise ein vollstindiges System linear unabhingiger
zu ¥ gehoriger Functionen, als alle Functionen z jenes Bereiches ein-
deutig in der Form

=018 -+ 67 + -+ cyon

mit constanten Coefficienten darstellbar sind. Die Anzahl N der linear
unabhiingigen zu £} gehdrigen Functionen ist durch die Ordnungszahlen
71,7, -, der Elemente &, &,--- &, fiir £ = 0o bestimmt und diese
wiederum dadurch, dass ihre Summe gleich der Ordnung der Determinante

§§‘;” i, also ihrem negativen Grade in z gleich ist, welcher oben bestimmt
wurde. Hieraus ergiebt sich die bemerkenswerthe Gleichung:

ndntotn=—(~0+73),

in der ! die Ordnung des Systemes L) und w die Verzweigungszahl der
Riemann’schen Fliche bedeutet. Da in dieser Gleichung sowohl die
Ordnungszahl 7 von L, als auch die Ordnungszahlen #; der Elemente £; fiir
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(z=00) ganze Zahlen sind, so folgt, dass ——;}— eine ganze, dass also die

w—-——Z(a——l)

der Riemann’schen Kugelfliche nothwendig eine gerade Zahl sein muss.

Das hier erlangte Resultat ist von der bisher gemachten Voraus-
setzung, dass sich an der Stelle (x==00) keiner der Basispunkte P, -- P,
von £} und auch kein Verzweigungspunkt befindet, vollkommen unabhingig.
Ist diese Annahme ni#mlich nicht erfiillt, so braucht man nur fir z die
unabhiingige Variable

Verzweigungszahl

’ 1
xr ==
& — Gy

einzufiihren, wenn (r==a,) irgend eine Stelle ist, fiir die jene beiden
Voraussetzungen erfiilllt sind. Bildet man dann fiir diese Variable ein
Fundamentalsystem (£, - - - £,) des Ideales (J), welches fiir die Stelle (2= o0)
oder (z==a,) reguldr ist und dessen Ordnungszahlen ry,--- 7y, -7, sind,
und ersetzt man dann wieder 2’ durch x, so erhilt man in den

N=r+D+ -+ &t+D
L& g

gi; x—a,’ (x__ao)z':"'

Elementen

— (=12 ---53)
(—a)’

ein vollstindiges System linear unabhingiger Multipla von 8, (&, &,--- &a),
und jene Aufgabe ist somit ohne jede beschrinkende Voraussetzung voll-
stindig gelost.

Wir stellen nun endlich die allgemeinere Aufgabe, alle diejenigen
Multipla von £ aufzusuchen, welche in den # zu x =g, gehorigen
Punkten der Riemann’schen Fliche mindestens von der Ordnung A sind,
wo A eine beliebige positive oder negative ganze Zahl bedeutet, wihrend
man fiir 2 =0 den soeben behandelten Fall wieder erhdlt. Sind dann
in dem vorher betrachteten Systeme (¢, - - - &, - - - £,) die & ersten Elemente
&1, - - - Lo diejenigen, deren Ordnungszahlen 7, -- -7, gleich oder grosser
als 1 sind, so zeigt man genau ebenso wie frither, dass die

Ny= (a4 oAt 1)
& 2

FElemente

; (=120

¢, s ,

(@—a)"
ein vollstindiges System linear unabhingiger Multipla von £ der ver-
langten Art reprisentiren.
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§ 10.

Auf die im § 8 gefundenen Eigenschaften der Punkte P und der
Ordnungszahlen der Functionen des Korpers K(z, y) griindet sich nun die
Einfithrung der algebraischen Divisoren, welche fiir das Folgende von
grundlegender Bedeutung ist.

Jedem Punkte P einer beliebigen Riemann’schen Fliche ordnen wir
einen algebraischen Primtheiler zu, den wir ebenso durch P bezeichnen,
und wir sagen, eine Function £ ist durch die Potenz * von P theilbar,
wenn sie in dem entsprechenden Punkte die Ordnungszahl 1 besitzt,
(4 kann hier eine positive oder negative ganze Zahl oder auch Null be-
deuten). Aus den Resultaten des vorigen Abschnittes folgt dann, dass
diese Primtheiler vollig unabhingig von der Wahl der unabhingigen
Variablen sind, und man erkennt ebenso leicht, dass ihnen die elementaren
Eigenschaften der Primzablen in der Zahlentheorie ebenfalls zukommen.

Das Product

g=$j1%22$ih
einer beliebigen Anzahl gleicher oder verschiedener Primfactoren soll ein
algebraischer Divisor genannt werden, so dass also jedem Punktsysteme
ein algebraischer Divisor eindeutig entspricht. Die Exponenten konnen
ebenfalls positiv oder negativ oder auch Null sein. Wir wollen diese
Divisoren selbststiindig neben den Grdssen des Korpers K(xy) betrachten.
Die Summe
l=Wh+A+--+ 4
der Orduungszahlen von £ soll die Ordnumg jenes Divisors genannt

werden.
Sind

41 qa 2 25, M1 o2 3
Q:%l 282"'5'31;’ R = 1$2... 3

zwel beliebige Divisoren, deren Exponenten i und g auch zum Theil Null
sein kénnen, so soll ihr Product und ihr Quotient durch die Gleichungen

iytu ptp £ 2—py I~
ggﬁzqgll IEERE UL 7= 11 P,

definirt sein. Ein Divisor £ heisst ganz, wenn keiner seiner Exponenten
; negativ ist, im anderen Falle heisst er gebrochen. Jeder gebrochene
Divisor kann als Quotient zweier ganzen Divisoren dargestellt werden. Ist

&
D=3

diese Darste]lﬁng, so heissen die ganzen Divisoren 3 und n der Zihler
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und der Nenner von L und die Ordnung von £ ist gleich der Differenz
der Ordnungszahlen des Zihlers und des Nenners.
Ein Divisor R ist durch einen anderen L theilbar, wenn der Quotient

% = @ ein ganzer Divisor ist, wenn also R jeden Primfactor mindestens

ebenso oft enthilt als 0. Sind Q, und L, zwei beliebige ganze oder
auch gebrochene Divisoren, so nennen wir den Divisor

D=(®y, L)
ihren grossien gemeinsamen Theiler, welcher jeden einzelnen Primfactor P

so oft enthilt als er mindestens in ), und L, auftritt. Ist D so bestimmt,
so ist offenbar £, und &, durch ® theilbar, d. h. es ist:
0, =926, L,=96,,

wo ®, und ®, ganze theilerfremde Divisoren sind. In gleicher Weise
konnen wir offenbar auch den grossten gemeinsamen Theiler mehrerer
Divisoren ® = (0,8, - - - Q) definiren. Derselbe wird ein ganzer oder
gebrochener Divisor sein, jenachdem alle Divisoren £); ganz sind, oder
auch nur ein einziger einen Nenner besitzt.

Jede algebraische Function § des Korpers K(z,y) ist einem Divisor
L ==—f—é dquivalent, welcher durch die Nullstellen und durch die Pole
von £ nebst den zugehdrigen Ordnungszahlen vollstindig bestimmt ist.
Umgekehrt ist die algebraische Function £ durch die Aequivalenz

o= -35-

bekanntlich zwar nicht eindeutig, wohl aber bis auf eine multiplicative
Constante bestimmt. Man kann aber jene Beziehung néthigenfalls dadurch
zu einer eindeutigen machen, dass man dem Divisor Qs speciell diejenige
Function § zuordnet, deren Anfangsglied in der Umgebung einer beliebigen
aber ein fiir alle Male fest angenommenen Stelle B, den Coefficienten
Eins besitzt. Alsdann konnen wir das Zeichen der Aequivalenz durch
das Gleichheitszeichen ersetzen. Alle anderen zu demselben Divisor ge-
horigen Functionen £ sind dann in der Form ¢- £ enthalten, wenn ¢
eine beliebige Constante bedeutet.

Da jede algebraische Function £ gleich viele Nullstellen und Pole
besitzt, so sind in der Darstellung (1) von £ der Zihler 3, und der Nenner

ne stets von gleicher Ordnung. Eine Function £ heisst vom Grade v,
wenn ihr Zihler und ihr Nemner die Ordnung » besitzen.

Ist speciell
bz

z ==
“Z
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die bisher betrachtete unabhingige Variable, so erkennt man, dass sie
vom Grade » ist, d. h. dass ihr Grad gleich der Ordnung des Korpers
K (x,y) ist, sobald man z als unabhiingige Variable wihlt; ihr Zihler 3,
besteht nimlich aus allen Primfactoren, welche den zu z == 0 gehdrigen
Punkten von &, entsprechen, der Nenner aus allen denjenigen, welcher
den zu z == co zugehodrigen Stellen angehtren, mit der Massgabe, dass
ein solcher Primfactor in der o® Potenz im Zihler oder im Nenner auf-
tritt, wenn der zugehdrige Punkt P ein e-bléttriger Verzweigungspunkt
der Fliche &, ist.

Ist ferner o irgend eine endliche Constante, so ergiebt sich fiir den
Linearfactor: z — a die folgende Zerlegung:

dz—a be—a
x —— a4 — = 2
n.’z-—-a, nx

wo der Nenner derselbe geblieben ist, weil der Linearfactor z — a die-
selben Pole besitzt, wie x selbst.

Genan ebenso zeigt sich jetzt, wemn £ eine beliebige Function des
Korpers vom 2** Grade ist, und man wihlt £ als unabhingige Variable,
so gehort zu ihr eine o-blittrige Riemann’sche Fliche, und fiir jeden
constanten . Werth & ergiebt sich fiir den Linearfactor £ — £, die Zer-
legung:

[

Bos 1
§*§o= P ‘g_=

O

S
S

Zu jedem Primtheiler p gehdrt dann ein und nur ein Linearfactor £ —§,
in welchem derselbe aufgeht. Ist P ein «-facher Theiler von £—E&, so
entspricht diesem Punkte ein «-blittriger Verzweigungspunkt der Kugel-
fliche K:.

Mit Benutzung der Divisoren konnen wir nun die oben abgeleiteten
Resultate iiber Punktsysteme und die zu ihmen gehOrigen algebraischen
Functionen in einfacherer Form aussprechen: Zu jedem Punktsystem

2 2 )
53:3311%22...5371’*

gehort ein algebraischer Divisor, der genau ebenso zu bezeichnen ist, und
eine algebraische Function gehdrt einfach dann und nur dann zu dem
Punktsysteme £, wenn sie ein ganzes Vielfaches des Divisors &) ist.
Wir haben somit im § 9 die Fundamentalaufgabe geltst, alle und nur die
linear unabhingigen Multipla eines beliebig gegebenen Divisors zu finden.
Auch die dort gefundene Losung ist vollstindig unabhingig davon, welche
Grosse des Bereiches K(z, y) als unabhingige Variable zu Grunde ge-
legt wird. "
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Endlich hatten wir gesehen, dass man zu jedem Divisor 2 eine
zugeordnete Grosse &n, von K(z, y) so bestimmen kann, dass sie jeden Prim-
factor von £ genau so oft enthilt als £ selbst, dass also

En = Qm:
ist, wo R keinen Primfactor von £ in einer positiven oder negativen
Potenz enthalt.

§ 1L

Wir gehen jetzt dazu iiber, den grossen Bereich aller ganzen und
gebrochenen Divisoren in Classen einzutheilen, um dann die gemeinsamen
Eigenschaften aller einer und derselben Classe angehdrigen Divisoren zu
untersuchen.

Zwei ganze oder gebrochene Divisoren £ und £ heissen dguivalent,
wenn sie sich nur um eine beliebige Grosse £ des Kérpers K(z, y) unter-
scheiden, wenn also eine Gleichung
) 2 =% oder D=
besteht. Ist also £, irgend ein beliebiger Divisor, so giebt es unendlich
viele #quivalente Divisoren zu L, und zwar sind alle und nur diese in
der Form
@) D =Dy
enthalten, wenn £ alle Grdssen des Korpers K(z,y) durchliunft.

Alle zu einem Divisor £, und also auch unter einander dquivalenten
Divisoren £) rechnen wir in eine Divisorenclasse, welche durch © bezeichnet
werden soll. Aus der Gleichung (2) folgt zuniichst, da jede Grisse & des
Korpers K die Ordnung Null bat, dass dquivalente Divisoren £ und £
dieselbe Ordnungszahl g besitzen, welche daher die Ordnung der Classe R
genannt werden soll.

Die einfachste Divisorenclasse ist die, welche von den Functionen §
des Korpers selbst, und nur von diesen gebildet wird, wenn man sie als
Divisoren betrachtet; sie bilden wirklich eine Classe fiir sich, da sie und
sie allein unter einander dquivalent sind. Diese Classe heisse die Houpt-
oder Einheitsclasse; sie werde durch E, oder wenn kein Missverstindniss zu
befiirchten ist, auch durch (1) bezeichnet; ihre Ordnung ist gleich Null

Man erkennt ohne Weiteres, dass die bekannten Elementarsitze fiir
die Aequivalenz auch fiir diese Definition der Aequivalenz bestehen bleiben.
Insbesondere ergeben sich aus den beiden Aequivalenzen:

Do, AW
unmittelbar die folgenden:

QR~OR, S5
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Sind also & und R zwei beliebige Divisoren, © und R ihre Classen, so
bilden alle Producte £'NR’ je zweier bezw. zu L und R Hquivalenter
Divisoren eine neue Classe, welche durch @R begzeichnet werden mége,
und umgekehrt kann jeder aus dieser Classe gehérige also zu QR dqui-
valente Divisor offenbar in zwei Factoren &R’ zerlegt werden, welche
bezw. zu L) und zu R Aquivalent sind. Genau ebenso bilden alle Quotienten

% von je zwei Divisoren von @ und R die simmtlichen, Divisoren einer

R
neuen Classe, welche wir -1% nennen wollen. Sind ¢ und » die Ordnungs-

zahlen der Classe @ und R, so besitzen QR und % offenbar bezw. die

Ordnungszahlen ¢ + ~ und ¢ — r. Die Hauptclasse E ist die einzige,
durch deren Multiplication oder Division eine beliebige Classe @ nicht
geandert wird, denn es ist ja:

QE—09, £-—o0.

Man kann also auf die Divisorenclassen ebenso wie auf die Divisoren
selbst die Operationen der Multiplication und Division unbeschrinkt an-
wenden. Insbesondere folgt aus einer Gleichung QR = S sofort die andere

S
Q=75

Die Elemente £ einer beliebigen Classe ¢ gehen nach (2) aus den
entsprechenden Elementen £ der Hauptclasse £ durch Multiplication mit
einem und demselben beliebig aber fest anzunehmenden Divisor £, hervor,
welcher daher der cu @ gehirige Multiplicator genannt werden moge. Jeder
Grosse £ von FE entspricht hiernach ein eindeutig bestimmter Divisor
O =x,E& von @; wir wollen daher die beiden sich so entsprechenden
Divisoren & und £ zugeordnete Divisoren von FE und ¢ nennen. Zwei
solche zugeordneten Divisoren £ und £ sind also dadurch charakterisirt,

2 gleich dem festen Multiplicator £, ist. Welchen

Divisor £, aus der Classe @ wir als Multiphicator fiir deren Uebergange
von E zu @ wihlen, ist vollstindig gleichgiiltig; bei einer Aenderung des
Multiplicators 4ndern sich aber natiirlich die Paare zugeordneter Divisoren.
Ist nimlich £ ein anderer Multiplicator und sind QO und L die einer
und derselben Grosse & der Hauptclasse das eine und das andere Mal zu-
geordneten Divisoren, so wird ja:

dass ihr Quotient

’ 14 Q'
_® — D=0 () E=D & ¢
worin §, = 59 den der Hauptclasse angehorigen Quotienten von g und £

bedeutet; man erhilt also die Zuordnung der Divisoren von F und @ fiir den
Mathematische Annalen. LIV, 31
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neuen Multiplicator £, indem man die zu den Elementen &, £, - & --- von
E zugeordneten Divisoren £, £, Oy, --- von @ alle mit einem und dem-
selben Divisor &, von E multiplieirt.

Man kann den Multiplicator £, innerhalb der Classe ¢ stets so
wihlen, dass er einen oder mehrere gegebene Primtheiler P, B’ .. gar
nicht, weder im Zihler noch im Nenner enthilt. Sollte das niimlich fiir
den urspriinglich gewihlten Multiplicator 3, nicht der Fall sein, so kann

man statt seiner einen anderen Ly = L - é; nehmen und die Function &,
des Kérpers K nach S. 458 so wihlen, dass der Quotient:
Ql Q‘O
0 = "

3
die Primfactoren B, P’,--- gar nicht enthalt.

Hat man den Multiplicator £ so gewihlt, so sind je zwei zugeorduete
Elemente £ und £ jener beiden Classen stets von derselben Ordnung in
Bezug auf die gegebenen Primfactoren P, P’ - - - weil ja ihr Quotient jedes-
mal gleich ¥, ist, jene Primfactoren also gar nicht enthilt.

§ 12.

¥s seien jetzt
By oy Bu
¢ beliebige Functionen des Korpers, welche also als Divisoren betrachtet
der Hauptclasse (E) angehoren; dann stellt jede homogene lineare Function

(1) §=01§1+02§2+"'+0y§,u
fiir jedes Werthsystem ¢, ---¢, ebenfalls einen Divisor der Hauptclasse
dar, welcher durch jene Constanten eindeutig bestimmt ist, und leicht
folgendermassen gefunden werden kanm:

Es sei D der grosste gemeinsame Theiler der y Divisoren &, &,---&,

so dass allgemein:

gi'= DE;
ist, und die g gamsen Divisoren (&, &,, - - - &,) theilerfremd sind. Dann
ist die Function £ ebenfalls ein Multiplum von &, d. h. es ist

E=D06.
Ist nimlich P ein beliebiger Punkt der Riemann’schen Fliche, und ist &
die Ordnungszahl, welche alle Functionen £ in ¥ mindestens besitzen, so

ergeben sich fiir jene p Elemente die folgenden Entwickelungen in der

Umgebung von : 5

§g=e;(5c-—a)7+---, (7::“_172:"'!“)
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wo nicht alle u Anfangscoefficienten ¢; verschwinden. Also ergiebt sich
fir £ die Entwickelung

d
E—e(e—a) + -
wWo

(2 e=cre; + cres 4+ - + e,
ist. Also ist £ in jedem Punkte der Riemann’schen Fliche mindestens
von der gleichen Ordnung wie der gemeinsame Theiler © von (§; - - - &)
also in der Form D® darstellbar.

Aus der Form (2) des Anfangscoefficienten ¢ in der Entwickelung
von § folgen aber noch weiter unmittelbar die Satze:

1) Man kann die Constanten ¢, cs, --- ¢, auf unendlich
viele Arten so bestimmen, dass in der Function § = D die
Function & beliebig viele beliebig gegebene Primfactoren nicht
enthilt.
2) Man kann die Constanten ¢, ¢s, - - . ¢, stets so bestim-
men, dass der Divisor ® einen gegebenen Primfactor P enthilt.
Da sich die Divisoren einer Classe ¢ von den zugeordneten Divisoren
der Hauptclasse £ nur um einen und denselben Multiplicator £, unter-
scheiden, so gelten die soeben gefundenen Sitze auch ohne Weiteres fiir
die Divisoren einer beliebigen Classe, wenn wir festsetzen:
dass jede Gleichung zwischen beliebigen Grdssen des Korpers
oder der Hauptclasse E giiltig bleibt, wenn man ihre linke
Seite mit einem beliebigen von Null verschiedenen Divisor
multiplicirt.
Sind dann némlich:
Ql, Qz’ Y "

die den w Functionen §, &, - - - £, zugeordneten Divisoren der Classe @,
so ist allgemein:
Qz‘ = gi : Qo .

Multiplicirt man also die Gleichung (1) mit £, und setzt den dann links
sich ergebenden Divisor Q)& = D), so ist 2 ein und zwar ebenfalls ein-
deutig bestimmter Divisor derselben Classe @, weil ja & eindeutig bestimmt
ist und der Hauptclasse angehdrt. Dureh die so sich ergebende Gleichung:
(3) Q=01Q1+02’D«2+-"+qu@‘u

ist also fiir jedes Werthsystem ¢, - ¢, ein Divisor £ von @ eindeutig
bestimmt, nimlich £ = D& wenn £, der Multiplicator fiir ¢ und

E=Dlat:

ist. Diese Bestimmung von L ist ganz unabhingig von der Wahl des
31%
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Multiplicators £); denn setzt man £ an die Stelle von £, und sind
EE,---& die zu 2,8, , zugeordneten Functionen der Hauptclasse, so ist

0 =8
EF=abi+ -+

iy
und dies ergiebt genau denselben Divisor, weil ja allgemein £; = gﬂo &
also £'=¢£ gﬂ 1st.
0

Durch die Gleichung (3) ist also fiir jedes Werthsystem c1, ¢, - ¢
ein Divisor £) von @ eindeutig bestimmt. Wir kénnen das Verhalten des
so bestimmten Divisors £ in Bezug auf jeden einzelnen Primfactor P
leicht feststellen. Zu diesem Zwecke wihlen wir den Multiplicator £,
einfach so, dass er.§p weder im Zihler noch im Nenner enthilt, was nach
der oben gemachten Bemerkung stets mdglich ist. Dann enthalten aber die
Divisoren £, Qy4, L3, - - - L, den Primtheiler f genan so oft, wie die zu-
geordneten Functionen &, &, - - - £, welche durch die Gleichung (1) zusam-
menhingen, und da dasselbe fiir jeden Divisor B bewiesen werden kann,
so konnen die soeben fiir die Hauptclasse gefundenen Resultate unmittelbar
auf die beliebige Classe @ tibertragen werden. Ist also wieder ® der
grosste gemeinsame Theiler von £, 0, - -+ L, ist also allgemein:

2,=DE,,

wo die ganzen Divisoren &;, &, --- @, theilerfremd sind, so ist £
ebenfalls durch D theilbar, also gleich ©® @, und man kann die Constanten
€1y Cg, -~ - €, stets so bestimmen, dass £} entweder beliebig gegebene
Divisoren nicht enthilt, oder dass & einen gegebenen Primfactor B als
Theiler besitzt.

Wir sagen, u Divisoren £, --- Q, sind linear unabhingig, wenn
zwischen ihnen keine lineare Relation:

C1£11+02Q2+"'+0‘ugﬂ=0

mit constanten Coefficienten besteht, oder, was dasselbe ist, wenn die u
zogeordneten Functionen §;, &, --£, der Hauptclasse linear unabhingig sind.

und

§ 13.

Unter den Divisoren einer Classe @ sind nun diejenigen von besonderer
Bedeutung, welche ganz sind, also keinen Nenner haben. Sie bilden einen
Theilbereich jener Classe, welchen ich ihren Integrititsbereich nennen und
durch [@] bezeichnen will.

Ist
@ = Qog
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ein ganzer Divisor von @, so ist fiir die zugeordnete Funection £
i 8

=5

d. h. & ist dann und nur dann ein ganzer Divisor von ¢, wenn die zu-

geordnete Funetion £ ein Multiplum von ST ist, und £, wieder den
zur Classe ¢ gehorigen Multiplieator bedentet.

Sind ®;, ®,, - -- ®, irgend welche ganze Divisoren von @, so ist
nach den Ergebnissen des vorigen Abschniftes jeder Divisor:

=66 +@+ - -+¢6,

ebenfalls ein ganzer Divisor. Wir wollen nun zeigen, dass fiir jede
Classe @ nur eine endliche Anzahl linear unabhingige ganze Divisoren
existiren, durch welche alle anderen homogen und linear dargestellt werden
konnen. Hierzu fithren folgende Ueberlegungen:

Die Divisoren &;, &, --- ®, bilden dann und nur dann ein linear
unabhingiges System ganzer Divisoren der Classe (@), wenn die zugeord-

neten Functionen &, &, - - - §, der Hauptclasse ebenfalls linear unabhingig

und simmtlich Multipla des Divisors 51— sind. Ist umgekehrt £, &,---&x
0

ein vollstindiges System linear unabhingiger Multipla von -5—, so dass
(]

also allgemein
@,

gi:ﬁo

ist, so bilden die zugeordneten Divisoren
£, &R, - EvR
offenbar ein vollstindiges System linear unabhiingiger ganzer Divisoren
von §.
Mit Benutzung der im § 9 auseinandergesetzten Methode kénnen wir
aber stets ein vollstindiges System linear unabhingiger Multipla von 791—
aufstellen. Zu diesem Zwecke bilden wir ein Fundamentalsystem )

1, 52, &a
fiir den Korper K und den Divisor é;, welches in Bezug auf die Stelle
(x = a,) reguldr ist. Sind dann wieder

Y1, 71y~ 7

die Ordnungszahlen jener Functionen in Bezug auf jene Stelle (x = ay),
und sind ferner #y, - - - 7, diejenigen unter ihpen, welche positiv sind, so

bilden die
Ne= (1) + -+ (ot 1)

Functionen:
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gi gi

ein vollstiindiges System linear unabhingiger Multipla von 75——, und ihre
0

zugeordneten Divisoren ein vollstindiges System ganzer Divisoren von ¢.

Ein jedes vollstindige System (&, ®;,--- &y) linear unabhingiger
ganzer Divisoren von ¢ soll emn Fundamentalsystem fiir den Bereich [@]
heissen, und die Anzahl N seiner Elemente wollen wir die Dimension
von @ nennen, und durch {¢} bezeichnen.

Fiir eine beliebige Divisorenclasse ¢ von negativer Ordnung ist
offenbar { @} = 0, da ein ganzer Divisor negativer Ordnung nicht existirt.
Dasselbe ist fiir jede Classe von der Ordnung Null der Fall, welche nicht
die Einheitsclasse ist, denn ein ganzer Divisor kann nur dann die Ordnung
Null haben, wenn er gleich Eins ist; in diesem Falle ist aber ¢ = E,
weil diese Classe allein die Constanten enthilt. Also ist endlich

{E } =1,
denn hier sind die Constanten die einzigen linear unabhingigen ganzen
Elemente von K.

§ 14.

Wir verallgemeinern jetzt das im vorigen Paragraphen gefundene
Resultat, indem wir uns folgende Aufgabe stellen:
Es sollen alle Multipla eines Divisors X innerhalb einer
beliebigen Classe R gefunden werden.
Ist speciell B=F die Hauptclasse, so ist diese Aufgabe bereits in I a. S. 449
aufgestellt und dann vollstindig gelst worden; sie wurde damals als das
Hauptproblem in der Theorie der algebraischen Functionen bezeichnet.
Wir zeigen jetzt dass und wie die hier vorgelegte allgemeinste Aufgabe
unmittelbar auf jene zuriickgefiihrt werden kann.
Ist # =06 ein Multiplum von £ innerhalb R, so ist & ein ganzer

g und wmgekehrt, da ja B — Q-gﬁ ist; bilden also
G, G, - G,

ein Fundamentalsystem fiir die Classe Z}IE , 50 ist R =0 G dann und nur

Divisor der Classe

dann ein Multiplum von &, wenn:
=06+ - -+ ¢.6,
ist, d. h. die u Divisoren:
LG, 06, - 06,
bilden ein vollstindiges System linear unabhingiger Multipla von £, und
man erhilt so den wichtigen Satz:
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Die Anzahl aller linear unabhingigen Multipla eines be-
liebigen Divisors L, welche innerhalb einer beliebigen Divisoren-
classe R existiren, ist stets gleich

B
tel
also gleich der Dimension der Classe g, wenn § die Classe des

betrachteten Divisorsist; diese Anzahl ist also von der speciellen
Wahl von £ innerhalb der Classe ¢ ganz unabhingig. Man
erhilt ein vollstindiges System linear unabhingiger Multipla
von £ innerhalb R dadurch, dass man die Elemente eines

Fundamentalsystemes fiir die Classe g mit £ multiplieir.

Ist speciell R = E die Hauptclasse, so ist die Anzahl aller linear unab-
hingigen Multipla von £ innerhalb des Korpers K(z, y) gleich der Dimen-
EA - {—é} der durch den Divisor ‘,53,]:' bestimmten Classe, man erhalt

sion { Q}
also fir unsere frithere Aufgabe noch das beinahe selbstverstindliche

Resultat:
Die Anzahl aller linear unabhingigen Multipla eines

Divisors £ innerhalb des Kérpers K (z, y) bleibt ungefindert,
wenn man £ durch einen beliebigen dquivalenten Divisor ersetzt.

Es sei jetzt @ eine beliebige Classe, und

@1, @2; b @ﬂ

moge ein Fundamentalsystem fiir @ sein. Ist dann D der grisste gemein-
same Theiler jener yp Divisoren, so ist D ebenfalls ganz, und jeder andere
ganze Divisor von G:

@=01@1+02@52+'“+Cﬂ@‘u.

ist ebenfalls ein Multiplum von D also gleich D .
Es sei nun allgemein:

@,‘ == @_@_i;

ist dann D die zu D gehorige Classe, so bilden die p theilerfremden
ganzen Divisoren

G, 6, -G,
ein Fundamentalsystem fiir die Classe:
7-%

denn diese Divisoren gehdren erstens offenbar alle zu dieser Classe, zweitens
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sind sie linear unabhiingig, und drittens ist jeder ganze Divisor & von G
in der Form

@‘;‘*01@1“}"""‘}“%@#
darstellbar, weil das Product DG = & zu @ gehdrt, also in der Form
1 ®, 4 - - - -+ ¢, ®, enthalten ist. Da die g Divisoren @,,-..®, theiler-
fremd sind, so kann man innerhalb & einen Divisor

@ =2 Ci—@_i

so auswihlen, dass er beliebige Primfactoren nicht enthilt; wir denken

uns einen Divisor &, speciell so gewshlt, dass er zu D relativ prim ist.
Ist also @ eine beliebige Classe, ®© der Theiler aller Divisoren des
Integrititsbereiches [ @], ist ferner D die Classe von 9, und

Q=DQ—,

50 besitzen die beiden Classen dieselbe Dimension w, d. h. es ist:
ol ={@};
ferner aber besteht der Satz, dass fiir die Classe D
(D} =1

ist, dass némlich jeme Classe nur den einen ganzen Divisor D enthilt.
In der That, existirte ausser © anch nur noch ein anderer ganzer Divisor

® innerhalb D, und ist &, der oben bestimmte zu ® theilerfremde

Divisor von G, so wiirde ja das Product ® &, ein ganzer Divisor von G,
also als solcher nothwendig durch D theilbar sein, und dies ist unmdglich, da

@ zu D relativ prim, und D von D verschieden ist, algo nothwendig
mindestens einen Primfactor §5 weniger oft enthdlt als D.

Eine Classe ¢ soll nach dem Vorgange der Herren Dedekind und
Weber eine eigentliche Classe genannt werden, wenn ihre ganzen Divisoren
&, - - - &, relativ prim sind; haben dieselben dagegen den gréssten gemein-
samen Theiler D, so soll G eine uneigentliche Clusse vom Theiler D ge-
nannt werden. Im letzteren Falle kann also vermittelst der Gleichung:

¢=D-9
jede uneigentliche Classe als Product einer eigentlichen Classe Q und einer
anderen D) dargestellt werden, deren Dimension {D| stets gleich Eins ist.
Ist @ selbst eine eigentliche Classe, so ist speciell D =1, D = E, und
es 1st also auch hier {D}={F}=1. Sind endlich ¢, g und ¢ die Ord-

nungszahlen von ¢, ¢ und von D, so folgt aus dieser Gleichung:

g=g+9, {@}={@].
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§ 15.

Wir wollen die in dem ersten Theile dieser Arbeit gefundenen rein
arithmetischen Resultate jetzt auf die Theorie der algebraischen Differen-
tiale und die zu ihnen gehdrigen Integralfunctionen anwenden.

Es seien £ und n zwei beliebige Grossen des Korpers K(z,y) und

es mage:
F,m)=0

die zwischen ihnen bestehende irreductible algebraische Gleichung sein.
Dann ergiebt sich aus ibr durch Differentiation die Gleichung:

¢ F
dn o8 ¥
ol
o

d. h. das Verhiltniss der beiden Differentiale d§ und d7 ist als rafionale
Function von £ und 7 eine Grosse des Korpers K(z,y), welche also
durch den zu ihr gehorigen Divisor bis auf eine multiplicative Constante
bestimmt ist. Wir stellen uns daher die fiir das Folgende fundamentale
Aufgabe, diesen Divisor zu bestimmen.

Wegen der Gleichung:
dn __dn d§
7t dz dz

geniigt es offenbar, zu bestimmen, wie oft ein beliebiger Primdivisor
d

=
x irgend eine Grisse des Korpers ist, die als unabhingige Variable an-
genommen wird. Der Kinfachheit wegen wihlen wir z so, dass der be-
trachtete Punkt S5 einem endlichen Punkte (x==a) der zugehdrigen
Riemann’schen Fliche entspricht, und es bestehe fir die Function £ in
der Umgebung der Stelle B die folo'ende Entwickelung:

d+1

E—E = gd("”""“)“ + §d+1(ﬂ7—-a) ®

wo also §, das constante Glied in der Entwickelung von § bedeutet, und
die Ordnungszahl d von § — &, positiv oder auch negativ sein kann;
dann enthiilt also der Linearfactor § — &, genau die d* Potenz von 9.
Durch Differentiation dieser Gleichung nach z ergiebt sich aber:

y, A
d
b re—a 4

Enthalt also & —£, die Potenz B, so ist - a8 > genau durch P~ theilbar,
wenn die Stelle  fiir die Kugelfliche Kz ein o-blattriger Verzweigungs-

in jedem der beiden Differentialquotienten und Z“Z enthalten ist, wenn
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punkt ist, Da aber das Analoge anch fiir die Function % gilt, so ergiebt
sich zuniichst das folgende einfache Resultat:
Sind & und 7, die zu £ und 7 gehdrigen constanten Glieder
in der Entwickelung jener Functionen in der Umgebung der
beliebigen Stelle B, und sind die Linearfactoren £ — &, und
n — 1, also durch P< und B¢ theilbar, so ist der Differential-

quotient g—-g genau durch Be—9 theilbar, es ist also

d
=%
(B
wenn das Producet iiber alle Stellen B erstreckt wird.

Denselben Divisor konnen wir aber, und das ist das Wesentliche, auf
andere Art und zwar in geschlossener Form darstellen. Wihlt man §
als unabhingige Variable, so gehort zu ihr eine Riemann’sche Kugel-
fliche &: und ein bestimmter Verzweigungstheiler 3, welcher alle und
nur die Verzweigungsfactoren P fiir diese Fliche R: enthilt, jeden zu
der Potenz erhoben, welche seine Ordnungszahl angiebt; das Entsprechende
gilt fiir die Function 7. Es sei nun

L5
E=n> 1
und es seien 3: und 3, bzw. die Veraweigungstheiler fiir die Functionen
£ und %. Dann gilt der folgende wichtige Satz:
Sind £ und % zwel beliebige Grossen des Kdorpers K, so be-
steht immer die Gleichung

dn _ 8y 3t
(1) aE TR

Zum Beweise dieses Sabzes brauchen wir nur zu zeigen, dass der rechts
stehende Quotient jeden Primfactor P in der (e— d)** Potenz enthilt,
und dies ist offenbar geschehen, sobald wir nachgewiesen haben, dass

fiir ein beliebiges £ der Divisor §23 genau durch P¢—1 theilbar ist und
ne

das Analoge fiir n gilt.

Ist nun P zundchst eine im Endlichen liegende Stelle der Fliche R
und enthiilt der zugehdrige Linearfactor £ — £, die Potenz P4 von %,
so ist, wie oben § 10 gezeigt wurde, B eine endliche Verzweigungsstelle
der (d—1)** Ordnung, also ist B: durch Pe—! theilbar, wihrend in n;
der Divisor ¥ gar nicht auftritt, weil P im Endlichen liegh. Also ist

-

m diesem Falle wirklich genau durch 49— theilbar.

Vﬁw‘ﬁ?
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Ist dagegen P eine unendlich ferne Stelle fiir K, ist also d = — ¢
negativ, so ist nz durch PR theilbar, und P entspricht einem Ver-
zweigungspunkte der (0 — 1)*® Ordnung, der Verzweigungstheiler 3¢

enthilt somit genau die Potenz PB9—1 Also ist der Quotient % durch
ns

Po—1—20 == P—0—1 = Pa—1 theilbar, die aufgestellte Behauptlgmg ist

also vollstindig bewiesen. Ebenso zeigt man, dass der Quotient -?Z% genau
n

Pe—1 enthilt, und damit ist die Richtigkeit der Gleichung (1) bewiesen.
Aus dieser Gleichung ziehen wir zunichst eine merkwiirdige und
fiir das Weitere sehr wichtige Folgerung. Da nimlich der Differential-

quotient g—g eine Funetion des Kdrpers K ist, so sind die beiden Divisoren:
8—5 und -?32'—7
ne n,l

auf der rechten Seite von (1) einander nothwendig dquivalent, und daher
sind ihre Ordnungszahlen einander gleich, wie auch £ und % innerhalb
des Korpers angenommen sein mogen. Sind also £ und 7% zwei beliebige
Functionen des Korpers, sind #; und #, ihre Grade, und ), und w, die
Ordnungen ihrer Verzweigungstheiler 3: und 3,, so ist stets:
w; — 2ng = wy — 2n,

d. h. die Zahl w — 2% ist eine Invariante des Korpers, denn sie ist un-
abhiingig von der Wahl der zu Grunde gelegten Variablen. Nach § 9
ist w eine gerade, also die Zahl

p=—21—~w—-—n+1

eine ganze Zahl, welche fiir jede Grdsse von K den gleichen Werth
besitzt. Wir nennen dieselbe das Geschlecht von K. Diese Zahl ist eine
der wichtigsten Invarianten des Korpers.

§ 16.

Jedes Differential, das zu dem Korper K gehort, kann je nach der
Wahl der Integrationsvariablen in sehr verschiedener Form geschrieben
werden. Ist £ die Integrationsvariable, {: der Integrand, so ist das zu-
gehorige Differential

do = g dE,

und beim Uebergange zu einer anderen Integrationsvariablen 7 erhdlt man:

d
do =& d§ =& dny = Lydn.
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Sind also & und §, die Integranden fiir ein und dasselbe Differential
do, wenn man das eine Mal £, das andere Mal % als Integrationsvariable
zu Grunde legt, so sind diese beiden Grdssen des Korpers K durch die
Gleichung:

mit einander verbunden, d. h. es besteht fiir jede Grosse von K die
Gleichung:

wo also 3, ein algebraischer Divisor ist, welcher nur von dem Differential
de, aber in keiner Weise von der Wahl der Integrationsvariablen £ oder
v abhingt und der dem Differentiale deo zugehbrige Divisor genannt
werden soll. Umgekehrt ist aber auch das Differential deo durch den
zugehorigen Divisor 2, bis auf eine multiplicative Constante vollstindig
bestimmt; denn fiir eine beliebige Integrationsvariable & ist ja dann:
B, ug

B
Alle Divisoren %, sind untereinander #quivalent, sie gehiren also einer
und derselben Divisorenclasse (W) an; denn ist:

do =¢dé und L=

do = g d§,
do' = §dE,
so ist ja fiir die zugehdrigen Divisoren %, und B,
B, &
B, g
d. h. jener Quotient ist eine Grosse von K, und da
B B
§IBw = §5 - ;25 ;;2
ist, so ist die Classe (W) mit der Classe aller Divisoren identisch, welche

dquivalent dem Divisor —é sind, wenn £ irgend eine Grdsse des Korpers
n

g
bedeutet. Es kann demmach die Classe (W) aller Differentialtheiler anch
als die Classe (:13‘—;) bezeichnet werden. Umgekehrt entspricht auch jeder
n:t
Divisor % dieser Classe einem Differentiale dw; denn ist ¥ Hquivalent

3 .
-, 80 ist ja
ng
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wo ¢ eine Grésse des Korpers K ist, d. h. % entspricht dem Differentiale:
do = {dE.

Wie also alle und nur die Diviscren der Hauptelasse mit allen Gréssen
des Korpers K(2y) zusammenfallen, so entsprechen alle und nur die Divi-

soren der Classe (W) = (%) allen Differentialen dw, welche zu
nI

diesem Korper K gehoren; daher soll (W) die zum Korper K gehorige
Differentialclasse genannt werden. Die Ordnung der Differentialclasse

(%) ist w— 20 =2p — 2, ist somit im Allgemeinen von Null ver-

schieden. Die Untersuchung dieser Divisorenclasse fallt also vollstandig
mit der Betrachtung aller Abel'schen Differentiale zusammen. Als

Multiplieator fiir die Differentialelasse kann man irgend einen Divisor %—‘
z

wihlen, wenn z eine Grosse des Korpers K bedeutet. Diesem Multipli-
cator entspricht dann die Darstellung der Differentiale dw in der Form
E,dz d. h. die Wahl von z als Integrationsvariable.

Wir fragen uns zunichst, wie sich das einem Abel’schen Differentiale
deo zugehdrige Integral o in der Umgebung einer beliebigen Stelle P
verhilt, und wir zeigen, dass dasselbe an allen und nur denjenigen Stellen
nicht regulir ist, fiir welche die zugehdrigen Primfactoren in 23, ent-
halten sind. Es werde die Integrationsvariable x so gewihlt, dass der
gerade betrachtete Primfactor P weder in n, noch in 3, auftritt, dass
also die Stelle ¥ eine regulire im Endlichen liegende Stelle der Kugel-
fiiche &, ist. Beides ist offenbar moglich; denn man braucht nur fir z
eine Grosse zu wihlen, welche in § von der ersten Ordnung verschwindet;
dann entspricht ja P eine regulire Nullstelle fiir z =0. Dann ist in

dem Differentiale:
B, 2

3,

¢ in Bezug auf P von genau derselben Ordnung wie .. Ist also W,
genau durch P? theilbar, wo d positiv, negativ oder Null sein kann, so
besteht fiir {,dz in der Umgebung von  die folgende Entwickelung
nach Potenzen von :

do == L dx = (ez2° 4 eg 12t 4 - . Y dz,

do = §,dx §o=

und durch gliedweise Integration dieser Reihe ergiebt sich also

]
m—wo=mxd+l+'v~?
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wo «, die Integrationsconstante ist, oder fiir den speciellen Fall, dass
d=—1 ist:

0 —a,=o_yle4---
d. h. es besteht der Satz:

Ist P ein d-facher Theiler des zu dw gehorigen Divisors 2,
so ist das Integral ® — o, entweder durch B¢+t oder durch

1() theilbar, je nachdem d2Z — 1 oder d = — 1 ist. Wir

sagen hier, dass eine Integralfunction den Divisor /P enthilt,
wenn ihre Entwickelung in der Umgebung von P mit dem
Logarithmus des zugeh&rigen Linearfactors anfingt.

Wir sagen nun, ein Integral verhilt sich an einer Stelle §f regulir, wenn
@ — @, in P von der ersten Ordnung ist, oder wenn in der Umgebung
derselben die Entwickelung besteht:

1 2
0=0,+ o @—a)*+ o @z—a)+ -
und der Coefficient w, von Null verchieden ist, d. h. wenn die Differenz
©— @, in P genau von der ersten Ordnung verschwindet. Dann folgt
aus dem soeben bewiesenen Satze, dass w fiir alle und nur die Prim-
divisoren nicht reguliir ist, welche in ¥, enthalten sind, und zwar wird
© — @, fir alle und nur die Theiler des Nenners in § unendlich gross.
Wir brauchen daher im Folgenden nur die Divisoren %, zu betrachten,
um die Natur der Abel’schen Integrale @ vollstindig kennen zu lernen.
Man erkennt somit, dass in der That das Integral @ an jeder Stelle
B durch den zugehdrigen Divisor ¥, in durchaus einheitlicher Weise -
charakterisirt wird.
Jeden Differentialtheiler %, konnen wir als Quotienten zweier ganzen
Divisoren d. h. in der Form schreiben:

bw
%m= =

n(n

Der Nenner enthilt alle und nur die Punkte, welche den simmtlichen
Unendlichkeitsstellen des Integrales o entsprechen, und zwar entspricht
jedem einfachen Primfactor eine logarithmische Unstetigkeitsstelle, jedem
Primfactor ™ ein Pol der (m—1) Ordnung in dem Integrale. Ebenso
enthilt der Zahler alle und nur die Stellen fiir welche @ — @, von héherer
als der ersten Ordnung verschwindet.

§ 17.

Die Fundamentalanfgabe in der Theorie der Abel'schen Integrale
kann in ihrer allgemeinsten Form so ausgesprochen werden:
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Es soll ein vollstiindiges System linear unabhingiger Differen-
tiale do gefunden werden, deren Divisor %, ein Multiplum
eines beliebig gegebenen Divisors 2 ist, fiir welche also

%c) == @O)Q
ist, wenn @&, irgend einen gamzen Divisor bedeutet.

Diese Aufgabe kann, und zwar fiir eine beliebig gegebene Integrations-
variable folgendermassen gelést werden:

Wir bilden nach der im § 4 angegebenen Methode ein Fundamental-
system:
@ e, b
fiir den Kérper K und die unabhingige Variable 2 in Bezug auf alle Multipla

von =, und zwar moge es gleich so gewahlt sein, dass es fiir eine be-

liebige regulire Stelle (z = a,) regulir ist. Zu diesem Systeme bilden
wir das complementire:

(2> gl; §2, oty gn;

nach § 7 III ist dasselbe dann in Bezug auf (z = a,) ebenfalls regulir,
und es kann von vornberein so geordnet vorausgesetzt werden, dass die
Ordnungszahlen seiner Elemente

01,02, " " % Qn
in Bezug auf diese Stelle eine zunehmende Reihe bilden, dass also all-

gemein 9; < g,y ist. Ist dann g das erste Element, dessen Ordnungs-
zahl g, > 2 ist, so bilden die folgenden Differentiale:

g, g £ :
(3) md%’, md%, Ty, mdm (@=—-‘8,S+1,~”,%)
\ @)
ein vollstindiges System linear unabhingiger Abel'scher Differentiale,
do = g, dz, fir welche I, ein Multiplum von £ ist.

Das System (£, &, ---, &) ist nidmlich n. d. V. ein Fundamental-
system fiir die Multipla von 7‘3, also das complementire @1, £y, -, En)
ein Fundamentalsystem fir die Multipla des complementiren Divisors

2. Da dasselbe aber in Bezug auf die Stelle (x=a,) der unabhingigen

3,
Variablen z ausserdem regulir ist, so bilden die Elemente:
_ £ E.
gz. S _____,i._.__:_:‘; =8 3+1 e
@ — ay)’ ) (m_%)ez 3 ( ’ N )

ein vollstindiges System linear unabhiingiger Multipla von 32 , welche ausser-

dem in allen » Punkten 1, P2, -, B, welche bei £=q, liber einander liegen,
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mindestens die Ordnungszahl 2 besitzen, oder, was dasselbe ist, jene
Elemente bilden ein vollstindiges System aller Multipla des Divisors:

D37,
8
Dividirt man daher jedes dieser Elemente mit
2
(e—ap) = =5,

x

so erkennt man, dass in der That die Elemente (3) ein vollstéindiges

2

£
Bn’” bilden, also den Be-

System linear unabbingiger Multipla von

dingungen der Aufgabe gentigen.

Als Beispiel betrachten wir die s. g. Infegrale erster Gattung e,
welche an keiner einzigen Stelle eine Unendlichkeitsstelle besitzen. Aus
den Ergebnissen des § 16 folgt, dass dies dann und nur dann der Fall
ist, wenn der dem Differentiale ds zugehorige Divisor B, ganz ist, also
keinen Nenner besitzt. Also entspricht den linear unabhingigen ganzen
Divisoren der Classe (W) oder, was dasselbe ist, den Vielfachen des
Divisors £ =1 ein vollstindiges System linear unabhingiger Differentiale
erster (attung.

Der Emfachheit wegen nehmen wir an, was ja eventuell stets durch

eine Substitution &' = ——— erreicht werden kann, dass der Stelle z=o00

0
n regulire Punkte der Kugelfliche &, entsprechen. Alsdann kénnen wir

die Stelle (z==00) an Stelle der vorher eingefiihrten (x==gqa,) wihlen,
und daher den Linearfactor 2 — a, durch é— ersetzen. Nach der so-
eben angegebenen Methode bilden wir nun zuerst ein Fundamentalsystem

My N2, Yn
fiir die ganzen algebraischen Functionen von K(x,y), welches fiir die
Stelle (x = oo) reguldr ist, und es bedeuten:

01,02, %) @n
die Ordnungszablen der # Elemente ; fiir jene Stelle und zwar seien
dieselben so bezeichnet, dass ¢1 > @3 >---> ¢, ist. Dann ist

oot ot - toa=—73,

und man zeigt leicht, dass ¢, = O ist und alle folgenden Ordnungszahlen
negativ sind. In der That, eine ganze algebraische Function % besitzt
im Endlichen gar keinen Pol; soll sie also keine Constante sein, so muss
sie mindestens in einem der » unendlich fernen Punkte von negativer
Ordnung sein, ihre Ordnungszahl ¢ fiir (z = oo) ist also stets negativ



Algebraische Functionen einer Verdnderlichen. 489

und nur dann Null, wenn % eine Constante ist. Da aber im K&rper K
sicher auch die Constanten auftreten, so muss %, = ¢, folglich ¢; =0
sein, aber o, kann dann nicht mehr Null sein, da sonst anch %, constant
wire, also 1, und 7, rational abhingig wiren.
Es sei nun
(;71: N2y ’71!)
das complementire System zu (11, %2, -+, %a). Sind dann

01, 622 Y Z’”
die Ordnungszablen seiner Elemente, so ist allgemein:
0: = — @i,

d. h. es ist g, =0, und alle folgenden Ordnungszahlen gs,---, o, sind
positiv. Ist also 7, das erste Element, dessen Ordnungszahl > 2 ist, so
bilden die Functionen:

e, By By e, B (i=3,5F1,n)
ein vollstandiges System linear unabhiingiger Integranden erster Gattung,

denn sie bilden ein vollstindiges System linear unabhingiger Multipla
2

3——3;’
sitzen. Da g,, - -, 0s—1 alle gleich Eins, also g,—1, -+, gs—y—1
gleich Null sind, so kann ihre Anzahl auch so geschrieben werden:
at+@—D+ -+ @—D=n—n+1
1
und da nach § 7 III

Dlo=—Dl o =2 (e—1)

ist, so folgt fiir die obige Summe der Werth:

von da sie fiir z — oo alle mindestens die Ordnungszahl 2 be-

w
2

|

w

—2—"—-%—*-1:29.

Also die Anzahl aller linear unabhingigen Integrale erster
Gattung ist stets dem Geschlecht des Korpers K(z,y) gleich.

Es existiren also nur dann gar keine allenthalben endlichen Integrale s,
wenn p = (O ist, und das ist wieder dann und nur dann der Fall, wenn
in dem Fundamentalsysteme (1, ---,7.) alle Elemente, ausser dem ersten,
die Ordnungszahl — 1 besitzen. Da endhich die Anzahl

p=5—n+1.
threr Natur nach nie negativ sein kann, so ist stets
w
Y g n—1.

Mathematische Anpalen. LIV, 32
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§ 18.

Es sei £ ein beliebiger Divisor, (@) seine Classe, und ¢ die Ordnung
derselben; dann ist ein Differential do dann und nur dann ein Multiplum
von &), wenn fiir den zugehérigen Theiler %, eine Gleichung

B, ~0-6,
besteht, in der @, einen ganzen Divisor bedeutet; da dann umgekehrt
%w
@a) ~ '—g""
ist, so ist ®, ein ganzer Divisor der Classe (’g) Zu jeder Classe (@)

gehort eine andere (§) = (—g) , die s. g. Erginzungsclasse, welche alle

und nur die Divisoren El enthilt, deren Zahler zu (W) und deren Nenner

zu (§) gehort. Ist ¢ die Ordnung der Classe (), so folgt aus der

Gleichun
¢ (@-() = (W),

¢+qd =2p—2.

Ein Differential do ist also danmn und nur dann ein Multiplum eines
Divisors £, wenn B, =2 -6, uwnd &, ein ganzer Divisor der Er-
ginzungsclasse (@) ist, und die Anzahl aller linear unabhingigen Diffe-
rentiale, welche Multipla von { sind, ist demnach fir alle zu & #qui-
valenten Divisoren dieselbe, nimlich gleich der Anzahl der linear um-
abhingigen ganzen Divisoren der Erginzungsclasse (@'); es ergiebt sich
also der Satz:

Ist (@) eine beliebige Divisorenclasse, und £ irgend ein Divisor

von (), so ist die Anzahl aller linear unabhingigen Multipla

dw von &) stets gleich der Dimension {¢'} der Ergiinzungs-

classe von (@Q).
Wir wollen jetzt eine Beziehung zwisechen den Dimensionen von zwei
beliebigen Ergiinzungsclassen herleiten, welche der Riemann - Rock’sche Satz
genannt wird. Zu diesem Zwecke wihlen wir die unabhingige Variable
% so, dass der Stelle z =00 » regulire Punkte §§_ entsprechen. Es seien
dann ), und £," zwei beliebige ganze oder gebrochene Divisoren, welche
aber keinen Divisor 8 enthalten, und deren Product:

Qq : QI’ = 8z
dem Verzweigungstheiler der -Kugelfliche K. gleich ist. Dann sind die
zu den beiden Divisoren: )
D=2 g &

’
n; Ty
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gehirigen Classen (Q) und (@) Erginzungsclassen, da

’ Qlﬁll 8:6
DA = — ==
nx nx

also (QQ") = (W) ist, und umgekehrt kann man in zwei beliebigen Er-
ginzungselassen stets zwei solche Theiler £ und £ finden. Die Dimension
{@} der Classe (@) ist dann gleich der Anzahl aller linear unabhingigen

ganzen Multipla des Divisors % = %—’: innerhalb K(xy) und ebenso ist

1,

{@'} gleich der Anzahl der unabhingigen Multipla von —5—- =5

Um nun diese Dimensionen {@} und {@'} zu finden, bestimmen
wir zunichst ein Fundamentalsystem

1, B n
des Korpers K(x, y) fiir den Divisor g—l— , welches fiir die Stelle (z = o0)
reguléir ist, und es seien wieder

Pi, 72,7y Pn (ri;“'!'l)
die Ordnungszahlen seiner Elemente fiir jene Stelle. Dann ist das comple-
mentire System

El; 52; T gn
ein Fundamentalsystem fiir den complementdren Theiler:
L=
welches ebenfalls fiir (x == o0) reguldr ist, und dessen Ordnungszahlen
fiir jene Stelle bzw.

o

o0

. Ty, — ¥y, — Ty
sind.
Dann sind alle und nur die linear unabhingigen Multipla von

%)— = %’1{ in dem Systeme

gi; %'gz'; Tty xr““lgz (7’;_2_1)
enthalten, fiir welche die Ordnungszahlen 7, > 1 sind; denn alle diese
—5:, weil das System (£;) ein Fundamentalsystem fiir

—— ist, aber sie sind auch Multipla von n,, weil sie alle mindestens die

Ordnungszahl - 1 fiir (z = oo) besitzen. Ihre Anzahl, die Dimension
{Q}, ist also durch die Gleichung

(@) =7 +rt -+
gegeben, wenn #, die letzte Ordnungszahl » ist, welche >0 ist. Hier
kénnen und sollen die Ordnungszahlen #; = 0 mitgezihlt werden, da sie
ja an der Summe nichts dndern.

sind Multipla von

32*



492 K. Hexser.

"t

Dagegen sind alle und nur die unabhiingigen Multipla von jé—==§;

in dem Systeme:
gk; xgk; ngky Tty x—rk—lgk (— 7’1:2 1)
enthalten, fiir welche ihre Ordnungszahl — 7, > 1 ist, denn alle diese

sind Multipla von —5;" aber auch von 1,, weil auch sie mindestens die
Ordnungszahl -+ 1 fiir (# = o0) haben. Ihre Anzahl, die Dimension

{ @'} der Erginzungsclasse (@), ist also gleich:
(@) =—trtriget -+ 1),

weil ja n. d. V. 7,4 die erste negative Ordnungszahl in dem Systeme
(§), also (—#,41) die erste positive in dem complementiren Systeme

(£) ist. Durch Subtraction ergiebt sich also die wichtige Gleichung:
(@} — (@} =(1+r+-+r).
Nun war aber das System (§,---, &) ein Fundamentalsystem fiir die
Multipla des Divisors 51: == 53%1;’ dessen Ordnung gleich — (¢ 4 ») ist;
also ist
ntrndotra=gtan—F=g—p+1,

wo w die Verzweigungszahl der zu z gehorigen Kugelfliche & ist; die
soeben gefundene Gleichung geht also iiber in:

@ ={¢}+g—p+1.

Wenn man aber jetzt @ mit @ vertauscht, so ergiebt sich die corre-
spondirende Gleichung

(i={¢}+d—r+ 1L
Subtrahirt man die zweite von der ersten Gleichung, so kann das Resultat
folgendermassen geschrieben werden:

@ (@ —L—(g)—L.

Ersetzt man endlich in der zweiten der soeben gefundenen Gleichungen
die Ordnung ¢’ der Ergiinzungsclasse () durch 2p — 2 — g, so erhilt
man die zweite Gleichung:

w ,
(I (gl=tel=te)+r—1—0¢
Beide Gleichungen geben uns die gesuchte Beziehung zwischen den Dimen-
sionen von zwei beliebigen Erginzungsclassen und konnen folgender-
massen in Worten ausgesprochen werden:
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I) Ist Q@ = W, so besitzt die Differenz zwischen der Dimension
und der halben Ordnung fir @ und @ stets den gleichen
Werth.

IT) Ist & ein beliebiger Divisor der Ordnung ¢ und (@) seine
Classe, so ist die Anzahl aller unabhingigen Differentiale dw,
deren Divisoren . Multipla von £ sind, stets gleich der
Dimension der Classe (@) vermehrt um die Zahl p — 1 — g,

Aus der zweiten Gleichung ziehen wir noch zwei einfache, aber fiir das
Weitere sehr wichtige Folgerungen. Ist £ ein beliebiger Divisor, dessen
Ordnung ¢ == —b negativ ist, so ist die Dimension {Q} =0, da es
keinen ganzen Divisor von negativer Ordnung giebt. In diesem Falle
ist also -

1) {Q'}=={f§}=b+29—1-

Die Anzahl aller linear unabhingigen Differentiale, welche
Multipla eines beliebigen Divisors von negativer Ordnung & sind,
ist also stets gleich b + p — 1.

Ist zweitens £ = £ ein beliebiger Divisor der Hauptclasse, so ist (@) = (E)
also ¢ =0, {E} =1, da die einzigen ganzen Divisoren dieser Classe die

{

Constanten sind; in diesem Falle ist also die Erginzungsclasse
, w
(@) = () ="
und es ergiebt sich also aus (II) die Gleichung:
av) {W}=n,
also wieder der Satz, dass die Anzahl der linear unabhéngigen Differentiale
erster Gattung gleich p ist. Aber hier folgt allgemeiner, dass auch die

Anzahl aller unabhiingigen Differentiale deren Divisoren Multipla eines
beliebigen Divisors £ der Hauptelasse ist, stets gleich p ist.

§ 19.

Wir benutzen zunichst den Riemann-Roch’schen Satz zum Beweise
der Thatsache, dass die Differentialclasse (W) eines jeden Korpers K eine
eigentliche ist, d. h. dass ihre ganzen Divisoren (I8, %;,.. -, %,) nicht
alle einen gemeinsamen Theiler M besitzen. Ist ndmlich u der Grad jenes
Divisors I und (M) seine Classe, so ist

B =M - B,
und die p ganzen Divisoren (B, Bs, - - -, B,) gehoren zu der eigentlichen
Classe W, welche durch die Gleichung
MW=W
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vollstindig bestimmt ist. Fir diese beiden Ergiinzungsclassen M und
W besteht aber nach Formel (I), § 18 die Beziehung:

&) (M) — L= {W}—-2,

wemn 7% die Ordnung der Classe W bedeutet; nun bestehen aber nach
den Sitzen des § 14 die Gleichungen:

{W={W}=0>, (M} =1, w=2p—2—u.

Setzt man diese Werthe in die Gleichung (1) ein, so ergiebt sich zur
Bestimmung der noch unbekannten Ordnungszahl g von I bzw. von (M):

B u
l1—S=p—(@—1)+75,

d. h. es muss nothwendig u = 0, also der Theiler aller ganzen Divisoren
von (W) gleich Eins sein, w. z. B. w.

Wir benutzen den Riemann-Roch’schen Satz ferner zur Beantwortung
der folgenden allgemeineren IFrage. Wie viele unabhingige Integrale
giebt es, welehe sich nur in einer Anzahl gegebener Punkte nicht regulir
verhalten, und in jedem von diesen hochstens in vorgegebener Ordnung
unendlich werden? Offenbar kann diese Aufgabe jetzt auch so ausgesprochen
werden:

Es soll die Anzahl aller linear unabhingigen Multipla von

—% innerhalb der Differentialclasse (W) bestimmt werden, wenn

B = SB? ‘- SBZ}' einen beliebigen aber ganzen Divisor bedeutet.
Alle diese Divisoren der Classe (W) besitzen dann nimlich die Form:
U

© B
und ihre Integrale w haben in %y, - -, B, entweder hichstens bzw. die
Ordnungszahlen ¢, —1,..-, g, —1 oder werden hochstens unendlich, wie
I%:, je nachdem g;>>1 oder g;=1 ist, wihrend sich & in allen iibrigen
Punkten reguldr verbalt.
In diesem Falle ist also

1

’D'—:Tg": (Q>=(%)7 q=—2,

wenn B die Classe von B ist, und b =g + --- 4 g5 die Ordnung von
B bedeutet. Ferner ist

(@t ={5}=0,

weil es keinen ganzen Divisor von der negativen Ordnung — b geben
kann, Setzt man diese Werthe in die Gleichung (II) des vorigen Ab-
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schnittes ein, so ergiebt sich fiir die gesuchte Anzahl, oder fiir die
Dimension {¢'}={B W} der Erginzungsclasse von (—%) die Gleichung:
{(BW}=b-+p—1.
Die Anzahl aller linear unabhingigen Differentiale mit dem
Nenver B der Ordnung b ist stets gleich & + p — 1.
Es sei nun zuniichst B = P, also b =1, dann lehrt unser Satz, dass

die Anzahl aller unabhingigen Differentiale do, deren Nenner hdchstens
B ist, gleich p ist, oder dass die Dimension der Ergénzungsclasse {PW |

zu (—%) gleich p ist. Sind aber B;, W,, - - -, W,, wie vorher, ein voll-

stindiges System unabhingiger ganzer Divisoren der Classe (W), so bilden
die p Divisoren
S‘B%M %%2) T EB'S‘)BP

ein ebensolches System fiir die Classe (B W); denn einmal sind sie un-
abhiingig, zweitens gehGren sie zu jener Classe und drittens giebt es
nicht mehr unabhingige ganze Divisoren in dieser Classe. Jede Classe
(P W) ist also eine uneigentliche Classe, und ibr Theiler ist gleich .
Jedes Differential, dessen Nenner hochstens gleich P ist, besitzt also
die Form:

dmw%ﬁgw%,

ist also ein Differential erster Gattung, es besteht daher der Satz:
Es giebt kein einziges Integral, welches nur an einer Stelle
und zwar logarithmisch unendlich wird.

Alle folgenden Classen (BW), fiir welche der ganze Divisor B min-
destens zwei Primfactoren enthdlt, sind aber stets eigentliche Classen.
Zum Beweise dieses wichtigen Satzes nehmen wir an, dass fiir einen
beliebigen ganzen Divisor B, dessen Ordnung & > 2 ist, die b+ p—1

Divisoren

2) Gy, G,y -, Gopps

ein vollstindiges System unabhingiger ganzer Divisoren der Classe (BW)
bilden, und dass diese keinen gemeinsamen Theiler besitzen. Ist dann P
ein ganz beliebiger Primtheiler, so gehoren die & 4 p-— 1 linear un-
abhingigen ganzen Divisoren

(2a) P61, 5;3@’27 M) EE@b'H’—l

sicher zu der Classe (BW); da aber die Ordnung von BB gleich
b4 1 ist, so ist die Dimension {BB W} dieser Classe gleich & - p;
es muss also in dieser Classe noch einen ganzen Divisor &, geben, welcher
von den Divisoren (2*) linear unabhingig ist. Derselbe ist durch ¥ nicht



496 K. Henssr.

theilbar; denn wire ®, = B®,, so gehorte &, zur Classe (BW), wire
also durch die (b + p — 1) Divisoren (2) linear darstellbar, es miisste
also PG, durch die Divisoren (2*) mit den gleichen Coefficienten dar-
stellbar sein.

Ist also (&1, @, ---, @y, —1) ein vollstindiges System linear un-
abhiingiger ganzer Divisoren fiir den Nenner B, so giebt es ein System:

(2b> So, S'B@b ) SE@E’—H’“l

fiir den Nenner BB, fiir welches &, den Primtheiler 9B sicher nicht ent-
hilt. Daraus folgt, dass die Classe (B BW) eine eigentliche ist, denn
die b+ p ganzen Divisoren (2*) enthalten weder den gemeinsamen Theiler
¥, noch auch irgend einen von P verschiedenen Theiler ‘B’ denn P’
miisste ja dann schon in &;, s - -, 4,1 enthalten sein, was mit
der Voraussetzung, dass (BW) eine eigentliche Classe ist, im Wider-
spruch stehen wiirde.

Nun ist aber unser Satz fiir den ersten Fall, nimlich fir B=P R’
richtig, mégen nun B und P’ gleich oder verschieden sein. In der That
ist dann die Dimension der Classe (BW) gleich p -} 1; ausser den p un-
abhingigen ganzen Divisoren dieser Classe:

) PPV, PPB,, - - -, PP'B,

muss also noch ein weiterer &, vorhanden sein, welcher weder durch P
noch durch 9P’ theilbar ist. Enthielte nimlich @&,= P'@, etwa den
Theiler P, so gehorte &, der uneigentlichen Classe (PW) an, wire
also auch durch P theilbar, und dann wire @, = P PG, durch die
p ganzen Divisoren (8) linear darstellbar, also nicht von ihnen unab-
héngig. Hiermit ist also unsere Behauptung vollstindig erwiesen.

Wenden wir diesen allgemeinen Satz auf diejenigen Differentiale an,
deren Nenner B = P™ oder gleich B,B, also entweder eine Potenz eines
einzigen Primfactors oder das Product zweier verschiedener Primtheiler
ist, so ergeben sich die beiden Folgerungen:

I) Ist m eine beliebige ganze Zahl > 1 und P ein beliebiger
Primtheiler, so giebt es stets ein Differential
@
-sgﬁ’

dessen Nenner in der reducirten Form gleich $ ist. Das

zugehorige Integral ¢,_; heisst ein Elementarintegral zweiter

Gattung, es besitzt nur in B einen Pol und zwar von der

(m — 1)*® Ordnung.

II) Sind P, und P, zwei beliebige von einander verschiedene

Primtheiler, so giebt es stets ein Differential

dtm-—l o~
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&
dpy ~ B, B,
dessen Nenner in der reducirten Form gleich P, B, ist. Das
zugehorige Integral p,, heisst ein Elementarintegral dritter
Gattung, es wird nur in %, und B, und zwar logarithmisch

unendlich.
Hieraus folgt endlich, dass man jedes Differential

A
d@ ~ -%“ s
dessen Nenner
B = PP B
ein beliebiger ganzer Divisor ist, stets als eine Summe von Elementar-
differentialen der ersten, zweiten und dritten Gattung darstellen kann;
denn man erkennt leicht, dass man von dwo stets ein solches Elementar-

differential do multiplicirt mit einer geeigneten Constanten abziehen kann,
dass in der Differenz

do — ¢, dwy = d(0 — cy@,) N—g;

der Nenner B’ mindestens einen Primtheiler in einer mindestens um Kins
niedrigeren Potenz enthilt, und durch Fortsetzung dieses Verfahrens ge-
langt man schliesslich zu einem Differentiale erster Gattung.

Zum Schluss méchte ich noch bemerken, dass die in dieser Ab-
handlung gegebenen Beweise, sowie alle von mir benutzten Methoden
meines Wissens neu sind; mit ihrer Hilfe kann man alle in dieser Theorie
sich darbietenden Aufgaben auf e/n Grundproblem zuriickfithren, und dieses
bei beliebig gegebener Grundcurve ohne jede vorgingige Vereinfachung
derselben mit rein arithmetischen Hiilfsmitteln losen.

Von den Hauptresultaten dieser Arbeit sind die Sitze iiber die
algebraischen Systeme oder Moduln, {iber ihre Transformation in regulire
Systeme, und der Satz iiber die charakteristischen FEigenschaften des
Fundamentalsystemes fiir ein Ideal noch nicht gegeben worden; dasselbe
gilt von der allgemeinen Theorie der (ganzen und gebrochenen) Divisoren,
ihrer Eintheilung in Classen, und von der Aufstellung des Grundproblemes
dieser Theorie und seiner Anwendung auf die der Abel’schen Integrale.
Dagegen miochte ich ausdriicklich erwihnen, dass sich eine Theorie der
ganzen Divisoren nebst ihren Anwendungen auf ganz anderer Grundlage
und in ganz anderer Behandlung in der -classischen Abhandlung der
Herren Dedekind uvnd Weber im 92. Bande des Crelle’schen Journales
findet, deren sonstige Vorziige hier nicht noch einmal hervorgehoben zu
werden brauchen.




