
Ueber die linearen Relationen zwischen den zu verschiedenen 
singul~ren Punkten geh6rigen Fundamentalsystemen yon 

Integralen der Riemann'schen Differentialgleichung. 

u 

OSKAR BOLZA in Chicago. 

~Die fo]gende Notiz beseh~iftigt sieh mit zwei Punkten aus der 
Theorie der hypergeometrischen Functionen: 

1) Die Relationen zwischen den zu den drei singuliiren Punkten der 
Gauss '  schen Differentialgleichung geh~rigen Fundamentalsystemen, 
wie sie schon yon K u m m e r * )  und Gauss**)  gegeben worden sind, 
und die sich vielleicht am vollstiindigsten bei Herrn Goursa t***)  
zusammengestellt finden, leiden an einer doppelten Unsymmetrie, 
einmal an der der Gauss ' schen Differentialgleichung selbst anhaften- 
den, und iiberdies treten in ihnen gewisse Exponentialfactoren in un- 
symmetrischer Weise auf. 

Um die Relationen in einer in Beziehung auf die drei singul~iren 
Punkte symmebriscl~ n Form zu erhalten, muss man yon der G a u s s -  
schen Differentialgleichung zu der al]gemeineren Differentialgleichung 
der R i e m a n n ' s c h e n  P-Function iibergehen. Wie dies im einzelnen 
durchzufithren ist, und zwar sot dass man aus einer einzigen Relation 
alle tibrigen dutch blosse Buchstabenvertauschung herleiten kann, wird 
in w167 1 und 2 gezeigt. 

2) Die grSssere oder geringere Einfachheit der fra$1ichen Rela- 
tionen hiingt yon einer geeigneten .Normirung do" -Fundamentalintegrale 
ab; eine erste Vereinfachung der G a uss '  ehen Formeln hat Herr 
J o r d a n t )  angegeben, indem er bei der Normirung der Fundamental- 
integrale start yon tier hyperge0metrischen Reihe yon dem E u 1 e r '  schen 
bestimmten Integral ausgeht. (Vgl. w 3). 

*) Crel le 's  Journal, Bd. 15, pag. 56--60. 
**) Gauss' Werke, Bd. III, pag. 210--220. 

***) Annales de l'Ecole Normale Superieure, 1881, Supplement pag. 28--30. 
aueh bei Craig,  Linear differential equations, pag. 237--239. 

t) Cours d'Analyse, HI,. pag. 230. 
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Dass aber noch eine weitere Vereinfachung mSglich sein muss, 
ergiebt sich aus der einfachen und eleganten Form, welche Herr 
P a p p e r i t z * )  den erzeugenden 8ubstitutionen d e r . S c h w a r z ' s c h e n  
s-Function, welche aufs engsf~ mit den hier besprochenen Relationen 
zusammenhiingen, gegeben hat. In w 4 und w 5 wird diejenige Normirung 
der Fundamentalsysteme abgeleitet, welche fiir die Gruppe der s-Func- 
tion gerade auf die P a p p e r i t z ' s c h e n  Formeln filhrt. 

w  

Bozelolmungen. 

Der Gegenstand unserer Betrachtung ist die regul~ire homogene 
lineare Differentialgldchung mit dre~ singul~iren Punkten. Die singul~iren 
Punkte und die zugehSrigen Exponenten, dutch welche bekannflich die 
Differentialgleichung vollkommen bestimmt**) ist, mSgen dutch d a s  
Schema gegeben sein: 

a ,  b, c (singuliire Punkte), 
�9 . } (1) ;t, ~,  v' 

;t", ~ , v . . . . .  (Exponenten)***) 

dabei sind die Exponenten der Beding~ng un~erworfen: 
i 

(2) x '+  x"+ d +  t,"+ v '+  r  1, 
und itberdies soil im Folgenden angenommen werden, dass keine der 
drei Differenzen: 

r  

(3) ~t=~t ' - -~t" ,  t ~ g ' - - g ,  v = = v ' - - v "  
eine ganze Zahl ist. 

Die Differentialg~eichung bleibt unge~indert, wenn man in dem 
Schema (1) die Colonnen beliebig untereinander vertauscht; ebenso, wenn 
man X' mit ~l" oder g" mit g", oder v' mit v" vertauseht.t) Diese beiden 
Ar~n  yon Vertauschungen combiniren sich zu einer Gruppe, G, yon 
48 Substitutionen zwischen den Buchstaben: a, b, c i 4', g', v'; A", g", v". 
Dieselbe kann erzeugt werden durch die Substitutionen: 

^ = ( z  ; t" ) ,  M = (?', ~,"), N = (,,', r 
(4) S = ( a b c )  (~'g'v') (X"gt"v"), 

r= (be) (#r (g'r 

*) MathematischclAnnalea Bd. 27, pag. 883. 
**) Man finder die ausgeschriebene Differentialgleichung bei Hrn. Papperitz, 

MathematiBche Annalen Bd. 25, pag. 213. Vgl. auch Craiq, Linear Differential 
Equations pag. 191. 

***) Ich folge in der Bezeichnung: 1', 1" etc., BtaL% Riemann's a, d etc. 
Horrn F. Kleia's Vorgang. 

%) Bei Riemann, Werke pag. 64 als elne Eigenschaft der P-Function 
ausgesprochen. 
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Wir benutzen diese Eigensehaft der Differentialgleichung bei der 
Normirung der Fundamentalintegrale. 

Das zum Exponenten ~,' gehSrige Fundamentalintegral liisst sich 
auf vier verschiedene Weisen durch hypergeometrische Relhen aus- 
driicken*). Wit  w~hJen eine dieser Darstellungen willkitrlich aus und 
bezeichnen**): 

(5)  Po~t ~1 gJt V F 

= a t ( I - - u ) "  F(g'-lt-~'-lt-v,' g"-l-,~-lt-v; ' l~t-,~ ' - ~ , "  u) ,  

WO 

Auf dies 

(c - b) (x -- a) 
(c -- a) (x -- b) 

Integral 1'o r wenden wir jestz~ die siimmtlichen Sub- 
stitutionen der Gruppe G an. Wir erhalten dabei jedesmal wieder ein 
particuliires Integral unserer Differentialgleichung. 

Man zeigt nun zuniichst durch einfache Schliisse*~*), dass/~o r un- 
geiindert bleibt bei der Untergruppe: 

1, M, N, M N .  

Bei Anwendung der Gesammtgruppe G wird daher G in 12 verschiedene 
Functionen ttbergehen; wir bezeichnen dieselben folgendermassen: 

Die Function, in welche Por dutch die Substitution h iibergefiihrt 
wird, werde mit Po r' bezeichnet und dies durch die Gleichung aus- 
gedriickt: 

(^) Po ~ ' = / V ' .  
In analoger abkitrzender Bezeichnung werde weiter definirt: 

(S) Po~"-- - / ~ o " ,  
(s") ~o * ' '=  ~o'" 

( r )  Po*" = Q/ '  

(S) Q/'---- Qo .'', 
(S') Qor' = Q r 

(6) 

(s) Po~'= POX'; 
(s') ~ / - -  Po"; 
ferner : 

(T) ~o~' =ffi go~,; 
und weiter: 

(s) Qo~' = Qo ~'; 
(s,) Qo~'= Qor 

Dabei ist zu beaehten, dass die Substitutionen A, M, N die Function 
unge~ndert lassen, w~hrend 

*) Riemann~ Werke, pag. 77. 
**) Das Riemann'sche Zeichen PZ' ohne unteren Index soil fflr eine anders 

normirte Function reservirt werden, aiehe ~ 4. 
~ )  Ygl. z. El. Jordan,  0oure .d'AnLlyle III, Art. 183, 
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(7) 

! 
(8) u ~  1 " u '  

(T) u~,~_---- 5. 

Um die Definition der 12 Functionen vSllig bestimmt zu machen, 
beschriinken wir die Variable u vorHiufig auf die obere Halbebene und 
setzen lest, dass die Potenzen 

resp. in den Punkten: 
1, 0 , oo 

den Werth 1 annehmen sollen. 
Bei dieser Festsetzung ist in der ganzen oberen l:Ialbebene: 

(8) ( 1 - - ~ )  r = e  r,l' (1 -  u)" �9 
~r 

Dutch Wiederholung der Schlussweise, dutch welche man gezeigt hat, 
dass P0 r bei der Substitution N unge3indert bleibt," ergeben sich nun 
zwischen den P und Q die Relationen: 

(9) { O o ~ =  e - ~ " ' t V '  , 
4 

qo', = e - ~ " ' / ' o " ,  
q o , = e - r 1 6 2  , 

(~0 ,?,'' === e-~"~ i .~o~"  ,~ 
QO/~ '= e-Pr "Po " ,  

Qo," =~ e-  , ' , , ,  .~o,.,. 

Fiir die Erhaltung der Bymmelrie in den folgenden Ableitungen 
ist es nun wesentlich, dass man yon diesen Gleichungen (9) gerade n i ch t  
Gebra'ach macht, sondern jedes der sechs FundamentaUntegrale in r, wei 
verschiedenen Normirungen als t ) und als Q~ dutch die Formeln laufen 
l~isst, und erst, we es nSthig wird, auf die Gleichungen (9) zurttekgreift. 

w  

Die linearen Relationen zwischen den Fundamentalsystemen. 
Um zun]ichst das par~icul~re Integral Por durch die beiden linear 

unabh~ngigen Integrale 

Qo"=(1--u)"uz 'F(~ ' -~-v ' - ] - iV,  p"-~-v'-~-;r 1-{-v'--v",  1 - - . ) ,  

Qor ", ~"+v"-{-/t ' ,  l - } -v"--v ' ,  l - - u )  

auszudrficken, kann man Schritt ffir Schri~ ~len yon Gauss (Werke, 
III, pag. 210--213) angegebenen Weg einschlagen; nut dass der httbsche 
Kunstgriff, durch welchen Gauss  zeigt, dass man yon den beiden 
Coefficienten der' Relation nut ~nen wirklich zu besfimmen brauchtp 
hier noch'eine einfachere Form annimmt: 
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Die gesuchte Relation sei 

0o) ~ ~  x" ~" ~" Q o ' + B  ,, d '  ~" q~162 

wobei dureh die Bezeiehmmg der Coeffieient~n ibre Abh~ingigkeit yon 
den Exponenten angedeutet werden soil. 

Auf diese ~elation wenden wit jetzt die 8ubsti[ufion (v" v") an; 
wie wir oben gesehen haben, bleibt dabei /~o z' unge~indert; dagegen 
werden Oo ~ und Oo" vertauseht, es kommt also: 

~0~.=.,(~, ,,, ,i,~ ~, ,~, ~,,~ t/, v , /qo"+B(~l, ,  l~,, v,/qo "" 
Aus tier u folgt wegen der linearen Unabh~ingigkeit 

yon qo", qo": 
( ) ( ~) Z" ~" v "  ,V ~" 

A ----B 
Z" /x" v' Z" /x" v" ' 

(11) 

::) B Z,, /i, ~ A  
3." p/' v" 

wodureh die Bereehnung yon B auf die yon A zuriiekgefiihrt ist. 
Indem man nun genau nach Ga~hss weiterschliesst, erhiilt man 

das Resultat" 
~0.'-- ~") 1"1 (~,"--V-- 1) (12) Pot ~ rr(- ~"-  ~ ' - r  rr(- z " - ~ - r  qo" 
l"l(f-- X") r l O , ' ' r  1) 

- I -  ~ C - r ' - ~ ' - r  Qo"" �9 

Auf diese Relation wenden wir jetzt wieder die 48 Substitutionen der 
Gruppe (~ an. 

Ebenso wie Po r ,  bleibt die ganze Relation unge~inder~ bei der 
Untergruppe: 

1, M, N, MN. 
B~i Anwendung der Oesammtgruppe werden wir daher 12 versehiedene 
Relationen erhalten. 

Die Substitution (it'Z") ergiebt: 

(12') p / ,  r r (z"-r )  n ( , " - , ' -  i) 
=" r l ( - -  x'-- v : . r  TTC-- X'-- ~"--  r Qor 

TI (Z"-- , I ' )  "l'r (~,'-- ~/ ' - -  1) 
-b rr(-x' "---~'-,,")rrc--x'--~"--r Qo" 

Auf diese beiden Relationen wenden wir jetzt die Substltution :Z' an 
uml beachten, dass 

( r )  Q o " =  ( r )  (S ~) Qo ~' =.  (S) (T) Q/---- (S) t'o~' = i'o.' ~ 

Bo erh&lten wir: 
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rr(~'-~.") r r ( ~ " - ~ ' - i )  .pd,, 
Q /  ~ IT(-- ~ " .  , , ' -  ~'i r r ( -  ~ " - ; , " -  ~') 

rr(x'- ~") n(~'--~"- ~) 
-I- TT(-- ~'~--,,'-- ~") n(--~"--,/'--~") P0~"' 

(13) rr (;L" - -  ; t ' ) r i  (~" - -  ~' - -  ~) 
Qor' ----- n (--  x ' - -  ; -  ~') rr~c- z' - -  ~" - -  ~') Poe 

TT(;V'-- z') n ( ~ ' - -  ~"- -~)  p / ,  
-l- n ( - ~ ' -  v -  ~") fT(-- ~'-- ~" -- ~') 

Aus diesen vier Relationen folgen die iibrigen acht durch Anwendung 
der Substitutionen S und S~, d. h. einfach durch cyklische Vertauschung 
der Buchstaben ~ ~, ~. 

w  

Die Jordan'sche Normirung. 

Die Relationen vereinfachen sich, wenn man nach Herrn J o r d a n 
(Cours d'Analyse, III, pag. 230) statt yon der Function /~o r aus- 
geht yon 

(14) p~, == r r ( -  ~"-- ~"-- ~") rI(~'-- ~") n(-x~--~'--  ~') por 

Falls: 

~ ( - - X ' - - F " - - V ' )  > - - 1 ,  IR( - -~" - -~ ' - -v ' )  > -- I ,  
so ist dies identisch mit*): 

1 

f ~ - - s  " ~" " ' " "$*' " r ' - -  (15) Pt r =  u~'(1--u)" - ~ -  (1--~) - ~ - ~ ' - r  - ~ ' -  a~. 

Wenn man auf die Function/~1 r wieder die 48 Substitutionen der 
Gruppe (} anwendet, so sieht man zun~ichst, dass P1 r nur mehr bei 
der Untergruppe [1~ M N] unge~udert bleibt; man erhiilt also 24 ver- 
schiedene particuliire Integrale. bei Anwendung der Gesammtgruppe. 
Wit beschfiinken uns jedoch auf die Betrachtung der Untergruppe yon 
der Ordnung 24, welche dutch die Substitutionen MN, AN, T, S 
erzeugt wird, und erhalten dementsprechend wieder 12 particul/ire 
Integrale. 

Wir definiren 

(AN)  .Pj~' ~ p ; t "  ~ TT(--~,"-- ~.'-- ~/) r l ' ( - -~ ' - - ; l . ' -  d ' ) 1 . 1 . 0 . , , _  ;I.') -Po #' , 

wiihrend die fibrigen zehn particul~ren Integrale Ply", PI~"' etc. 
~i X, E~ ~r, ~1 ere. genau so wie in (6) definirt werden. .  

") R i e m s n n ,  Werke, pag. 76. Bind die Ungleichungen nicht erftillr, so hat 
man auf einem ,,DoppelumIauP* um (lie beiden Punkte 0 und I herum zu integriren~ 
siehe J o r d a n ,  Cours d'Analyse III, No. 198; P o c h h a m m e r ,  Mathem. AnnaIen 
Bd. 35, pag. 470. 
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Da dsbei 
Qtr :  Qor~--- P l r :  Po r ,  etc. 

so bleiben die Gleichungen (9) bestehen, wenn man darin den unteren 
Index 0 durch 1 ersetzt, also: 
(16) QI~' .-.~ e - r " . P l  ~:', Q1~" ~ e - z " i  P, r ,  etc. 

Die Relationen (12), (12') nehmen nun nach Einfiihrung yon 
Pl ~t', Q1 r etc. folgende vereinfachte Gestalt an: 

~ t a , ,  ~ s i n  (l'.4- g" -~ ~')~t sin ( l'.-l--tt".'t"~,")~ r 
sin(,J - - , , )~- -  Qir ~ '" ' " " '  "-- " " s i n  (~  ~ )tz~ 

daraus die fibrigen Relationen dutch Anwendung der Substitutionen 
~q, S 2, T ,  ,~T, S2T, wie oben. 

In dieser Form der Relationen treten die yon K i e m a n n  (Werke, 
pag. 68) abgeleiteten, yon der Normirung der P, Q unabh~kngigen 
Bedingungen zwisehen den Coefficienten der Relationen unmittelbar in 
Evidenz, sobald man mit Hilfe yon (16) die QI dutch die Pi ausdriickt. 

Die Coefficienten der Rd~tionen (17) (auch sehon der Relationen (12)) 
hiingen nur yon den Differenzen 

�9 t r , ,  ,~,==/t' X", p - - - ~ g ' ~ [ z  , ~ , ~  --- 

ab. Aus (2) folg~ niimlieh z. B. 

;." q- g" q- v' l ~ ~' - -  tt" - -  v" ' (1 ~ - - g q - v ) ,  

u. s. w. Beaeh~et man dies und setzt liberdles 

({8) ~ + ~ + "  2 ~ 0 '  

so nehmen die Relationen (17) folgende Form an: 

{ p r  cos (~-v)~ cos (~- g) 

09) cos ~= cos (~--Z)= 
P ' ~ " =  ~in (- , , ) , ,  ~'" q- ~-~ ,~, q'"'" 

w  

Weitere Vereinfachung. 

Wir fiihren jetzt nach Herrn P a p p e r i t z  
grSssen L~ M~ iV ein durch die Gleichungen: 

(~o) 

Vorgang drei Hills- 

cos ;t = ~ w cos p g cos ~ g  -~- sin p g sin v z~ cos L,  
cos g =  •= - -  cos vz~ cos X= + sin ~ sin ~t~ cos M, 

cos ~ z~ mffi _ COSsinSin ;t= ~Lz~ mc~ p ~#=M "~'ffiffisin~ihsinl ~,='~2V sin g ~ cos 2r 
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so dass also, wenn ~t, ~ ,  1, reell und flberdies 

; t + / ~ + z , > l ,  

L,  M,  1~ die drei Heiten des sphlirischen Drdecks mit den Winkeln 
~u ,  ~ ,  v z  sind. 

Dutch die Gleichungen (20) sind L ,  M ,  _N nicht vollkommen be- 
stimmt; ist Lo, .Mo, N O ein LSsungssystem, oo ist die allgemeinste 
LSsung: 

L ~ L  o + 2 g x ,  M ~ M  o + 2 h x ,  Nffif~N o+~x, 

wo a ~ - + - 1  oder - - 1 ,  und .g, h ,  k ganze Zahlen sind. Dutch 
geeignete Wahl  yon 9,  h, k kann man stets bewirken, dass die 
Gauss'schen Gleichungen mit demjenigen Vorzeichen gelten, mit welchem 
sie beim gemeinen sphiirisehen Dreieck zu nehmen sind*). Alsdann 
ergeben sich aus d e n  G a u s s '  schen Gleichungen die folgenden- 

(21) 

sin ~ cos ( a -  ~)~r --- sin ~, ~r cos 

/ f  
sin ~- cos ( a -  ~.)~r ~--- sin v ~r sin 

.N 
cos -~ cgs a~r ~ - -  sin ~,~ sin 

2V (a--v)u sin ~,~ cos CO8 -~- COS 

Bet~t man jetmt 

(~1) 

L ~tt 
sin -if, 

L M 
-ff cos -if, 

L M -~ sin -~, 

L M -~ cos u  

{/,~ 1 /,/,, Qr l L ' •ffi Z QI~' 
008 --2 008 --~ 

p 2 "  1 -p X,, 1 
-- -1 , @"~ .~ Q/" 

sin ~ sin y 

denen acht weitere, durch gleichzeitige cyklische Vertauschung yon 
4, p, v und L ,  M, N abzuleitende Gleichungen hinzuzufitgen sind, so 
gehen die l~elatione~ (19) unter t~enutzung yon (21) iiber in: 

[p~. u Q,. ~ , = cos u -- sin u Qr 

(92) [ pr •ffi sin ~ ~' + cos -~ , 

daraus durch AuflSsen: 

M M 
(23). I Q~' ~ffi cos u  4" sin T p r ,  

I M M 
Q" -- -- sin y ~r4" cos T pr' ; 

*) VgL Bal~zer, Elemente der Matheumfik, II, pag. 819, 
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Aus diesen" vier Relationen ergeben sich die iibrigen acht durch gleich- 
zeitige eyklische Vertauschung der Buchstaben /t, it, v und L, M, N. 

Man beaehte noch, dass jetzt 

{QV __ pz', _= (24) Qr' ~ .3 V e-r' a~ pr" etc. 

w  

Die erzeugenden linearen Silbstitutionen. 

Aus den Relationen (22), (23) kann man unmittelbar die linearen 
Substitutionen ableiten, welche irgend eines der Fundamentalsysteme 
bei einem Umlauf der Variabeln x um einen der singul~iren Punkte 
a, b, c erleidet*). Ich will das Resultat fiir das Fundamentalsystem 
Q~', Q~" angeben. Bei einem positiven Umlauf um den Punkt a erfiihrt 
dasselbe 'die Substitution: 

l e aTti 0 i A ,~ e(I'+i") n~ 0 e -ITti 

bei einem ~ositiven UmZauf um den .Pun~ .b die ~ubstitution: 

B__d,.,+~..,,,.i]costt~-[-icostgsing~t, - - / s i n h r s i n g l r  ( 
is inNsingz~, cosg~ m i~os_Nsintt~r ' 

bei einem l~ositiven Umlauf um den Punkt c die Substitution: 

l cosv~ -1 t- i c o s M s i n w t ,  - -  is inMsinv~te-~"~[ 
C •= e(,'+r 

i s inMsinwte~ ' , ,  cosvz~- - icosMsinv~  ' 

wobei dr+ r'~", et~.'+~."),", de+") ,'~ als .,Scalaffactoren" im Sinne der 
Matrixtheorie zu verstehen sin& 

Man verificirt leicht, dass die Substitutionen A, B,  C die ~ie- 
mann'sche Bedingung **): 

~ A  = C - 1  

erfitllen, wenn man yon den Gleiehungen (2)und (20~ Gebrauch macht. 
Es bleibt  nun zum Sehlusse noch nachzuweisen, dass unsere 

Normirung der Functionen pa,, p r '  etc. in der That gerade auf die 
im Eingang erw~hnten Patrperitz'schen FormeM ftthrt. 

Man seize 

SO ergeben sich aus A~ B, U unmittelbar die linearen, nicht-homogenen 

*) Riemann's Werke pag. 67. 
t,) Riemann's Werke pag. 66. 
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Substitutionen, welches bei den Umliiufen der Variabeln x um die 
drei singulilren Punkte erf~hrt. Diese Substitutionen bringe man nun 
mit Herrn P a p p e r i t z  in die folgende Form, in welche jede lineare, 
nieht-homogene Substitution gebracht werden kann*): 

8 ' =  (cos-~+/~sin ~ ) s - - s i n  ~ (~--i~) 

mit der Bedingung: 

und schreibe diese Substitution in der abgektirzten Form: 
7, 

Alsdann lauten die drei fragliehen Substitutionen: 

(AI) s'-----(0, 0, 1, - -2Z~;  s), 
(BI) s' ~ (sin ~ ,  0, cos 2r -- 2p~;  s), 
(C1) s ' ~  (sin $~cos 3 , ,  sin .Msin ,~, cos.Jlf, - -  2wt; s), 

welches genau die Formeln s ind, welche Herr P a p p e r i t z  1. c. p. 333 
fiir die Function 

s =  o(X) 
giebt, wo auch die geometrische Deutung derselben ausflihrlich dis- 
cutirt wird. 

F r e i b u r g  i. B., im October 1892. 

N a e h t r a g .  

Aus den sechs zu den drei singuliiren Punkten gehSrigen Fuada- 
mentalintegralen lassen sieh 20 Tripel bilden. Dieselben zerfaUen in 
zwei Kategorien : 

1) in 12 yon den Tripeln kommen jedesmal zwei zu demsdben 
singuliiren Ptmkt geh5rige Integrale vor, 

2) in den 8 iibrigen Tripeln gehSrt jedes der drei Integrale zu 
einem andern singuliiren Punkt. 

Die drei Integrale eines Tripels sind jedesmal dutch eine lineare 
Relation. verbunden, und man erhlllt daher, der Eintheflung der Tripel 
entsprechend, 12 Relationen erster Art und 8 Relationen zweiter Art. 
Vov, den "20 Relationen sind 4 linear unabhiingig, die Ilbrigen .eine 
Folge ([ieser vier. 

Oeht man bei der Definition der P-Function yon der ~inet~ren 

*) Siehe Papperi tz ,  Mathem. Annalen Bd. 27, pag. 881, und Klein, Vor- 
lesungen fiber dab Ikolaeder, peg. 84. 
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1)ifferentialgleichung aus, so sind in erster Linie die 12 Relationen 
erster Art yon Wichtigkeit und auf sie haben wir uns in der obigen 
Darstellung ausschliesslich beschr~inkt. Die fibrigen 8 wfirden sich 
daraus dureh Elimination ergeben. 

Geht man dagegen vonder Definition durch das bestimmte Integral 
aus, so wlrd man zuniichst naturgem~iss auf die 8 Relationen zweiter 
Art geffihrt. In dieser Beziehung verweise ich auf die Arbeit yon 
Herrn G o u r s a t (hnnales de l'Ecole Normale Supdrieure, 1881, Suppld- 
ment pag. 23), dann aber vor allen auf die demn~ichst erscheinende*) 
Dissertation yon Herrn S c h e l l e n b e r g ,  _Neue ~ehandlu~fg der hyper- 
geometrischen _Function auf Grund ihrer Definition dutch alas bestimmte 
Integral, GSttingen 1892. In derselben wird, im Anschluss an die 
Vorlesungen yon Herrn F. Klein**) yore Sommer 1890~ eine detaillirte 
and systematische Darstellung der Theorie der hypergeometrischen 
Functionen, ausgehend yon dem bestimmten Integral 

f (ua)" (uc)  
gegeben. 

Die Relationen, welche uns hier besch~iftigt haben, wfirden sich 
dutch eine Combination tier Gleichungen (22) and (38) yon Herrn 
S c h e l l e n b e r g  ergeben. Zu einer Vergleiehung mit unsern Formeln 
w~ire jedach eine ziemlich umst~ndliChe Bestimmung gewisser Ein- 
heitswurzeln erforderlich~ wesshalb ich hier nicht wetter darauf eingehe. 

*) Dieselbe ist inzwischen erschienen. 
**) Vgl. auch Math. Annalen Bd. 38, l~ag. 151. 


