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23.
Uber die Summation periodischer Reihen und die

Reduction des Integrals f 'w@(sin ax,08 bx) dx.
(Von Herm Prof. Raabe in Ziirich.)

I.

Es existiren Reihen, die, nach denr Potenzen einer Variabeln x geordnet,
fiir alle innerhalb zweier Zahlen ¢ und & fallende Werthe von x conver=
giren, fiic den einen oder andern dieser Grenzwerthe hingegen, unbestimmt
werden. Bilden nun die im Bereiche dieser Unbestimmtheit fallenden
Werthe der Reihe eine Periode, so ist fiir diesen Grenzwerth der Varia-
beln, mit Beschrinkungen, die wir in der Folge angeben werden, das
arithmetische Mittel simmtlicher unbestimmten Werthe, die
die Periode darbietet, der wahre Werth der Rexhe. Eine Reihe
dieser Art ist folgende:
1—x 4 x*—x° + 2* —a° 4 ete.,

welche fiir alle Werthe: von x, die #ichte Briiche sind, convergirt und fiir
=1 abwechselnd die Werthe 1 und O darbietet. Leibnitz, der auf
diesen Fall einen Grundsatz der Wahrscheinlichkeits-Rechnung anwandte,
folgerte: da man mit gleichem Rechte 1 und O als Werthe dieser Reihe

40

{iir x =1 annehmen kann, so ist das arithmetische Mittel =3 der
wahre Werth dérse[ben'. In der That giebt auch der erzeugende Bruch
dieser Reihe, nemlich -—— + y fir x =1 den Werth %, welches Resultat mit

dem des arithmetischen Mittels iibereinstimmt. Diese Ubereinstimmung
veranlafste Daniel Bernoulli, nach demselber Principe mehrere ana~
loge Reihen anzugeber.

In den folgenden Blittern werden wir zuerst den Grund dieser
Ubereinstimmung nachweisen und hierauf, als Anwendung, das Integral
[: _w\P (sin ax, cos b x) d.x, welches ebenfaHs den Charakter der Unbestimmte

heit an: sich triigt, durch ein villig bestimmtes Integral darzustellen suchen,
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s I
Summation periodischer Reihen durch das arithmetische Mittel.
2 , ,

Es sei ' :

l. y=a+ertartart..tae o2 4o, 24,
cenn a2t g 2P A 0, 2P L
WO @, @, 03, .... @, bestimmte, reelle Werthe haben.

Diese Reihe, welche aus einer unendlich oftmaligen Wiederholung
einer p gliedrigen Periode zusammengesetzt ist, wollen wir fiir jene Werthe
vonx, fiir die sie convergirt, summiren. Bezeichnet man zu diesem Zwecke
durch P die Summe der p ersten Glieder derselben, so ist auch

2. y=QUtartartari...)
Allein es ist, von z == 0 bis & =1 jnclusive,

3. o= tardarfar s
daher wird, vermige der zweiten dieser Gleichungen, die Grifse ¥ fiir alle
Werthe von x, die kleiner als die Einheit sind, endliche Werthe annehmen,
Diese Werthe werden grifser und grifser, je mebhr der Werth von x der
Einheit niher kommt. Wird endlich x =1, so wird y unendlich grofs.

Es liifst sich jedoch diesem Unendtich -grofs - werden von y, firx=1,
durch eine schickliche Annahme der Coéfficienten @,, @,y @5, .... VOP=
beugen. In der That zeigen die Gleichungen (2.) und (3.), dals dieses
Uuneadlich-grols-mwerden von y fir x=1 von dem in 1 —x" enthalte-
nen Factor 1 —ax herrithrt, Wihit man daher die Coéfficienten ¢ , a,;

@3, «+.. @, dergestalt, dals auch P diesen Factor enthalte, so ist, wegen
: P
Y= 1=
nach Weglassung des gemeinschaftlichen Factors 1-—x im Zihler und
Nenuner dieses Bruches, fiir x =1 die Grilse y nicht mehr unendlich grofs.
Der sich fiir x = 1 ergebende Werth stellt dann die Grenze vor, der sich

y ohne Ende niibert, wenn « unendlich nahe der Einheit kommt, Setat
man also '

P=atarter’toer’d..4aa

4. O=a+at+a+tat....4a,
go ist P durch 1—ux theilbar, und es besteht, fiir alle Werthe von x=0
bis x =1, die Gleichung

und
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P . '
— = ataxta ... Fa, P a 2P et 4L,
vt a, 2P g 2P ' _
Kommt nun x der Einheit unendlich nahe, so niihert sich diese Reihe
dem Werthe des Bruches, wenn in demselben x =1 angenommen wird.
Allein da fiir diesen Werth von x beim Statthaben der Gleichung (4.)
dieser Bruch unter der Form $ erscheint, so bat man, nach einem be-
kannten Satze aus der Differenzialrechnung,

1 (d
,%=—ﬂ£' |
wo ¥, den Grenzwerth der Reihe vorstellt, falls x ohne Ende der Einleit

nahe kommt und (Z—i)), den Differenzial - Coéfficienten von £ nach x hee

deutet, wenn nach der Differenziation x = 1 angenommen wird.
Es ist daher nach vollzogener Differenziation und Substitution:

:Yl=“-%‘[(P—i)ap+(P”Q)ap~1+(P“3>an—2)+'---+3‘74+203+02]o
oder auch
vy =-—-—[(}9—1)(0 +a,,_.1+ap-2+ +03+a*2)

— @y 202 3pa e F (p—B) 0 (p— D)
daher, mit Zuziehung der Bedingungsgleichung (4.),

5. y,= —;—[(P—l)‘h + (p— a,+(p—3) Gt eit3a, 3424, , +a, ).
Nun setze man in der Reihe der Gleichung (1.) x =1, so ergeben sich mit
Voraussetzung der Gleichung (4.) folgende Werthe, die eine Periode bilden :

ey @40, a+a,ta3, atae+a;a, ...
cves @t tata ... e -1 Oy
deren ar‘ithmehsch@s Mittel dem oben gefundenen Werthe von ¢ gleich-
kommt.

Es ist somit erwiesen, dafs fiir cine Reihe, die wir so eben unter-
sucht haben, das arithmetische Mittel der periodischen Werthe derselben
die Grenze ist, welcher sich ibr Werth ohne Ende niihert, wenu die Varia-
ble x um ein unendlich Weniges von dem Werthe absteht, fiir welchen
die Reihe die Periode von Werthen darbietet,

- 3.
Auch folgendes Verfahren, die Regel des anfbmeﬂschen M:ttels
nachzuweisen, ist der Beachtung werth.
Crelle’s Journal &. M. Bd. XY. HR. 4. 47
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Setzt man der Kiirze wegen folgende Gleichungen:
,_a,+azx+a3x +4a,x*4... c+ e, 3xPt +a 2 2P” +ap le"2+a xP,
P, _(1r2-|--¢13ac-|-av4 a2’ e, 2P -I—a,, lx”"-l-a! 2”2 o P
Py=a,+ a,x + 0,22 4 ¢, 2° +....-|-a,,_,x”“‘+a &P~ { g, 2P o, x”"
P==a4+05x+ab 2-i-aac—}- +a x”“‘-l-a P e, aP? +(z ar=!,
+ Op—1 xp_l,
wo % was immer fiir eine ganze Zahl von 1 bis p vorstellen kann: so ist
jede der folgenden Gleichungen mit der Gleichung (1.) gleich bedeutend:
_ P, '
yi T e ?
xP,
1— xP + iy
x* P
y = 1——3037’ +ao 40,2,

x3 P,
y = 1_;,, + o, 4 a,x F 2327

) . . . . . -

xP—1 P, .
Y =1 Pt a,ta,x405x ’—|—a4x3-|- coota, 2P,

Wird nun die Gleichung (4.) vorausgesetzt, so erscheint der Factor 1—
in jeder der durch P,, P,, P;, .... vorgestellten Functionen von x, und die
siimmtlichen eben aufgestellten Gleichungen geben denselben Werth fiir ¢,
wenn x einen. innerbalb: O und 1 liegenden Werth annimmt. Wird x =1
vorausgesetzt, so- erscheinen siimmtliche Briiche dieser Gleichungen unter
der Form &, da sowohl die Zihler als die Nenner derselben den Factor
- 1{—x enthalten. Addirt man hingegen diese Gleichungen, welches giebt :
. Co2 . —1
py =Lt B d Poor ok Ba™ 4 () t)a 4 (p— D
F+(p—3a; 2 ...+ 20, 27t a,_ 2P,
80 erscheint im: Zihler dieses Bruches der Factor 1—x wenigstens in
der zweiten Dimension; und da der Nenper diesen: Factor nur in der er-
sten Dimension enthiilt, so eriibriget im Ziibler, nach vollzogener- Verein-
fachung: des Bruches,. wenigstens die- erste Potenz von' 1—x.. Es ist somit
die Null der- Grenzwerth dieses Bruchies, wenn x ohne Ende der Einheit
nahe kommt, Behiilt: daher y, die obige Bedeutung, so- ist:
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pyr= (p—Na,+(p—a+(p—3)a+.... + 20, ,4a,,;
welche Gleichung ebenfalls die Regel drs arithmetischen Mittels darstellt.
Dals der Ziihler des so eben betrachteten Bruches den Factor 1—x
wenigstens in der zweiten Dimension enthiilt, beweisen wir dadurch, in-
dem wir zeigen, dals das Differenzial dieses Ziihlers nach x diesen Factor
wenigstens noch in der ersten Dimension enthiilt.
In der That bezeichnet man diesen Zihler durch z, so ist

#9 po f 824 P 22P 4 327 Pt
oo (p—1)xP*P,.
Soll pun der Ausdruck recbts vom Gleichheitszeichen den Factor 1 —x
enthalten, so muls er fiir x =1 verschwinden. Nun ist
P=0, P,=0, Ps=0, .... P,=0,
wenn x = 1 angenommen wird. Es eriibriget daher noch nachzuweisen,
dals fiir denselben Werth von x die Summe

P, 4 4P, P,

R R
cbenfalls verschwindet. Allem nach den oben fir P,, P,, P; etc. aufge-
stellten Werthen hat man fiir x = 1: -

ap, — az+2(13_+3(24+....+(])'—3)ap—2+(7’—2>ap—l+(p_1)ap’

dx

daP, = a; 420, 4+ 3e;F.... +(p—3) oo+ (p—2a, F(p—1)a,,

dx

% = w20+ 304+ (p—Be, +(p—Da +(p—1as,

dx

dz —_ dPI
iz ant=

da:

. ‘i;f—‘ = a,,+‘201+302+"--7"'(/""3)%—-4‘]'(P—2>ap—3+(P—1)ap-2’
B = o420+ 30+t (=)0 + (P—2 8+ (p—1) 2,y
daher:
dP, (p—1), -
% sz + da:-3 ot dxp =T(P2 )(ax+az+aa+a4+“"+ap)’

also, vvermoge der Glewbung (4)
dP, dP, dP, _
Gttt =0

Wu Zo bt w‘

47*¢
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§ L] ll‘

Reduction des Integrals /,” ¢ (sinax, cosbx)da auf ein anderes, in welchem die
oberste Grenze endlich ist.

4.
Bevor wir die Losung des allgemeinen Falles geben, wollen wir
zur leichtern Ubersicht des Verfabrens einen speciellen Fall voranschicken.
Stellt man durch w eine unendlich klein werdende, durch p eine
unendlich grofs werdende ganze Zahl vor, setzt dann pw =27, wo 7
das Verhiiltnifs des Umfanges eines Kreises zu seinem Durchmesser be-
deutet, so convergirt die ohne Ende fortlaufende Reihe
wsinw-+ xw sin2w 4 r*w sindw +....+ 2P wsinpw
+ 2Pwsinw 4 2P wsin2w 4 PP wsin3w 4 ... 2w sinpw
F 27 wsinw 4 2P wsin2w 2P wsin3w 4 ..o F 2P wsinpw
FxPwsinwd . 0 0 f 6 e e e s e e e e e e e e
S T T T T S
die wir der Kiirze durch y verstellen wollen, fiir alle Werthe von x, welche
kleiner als die Einheit sind. Nihert sich # ohne Ende der Einheit, so
pihert sich in demselben Maalse der Werth dieser Reibhe dem des be-
stimmten Integrals / “sinw do.  Allein fiir denselben Werth von x niie
hert sich y dem Werthe von y, aus der Gleichung (5.), wenn man nur
. die Gleichung (4.) voraussetzen darf,
Es ist somit, wegen
g, =wsinw, e,=wsnw, e=wsindw, .... = wsinpw,

» -
f sincdx =
o

1[(p-l)w::u'nw-l-(/)--!Z)wsian-}-(/)-3)wsian-{-.... +wsin(p-2)w+ wsin(p-1)w],
Svenn man- nach Gleichung (4.)

[sinzo4sinw +sin3w Fsindw ... sinpw]w = 0
hat. Nun ist der Ausdruck links vom Gleichheitszeichen dieser Gleichung
gleichbedeutend mit dem bestimmten Integrale / “sinx d x, dessen Werth
gleich Null ist: daher besteht auch die unmittelbar vorangehende Gleichung,
welche iibrigens noch auf folgende Form gebracht werden kann:

“sinrdx =
[sinw 4 sin2w sian-l3 veerFsinpw]w— wsinpw

-—%[w sinw+4wsin2w+3wsin3w+-....4 pwsinpw] 4w sinpw.
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Wird von dieser Gleichung die vorangehende abgezogen, so hat man

/msinx der = —-%ﬂ[wsinw-l-2wsin2w+3wsin3w+....+pwsinpw].

Nun ist pw =27, also —;—-—:2—’;—, daher

f “sinx dx=— 2—1{5 [wsinw - 2wsin 2w Swsindw - .. .. - pw sinpw]w.

Wird endlich der Ausdruck links vom Gleichheitszeichen in ein bestimme
tes Integral umgesetzt, so ist '

* . 1 T,
f sinzdx = — — / xsinxdx = 1.
(-] 21’11 o

Ganz auf dieselbe Weise wird man auf folgende Gleichung gefiihrt:
/:mcosxdx = —iizﬂgnxcosxdx = 0,

5.
Stellen @ und b beliebige ganze oder gebrochene Zahlen vor; behiilt
man fiic 22 und p die Bedeutungen der vorhergeheaden No. bei, und ist,
wenn rn was immer fiir eine ganze Zahl bedeutet, @ (sinmaw, cosmbw)
irgend eine Function von sinmaw und cosmbw, deren Product mit w
unendlich klein bleibt: dann convergirt die ohne Ende fortlaufende perio-
dische Reihe:
w @(sinaw, cosbw)+ xw @ (sin2aw,c082bw) + 2w p(sivdaw,cos3bw)+.. . .+2P-11w @(sinpaw,cospbw)
+ 2P w @(sinaw, cosbw) + aP+'1w p(sin2aw,cos2bw)+ 2w @(sin3aw,cos3bw) 4.+, .+ 2%P-1w p(sinpaw,cospbw)
FaxPwp(sina,cosbw)d « ¢ ¢ o o e 6 e e 4 e 0 0 6t e o s bt 4 e o o o .
fir alle Werthe von x, die ichte Briiche sind. Setzen wir noch
pew=rFke.27 und pdbw=*%k>b.27,
wo £ vollig willkiirlich und an die einzige Bedingung gebunden ist, die
Producte #a und kb in ganze positive Zahlen zu verwandeln: so stellt die
obige Relhe, wenn x unendlich nahe der Einheit kommt, den Werth des
Integrals / @(sinax,cosbr)dx dar. Allein fiir denselben Werth von x
geht diese Reihe mach Gleichung (5.) iiber in '
}—;3 [(p-1) D(sinaw, cosbw) 4 (p-2) P (sin2azw, cos2b10) #-... .4 P (sin(p-1)aw,cos(p-1)bw)),
wenn nach Gleichung (4.) folgende Gleichung besteht :
0=w[P(sinaw,cosbw)-+4 P(sin2a w,co82bw) ...+ Q (sinp aw, cosp b w)].
Es ist daher, im Falle des Statthabens dieser letzten Gleichung, mit Be-
riicksichtigung des Werthes von ;,1-: :
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/ Q(sinex,cosbr)daxr =
[w@(smaw, cosbw)+-2w(sin2aw, cos2bw)+-.... 4 pw(sinpaw,cospbw)w.

Setzt man diese Reihe .in bestimmte Integrale um, o ist beim Stattfinden
der Gleichung

| "o (sinax, cosbx)dxr = 0
auch folgende Gleichung richtig:
/; Q(sinex,cosbx)der = — an/ Q(sinax,cosbx) xdx.
Lilst man in den Integralen, die sich von O bis pw erstreckten, x in kx

iibergehen, so hat man, wegen']ikg =27,

» . . ) 27 .
6. /; O(sinex,co8bx)dxr = — 2—7%/; Q(sinakx, cosbix)x dua,
wenn die Bedingungsgleichung
ﬂ2n©(sinakx, cosbkx)dx = O
realisirt wird. :
Diese zwei Gleichungen, die bereits .die beabsichtigte Reduction dar-

stellen, sind noch einer Umformung fihig, die wir sogleich beifiigen wollen.
Es ist nemlich

/ Q(sinekx,cosbix)x dax

--f @(sma&x,cosbkx)xdx—l-f O(sinakx, cosbkx)x da.

Setzt man in dem Integrale, das von 7 bis 27 sich erstreckt, 27 —x
statt x, so hat man, da et und b4 ganze Zahlen sind,

f Q(sinakax,co8bkbax)ardx
27;-f @(-—smaicx, cosb kx) dw——/ @(-——smalcx, cosblcx)x dax,
Es ist somit
/ Q (sinet s, oosbbx)xdx 27:/ (D(——sina-lcw,cosb kx)dx
, +/ [ (sine/:x, cosb k)~ (—sinekx, cosbkx)]xd.r. |
‘Veérfihrt man auf gleiche Weise mlt der Bedmvungsglelcbuno (7.), so lst -
/ @(smam, cosbax)dx = k/ Q(sinakx,cosbhx)dx
o f [@(smakx,cosbkx)-@(-—smalcm,cosbkx)]xd.r,

wenn man SR
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R

[ [P (sinekax, cosbkx)-{-(b(-—smak‘w, cosbtx)]de =0

voraussetzen darf. Diese Darstelluugswexse des Intesrals

f @ (sinax, cos b x)

gewithet den Vortheil, die Integrale f (D(cosba)dx, f @(smax) dx
unter sehr einfachen Formen darzustellen.
In der That geben diese zwei Gleichungen:

8. f Q(cosbx)dx = O,
wenn man
/‘ (D(cosblcx)dx =0
voraussetzen darf, wo % willkiirlich und 4% eine ganze Zahl sein muls.
Um einen ganz besondern Fall vor Augen zu haben, sei das be-

stimmte Integral /: ‘wlo_g(,l-{— o’ +42acosx) dx vorgelegt. Poisson findet,
wenn o<1 ist,

/o‘nlog(1+ a’42a cosx) dx = 0;
daher ist auch fir denselben Werthzustand von o:

/o” log (14 a4+ 2a cosx)dz = O,
Ferner geben diev‘Gleichungenﬁ (6.) und (8'.)

/”cp(sinax) dx
lc@(smalcx)dx——/ [PGsine kx)—~Q(—sinekx)]xdx,
wenn maa.
ﬁn[(p‘(sin'akx)+Q(—sinakai)] de = 0

hat, In diesen zwei Gleichungen zerfille: man' die' von O bis 7 zu neh-
menden Integrale in' andere, die von O bis -—2’3 und von g- bis 7 gehen.
In diesen: letzteren- setze man 7 — & statt x, so ist:

/ “pGinaa)de = £ YA " [Osina kx)— @(—sinaka] dx
=/ *[@(sinakz) — (- sinakz)-+O((~1)sinakaz) — G- (~1)sin k)] da,

wenn die Bedmgungsglelcbung

/ [P (sina kx) + P(—sinatx)] dz = 0O
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Statt hat. = Da ferner £ ganz willkiirlich ist, so kann man af ganz und

ungerade annehmen, wodurch, mit Zuziehung der eben aufgestellten Be-
dingungsgleichung, die Glewhung

f (D(smax)dx._.k/ O(sinckx)dx

gefunden w-rd.
Als Anwendung dieser zwei Glenchungen hat man

/; [log (14 o2+ 2usinz) +log (14 a?—2asinx)|dz = 0,
wenn ¢ kleiner als 1 vorausgesetzt wird; daher ist fiir denselben Werth
von a: x

/; log(14- a’+ 2a sinz)dx =£ log(l+ e’ 4 asinz) da.

Ferper findet man, wenn ¢ <1 vorausgesetzt wird,

z . 1 24( 2
f log(1+4w'+2usinx)dz = 1+a= +3 3 3 1+a ) +35-3; 5(1+c;=) T
daher
1

® C oy 2.4 s
/ log (1+0+-2asinz)dx = 1+a2 +3 3°'3 (1+a’) +3533 (1-]-0:“) +oe
Beim Ableiten der vorhergehenden Gleichung wird man auch auf folgende

Gleichung gefiihrt:

tog1-+a) = - {phs) + 353 () + 5 58 () oo

die ebenfalls fiir alle Werthe von «, welche kleiner als die Einheit sind,

hesteht. Vertauscht man demnach o mit %—, so ist fiir alle Werthe von «,
die >1 sind:

1 1/¢( 2« 1 13( 2¢ 1 135 6
log(1+a’)—loga = 7.5 (1+a=) +3- 24(1+a ) +5°3. 46(1+a ) Foneey
welche Gleichung, wie die vorhergehende, noch fiir ¢ =1 Statt hat.




