
[~ber den Rand der einfach zusammenh~tngenden ebenen 
Gebiete. 

Yon 

Marie Torhorst in Bonn. 

Die folgenden Untersuchungen, die einen Teil meiner Bonnet Disser- 
tation wiedergeben, besch~ftigen sich mit dem Rande ebener, einfach 
zusammenh~ngende~, geschr~nkter Gebiete. Es werden in Beziehung gesetzt: 
der yon C. Ca ra th~odory  ~) eingefiihrte Begril~ der Primenden, der yon 
A. Schoenf l ies  ~) eingefiihrte Begriff der allseitigen Erreichbarkeit, der 
voa H. Hahn z) eingefiihrte Begriff des Zusammenhanges im kleinen. 
Von den Resultaten seien hervorgehoben die S~itze: In einem Primende 
kann es hSohstens drei allseitig evreichbare Punkte geben, und hSchs~ens 
zwei Punkte, in denen der Rand zusammenh~ngend im kleinen ist. Die 
drei Aussagen: ,,Alle Randpunkte sind allseitig erreichbar", ,Der Rand 
ist zusammenh~ng,end im kleinen" und ,,Der Rand besteht nut aus Prim- 
enden erster Art" werden als vSllig gleichbedeutend erwiesen. Jede dieser 
drei Aussagen stellt ~ine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir 
dar, da~ der Rand eine stetige Kurve sei. 

w  

Grundlegende Deflnitionen und Lehrsittze. 

(1). Unter einer o/tenon PunI~tmenge verstehen wit (tas Komplement 
einer abgeschlossenen Menge. 

(2). Eine abgeschlossene l~Ienge heine zusammenMingend, wenn sie nicht 
Vereinigung zweier zueinander ~xemder abgeschlossener Mengen ist; eine 

~) Math. Ann, 73 (1913), S. 821--370. 
~) Die Entwickelung der Lehre von den Punk~mannigfaltigkeiton, Zweiter Toil, 

Leipzig 1908, S. 176. 
3) Jahresber. d. Math. Vet., 23 (1914), S. 318-822; Sitzungsber. d. Akad. Wien 128, 

Abt. I I a  (1914), S. 2433ff. 
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oftene Menge heiBe zusammenh~ngend, wenn sie nicht Vereinigung zweier 
zueinander fremder oftener Mengen ist. 

Ein einze]ner Punkt ist eine spezielle zusammenh/~ngende abgeschlossene 
Menge. 

(3). Wit sagen: eine geschr~inkte zusammenh~ngende abgeschlossene 
Menge verbindet zwei Punkte, wean sie die beiden Punkte enth~lt. 

(4). Eine zusammenhEngende offene Menge nennen wit ein Gebie$. 
(5). Ein geschranktes Gebiet | in der Ebene wird ein]ach z~sammen- 

hd~#end genannt, wenn jedes gesehlossene Polygon, das in | verl~aft, in 
seinem Innern nur Punkte yon (~ enthElt. 

Da wit es im folgenden fast ausschliel]lich mit solehen geschr~nkten, 
einfach-zusammenhiingenden Gebieten zu tun haben, so werden wir, falls 
nicht das Gegenteil bemerkt ist, diese kurz als Gebiete bezeiehnen. 

(6). In gewohnter Weise bezeichnen wit als Ra~dpunkt eines Gebietes @ 
jeden H•ufungspunkt von ~ ,  der nicht zu ~ gehSrt, und als Rand yon @ 
die Menge aller Randpunkte yon @; sie wird im folgenden stets mit 
bezeichnet. Der Rand r yon @ ist abgeschlossen. 

(7). Als Streckenzug in der Ebene sell im folgenden die Vereiaigung 
yon endlich oder abzEhlbar unendlich vielen (abgeschlossenen)Strecken 
a~e~+l ( n = l ,  2 , . . . 1 ;  oder n-=1, 2, ...; oder n = 0 ,  4- 1 , 4 - 2 , . . . )  
bezeichnet werden mit folgenden Eigenschaften: 

(a). je zwei Strecken ~ + ~  und d~-+i-i~+~ haben nut den Punkt ~+1 
gemeinsam; je zwei Streeken ~-~-~+l und c~i:~.+l haben, wenn etwa j > i 

u n d j  =~ i -~ 1 ist, keinen Punkt gemeinsam; doeh kann al == a~+i sein, wenn 
der Streckenzug endlieh viele Strecken enth~lt; 

(b). ~ n ~ 1, 2, . . .  sell die Menge der Eckpunkte %, %, . . .  %, . . ,  
nur einen H~ufungspunkt a besitzen; es kann a~ ==a sein. Fiir 
n ~= 0, 4- 1, :i: 2, . . .  sollen die beiden Folgen %, %, %, . . . ,  a~, . . . ,  und 
a_~, a_~, . . . ,  ~_~, . . .  je nur einen H~uhmgspunkt a und ~ besitzen; es 
k a n n a  == ~ sein. 

(8). Je zwei Punkte eines Gebietes @ lassen sieh dutch einen Strecken~g 
endlieher Streckenzahl verbinden, der i n ~  verl~uft. Wir women ,einen 
deraxtigen Streckenzug r Weg im Gebiet @ nennen und ihn mit iv 
bezeiehaen. 

(9). Unter einem ~insohnit~ in {~ verstehen wit einen Streeker~ug in 
~ ,  der einen ~nnern Punkt 7 yon | mit einem Randpunkt 0 verbindet; 
es kann dabei vorkommen, dab dieser Streckenzug unendlich viele Strecken 
enths doch nut unter der Bedingung, dab ~ der einzige H~iufungspunkt 
seiner Eckpunkte ist. Wir nennen 7 den An~angspunk~ u n d ~  den End- 
punkt des Einschnitts. --  Der Einsehnitt sei m i t e  bezeichnet; dabei sell 
die Punktmenge e die Punkte 7 und ~ aussehlieSen. 
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(10). Jeder Randpunkt yon •,  d e r m i t  einem inneren Punkt dutch 
einen Einschnitt verbunden werden kann, wird ein fiir (~ erreichbarer 
Punkt genannt. 

(11). Die fiix I~ en'eichbaren Punkte bilden eine zur YIenge r a l l e r  
Randpunkte dicht liegende Punktmenge~). 

(12). Ein in (~ verlaufender Streckenzug, der zwei Randpunkte 01 and ~,. 
yon (~ verbindet und dessen Eclcpunkte, fails er aus unendlich vielen 
Strecken besteht, sich hSchstens in den beiden Punkten [,.t und ~'e hgulen, 
heil~t ein Querschnitt yon @. Die Punkte 91 und e~. werden die End- 
punkte des Querschnitts genannt; sie k5nnen identisch s e i n . - - D e r  Quer- 
sclmitt sei mit  q bezeichnet; die Punktmenge q solI die beiden Punkte 
e~ una ~ ausschliegen. 

(18). Auf jedemPolygon, das in seinem Innern einen Punkt  des Randes 
yon ~ und nicht das ganze Gebiet | enthiilt, gibt es mindestens einen 
und h5chstens abziihlbar unendlich viele Querschnitte yon ~ .  

(14). Jeder Querschnitt q des Gebietes (~ zerlegt @ in zwei zuein- 
ander ~remde Gebiete @' und (~'%), und es gilt die Beziehung: 
( ~ = @ ' @ @ " @ q .  - Jeder Weg in @, der einen Punkt  aus (,~t' mit 
einem Punkt aus (~" verbindet, hat mindestens einen Punkt  mit dem 
Querschnitt q gemeinsame) . -  Die Endpunkte des Querschnitts q gehSren 
zum Rande jedes der beiden Gebiete |  und (~"; ~eder, yon den beiden 
Endpunkten yon q verschiedene, Punl~t des 1?andes yon (~ ist in der 
Rand/menge yon mindestens einem der beiden Teilgebiete enthalten. 

(15). Jede gesohrgnlcte zusammenhOztgende abgeschlo~sene Punktmenge 
~,  die einen Punl~t 7 au8 (~ und einen nicht zu ~ gehdrigen Punkt ~, 
verbindet, hat mindestens eineu _Punkt mit dem l~ande ~: yon (~ gemeinsam. 

Ist ~ ein Randpunkt yon @, dann isr der Satz gewil3 richtig. -- Es 
sei ~ kein Randpunkt; angenommen, es gebe eine Punktmenge ~ der an- 
gegebenen Art, die zur abgeschlossenen Menge ~ fremd isr Es gibg dann 
ein Polygon p, das in seinem Innern ~ die Menge ~ enttlglt, wiihrend 
die Menge ~ zu ~ f~emd ist. Man denke sich in ?~ yon 7 aus einen 
Streckenzug to konst~iert,  der im Punkte ~ endigt. Der Rand r yon @ 
ist eine abgeschlossene Punktmenge; dahe, r uM wall der Endpunkt  ,, yon 
ro aul]erhalb des Gebietes (~ liegt, miigte es au~ m einen ersten Punl~ 
geben, der zum Rande r yon @ gehSrt. Das ist abez nicht m6glich, da 
iv zu ~ gehSrt und die Menge ~ zu ~ ~remd ist. -- Unse~e Annahme, 
dal~ die Menge ~ za ~ fremd sei, fiihrt also auf einen Widerspruch; dami~ 
ist die Behauptung bewiesen. 

~) Vgl. Hausdorff, Grundzfige der l~Iengenlehre, Leipzig 1914, S. 347. 
~) Car~thdodory, a. a. O. S. 328. 
~) C~rath$odory, ~. a. O. S. 328 u. 829. 
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(16). Es sei ~ dutch den Querschnitt q zerlegt in die beiden Teil- 
gebiete ~J' und ~", und es sei t sine die beiden Endpunkte yon q 
die attch zusammenfallen kSnnen - -  verbindende zusamme~hiingende ab- 
geschlossene Menge, die zu (~' ./remd ist. Dann ist die Menge -~ aller 
de~jenigen nicht zu q-~-t geh6rige~ Punkte, die mit einem Punkte vo~2 
ff~' dutch einen zu q-+-t fremden Streckenzug verbundenwerden kSnnen, 
sin nicht notwendig geschrgnktes - -  zu /remdes Gebiet. 

Wir bezeichnen mit ~' die Randmenge yon (~'. Falls der Dutch- - .  g 

schnitt r-  ~' Teil yon t i s t ,  so wird offehbar | =-~ |  und die Behauptung 
ist bewiesen. -- Wenn hingegen t .  ~' nicht Tel] yon t is~, so sei ~' sin 
Punkt yon ~. ~', der nicht za t gehSrt; wit umgeben ihn mit einem Polygon 
p, das saint seinem Innern zu q-[ - t  fremd ist. hYach (13) gibt es auf 
p einen Querschnitt yon (~', der offenbar auch sin Querschnitt yon ~ ist. 
Auf diesem Querschnitt nehmen wit leinen Punkt Z' aus (~' an und ver- 
binden ihn mit einem Punkte 7" aus dutch einen Weg m der mit q 
nut einen einzigen Punkt e gemeinsam hat. Wir behaupten: jeder Weg 
zwischen y' und ~," enth~lt mindestens einen Punkt yon q - ~ .  Denn 
angenommen, es gebe einen y' und ~," verbindenden Weg iv', der zu 
q-[ - t  fremd ist; dieser kann dann ohne weiteres so abgeEnclert werden, 
dai] er auc.h zu m fremd ist; dann bildet die Menge m - ~ - m ' ~  ~'-%7" 
sin Polygon )p', dus mit der Menge q -% t nut den Punkt e gemeinsam 
hat. Da nun der Weg m den Querschnitt q im Phnkte e durchsetzt, glbt 
es auf q einen Punkt e~ im Innern ~ '  des Polygons p' und einen Punkt % 
aul]erhalb der Menge ~ '  -% p'. ~ian lasse aus q ~ t das Innere der Strecke 
hx-~': fort; die fibrigbleibende zusammenh~ngende abgeschlossene Menge 
wiirde nun einen Punkt e~ aus dem Innern des Polygons p' mit einem 
Punkt % aus dem j~ui]ern des Polygons p' verbinden, ohne einen Punkt 
mit p' gemeinsam zu haben, was nach (15) unmSglich ist. Dami~ isV 
gezeig~, dal] (~ zu fremd ist. Dal~ (~ ein Goblet ist, ]ieg~ auf der 
Han& 

(17). Das in (16) definierte Gebiet @ enthSl~ aIle nicht zur Menge 
q -% ~ geh6rigen Randpunlcte yon r schlieflt dagegen a~le Randpunl~te 
yon aus. Der Rand yon ~ ist in der Menge q-% t enthalten. 

(18). Die Begriffe Querschnittslcette und GebietsIcette werden ~m 
Iolgenden in clef yon C a r a t h 6 o d o r y  eingefiihrten Form benu tz t~ ) . -  
Eine Quersckai~tslre~te wird mit [q,], die zugehSrige Gebietskette mit 
[(~n] und die Randmenge des Oebietes | mit ~:n bezeichnet. 

(19). Wit sagen: Die Querschnittskette [ % ] konvergiert gegen den Punier 

~) Carath~odory, a. a. O. S. 381. 



48 M. Torhors~. 

~), falls die Grenzmenge s) aller Mengen q~ als einzigen Punkt den Punkt 
enth•lt; die Gebietskette [q6~,] konvergiert gegen den Punk t  ~>, falls die 
Grenzmenge aUer Yfengen q6qn -J- l:n als einzigen Punkt den Punkt ~, enth~lt. 

(20). Der Begriff Pr4mende ~) wird ebenfalls in d6r yon O a r a t h 6 o d o r y  
eingefiihrten Form iiberaommen. 

(a). Wit sagen: Das dutch die Gebietskette [ ~ ]  definierte Primende 
P yon q6 geh6rt 'zu~ einem der beiden durch einen Querschnitt bestimmten 
Teilgebiete yon | falls fiir irgendeine Zahl n das Gebiet (.$% der Kette 
[(~.] in diesem Teilgebiet 6nthalt6n ist. 

(b). Ist [(~n] eine das Primende P von (~ definierende Gebietskette 
and ist {~,,,} eine Punktfolge in (~ derart, dab in jedem Gebiet 6~,~ fast 
alle Punkte der Folge liegen, so wollen wir sagen: Die t)unktlolge {~%} 
konvergiert gegen das Primende P.  

(c). Ein Punkt ist in dem dutch die Gebietskette [ ( ,~ ]  de[inierten 
Primende P yon | enthalten, wenn dieser Punkt fiir jedes n in der 
Randmenge ~, yon |162 enthalten ist. 

(21). Die Menge atler Punkte, die in einem Primende P yon (~ ent- 
halten sind, ist identisch mit der Grenzmenge aller Mengen ~,. Diese 
Grenzmenge is~ gleichzeitig der Durchschnitt aller ~[eng6n | ~J-z,~, and 
auch der Durchschnitt aller Mengen ~,. 

(22). Die Menge aller Punkte in einem Primende ist zusammenh~ingend 
und abgeschlossenl~ 

(23). Sind P und P '  zwei voneinander verschiedene Primenden yon 
@ and sind [q~] and [q~] zwei Qaerschnittsketten, die P und / ) '  definieren, 
so sind fiir fast a l l en  die beiden Gebiete @q, und (~r zueinander fremd. 

(24). Jeder Punkt  ~ des Randes ~ yon C~ i~st in mindestens einem 
Primende yon (~ enthatten. 

Man bestimme in qfi eine gegen ~ konvergieren4e Punktfolge (~%}. 
In dieser Punktfolge gibt es eine Teilfolge (~,~}, die gegen ein Primende 
P yon | konvergiert. Ist [(~jr eine das 2rimende P definierende Ge- 
bietskette, so sind in jedem Gebiet q~r fast alle Punkte der Folge {~,~) 
enthalten. Der Grenzpunkt ~ dieser Folge {?~} gehSrt daher zu jed~r 
Menge (~r ~-r~. Nach (21) ist der s ~) also im Pr imende/)  yon 
enthalten. 

(25). Ein Punkt e des Randes ~ yon fffi wird ein/ach genannt, wenn 

s) A]s Grenzmenge einer Mengenfolge !~. (n = 1, 2, ...) wird bezeichnet die Menge 
allot derjenigen Punkto, in deron jeder Umgebung Punkte aus unondlich vielen Mengen 
~ ,  liegen (vgl. Zorotti Encyol. des so. math., II~, S. 145.) 

~) Carath6odory, a. a. O. S. "336. 
~0) Vgl. Zoretti, a. a. O. 
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er in nur einem Primende von | enthalten ist. Jeder Punkt des Randes r, 
der nicht einfach ist, heil~t mehrfacher Punkt. 

(26). Es sei in @ ein Einschnitt e mit dem Endpunkt ~ gegeben. 
Wir betrachten alle mSglichen Punktfolgen, die auf e gegen ~ konvergieren; 
man beweist leicht, dal~ alle diese Punktfolgen gegen ein und dasselbe 
Primende yon (~ konvergieren, das wit das dem Einschnitt zugeordnete 
Primende nennen wollen. 

(27). In  dieser Weise sind jedem Querschnitt q yon | zwei Primenden 
zugeordnet. Sind diese beiden Primenden identisch, so nennen wit q einen 
2i~ckl~ehrschn itt. 

(28). Ist @ der Endpunkt eines Einschnitts e yon @ und ist P das 
dem Einschnitt e zugeordnete Primende von | so ~nennen wit ~ einen 
]i~r das Primende P erreichbaren Punkt. 

(29), Ein Primende enth~lt h6chstens einen fii~ das Primende erreich- 
baren Punkt ~). 

(30). Nach C a r a t h 6 o d o r y  gilt der Satz- Jedes Primende Pvon  q6kann 
definiert werden dutch eine gegen einen Punkt ~ yon P konvergierende 
Querschnittskette ~'). 

(31). Alle Punkte @ in einem Primende, gegen die mindestens eine 
das Primende definierende Querschnittskette konvergiert, heil~en HauTt- 
punkte des Primendes; alle iibrigen Punkte werden Nebenpunkte genannt. 

(32). Ein Primende ?nit erreichbarem Punlct wird ein Primend~ erster 
oder zweiter Art genannt, je nachdem es nut eineu einzigen Punkt oder 
unendlich viele Punkte enth~lt, in einem Primende zweiter Art gibt es 
einen Hauptpunkt und unendlich viele Nebenpunkte. 

Ein Primende ohne erreichbare?~ Punkt wird ein Primende dritter 
oder vierter Art genannt, je nachdem es nut ttauptpunkte oder Haupt- 
lind Nebenpunkte enth~lt. 

(33). Ein thmkt ~ des Randes ~ yon (~ ist dann und nut dann er- 
reichbar flit (~, wenn es mindestens ein Primende'erster oder zweiter Art 
gibt, flit das der Punkt ~ erreichbarer Punkt ist. 

(34). ist  q ein Querschnitt yon (~, der kein Ri~clckehrsohnitt ist, so 
gibt es zu ]edem der beiden durch q bestimmten Teilgebiete mindestens 
ein Primende yon @, das zu diesem Teilgebiet gehgrt, 

Es mSge der Querschnitt q mit den Endpunkten @~ und ~ in (~ die 
beiden Teilgebiete (~' und @" bestimmen. Man zerlege q. dutch einen 
seiner Punkt6 s in zwei Einschnitte e~ und e~; pa)  sei das dem Einschnitt e~, 
P(~) das dem Ei~schnitt % zugeordnete Primende; [%(x)] sei eine Quer- 

~) Carath$odory, ~. a. O. S. 353. 
12) Carath$odory, ~. ~. O. S. 34,3. 
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schnittskette, die das Primemde p(1) definiert. Man kann annehmen, da~ 
keiner der Querschnitte qn(1) einen Endpunkt mit q gemeinsam hat. 

Da q keiu Riickkehrsohnitt ist, sind die beiden Primenden p~l~ und pC,~) 
voneinander verschieden; daher wird offenbar fiir ein genfigend groBes n 
die Meage e~ 4-e  zum Gebiete (~q~ fremd sein. Die das Primende P(1) 
definierende QueTsohnittskette [ q~(1)] ls sioh nun ohne weiteres dutch eine 

-(l~] no dab alle andere ersetzen -- sie sei wiederum mit [ %  bezeichnet --,  
Querschnitte der neuen Kette im urspriinglichen Gebiet (~)~1 verlaufen, 
also zu e 2 -~-s fremd sind, ws jeder yon ihnen, yore Einschnitt eL in 
einem und nu~ einem Punkt % durchsetzt wird; ferner hat keiner der 
neuen Querschnitte einea Endpunkt mit q gemeinsam. Der Punkt ~n zer- 
legt jeden der neuen Querschnitte qr yon (~ in zwei Einschnitte yon @, 
von denen der eine -- e~ -- ganz im Gebiete @', der andere ~ e~' .... ganz 
im Gebiete @" verls Das dem Einschnitt e~ zugeordnete Primende P '  
yon ~ ist, da der Querschnitt q l~) keinen Endpunkt mit  q gemeinsam hat, 

yon ~len Primenden P(~) und p(2~ verschieden. P '  gehSrt daher zu einem 
und nut einem der beiden durch q bestimmten Teilgebiete yon (,!J; zum 
Gebiet @" kann P' nicht gehSren: denn alle Punktfolgen, die auf dem 
Einschnitt e~ gegen das Primende P '  konvergieren, sind Punktfolgen aus 
(~' und kSnnen nicht gleichzeitig gegen ein zu @" geh6riges Primende 
konvergieren. Das Primende P'  von(~  gehSrt also zu (,$'. -- In gleicher 
Weise 1/~Bt sich zeigen, dab dam dem Einschnitt e~' zugeordnete Primende 
yon @ zu @" gehSrt. 

A n m e r k u n g :  (a). Der Beweis zeigt, da~ es, falls q kein Riickkehr- 
schnitt ist, zu jedem der beiden Teilgebiete yon C~ mindestens ein Primende 
erster oder zweiter Art yon @ gibt~ das zu diesem Teilgebiet gehSrt. 

(b). Falls der Querschnitt q kein Rilckkehrschnitt ist, gibt es auf dem 
Rande jedes der beiden Teilgebiete yon @ mindestens einen Punkt des 
Randes z yon @, der yon den Endpunkten des Querschnitts q verschieden ist. 

(35). Wit sagen: Die Po~ge yon Pr~menden {P~} konvergiert gegen 
das Pri~nende P, wenn fast alle Primenden der F01ge zu jedem Gebiet 
@% einer das Primende P definierenden Gebietskette gehSren. 

(36). Es sei {P,,} eine Folge yon Primenden v on (~, die gegen das 
Primende P yon @ konvergiert. Bezeichnen wit mit  m,,, die Menge al]er 
im Primende P,,, enthaltenen Punkte und mit m die Menge aller im 
Primende P enthaltenen Punkte, so ist die Grenzmenge aller Mengen m~ 
in der Menge m enthalten. 

Es sei [ |  eine das Primencle P definierende Gebietskette. Das 
Gebiet (~q, enth~It fast alle Primenden P~;  daher enth~lt die Menge ~:~ 
fast alle Mengen m~. In ~, ist also auch die G~enzmenge alle~ Mengen 
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m,, enthalten, und diese ist daher im Durchschnitt aller Mengen r~, d. h. 
in der Menge m enthalten. 

(37). W~hlt man aus jeder. Menge m,~ einen Punkt 0~ aus, so ent- 
h~lt die Punktfolge {O,,~} sine Teilfolge, d ie  gegcn einen Punkt Q des 
P~imendes P konvergiert. 

(38). Ist irgsndeine Menge {P} yon Primenden des Gebietes '@ gegeben 
and ist {I~} sine ihrer Teilmengen, so soll die Menge {P} clicht zur 
gegebenen Menge {P} hei[3en, wenn es zu jedem Primende P der gs- 
gebenen h~enge, das nicht schon zur Menge {Ir gehSrt, sine Folge yon 
Primenden aus der ~enge { ~  gibt, die gegen das Primende P koavergiert. 

(39). Eine Menge { ~ }  voz~ Primenden de8 Gebietes q~ ist dann ~nd 
nut  dann dicht zur Menge aller Primenden yon (~, wenn es zu ]edem durclt 
einen Quer~chnitt q bestimmten Tei~gebiet yon q~, ]alls q kein Riickkehr- 
schni$t ist, ~ti~destens sin Primende yon ~ gibt, das zu diesem Teil- 
gebiet geh6rt. 

Besteht die Menge {~} aus allen Primendsn yon | dana ist die 
Behaup~ung gewi$ richtig. Dieser bssondere Fall sol im folgenden aus- 
geschlossen. 

(a). Angeuommen, sine ~eage {P} sei dicht zur Mengs alIe~ Primenden 
yon if6; q sei ein'Querschnitt yon q6, des kein Riickkehrschnitt ist. Es 
wird behauptet, da$ es zu jedem dutch q bestimmten Teilgebiet yon 
mindestens sin Primende ~ des Menge {~} gibt, das zu diesem Teilgebiet 
geh6rt. -- Es sei fffi' sines der beiden dutch q bestimmten Teilgebiete. 
Da q kein Rfickkehrschnitt ist, gibt es mindestens sin Prirnende P von 
(~, das zu ~ '  gehSrt. Enth~lt die Menge {P)  das Priraende P, dana 
ist unsere Behaup~ung riohtig. GehSrt P der Meuge (_P} nicht an, so 
bestimme man in q~ sine P definiersnde Querschnittskette [q,] derar~, da$ 
fiir sin geniigend gro~es n sin Gebiet @~ des Kette [@r in @' enthalten 
ist. Da die Menge {~} dich~ ist zur Yfenge aller Primenden yon @, gibt 
es sine Folge yon Primenden {P~) aus der Ylenge {~) ,  die gegen das 
Primende P konvergiert. Fast alle Psimenden diessr'Folge gshSren zum 
Gebiet q6q~ trod, da q~, im Oebie~ | enttmlten ist, auch zam Gebiet (~'. 
Es gibt also gewi$ in der Menge (~}  sin Primende, das zu gehSrt. 

(b). Es sei {:~) irgendeine Menge yon Primenden des Gebie~es q~; 
undes sei bekannt, da$ es zu jedem dutch einen Quesschnitt q,bestimmten 
Teilgebie~ yon ~ mindestens sin Primende der Menge {~} gibt, das zu 
diesem Teilgebiet gehSrt. Es wird behauptet, da$ die Menge {~} dicht 
ist zur ~enge aller Primenden yon q~. ~- Es sei P sin beliebigss Primende 
yon ~ ,  das nicht schon zur ~Ienge {_P) gehSrt. Damr~ gibt es nach Vor- 
ausse~zang zu jedem Gebiet (~q.~ e~ner Kette [ ( ~ ] ,  die das. Primende P 

4* 
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definiert, ein Primende t~  aus der Menge (2} ,  das zu | gehSrt. Die 
Folge (I5,~} Yon Primenden konvergiert gegen das Primende P, denn fast 
alle Primenden dieser Folge gehSren zu jedem Gebiet ~r Die ~enge 
{.I~} ist; also dicht zur Menge aller Primenden von (~. 

(40). Aus Anmerkung (a) zu (34) folgt eine wichtige Erg~nzung zu 
Satz (11)" Die Menge aller Primenden erster oder zweiter Art yon (~ ist 
dicht zur Menge aller Primenden yon | 

(41). 1st q ein Querschnit~t you | der kein Riickkehrschnitt ist, so 
gibt es au]" de/m Rande ]edes der beiden dutch q bestimmten Teilgebiete 
yon ~ mindestens einen ]i~r ~ erreichbare~ Punkt. 

.~nmerkung: Dies kann nicht ohne weiteres aus Satz ( l l )  ge- 
~olger~ werden, wie folgendes Beispiel zeigt- In Figur 1 ist~ die Rand. 

menge r eines einfach-zusamraenh~ngen. 

"Fig. 1. 

den Gebietes (~ angedeutet und ein Quer- 
schnitt q gezeichnet, der aus der Verbin. 
dungsstrecke der beiclen Randpunkte e~ 
und ~ besteht. Das eine der beiden durch 
q bestimmten Teilgebiete yon ~!6 .... es sei 
mit | bezeichnet -- besteht aus der 
Ylenge aller Punkte im Innern des Qua- 
drates mit den vier Eckpunkten (~, e~, 
~8, ~4. "- Es gibt nun, wie man unmit- 
re!bar einsieht, auf clem Rande r yon 
eine zu r dicht iiegende Menge yon ~ Punk. 
~en, die zum Rande r '  yon (~' fremd ist. 

~(42). Satz (40) lg]3~ sich versch~rfen: Es gibt eine lVlenge yon ab- 
zdtdbar unen~ich vielen Primenden erster oder zweiter Art, die dicht is~ 
zur lgenge aller Primenden yon | 

Es sei q~, ~h,..-,  ~z~,-.. eine ]genge yon abzgh!bar unendlieh vielen 
Punkten des Randes r yon | die dieht ist zur ~Ienge r. Zu jedem dieser 

1 Punkte als I~Iittelpunkt denke man sich Kreis,e mit den Radien 1 , 1 , . . . ,  ~ ,  . . .  

konstruiert und jedem der Kreise ein regelm~l~iges Polygon einbeschrieben, 
g ~  

das aul3erhalb des niichStfolgenden Kreises verliiuft. Auf diese Weise erhiilt 
man abziihlbar unendlich viele Polygon6 ~z,~. Auf jedem dieser Polygone 
gibt es flit ein geniigend gro~es m nach (i3) mindestens einen und h5chstens 
abz~ihlbar unendlich viele Quersckaitte yon @; jedem Querschnitt sind zwei 
Primenden erster oder zweiter Art yon @ zugeordaet. Die Gesamtheit 
aller :Polygone Pz, m bestimmt daher eine Menge yon abz~hlbar unendlioh 
vielen Primenden {/~}; es soll nun gezeigt werden, da~ diese ~ienge {2} 
dicht ist zur Menge aller Primenden yon (~. -- Es sei q mit den End. 
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punkten ~ und ~,~ sin Querschnitt yon | der kein Riickkehrschnitt ist, 
und @' sei sins der beiden durch q bestimmten Teilgebiete yon @. Dann 
gibt es nach der Anmerkung (b) zu (34) auf dem Rande r '  yon einen 
Punkt ~o des Randes ~ yon (&), der yon den Endpunkten yon q verschieden 
ist. Es sei a der Abstand des Panktes @ yon der lVfenge q~- ~1 + @~- 

Fiir 1 . . . .  < a sei ein Punkt e~ sogewi~hlt, dal~ der Abstancl der beiden Punkte 
m 

1 
~o~ u n d e  kleiner als m-:~i 

Innern des Polygons Pl, m, 
Nach (13) gibt es anf p~,~ 

ist; dann liegt der Randpunkt @ yon im 

das selbst zur Menge q ~ - ~ - t - e ~  fremd ist. 
mindestens einen Querschnitt q' des Gebietes 

@'. Da das Polygon Pl,~ keinen Punkt mit dem Querschnitt q yon ($ 
gemeinsam hat, mul~ q' gleichzeitig sin Querschnitt yon @ sein. Die bsiden 
dem Querschnitt q' zugeordneten Primenden von'(~ sind in der 1Vienge { ~ )  
enthalten und gehSren zum Goblet (~', -- Es gibt ~ also mindestens sin 
Primende in der Menge {~}, das zum Gebiet (~' gehSrt; die Menge {/.~} 
ist also nach (39) dicht zur Menge ailer Primenden yon (~. 

w 

Folgerungen aus der zyklischen Anordnung der Primenden. 

(43). Wie O a r a t h 6 o d o r y  aus der Theorie der konformen Abbilduag 
gefolger~ hat, s i ~  die Primenden sines Gebiete8 | zyklisch geord~et~a). 
Diese Tatsaehe, flit die ieh an anderer Stelle einen e]emen~aren, yon der 
Theorie der koniormen Abbildtmg unabh~ngigen, Bowels erbringen werde, 
kaan auf folgende Weise Iormuliert werden: 

Es gibt sine umkdtrbar eindeutige und stetige Abbildung der Primenden 
sines Gebietes if6 au/ die Punkte einer Kreislinie. 

Unter der Stetigkeit der Abbildung ist dabei folgendes verstanden: 
Ist {P,~} sine Folge von Primenden, die gegen das Primende P k0nver- 
giert, und sind {z~} und z die diesen Primenden zugeordneten PunkCe der 
Kreislinie, so gilt lira z m == z and umgekehrt. 

(44). Denken wit uns in gewohnter Weiss die Punkte  der Kroislinie 
umkehrbar eindeutig und stetig auf die ~eellen Zahlen 0 _~ z < 1 abgebilde~ 
und betrachten wir reelle Zahlen, die zueiaander nach 4em 5~odut 1 kon- 
graent sind, als gleichwertig, so erhaltsn wit damit sine Abbildung aUer 
Primenvlen yon @ au[ die reelle~ Zahlen, bei der emem und demselben 
Primende die Yfenge aller nach dem 1YioSul 1 zu .r bestimmten Zahl 
kongruenten ZaMen entsprieht. 

1~) C~rath~odory, a. a. O. S. 850. 
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(45). Dutch Bemtung auf den Satz yon Bo izano  yon der Existenz 
eines Hgufungswertes folgern wit daraus: Ist irgendeine Menge yon unend- 
rich vielen Primenden von gb gegeben, so ist in dieser Menge mindesten8 
eine ~o~ge yon Prime,wlen enthalten, die gegen ein Primende P yon (~ 
konvergievt. 

(46). Die Menge aller Primenden yon @, die den Punkten eines Kreis- 
bogens entsprechen, soil ein Intervall von Primenden 14) genannt werden; 
und zwa~ nennen wit ein Intervall yon Primenden abgeschlossen, wenn 
der entsprechende K~eisbogen abgeschiossen ist, und of]en, wenn dez eat. 
sprechende Kreisbogen o~en ist. 

Die abgeschlossenen Intervalle yon Primenden werden abgebildet auf 
Zahlen-Lutervalle a ~ z ~ b und die offenen Intervalle yon Primenden au~ 
Zahlen-Intervalle a <: z < b, wobei 0 ~ b .-  a ,~ 1 ist. 

(47). Wird das Gebiet | d~zrch einen ~qzerschniS$ q in  zwei .Teil- 
gebiete zerlegt, so bildet die Gesamtheit aller Pri~nenden yon (~, die z~ 
einem dieser beiden Teilgebiete gehdren, ein o/[ enes I ntervall yon Primez~den. 

Es seien P(~) und P(') die beiden dem Querschn[tt q, der kein Riick- 
kehrschnitt ist, zugeordneten Primenden; @' unct (~" seien die beiden dutch 
q bestimmten Teilgebiete yon @. ~lle yon p(tl und P(~) verschiedenen 
Primenden yon C~ zeffallen in zwei Klassen {P '}  und {P"} ,  je naohdem 
sie zu C~' oder zu gehSren; dabei kann kein Primende der einen Klasse 
Grenze einer Folge yon Primenden der andern Klasse sein. -- Dutch die 
in(~143 ) charakterisierte Abbfldung werden den beider~ Primenden pr 
P zwei Punkte z (~) und $(~) der Kreislinie zugeordne~; dabei zeffallen 
alle fibrigen Punkte der Kreislinie in zwei Klassen {z'} una {z"} derart, 
dab keia 'Punkt  der einen Klasse Grenze einer Folge yon Punkten der 
andem Klasse sein kann; d .h .  jede de~ Klassen {~'} und {z"} bildet einen 
o~enen Kreisbogen. Damit ist unsere Behauptung bewiesen. 

(48). Es sei {z} eine abgesch~ossene P~nlctrnenge der Kreislinie und 
{P,}  sei die ents~rechende Mengr yon Primenden yon ~ .  Bezeichnet 
man  mit m, die Menge all.er Punkte, die ira P~imende P~ enthalten ist, 
so bildet die Fereinigung D aller Menge~ m~ eine abgeschtosse~z Pqzgk~- 
~nenge. 

Wit betrachten eine beliebige konvergente Folge {0,,~} voa Punktea 
der ~enge ~; wit haben zu zeigen, dal~ ihr Grenzpunkt 0 auch zur Menge 

gehSrt. -- Jeder Punkt ~,~ ist in mindestens einem Primende p i l l  der 
Menge {P~} enthalten. Sind nut endlich viele Pr imenden P(*~) von~ 
einander verschieden, dann enths mindestens eins yon ihnen ~- ~s sei 

~) Carath~odory, a. a. O. S. 865. 
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mit P..o bezeichnet -- unendlich viele Punkte der Fo]ge {e,~} und~ daher 
nach (22} auch ihren Grenzpunkt 6. -- Sind unendlich viele yon den 
Primenden P(~  voneinander verschieden, so gibt es nach (45) in dieser 
Menge eil~e Folge {Pz~}, die gegei~ ein Primende Pz~ yon | konvergiert, 
5edem Primende Pz m is~ ein Punk~ der abgeschlossenen Menge {z} zu- 
geordnet, und die Punktfolge {zm} aus der ~Ienge {z} konvergiert gegen 
einen der Menge {z} angehSrenden Punkt, d e r m i t  dem dem Primende Pz0 
zugeordneten Punkt identisch ist. Das Primende Pzo gehSrt also zu der 
mit {P.} bezeichneten Primendenmenge. -- Ist n.un [q,] eine Querschnitts- 
kette, die das Primende Pzr definiert, so gehSren fast alle Primenden .der 
Folge '[Pz~} zu jedem Gebiet (~,~. Ist ez,~ der im Yrimende Pzr~' eat- 
haltene Punkt unserer Folge {~,,}, dann gehSren fast alle Punkte ~z~ zum 
Rande r,, jedes Gebietes g6~,~. Der Grenzpunkt ~ der Folge {~z~} ist dann 
in jedel' abgeschlossenen Menge ~c,,, also nach (20c) auch im Primende Pzo 
enthalten. 

(4.~). Ist {_P,} die Menge aller Primenden eines abgeschlossenen 
Primendenintervalls, so ist die Vereinigungsmenge i aller Me~en m, 
abgeschlossen uncl zusammenh4ngend. 

Da/] die Menge i abgeschlossen ist, folgt aus (48). 
Angenommen, die l~Ienge i w~re nun nicht zusammenh~ingend und lie]e 

sioh in zwei abgeschlossene, zueinander fremde Teilmengen i '  und i" zer- 
legen; die beiden Mengen i' und i" haben dana einea yon Null versohiedenen 
Abstand. -- ffede Menge m~ ist naoh (22) zusammenh~ngend und abgesohlossen 

�9 p ?  

und daher entweder ganz in i '  oder ganz in ~ enthalten. Wit wollen 
diejenigen Primenden des gegebenen Intervalls, deren Punkte in der Menge i '  
enthalten sind, mit Pz' bezeiehnen, alle iibrigeu Primenden des Inte~valls 
entsprechend mit Pz"- Unserem P~imendenintervall" entspricht oin ab- 
geschlossener Kreisbogen; mit {$'} sei die Menge aller den Primenden Pz' 
zugeordneten Punkte und mit {z"} die Menge aller .den Primenden Pz, 
zugeordne~en Punkte des Kreisbogens bezeichnet. Dann gehS~t jede~ Punkt z 
des Kreisbogens entweder nut zu {z'} oder nur zu {z"}. Es gibt daher 
entweder in { z'} einen H~uimngspunkt aus {z"} oder in { z"} einen H~ufungs- 
punkt aus {z'}. Es mSge etwa zu {z'} ein H~iufungspunkt z~ yon {z"} 
gehSrefi; d. h. es mSge in {z".} eine Fotge {z~'} geben, die gegen .einen 
Punlct z~ yon {z'} konvezgfert. Dann konvergiert die Pzimendeafolge {P,~} 
gegen d'as dem Punkt z~ zugeordnete Primende jo$. Die Mengen irt ,, sind 

in der Menge i" enthalten und die Menge ntz~ in der Menge i'. Nach (37) 
, Pr 

gibt es also in der Menge t eine Punktfo!ge, die gegen einen Punkt der 
Menge i '  konvergiert. Das steht abet im Widerspruch zu der Annahme, 
dab die beiden Mengen i' und {" @hen yon Null verschiedenen Abstand 
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haben. -- Es mu/~ also die,l~Ienge i, wie behauptet wurde, zusammen- 
h~ngend sein. 

(50). Wir betrachten nun nach (44) eine Abbildung aller Primenden 
yon (~ auf alle reellen Zahlen; dabei wollen wit die einer" rnonoto1~ zu- 
nehmenden bzw. abnehmenden konvergenten Znhlenfolge entsprechende 
Primendenfolge eine a~ls$eigende bzw. absteigende Primendenfolge nennen. 

(51). Jede gegen ein Primende P~ yon | konvergierende Prirnenden- 
lolge {Pzs~ } enth61$ eine absteigende oder a~]s~eigende Teil[olge. 

(52). Zu iedem'Punkt O in einem Pri~hende P yon (~ gibt es eine 
gegen P konvergierende Eolge ( p(e,~)} yon Pri~nenden erster oder zweiter 
Art ,  die sdqntllch yon P verscMeden sind und deren erreichbare Punkte 
9~ den Punkt 9 zur Grenze haben. 

(a). Ist @ ein Hauptpunkt des Primendes P and [q,] eine geger~. @ 
konvergierende Querschnittskette, die das Primende P definiert, so liefert 
die Menge aller den Querschnitten q~ zugeordne~en Primenden eine solche 
Folge. 

(b}. Es sei e ein ~YebenTunkt des Primendes P.  Dam~ gibt es eiae 
Umgebung 111 (e) und eine das Primende P definierende Quersehnittskette 
[q,~], so da~ alle Querschni~te q, saint ihren Endpunkten zu 1I~ (e) fremd 
sind. Der Punkt e gehSrt als Punkt des Primendes P zum Rande des 
Gebietes @,~; daher und weil die flit ein Gebiet erreiehbaren Punkte auf 
dessert Rande dicht liegen, gibt es in ldt~ (~>) mindestens eil~en fitr alas 
Gebiet @~ erreiohbaren Punkt  ~ ,  wobei <~ nicht yon ~ verschieden zu 
sein brauoht. Da ll~(~) den Querschnitt ql aussohlieBt, ist p~ yon den 
Endpunkten yon ql versehieden, und einem in {~ endenden Einschnitt yon 
@~ is~ also ein Primende P!~,~ von q~ zugeorchxet, das zum Gebiet q ~  
gehSrt'. Weft der ~unkt ~ Nebenpunkt des Primendes P ist, kaun das 
Primende p(e~) yon | in keinem Fall, ob ~ yon ~ verschieden ist oder 
nicht, mit dem Primende P identisch seinZS). -- Wir bestimmen nun eine 
zweite in 1I~ (~) enthaltene Umgebung 1~ (~); da tier Punkt  p auoh zum 
Rande des Gebietes @~ geh6rt, gibt es in Lt~(e) einen fiir das Gebiet @~, 
erreichbaren Punkt p~, der wiederum nicht vbn ~ verschieden zu sein 
braucht. Der Punkt ~. ist ~ darm erreichbarer Punkt eines Primendes p(~l 
erster oder zweiter Art von (D, das zum Gebiet (Dq~ geh6rt und das yore 
Primende P verschieden ist. -- Ir~ dieser Weise 1/~l~t sich eine Folge {~,} 
yon fiir (D erreichbaren Pu~kten bes$immen, die den Punkt  ~ zum Grenz- 
punkt haben; es kSnnen dabei unendlich viele Punkte ~),.~ mi t  s identisoh 
sein. Die entsprechende Folge {P(e,)} yon Primenden erster oder zweiter 
Art yon (~ konvergiert gegen das Primende i ~ 

~) Carathdodory,  a. a. O. S. 834. 
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A n m e r k u n g :  Da in den F/illen (a) und (b) jedes Primende der Folge 
{p/L,,~)} yon P verschieden ist, l~Bt sich aus der Folge {pr stets eine 
Teilfolge aussondern -- sie sei wieder mit  {p;~,~/} bezeichnet ~ ,  so ~a$ in 
einer das Primende _P definierenden Gebietskette [ (&~ ] jedesmal das Pi"imende 
pIe~ zum Gebiet ~r aber nicht zum Gebiet ~n+~ gehSrt. 

(53). Die in (52 i beschriebene Primendenfolge wollen wit eine zum 
Punkte ~ des Primendes P geh6rige Primenden]olge nennen. 

(54). Gibt es zu einem Punkt L~ im Primende P eine aufsteigende 
Primendenfolge, die zu ~ gehSrt, so soll ~ rechtsseitiger Puukt  im Primende 
P genannt werden; gibt es eine absteigende Folge, die zu ~ gehSrt, so soll 

linksseitiger P u n ~  im P~imende P genannt werden. 

(55). Nach (51) und (52) ist ]eder Punlct in einem Primende P 
rechtsseitiger oder tinksseitiger Punl~t. 

Jeder Hauptpunkt  in einem Pri~nencle ist sowohl rechtsseitig als auch 
linksseitig. -- Es sei n~mlich [q~] eine das Primende P definierende Qaer- 
schnittskette; z sei eine dem Primende P entsprechende Zahl and a~ und 
b,~ seien zwei Zahlen, die den beiden dem Querschnitt q,, zugeordneten 
Primenden erster oder. z~eiter Art entsprechen. Dann lassen sich die 
Zahlen z, a,, und b,~ und eine Zahl a so w~ihlen, dal~ die Beziehung 
a ~  1 <:a~<=a~<: ....... : : : a ~ < . . . < ~ z , - < . . . ~ b  n ~ . . . ~ b o ~ : ~ b ~ - < ~  er- 
fiillt ist. Damit ist abet unsere Behauptung bewiesen. 

w 

Zusammenhang im kleinen ~md allseitige Erreichbarkeit. 

(5(}). Gibt es zu jeder Umgebung 1I(~) eines Punktes ~ im Primende 
_P von (,~J eine nach (53) zu e gehSrige aufsteigende P~imenclenfolge (p(o2}, 
so da$ ]~eder Punks ~,, mit  ~ verbunden werden kann duroh eine zusamraen- 
h/ingende abgeschlossene Teilmenge t,~ des Randes ~ yon @, die in 1I (@) ent- 
halten ist, so wollen wit sagen: I m  Punkte ~ des Primendes P be#teht Zu- 
sa/mmenhang nach revhts. Gibt es eine entsprechende absteigende Prim- 
endenfolge, so wollen wit sagen: Im  Punkte e besteh~ Zusammenhan9 
nach links. 

(57). Gibt es eine gegen das Primende 
P konvergie~ende aulsteigende Folge yon 
Primenden, in deren jedem der Punkt  
yon P als erreichbare~ Punkt  vorkommt, 
so soil der Punk~ 9 i~n Prime~de P yon 
rechts erre$chbar gen~nnt we~den; gibt es eine 
entsprechende absteigende Primendenfolge, 

9 

Fig. 2. 
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so sell 6 yon links erreichbar genannt werden. In Figur 2 ist p der 
erreichbare Punkt  eines Primendes zweiter Art, 6' und ~" sind zwei seiner 
Nebenpankte; und zwar ist bei passend gew~hlter Abbildung auf die reellen 
Zahlen ~', im Primende yon rechts, ~" yon links erreichbar. 

A n m e r k u n g :  Ein yon rechts oder yon links erreichbarer PunkS in 
einem Primende ist stets ein unendlich vielfaeher Punkt des Randes r 
yon (~. 

(58). Es sei ~ ein Punks des Randes r yon ~ ,  und 11, (~,) sei eine 
beliebig kleine Umgebung des Punktes e veto Radius r~. LaJ~t sich zu 
jedem r~ eine Zahl r, >- 0 finden, so daJ~ jeder Punkt 6' der Menge r, der 
der Umgebung 1I~ (~) veto Radius r~ angehSrt, sich mit  ~) verbinden l~l~t 
dutch eine abgesohlossene zusammenhs Teilmenge t '  des Randes 
yon @, die in 11~ (~) enthal~en ist, so wollen wir sagen: Der Rand v yon 
@ ~st zusammenMingend im kleinen im Pun~te ~) ~"). 

Ist der Rand r yon (~ in jedem seiner Puakte zusammenh~ingend im 
kleinen, so wollen wir sagen: Der Rand r yon 6} ist z, usammenhdnge.nd 

im ]cleinen. 

(59). Ist in einem Pun]ct ~) des _Primendes P yon ~ der Ra~d r yon 
| zu~ammenh~ngend im kleiqcen, dann besteht im Pq~nl~te ~ yon P Zu- 
sammenhang nach rechts oder Zusammenhang nach links. 

Ist n~mlieh (p(e,)} irgendeine zam Punkte () gehSrige Primendenfolge 
und ist l I (e)  eine beliebig kleine Umgebung, so miissen, da der Rand 
yon (~ ira Punkse ~ zusammenh~ngend im kleinen ist, ~ast alle Punkte 
de~ Folge (~,,} sich mit e verbinden lassen dutch zusammenh~ngende 
abgesehlossene Teilmengen des Randes r yon (~, die in 1I(~) enth~lten 
sin& ~ Wenn nun die Folge {P~'P} eine aufsteigende Teiliolge enthhlt, 
so besteht n~eh (56) im PunkCe e yon P Zusammenhang naeh reehts; 
enth~lt die Folge {P~'-)} eine absteigeade Teilfolge, so besteht im Punkte 
~) yon P Zusammenhang naeh links. Einer dieser beiden F~lle mul~ nach 
(51) stets eintreten. 

(60). Wie sparer gezeigt werden wird, kann in einem Hauptpunkt 
eines Pr imendes nicht erster Art der Rand 

P 

Fig. 3. 

yon ~ nieh~ zusammenh~ngend im kleinen sein; 
es kann abet in einem Primende nieht erster 
Ar~ einen Hauptpunl<t geben, in dem sowohl Zu- 
sammenhang naeh rechts als auoh Zusammenhang 
naeh links besteht. In Figur 3 ist ~ ein dex- 
artiger PunkS. 

(61). Ist q ein beliebiger Querschnitt yon 

lo) H. Hahn, a. a. O. S. 319 bzw. S. 2434. 



Rand einfach zusammenhiingcnder ebener Gebiete. 59 

@, so gehSrt nach (14) jeder Punkt des Randes r yon @ zum Rande 
yon mindestens einem der beiden dutch q bestimraten Tei]gebiete yon (~. 
Ist nun ~ ein Punkt der YIenge r und gibt  es in jedem dutch einen Quer- 
sehnitt q yon @ bestimmten Teilgebiet ~ ' ,  in dessen Randmenge der 
Punkt  o enthalten ist, einen Einsehnitt mit ~ a l s  Endpunkt, so, sell der 
Pun kt 9 allseitig erreichbar 1~) flit (~ genannt werden. 

A n m e r k u n g :  Ein fiir @ allseitig erreiehbarer Punkt kann, wie Bei- 
spiele zeigen, einem Primende. als nieht erreiehbarer Punkt angehSren. 
In Figur 2 sind p' und e"  zwei derartige Punkte. 

(62). Geh6rt ein /i~r @ altseitig erreichbarer Punkt  O einem Prim- 
ende P a l s  nicht erreichbarer Punkt an, so ist der Punkt  ~ in P stets 
yon r'echts oder yon links erreichbar. 

Weft der Punkt ~, falls das Primende P yon zweiter Art ist, yon 
dem erreiehbhren P u n ~  yon P verschieden sein sell und weft ein Prim- 
ende drifter oder viezter Art unendlich viele Hauptpunkte enth~lt, gibt 
es eine das Primende P definierende Querschnittskette [%], die gegen 
einen yon ~ versehiedenen Punkt konvergiert; dabei kann angenommen 
werden, dab die Endpunkte der Quersehnitte % s~imtlieh yon 0 verschieden 
sind. -- Der Punlct ~ gehSrt als Punkt des Primendes P zum Rande 
jedes Gebietes | weft 0 allseitig erreiehbar ist, mu/3 es daher in jedem~ 
Gebiet @q,, einen Einsehnitt % mit ~ als Endpunkt geben. Da die End- 
punkte der Quersehnitte % s~mthch yon e versehieden sind, ist jedem 
Einschnitt e, mit dem Endpunkt 0 ein Primende erster oder zwei~er Art 
p%l yon @ zugeordne~, das zum Gebiet @% geh5rt und in .dem der 
Punkt  ~ als sein erreiehbarer Punkt enthalten ist. 5edes Primende P%) 
mu~, da @, falls P yon zweiter Art sein sollte, yon dem eI~eiehbaren 
Punkt von P versekieden ist, von P versehieden sein. Die Folge {P%)} 
ist also gewi/~ eine zum Punkte ~ yon P gehsrige Primendenfolge; dabei 
sind alle Punkte der Folge {e.} mit ~ ictentisch. ~ Wenn die Folge 
{P%)} eine aufsteigende Teilfolge enthi~lt, ist naeh (57) der Punkr ~ yon P 
yon rechts erreiehbar; enth~lt die Folge {P%)} eine absteigende Teilfolge, 
dann ist der Punkt ~ yon P yon links erreiehbar. Naeh (5!)  mul~ einer 
dieser beiden F~lle stets eintreten. 

(63). Es kann in einem Primende P yon @ h6chstens einen Punkt 
geben, in dem Zusammenhang nach recht8 besteht, und h6chstegs einen 
Punkt,  in 'dem Zusammenhang nach links besteht. 

Es sei e ein Punkt  des Primendes P v0n @, in dem etwa Zusam- 
menhang naeh reekts besteh~0 und R(e)  sei eine beliebig kleine kreisfSr- 

~'~) A. Schoenflies, a. a. 0. S. 176. 
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mige Umgebung yon ~. Dann gibt es nach (56) eine zu ~) gehSrige auf- 
steigende Pri~nendenfolge {P%~)}, so dalt jeder Punkt ~ sich mit ~ ver- 
binden l~l~t dutch eine zusammenh~ngende abgeschlossene Teilmenge t, 
des Randes v yon @, die ganz in 1I ((~) verI~uft. Es kann dabei vor- 
kommen, daI~ sich a~le lgengen t~ auf den Punkt~(~ reduzieren. Wit kSnnen 
nun auf Gnlnd der Anmerkung,zu (52) die Primenclenfolge (P(~',~)} so be- 
stimmen, da] in einer das Primende P defnierenclen Gebietskette [(~J%l 
das Prime nde P(e-) zum Gebiet (~% aber nicht zum Gebiet (~qn+~ gehS~t. 
Wit kSnnen naeh (50) dem Primende P eine Zahl z, dem Pl'imende P %) 
eine Zahl %, einem der beiden dem Querschnitt q,, zugeo~dneteu Prim- 
enden die Zahl a,~ so zuordnen, dal~ fiir alle n die Ungleiehung besteht: 
z -- 1 < a n < z,~ < an+~ ~< z. Wit wghlen nun zwei beliebige natiirliche 
Zahlen n~ <: n~ und konstruieren in | einen Querschnitt q,,,,n~, dem die 
beiden Primenden p(~,n~) und p Q,~/ zugeordnet sind. Dure.h den Quer- 
schnitt qn~,,~ wird das Gebiet | in zwei Teilgebiete zerlegt, yon denen 

t 

das eine-- es sei mit 6n,,n.. bezeichnet -- auf Grund der oben angegebenen 
Ungleichung alle Primenden desjenigen nach (47) dutch den Quersehaitt 
(]n~,n~ bestimmten offenen Intervalls von Primendeu enth~lt, das das Prim- 
ende P aussehliel~t. Mit (~jj:,~, sei das zu (~)~,n, komplement~e Teil- 
gebiet yon @ bezeiehnet. Das Primende P gehSrt dann zum Gebiet (b','~, n,. 
Nach Voraussetzung lassen sic, h die beiden Punkte s und On, mit O ver- 
binden dutch zwei Teitmengen tn~ und t~., des Randes r yon @, die in lI (e) 
enttmlten sind. Die Vereinigung is, ~i-~ f~ ist eine zusammenh~ngende ab- 
geschlossene Teilmenge des Raudes r, die die beiden Endpunkte en~ uncI ~ 
des Quersehnitts q~,~, enth~lt; die Menge t~ z~ tn~ kann sich unter Um- 
st~nden, falls ~ = ~ = 0 ist, auf den Punkt e redu.zieren. Wit be- 
trachten nun nach (16) die Menge ~ , ~  aller nicht in clef Henge 
q~, ~ ~ t~.~ 4 -~ ,  enthaltenen Punkte 'der Ebene, die mit einem Punkt ?' 
yon @:~, n~ verbunden werden kSnnen, dutch eine~ zur Menge qn~, ,~; ~ ~ ~i~ ~n~ 
ffemden Streekenzug. Naeh (16) uud (17) ist die ~ienge ~m,~.,~ ein zum 

~,,,, ~remdes Gebiet, das keinen Randpun]~t yon ~,, , , ,  also auch 
keinen Punkt des Primendes P,  enth~It. 

Aus dieser Tatsache l~I~t sieh nun leieht folgern, dait der Punkt 
der einzige Punkt im Primende P ist, ih dem Zusammenhang naeh rechts 
besteht. Angenommen n~mlich, es gebe ~ im Primende P noch einen wei- 
teren P~nkt e' dieser Art. Wit w~hlen zwei zueinander ~remde Umge- 

bungen lI(e ) and l I (e '  ). {p(~,~l } sei eine zum P u n ~  e '  yon P gehSrige 
aufsteigende Primenden~olge dera~t, d~fl jede~ Punkt ~o~ in l I (e '  ) m i t e '  
verbunden wezden kann dutch eine zusammenh~ngende abgesehlossene 
Teflmenge ~ des Randes ~ yon @. Es lassen sieh nun die Zahlen m, n x, n~ 
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so w~hlen, dal~ die dem Primende pr zugeordnete Zahl z,~ der Unglei- 
chung genfigt z -- 1 <: z,, < z~ < zn~ <: z, w~hrend die ira vorigen mit f~ und 
~ bezeichneten ~engen in der Umgebung 1I (~) enthalten sind. Das Prim- 

! 

ende p(L,~) gehSrt dann zu dem mit ~n,,~, bezeichneten Teilgebiet yon {~. 
Die.Teilmenge t~ des Randes ~ yon (~ in 1I(~ ' ) i s t  zum Querschnitt q~,,~ 
und zur Umgebung 1I(@), also auch zu der in U(~) enthaltenen Vereini- 
gung t~ ~- t,,~ fremd. Der Punkt  @~, is~ also nJcht in der Menge qn,. n, -[- t~ ~ t,~, 
enthalten; andrerseits gehSrt der Punkt (~/n, als Punkt des Primendes 

p (~)  zum Rande des Gebietes (.~,,'~,~. Nach (.17) ist daher e l  ein Punkt 
/ �9 t des Gebietes ~ ; ,  ~. Da ~ role ~ verbunden ist dureh das zu q~, n~ § t~ ~- t,~ 

und mi~hin naeh ~17) aueh zum Rande yon | ~ fremde Kon~inuum t~, 
mii~e dann-aueh ~' zu ~ , ~  gehSren. Diese Folgerung steht nun im 
Widerspruch zu der oben bewiesenen Tatsache, da$ das Gebiet (~,,** 
keinen Punkt des Primendes P enth~lt. Unseze Annahme, dal~ es im 
Primende P auiter <~ noch einen zweiten Punkt @' gebe, in dem Zusammen- 
hang nach rechts besteht, war falsoh; und die Behauptung ist bewiesen. 

(64). Im vorigen ist auch der Satz enthalten: Es kann in einem 
Primende hdchstens einen Punkt geben, der yon rechts erreichbar ist, 
u~td h(3chstens einen Punkt,  der yon links erreichbar ist. 

((i5). Bs ]cann in einem Pri~ende P h6chstens zwei Punkte geben, 
in denen der "I~and ~ yon ~ zusammen~{~end i~n kleinen ist. 

Es mul~ n~mlich nach (59) in jedem Punk~, in dem der Rand ~ yon 
| zusammenh~ngend im kleinen ist, sei es Zusammenhang nach reohts, 
sei es Zusammenhang nach links bestehen. Daher ist nach (63) unsere 
Behauptung bewiesen. 

DaB es in einem Primende wirklich zwei Punkte geben kann, in 
denen der Rand ~ yon (~ zusammenhs im kleinen ist, zeigt Fig. 2: 
~' und ~," sind zwei Punkte dieser Art. 

(66). In  einem Primende zweiter Art l~Snnen h6chstens drei allseitig 
er~'eichbare Punkte enthalten sein. 

Sind ns aul~er dem erreichbaren Ptmkt des Primendes P in P 
noch weite~e allseitig erreichbare Punk%e enthal%en, so mul~ nach (62) 
jeder, yon ,ctiesen0 sei es yon rechts, sei es yon links erreichbar sein. Daher 
ist nach (64) unsere Behauptung bewiesen. 

Es ist damit auch welter gezeigt, da~, wenn in einem Primende zweiter 
A.rt~ ~ e i  aliseitig er~eichba~e Punkte enthal~en sind, einer yon diesen der 
erreichbare Punkt, der andeze yon rechts, der andeze yon links erreichbar 
sein~ mu~. 

Dal~ es in einem Pzimende zweiter Art wi~klich ~ e i  allseitig erreich- 
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bare Punkte geben kann, zeigt wiederum Fig. 2: ~, ~/, 0" sind drei alt- 
seitig erreichbare Punkte. 

(67). Eine entsprechende Uberlegung zeigt, daft es in einem Primende 
drifter oder vierter A~'t hSchstens zwei allseitig erreichbare Punkte geben 
kann. Gibt es deren zwei, so mul~ der eine yon reehts, der andere yon 
links erreiehbar sein. 

(68). Daraus folgern wit, daft es in einem Primende nicht erster Art 
unendlich viele Punkte gibt, die nicht allseitig erreichbar 8ind. 

(69). Ist  in dem Hauptpunkt 9 eines Primendes P yon (~J der Rand r 
yon | zusammenh~ingend ir~ ldeinen, so ist das Pr~;mende P van erster Art. 

Es sei [q,~] eine Quersehnittske~te, die das Primende B definiert und 
gegen den Punkt ~ konvergier~.. Wir bezeichnen mi~ (~% "das zu C~% 
komplement~re Teilgebiet von (~. Wir kSnnen dann eine Umgebung lI~ (9) 
so klein w/iMen, dal] auBerhalb 1I~ (~) noch Punkte des Gebietes ~t,~ liegen.. 
Dana liegen auf Grand der Beziehung ( ~  t ' ... (~q, < . . .  < (~,~ < . . .  au~er- 
halb 11z(O)Punkte yon allen Gebieten (~q', und jede in 111(e) eathal~ene 

/ ( l h  /~j (~)\ 
Umgebung 1I (9) hat die gleiche Eigenscha~t. Es seien nun P ~  )und P~'~ / 
die beiden dem Querschnitt q~ zugeordneten Primenden mit den erreich- 
baren Punkten ~:~ und ~,~- (~ . Da nach u der Rand r yon (,~ 
im Punkte 9 zusammenh~ngend im kleinen ist, so gibt es zu jeder Um- 
gebung des Punktes Q, also such za jeder in 111 (O) enthaltenen Umge- 
bung lI(o).eine Zahl n, so dal3 9,(? und 92' sich in 11(9) mit 0 verbinden 
lassen dutch zwei zusammenl~ngende abgeschlossene Teilmengen ~ und t~ ~1 
des Randes r yon @. Wit denken uns na6h (16) das zu @% f~emde 
Gebiet ~% bestimmt, dem alle Punkte der Ebene angehSren, die mit 
einem Punkt ? aus 9% verbunden werden k6nnen durch einen zur 1VIenge 

, fremden Streckenzug. In (~% sind dann alle Punkte Yon (~,~,, 
en~halten.- Es sei nun dem Rande ~ der kreisfSrmigen Umgebung lI(p) 
ein Polygon p einbeschrieben, das in seinem Innern ~ alle Punkte der 
Menge q,~ -~- ,l~/~ + (~ enthilt. 

Wir behaupten, dal~ das Gebiet ~ , ,  in ~ enthalten ist: Da der Quer- 
sehnitt q, ganz in ~ verliuIt, gibt es in ~ gewil] Punkte des Gebietes 9%, 
daher such yon ~%, es wird slso bewiesen sein, dal] @~, gar~ in ~ liegt, 
wenn p keinen Punl~ yon @% enth~lt. Es gibt nun, da q, in ~ verl~uf% 
in ~ gewi]] Punkte you | ~erner liegen naeh Annahme aul]erhalb der 
Umgebung 1I (0), daher aueh im Aul]eren des Polygons D, Punkte yon 
9%, d. h. p selbst enth~lt Punkte yon (~%, also Punkte, die nieht zu ' ~  
gehSren; da andrerseits die l~enge p zu q~ ~-~1 ~.• ~emd ist, kann 
auf Grand der Definition des Gebietes ~-%, in der Menge p iiberhaupt kein 
Pun~ yon 9% enthalten sein, wie behauptet war. Das Gebiet | ist 
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also in ~ und damit in U (~)_enthalten; dasselbe gilt flit das Gebiet @~,,, 
das einen Teil des Gebietes | bildet. 

Es gibt demnach zu jeder beliebig kleinen Umgebung li(~) ein Ge- 
bier der Gebietskette [(~%], das ganz in it (~) enthalten ist; d.h. naeh 
(19) die Gebietskette [| konvergiert gegen den Punkt e. Das Prim- 
ende P ist also yon erster Art, wie behauptet war. 

(70). Wit kSnnen den vorigen Satz auch in folgender Form aus- 
sprechen" I n  einem Hauptpunk t  eines Primendes nicht erster Art  yon 
kann der Rand ~ yon | nicht zusammenh(ingend im kleinen sein. 

(71). Jeder Punk t  ~ des Randes ~ vorb | ist allseitig erreichbar 
dann und nut  dann, wenn alle Primenden yon r yon erster Art  sind. 

(a). Es sei bekann~, dal~ jeder Punkt des Randes ~ yon (~ allseitig 
erreichbar ist. Nach (68) kann es dann in (~ kein Primende nicht erster 
Art geben. 

(b). Es sei bekannt, dal~ aI~ Primenden yon (~ yon erster Art sind. 
Dann sei t2 ein beliebiger Punkt des Randes ~ von (~. Wit haben folgendes 
zu zeigen- Konstruiert man in (~ ein6n beliebigen Querschnitt q and ge- 
hSrt ~ etwa zum Rande des (lurch q bestimmten Teflgebiets (~' yon (~, 
so ist der Punkt ~ flit das Gebiet (~' erreichbar. Es seien ~i und ~ 
die Endpunkte des Quersehnittes q; r '  sei der Rand yon (~'. All e Prim- 
enden von (~ sind yon erster Art; daher ist jeder yon ~l und ~2 ver- 
schiedene Punkt t~ des Durehschnitts r . r '  in einem Primende erster Art 
yon (~ enthalten, das zu (~' gehSrt; jeder derartige Punk~ ~ ist also fiir 
das Gebiet (~' erreichbar, ist ~ einer der beiden Endpunkte yon q, so 
ist ~ in einem dem Querschnitt q zugeordneten Primende B yon | ent- 
halten, das nach Voraussetzung yon erster Art ist. Jede das Primende P 
definierende Gebietskette [| konvergiert also gegen den Endpankt 
von q; wit kSnnen uns dabei die Querschnitte % so konstruier~ denken, 
daft jeder yon ihnen den Querschnitt q in einem einzigen Punkt durchsegzt. 
Der Querschnitt q,, wird dabei in zwei Teilmengen zerlegt, yon denen die 
eine -- q~ -- ein Querschnitt yon (~' ist; alle Querschnitte q~ bestimmen 
in |  eine Querschnittskette [q~], die gegen e konvergiert, wobei, wie 
man unmittelbar einsieht, jecles Gebiet (~q~ in dem entspreehenclen Gebiet 
(~q~ enthalten ist; d.h. die Gebietskette [(~q~] konvergiert auch gegen den 
Punkt ~o, definiert also ein Primende erster Art yon (~', das den Punkt Q 
enthilt. Der Endpunkt ~ des Querschnitts q ist also auch flit das Gebiet (~' 
erreichbar. Damit ist unsere Behauptung bewiesen. 

(72). Der Rand  ~ yon (~ ist zusaznmenhdingend i~n kleinen dann und 
nu t  dann, wenn alle Primenden yon (~ yon erster Art  sind. 

~a). Es sei bekannt, da] der Rand ~: von (~ zusammenh~iugend im 
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kleinen ist. Da es nach (65) in jedem Primende nicht erster Art Punkte 
gibt, in denen der Rand ~ yon | nicht zusammeahs im kleinen ist, 
miissen alle Primendea von ~ yon erster Art sein. 

(b). Es se[ bekannt, dab alle Primenden yon (,~ yon erster Art sin& 
Angenommen, es gebe dana einer~ Punkt 0 yon ~, in dem der Rand z yon (~6 
nicht zusammenh~ingend im kleinen ws d.h.  es gebe eine Umgebung 
lI(e)  umd e[ne Punlctfolge (~,,~} in r, die gegen O kouvergiert, wobei jeder 
Punkt O~ mit  @ nut verbuuden werden kSnnte duzch eine zusammenh~ingende 
abgeschlossene Teilmenge yon r, die Punkte auSerhalb dot Umgebung U (0) 
enths Jeder Punkt ~,~ ist nach (24) in einem Pr imende p ~ i  yon @ 
enthalten. Nach (45') gibt es in der Menge aller dieser Pr~menden p(m} 
eine Folge - sie sei mit {i~(~)} bezeichnet .... , die gegen e i n P r i m e n d e P  
you @ konvergiert. Ist [%] eine das Primende P definierende Quer- 
schni%tskette, so konvergiert die Gebietslcette [(,~%~, da das Primenfle P 
yon erster Art ist, gegen den im Primende P ent}laltenen Punkt. Ist p,, 
der im Primende )~('~) enthaltene Punkt unsrer Fo]ge {O,,}, so sind fast 
alle Punkte ~,,~ in der Randmenge ~n jedes Gebietes (~% enthalten. Der 
Grenzp un~kt 0 der FoIge {p,,~} ]st also mit dem im Primende P enthal. 
tenen Punkt identisch. Wit betrachten nun dasjeuige der beiden dutch 
den Querschnitt q,, bestimmten abgeschlosseneu Iutervalle yon Primendea, 
das das Primende P enth~lt. Die Vereinigung t~ allot in den Primenden 
dieses Intervalls enthaltenen Punktmengen ist, da alle Primenden yon | 
yon erster A~t sind, mit  dem Durchschnitt r.z~ identisch'S), Naoh (49) 
ist also die M~enge v-r~ eine zusammenh~ngende abgeschlossene Teflmenge 
des Randes r yon @. Jede l~enge r - r ,  enths fast alle P~mkte der 
Folge (p~}, u~d fast alle Ylengen z-r,~ mind in der Umgebung lI(e)  emt- 
ha]ten; d.h.  es lassen sich entgegen unserer Aunahme unendlich viele 
Punkte der Folge {0,,} mit ~ verbinden dutch zasammenh~ngende abge- 
sohlossene Teilmengen des Rand~es ~ yon @, die ganz ia 1I (@) enthalten 
sind. Unsere Annahme, dal~ im Punkte @ der Rand r yon @ nioh't zu- 
sammenh~ngend im kleinen ist, war" also falsch. Der ,Rand z yon | mu~ 
zusammenhs im kleinen sein. 

(73). Nach (71 )und(72)  ist ]odor P~nkt des I~andes ~ yon $ a~- 
8eitig erreichbar dan~ und nut  dann, wenn der Rand r yon ~ zusarn~ 
menh(ingen~ ~m kleine~ lot. 

(74). Sowohl A. S c h o e n f l i e s  ~) als H. H a h n  '~~ haben notwend~ge 

~s) Die Identit~t der beiden I~Iengen t,, und z.r~ w~e n~mlich nut dann nioht 
ohne weiteres gesichert, f~lls ein dem Querschnitt q, zugeordne~es Primende etw~ 
yon nicht erster Art wSre. 

~) A. a. O. S. 237. 
~0) A. ~. O. S. 2455. 
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und hinreichende Bedingungen dafiir angegeben, dab eine ebene Punkt- 
menge eine stetige Kurve (d. h. stetiges Bild einer abgeschlossenen Strecke) 
sei. Die Bedingungen von Schoenflies e~geben: 

Damit  der Rand des Gebietes ~ eine stetige Kurve sei, ist not~ 
wendig und hinreichend, daft ]eder seiner Punkte  ]i~r | allseitig erreich- 
bar sei. 

Die Bedingungen yon Hahn ergeben: 
Damit der Rand des Gebietes (~ eine stetige Kurve sei, ist not- 

wendig und hinreichend, daft er zusammenMingend im kleinen sei. 

Dutch (73) ist die :(quivalenz dieser beiden Bedingungen direkt nach~ 
gewiesen. Aus (71) odez (72) folgr dal~ die Bedingung auch so ausge- 
sprochen werden kann: 

Damit der Rand des Gebietes (~ eine stetige Kurve 8ei, ist notwendig 
und hinreichend, daft er nu t  aus Primenden erster Art  bestehe. 

(Eingegangen am 23. Januar 1920.) 
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