Uber den Rand der einfach zusammenhiingenden ebenen
Gebiete.

Von
Marie Torhorst in Bonn.

Die folgenden Untersuchungen, die einen Teil meiner Bonner Disser-
tation wiedergeben, beschiftigen sich mit dem Rande ebener, einfach
zusammenhiingender, geschrinkter Gebiete. Hs werden in Beziehung gesetat:
der von C. Carathéodory?') eingefiihrte Begriff der Primenden, der von
A. Schoenflies?) eingefiihrte Begriff der allseitigen Erreichbarkeit, der
von H. Hahn?®) eingefiihrte Begriff des Zusammenhanges im kleinen.
Von den Resultaten seien hervorgehoben die Sitze: In einem Primende
kann es hochstens drei allseitig erreichbare Punkte geben, und héchstens
zwel Punkte, in denen der Rand zusammenhingend im kleinen ist. Die
drei Aussagen: ,Alle Randpunkte sind allseitig erreichbar“, ,Der Rand
ist zusammenhingend im kleinen® und ,Der Rand besteht nur aus Prim-
enden erster Art“ werden als vdllig gleichbedeutend erwiesen. Jede dieser
drei Aussagen stellt eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir
dar, daBl der Rand eine stetige Kurve sei.

§ 1.
Grundlegende Deflnitionen und Lehrsitze.

(1). Unter einer offenen Punkitmenge verstehen wir das Komplement
einer abgeschlossenen Menge.

(2). Eine abgeschlossene Menge heiBe zusammenhdngend, wenn sie nicht
Vereinigung zweier zueinander fremder abgeschlossener Mengen ist: eine

') Math. Ann., 73 (1913), S. 821—870.

¥) Die Entwickelung der Lehre von den Punktmannigfaltigkeiten, Zweiter Teil,
Leipzig 1908, 8. 176.

%) Jahresber. d. Math. Ver., 28 (1914), S. 818822, Bitzungsber. d. Akad. Wien 128,
Abt. I1a (1914), S. 2433 4.
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offene Menge heifle zusammenhingend, wenn sie nicht Vereinigung zweier
zueinander fremder offener Mengen ist.

Ein einzelner Punkt ist eine spezielle zusammenhingende abgeschlossene
Menge.

(3). Wir sagen: eine geschrinkte zusammenhingende abgeschlossene
Menge verbindet zwer Punkte, wenn sie die beiden Punkte enthilt.

(4). Eine zusammenhéingende offene Menge nennen wir ein Gebiet.

(5). BEin geschrinktes Gebiet ® in der Ebene wird einfach zusammen-
hingend genannt, wenn jedes geschlossene Polygon, das in @ verlduft, in
seinem Innern nur Punkte von & enthilt.

Da wir es im folgenden fast ausschlieBlich mit solchen geschrinkten,
einfach-zusammenhdngenden Gebieten zu tun haben, so werden wir, falls
nicht das Gegenteil bemerkt ist, diese kurz als Gebiete bezeichnen.

(6). In gewohnter Weise bezeichnen wir als Randpunkt eines Gebietes &
jeden Hinfungspunkt von @&, der nicht zu & gehdrt, und als Rand von ®
die Menge aller Randpunkte von @&; sie wird im folgenden stets mit x
bezeichnet. Der Rand r von @& ist abgeschlossen.

(7). Als Streckenzug in der Ebene soll im folgenden die Vereinigung
von endlich oder abzdhlbar unendlich vielen (abgeschlossenen) Strecken
dntpir (m==1,2,...7; oder m==1,2,...; oder n=0, = 1,+2,...)
bezeichnet werden mit folgenden Eigenschaften:

(a). je zwel Strecken iy, @y+; Und a,11 (inre haben nur den Punkt ¢,y
gemeinsam; je zwei Strecken @;;.1 und @ ¢j.q haben, wenn etwa j =>4
und j == ¢ -+ 1 ist, keinen Punkt gemeinsam; doch kann a; = ez, sein, wenn
der Streckenzug endlich viele Strecken enthélt;

(b). fiir m==1, 2, ... soll die Menge der Eckpunkte o, e, ..., ...
nur einen Hiufungspunkt o« besitzen; es kann @, =« sein. Fiir
n==0, =1, 2,... sollen die beiden Folgen ey, a,, &, ..., &y, ..., und
Uogy Oz, oony By «n je nur einen Haufungspunkt ¢ und @ besitzen; es
kann ¢ = & sein.

8). Je zwei Punkte eines Gebietes @ lassen sich durch einen Streckenzug
endlicher Streckenzahl verbinden, der in & verliuft. Wir wollen einen
derartigen Streckenzug einen Weg im Gebiet ¢ nennen und ihn mit m
bezeichnen.

(9). Unter einem Hinschnitt in @ verstehen wir einen Streekenzug in
®, der einen innern Punkt y von & mit einem Randpunkt ¢ verbindet;
es kann dabei vorkommen, daB dieser Streckenzug unendlich viele Strecken
enthilt, doch nur unter der Bedingung, daB ¢ der einzige Haufungspunkt
seiner Eckpunkte ist. Wir nennen y den Anfangspunkt und ¢ den End-
punkt des Einschnitts. — Der Hinschnitt sei mit e bezeichnet; dabei soll
die Punktmenge ¢ die Punkte y und ¢ ausschlieBen.



46 M. Torhorst.

(10). Jeder Randpunkt von &, der mit einem inneren Punkt durch
einen Einschnitt verbunden werden kann, wird ein fir & erreichbarer
Punkt genannt.

(11). Die fiir @ erreichbaren Punkte bilden eine zur Menge 1 aller
Randpunkte dicht liegende Punktmenge®).

(12). Ein in @ verlaufender Streckenzug, der zwel Randpunkte g, und g,
von & verbindet und dessen Eckpunkte, falls er aus unendlich vielen
Strecken hesteht, sich hochstens in den beiden Punkten o, und o, hiufen,
heiBt ein Querschnitt von &. Die Punkte o, und g, werden die End-
punkte des Querschnitts genannt; sie konnen identisch sein. — Der Quer-
schnitt sei mit q bezeichnet; die Punktmenge g soll die beiden Punkte
o, und g, ausschlieBen.

(18). Auf jedem Polygon, das in seinem Innern einen Punkt des Randes
von @ und nicht das ganze Gebiet & enthélt, gibt es mindestens einen
und . héchstens abzahlbar unendlich viele Querschnitte von &.

(14). Jeder Querschnitt q des Gebietes & zerlegt & in zwel zuein-
ander fremde Gebiste ®' und ®”%), und es gilt die Beziehung:
=0 +6"-~q. — Jeder Weg in ©, der einen Punkt aus (&' mit
einem Punkt aus & verbindet, hat mindestens einen Punkt mit dem
Querschnitt q gemeinsam®). — Die Endpunkte des Querschnitts q gehoren
zum Rande jedes der beiden Gebiete ® und ®”; jeder, von den beiden
Endpunkten won q verschiedene, Punkt des Randes von & dst ¢n der
Randmenge von mindestens einem der beiden Teilgebiete enthalten.

(18). Jede geschrinkte zusammenhingende abgeschlossene Punkimenge
€, die einen Punkt y aus & und einen nicht 2u © gehdrigen Punkt v
verbindet, hat mindestens einen Punkt mit dem Randet von & gemeinsam.

Ist v ein Randpunkt von &, dann ist der Satz gewil richtig. — Es
sei » kein Randpunkt; angenommen, es gebe eine Punktmenge € der an-
gegebenen Art, die zur abgeschlossenen Menge t fremd ist. Es gibt dann
ein Polygon p, das in seinem Innern P die Menge € enthdlt, wihrend
die Menge r zu B fremd ist. Man denke sich in P von y aus einen
Streckenzug  konstruiert, der im Punkte » endigt. Der Rand r von &
ist eine abgeschlossene Punktmenge; daher und weil der Endpuunkt » von
i auBerhalb des Gebietes @ liegt, miilte es auf v einen ersten Punkt
geben, der zum Rande r von & gehdrt. Das ist aber nicht mdglich, da
w zu P gehort und die Menge B zu r fremd ist. — Unsere Annahme,
dafl die Menge € zu v fremd sei, fiihrt also auf einen Widerspruch; damit
ist die Behauptung bewiesen.

S

1) Vgl. Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, Leipzig 1914, S. 847.
5 Carathéodory, a. a. 0. S. 328.
%) Carathéodory, a. a. 0. S. 328 u. 329,
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(16). Bs sei & durch den Querschnitt q zerlegt in die berden Teil-
gebiete & und ©", und es sei t eine die beiden Endpunkte von q —
die auch zusammenfallen konnen — werbindende zusammenhdngende ab-
geschlossene Menge, die zu ®' fremd ist. Dann ist die Menge ® aller
derjenigen nicht zu q--t gehorigen Punkte, die mit einem Punkte von
& durch einen zu q -+t fremden Streckenzug verbunden werden kénnen,
ein — nicht notwendig geschrinktes — zu @ fremdes Qebiet.

Wir bezeichnen mit 1’ die Randmenge von &’. Falls der Durch-
schnitt -1’ Teil von t ist, so wird offenbar ® =~ &', und die Behauptung
ist bewiesen. — Wenn hingegen tr-t’ nicht Teil von t ist, so sei o’ ein
Punkt von t-t’, der nicht zu t gehSrt; wir umgeben ihn mit einem Polygon
p, das samt seinem Innern zu q--t fremd ist. Nach (13) gibt es auf
p einen Querschnitt von ®’, der offenbar auch ein Querschnitt von ® ist.
Auf diesem Querschnitt nehmen wir einen Punkt y’ aus @&’ an und ver-
binden ihn mit einem Punkte y” aus @ durch einen Weg m, der mit g
nur einen einzigen Punkt ¢ gemeinsam hat. Wir behaupten: jeder Weg
zwischen y’ und y” enthdlt mindestens einen Punkt von g 4t. Denn
angenommen, es gebe einen »' und y” verbindenden Weg fp’, der zu
q -t fremd ist; dieser kann dann ohne weiteres so abgefindert werden,
daB er auch zu tv fremd ist; dann bildet die Menge o 4 w'+ '+ »”
ein Polygon p’, das mit der Menge q -+t nur den Punkt ¢ gemeinsam
hat. Da nun der Weg mw den Querschnitt q im Punkte ¢ durchsetzt, gibt
es auf q einen Punkt &, im Innern R’ des Polygons p’ und einen Punkt ¢,
auBerhalb der Menge P’ - p’. Man lasse aus q -+ t das Innere der Strecke
8, fort; die iibrigbleibende zusammenhiingende abgeschlossene Menge
wiirde nun einen Punkt ¢, aus dem Innern des Polygons p’ mit einem
Punkt ¢, aus dem AuBern des Polygons p’ verbinden, ohne einen Punkt
mit p’ gemeinsam zu haben, was nach (15) unmdglich ist. Damit ist
gezeigt, daB ® zu ®” fremd ist. DaB @ ein Gebiet ist, liegt auf der
Hand.

(17). Das in (16) definierte Gebiet & enthdlt alle nicht zur Menge
q -+t gehdrigen Randpunkte von ®', schlieft dagegen alle Randpunikte
von @” aus. Der Rand von ® ist in der Menge q -+t enthalten.

(18). Die Begriffe Querschnitiskette und Gebietskette werden im
folgenden in der von Carathéodory eingefiihrten Form benutzt?). —
Eine Querschnittskette wird mit [q,], die zugehorige Gebietskette mit
[®,,] und die Randmenge des Gebietes @, mit t, bezeichnet.

(19). Wir sagen: Die Querschnittskeite [ q,] konvergiert gegen den Punkt

" Carathéodory, a. a. O, S, 3381.
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o, falls die Grenzmenge®) aller Mengen g,, als einzigen Punkt den Punkt o
enthilt; die Gebietskette [®,,] konvergiert gegen den Punkt o, falls die
Grenzmenge aller Mengen &, - 1, als einzigen Punkt den Punkt ¢ enthalt.

(20). Der Begriff Primende®) wird ebenfalls in der von Carathéodory
eingefithrten Form {ibernommen.

(a). Wir sagen: Das durch die Gebietskette [ &, ] definierte Primende
P von ® gehort zu einem der beiden durch einen Querschnitt bestimmien
Teilgebiete von @&, falls fiir irgendeine Zahl n das Gebiet &, der Kette
[@,,] in diesem Teilgebiet enthalten ist.

(b). Ist [ (qu ] eine das Primende P von (& definierende Gebietskette
und ist {y,} eine Punktfolge in @ derart, dafl in jedem Gebiet &, fast
alle Punkte der Folge liegen, so wollen wir sagen: .Die Punkt]‘olge {7}
konvergiert gegen das Primende P.

(¢). Ein Punkt ist in dem durch die Gebietskette [(,,] definierten
Primende P von & enthalten, wenn dieser Punkt fiir jedes » in der
Randmenge 1, von ®,, enthalten ist.

(21). Die Menge aller Punkte, die in einem Primende P von @ ent-
halten sind, ist identisch mit der Grenzmenge aller Mengen t,. Diese
Grenzmenge ist gleichzeitig der Durchschnitt aller Mengen &, <}-t,, und
auch der Durchschnitt aller Mengen 1.

(22). Die Menge aller Punkte in einem Primende ist zusammenhingend
und abgeschlossen?).

(28). Sind P und P’ zwei voneinander verschiedene Primenden von
® und sind [q,] und [q,] zwei Querschnittsketten, die P und P’ definieren,
so sind fiir fast alle n die beiden Gebiete ®,, und &, zueinander fremd.

(24). Jeder Punkt ¢ des Randes v von & ist in mindestens einem
Primende von & enthalten.

Man bestimme in @& eine gegen o konvergierende Punktfolge {y,}.
In dieser Punktfolge gibt es eine Teilfolge {ys}, die gegen ein Primende
P von ®& konvergiert. Ist |®,,] eine das Primende P definierende Ge-
bietskette, so sind in jedem Gebiet @,, fast alle Punkte der Folge {yn}
enthalten. Der Grenzpunkt ¢ dieser Folge {y,} gehdrt daher zu jeder
Menge ®,, - 1,. Nach (21) ist der Punkt o also im Primende P von ¢
enthalten.

(25) Ein Punkt ¢ des Randes r von & wird einfach genannt, wenn

) Als Grenzmen_qe einer Mengenfolge M, (n =1, 2, ...) wird bezeichnot die Menge
aller derjenigen Punkte, in deren jeder Umgebung Punkte aus unendlich vielen Mengen
M, liegen (vgl. Zoretti Encycl. des se. math., I, 8. 145.)

") Carathéodory, a.a. O. S. 836.

10) Vgl. Zoretti, a. a. O.
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er in nur einem Primende von & enthalten ist. Jeder Punkt des Randes t,
der nicht einfach ist, heillt mehrfacher Punkt.

(26). Es sei in & ein Kinschnitt e mit dem Endpunkt ¢ gegeben.
Wir betrachten alle méglichen Punktfolgen, die auf e gegen o konvergieren;
man beweist leicht, daf alle diese Punktfolgen gegen ein und dasselbe
Primende von & konvergieren, das wir das dem Einschnitt zugeordnete
Primende nennen wollen.

(27). In dieser Weise sind jedem Querschnitt q von ® 2wei Primenden
zugeordnet. Sind diese beiden Primenden identisch, so nennen wir g einen
Riickkelrschnitt.

(28). Ist ¢ der Endpunkt eines Kinschnitts e von ® und ist P das
dem FEinschnitt e zugeordnete Primende von @&, so nennen wir o einen
fiir das Primende P erreichbaren Punkt.

(29). Ein Primende enthilt hochstens einen fiir das Primende erreich-
baren Punkt!!).

(30). Nach C'arathéodory gilt der Satz: Jedes Primende P von ®kann
definiert werden durch eine gegen einen Punkt ¢ von P konvergierende
Querschnittskette '*).

(31). Alle Punkte ¢ in einem Primende, gegen die mindestens eine
das Primende definierende Querschnittskette konvergiert, heiflen Haupi-
punkte des Primendes; alle iibrigen Punkte werden Nebenpunkte genannt.

(32). Bin Primende mat erreichbarem Punkt wird ein Primende erster
oder zweiter Art genannt, je nachdem es nur einen einzigen Punkt oder
unendlich viele Punkte enthdlt. In einem Primende zweiter Art gibt es
einen Hauptpunkt und unendlich viele Nebenpunkte.

Ein Primende ohne erreichbaren Punkt wird ein Primende dritter
oder vierter Art gemamnt, je nachdem es nur Hauptpunkte oder Haupt-
und Nebenpunkte enthilt.

(33). Ein Punkt ¢ des Randes v von @ ist dann und nur dann er-
reichbar fiir ¢, wenn es mindestens ein Primende erster oder zweiter Art
gibt, fiir das der Punkt o erreichbarer Punkt ist.

(84). Ist q ein Querschniit von &, der kein Riickkehrschnitt ist, so
gibt es zu jedem der beiden durch q bestimmien Teilgebiete mindestens
ein Primende von &, das zu diesem Teilgebiet gehort.

Es mdge der Querschnitt q mit den Endpunkten ¢, und g, in @ die
beiden Teilgebiete ®' und G” bestimmen. Man zerlege q-durch einen
seiner Punkte & in zwei Binschnitte ¢, und e,; P® sei das dem Einschnitt e, ,
P® dag dem Einschnitt e, zugeordnete Primende; [q("] sei eine Quer-

1) Carathéodory, a. a. O. S. 858.

12 Carathéodory, a. a. 0. S. 348,

Mathematische Zeitschrift., IX. 4
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schnittskette, die das Primende P™ definiert. Man kann annechmen, daf
keiner der Querschnitte q{) einen Endpunkst mit g gemeinsam hat.

Da q kein Riickkehrschnitt ist, sind die beiden Primenden P und P
voneinander verschieden; daher wird offenbar fiir ein geniigend groBes n
die Menge e, + ¢ zum Gebiete @, fremd sein. Die das Primende PW
definierende Querschnittskette [qg)] 1486 sich nun ohne weiteres durch eine
andere ersetzen — sie sei wiederum mit [q{!] bezeichnet —, so daB alle
Querschnitte der neuen Kette im urspriinglichen Gebiet &t verlaufen,
also zu ¢, - & fremd sind, wahrend jeder von ihnen' vom Einschnitt ¢, in
einem und nur einem Punkt s, durchsetzt wird; ferner hat keiner der
neuen Querschnitte einen Endpunkt mit q gemeinsam. Der Punkt ¢, zer-
legt jeden der neuen Querschnitte q von & in zwei Einschnitte von @,
von denen der eine — ¢, — ganz im Gebiete ®', der andere — e’ -~ ganz
im Gebiete @ verliuft. Das dem Einschnitt e, zugeordnete Primende P’
von @ ist, da der Querschnitt g/ keinen Endpunkt mit q gemeinsam hat,

von den Primenden P und P verschieden. P’ gehért daher zu einem
und nur einem der beiden durch q bestimmten Teilgebiete von (3; zum
Gebiet & kann P’ nicht gehoren: denn alle Punktfolgen, die auf dem
Einschnitt e, gegen das Primende P’ konvergieren, sind Punktfolgen aus
®’ und konnen nicht gleichzeitiyz gegen ein zu " gehériges Primende
konvergieren. Das Primende P’ von ® gehort also zu &'. — In gleicher
Weise 1Bt sich zeigen, daf das dem Einschnitt e, zugeordnete Primende
von & zu ®" gehort.

Anmerkung: (a). Der Beweis zeigt, daB es, falls q kein Riickkehr-
schnitt ist, zu jedem der beiden Teilgebiete von & mindestens ein Primende
erster oder zweiter Art von & gibt, das zu diesem Teilgebiet gehort.

(b). Falls der Querschnitt g kein Riickkehrschnitt ist, gibt es auf dem
Rande jedes der beiden Teilgebiete von & mindestens einen Punkt des
Randes r von @, der von den Endpunkten des Querschnitts g verschieden ist.

(85). Wir sagen: Die Folge von Primenden {P,} konvergiert gegen
das Primende P, wenn fast alle Primenden der Folge zu jedem Gebiet
®,, einer das Primende P definierenden Gebietskette gehdren.

(36). Bs sei {P,} eine Folge von Primenden von ¢, die gegen das
Primende P von & konvergiert. Bezeichnen wir mit m,, die Menge aller
im Primende P, enthaltenen Punkte und mit m die Menge aller im
Primende P enthaltenen Punkte, so ist die Grenzmenge aller Mengen m,,
in der Menge m enthalten.

Es sei [@;,] eine das Primende P definierende Glebietskette. Das
Gebiet ®,, enthdlt fast alle Primenden P,; daher enthilt die Menge 1,
fast alle Mengen mr,. In 1, ist also auch die Grenzmenge aller Mengen



Rand einfach zusammenhiingender ebener Gebiete. 51

m,, enthalten, und diese ist daher im Durchschnitt aller Mengen t,, d. h.
in der Menge m enthalten.

(87). Wablt man aus jeder Menge m,, einen Punkt o, aus, so ent-
hilt die Punktfolge {g,} eine Teilfolge, die gegen einen Punkt o des
Primendes P kouvergiert.

(88). Ist irgendeine Menge { P} von Primenden des Gebietes @ gegeben
und ist {P} eine ihrer Teilmengen, so soll die Menge {P} dicht zur
gegebenen Menge {P} heifien, wenn es zu jedem Primende P der ge-
gebenen Menge, das nicht schon zur Menge {P} gehért, einé Folge von
Primenden ‘aus der Menge { P} gibt, die gegen das Primende P konvergiert.

(89). EBine Menge {P} wvon Primenden des Gebietes ® ist dann und
nur dann dicht zur Menge aller Primenden von &, wenn es zu jedem durch
einen Querschnitt q bestimmten Teilgebiet von ®, falls q kein Riickkehr-
schnitt 1st, mindestens ein Primende von @& gibt, das 2u diesem Teil-
gebiet gehdrt.

Besteht die Menge {P} aus allen Primenden von &, dann ist die
Behauptung gewil richtig. Dieser besondere Fall sei im folgenden aus-
geschlossen.

(a). Angenommen, eine Menge { P} sei dicht zur Menge aller Primenden
von &; q sei ein Querschnitt von &, der kein Riickkehrschnitt ist. Es
wird behauptet, daB es zu jedem durch q bestimmtben Teilgebiet von &
mindestens ein Primende P der Menge { P} gibt, das zu diesem Teilgebiet
gehort. — Hs sei '  eines der beiden durch q bestimmten Teilgebiete.
Da q kein Riickkehrschnitt ist, gibt es mindestens ein Primende P von
@, das zu @ gehdrt. Euthilt die Menge {P} das Primende P, dann
ist unsere Behauptung richtig. Gehort P der Menge {P} nicht an, so
bestimme man in @ eine P definierende Querschnittskette [q,] derart, daB
fiir ein geniigend groBes n ein Gebiet ®,, der Kette [@,,] in @’ enthalten
ist. Da die Menge {P} dicht ist zur Menge aller Primenden von @&, gibt
es eine Folge von Primenden {P,} aus der Menge {P—} die gegen das
Primende P konvergiert. Fast alle Primenden dieser Folge gehdren zum
Gebiet @,, und, da @, im Gebiet @ enthalten ist, auch zum Gebiet @',
Es gibt also gewi8 in der Menge {P} ein Primende, das zu & gehért.

(b). Es sei {P} irgendeine Menge von Primenden des Gebietes ®;
und es sei bekannt, daB es zu jedem durch einen Querschuitt q.bestimmten
Teilgebiet von § mindestens ein Primende der Menge {P} gibt, das zu
diesem Teilgebiet gehort. Es wird behauptet, daB die Menge {P} dicht
ist zur Menge aller Primenden von @. ~- Es sei P ein beliebiges Primende
von &, das nicht schon zur Menge {P} gehért. Dann gibt es nach Vor-

aussetzung zu jedem Gebiet &, einer Kette [, |, die das Primende P
4%
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definiert, ein Primende P, aus der Menge {/}, das zu &, gehort. Die
Folge {P,} von Primenden konvergiert gegen das Primende P, denn fast
alle Primenden dieser Folge gehdren zu jedem Gebiet ¢,,. Die Menge
{P} ist also dicht zur Menge aller Primenden von &.

(40). Aus Anmerkung (a) zu (34) folgt eine wichtige Ergiinzung zu
Satz (11): Die Menge aller Primenden erster oder zweiter Art von & st
dicht 2ur Menge aller Primenden von .

(41). Ist q ein Querschnitt von ®, der hein Riickkehrschnitt ist, so
gibt es auf dem Rande jedes der beiden durch q bestimmien Teilgebiete
von & mindestens einen fir & erreichbaren Punkt.

Anmerkung: Dies kann nicht ohne weiteres aus Satz (11) ge-
folgert werden, wie folgendes Beispiel zeigt: In Figur 1 ist die Rand-

menge 1t eines einfach-zusammenhingen-
eSSy den Gebietes @ angedeutet und ein Quer-
\ schnitt q gezeichnet, der aus der Verbin-
dungsstrecke der beiden Randpunkte o
und g, besteht. Das eine der beiden durch
q bestimmten Teilgebiete von & - es sei
mit & bezeichnet — besteht aus der
Menge aller Punkte im Innern des Qua-
drates mit den vier Eckpunkten g, g,,
05, 0. — Es gibt nun, wie man unmit-
telbar einsieht, auf dem Rande v von §
eine zu r dicht liegende Menge von Punk-
ten, die zum Rande r’ von & fremd ist.

(42). Satz (40) 148t sich verschirfen: Es gibt eine Menge von ab-
2ahibar unendlich vielen Primenden erster oder zweiter Art, die dicht ist
zur Menge aller Primenden von (.

Es sei ¢,, 05, .-, 0, - .. ¢ine Menge von abzéhlbar unendlich vielen
Punkten des Randes r von &, die dicht ist zur Menge . Zu jedem dieser

Punkte als Mittelpunkt denke man sich Kreise mit den Radien 1,5, ...,

. e
konstruiert und jedem der Kreise ein regelmaBiges Polygon einbeschrieben,
das auflerhalb des nichstfolgenden Kreises verliuft, Auf diese Weise erhilt
man abzihlbar unendlich viele Polygone p;,. Auf jedem dieser Polygone
gibt es fiir ein geniigend groBes m nach (13) mindestens einen und hochstens
abzéhlbar unendlich viele Querschnitte von ¢; jedem Querschnitt sind zwel
Primenden erster oder zweiter Art von & zugeordnet. Die Gesamtheit
aller Polygone y; , bestimmt daher eine Menge von abzihlbar unendlich
vielen Primenden {P}; es soll nun gezeigt werden, daB diese Menge {P}
dicht ist zur Menge aller Primenden von @. — Hs sei q mit den End-
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punkten ¢, und ¢, ein Querschnitt von &, der kein Riickkehrschnitt ist,
und & sei eins der beiden durch q bestimmten Teilgehiete von . Dann
gibt es nach der Anmerkung (b) zu {34) auf dem Rande 1’ von ¢  einen
Punkt o des Randes t von &, der von den Endpunkten von q verschieden
ist. Es sei @ der Abstand des Punktes o von der Menge q -+ o; + 0,-

Fiir "-i < a sel ein Punkt g, so'gewihlt, daB der Abstand der beiden Punkte

o, und o kleiner als L s ; dann liegt der Randpunkt o von &' im

m+1
Innern des Polygons py,, das selbst zur Menge § o, 4, fremd ist.
‘Nach (18) gibt es auf p;, mindestens einen Querschnitt q’ des Gebietes
®'. Da das Polygon p;, keinen Punkt mit dem Querschnitt q von &
gemeinsam hat, mufl q’ gleichzeitig ein Querschnitt von & sein. Die beiden
dem Querschnitt q’ zugeordneten Primenden von ® sind in der Menge { P}
enthalten und gehdren zum Gebiet ®'. — Es gibt also mindestens ein
Primende in der Menge { P}, das zum Gebiet &' gehort; die Menge { P}
ist also mnach (39) dicht zur Menge aller Primenden von &.

§ 2.
Folgerungen aus der zyklischen Anordnung der Primenden.

(43). Wie Carathéodory aus der Theorie der konformen Abbildung
gefolgert hat, sind die Primenden eines Gebietes & zyklisch geordnet™®).
Diese Tatsache, fiir die ich an anderer Stelle einen elementaren, von der
Theorie der konformen Abbildung unabhéingigen, Beweis erbringen werde,
kann auf folgende Weise formuliert werden:

Es gibt eine umkehrbar eindeutige und stetige Abbildung der Primenden
eines Gebietes & auf die Punkte einer Kreislinie,

Unter der Stetigkeit der Abbildung ist dabel folgendes verstanden:
Ist {P,} eine Folge von Primenden, die gegen das Primende P konver-
giert, und sind {zm} und 2z die diesen Primenden zugeordneten Punkte der
Kreislinie, so gilt lim 2z, = z und umgekehrt.

M=

(44). Denken wir uns in gewohnter Weise die Punkte der Kreislinie
umkehrbar eindeutig und stetig auf die reellen Zahlen 0 <z < 1 abgebildet
und betrachten wir reelle Zahlen, die zueinander nach dem Modul 1 kon-
gruent sind, als gleichwertig, so erhalten wir damit eine Abbildung aller
Primenden von ® auf die reellen Zahlen, bei der einem und demselben
Primende die Menge aller nach dem Modul 1 zu -einer bestimmten Zahl
kongruenten Zahlen entspricht.

¥} Carathéodory, a a. O. 8. 350.
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(45). Durch Berufung auf den Satz von Bolzano von der Existenz
eines Haufungswertes folgern wir daraus: Ist irgendeine Menge von unend-
lich wvielen Primenden von ® gegeben, so ist in dieser Menge mindestens
eine Folge von Primenden enthalten, die gegen ein Primende P wvon @
konvergiert.

(46). Die Menge aller Primenden von &, die den Punkten eines Kreis-
bogens entsprechen, soll ein Intervall von Primenden) genannt werden;
und zwar nennen wir ein Intervall von Primenden abgeschlossen, wenn
der entsprechende Kreisbogen abgeschlossen ist, und offen, wenn der ent-
sprechende Kreisbogen offen ist.

Die abgeschlossenen Intervalle von Primenden werden abgebildet auf
Zahlen-Intervalle ¢ <2z < b und die offenen Intervalle von Primenden auf
Zahlen-Intervalle o <<z < b, wobei (0 << b — & < 1 ist.

(47). Wird das Gebiet & durch einen Querschmitt q in 2wei Teil-
gebiete zerlegt, so bildet die Gesamtheit aller Primenden wvon &, die zu
einem dieser beiden Teilgebiete gehdren, ein offenes Intervall von Primenden.

Es seien P® und P® die beiden dem Querschnitt g, der kein Riick-
kehrschnitt ist, zugeordneten Primenden; ®' und @” seien die beiden durch
q bestimmten Teilgebiete von &. Alle von PY und P*® verschiedenen
Primenden von @& zerfallen in zwei Klassen {P'} und {P"}, je nachdem
sie zu @ oder zu ®” gehoren; dabei kann kein Primende der einen Klasse
Grenze einer Folge von Primenden der andern Klasse sein. — Durch die
in (43) charakterisierte Abbildung werden den beiden Primenden P™ und
P® zwei Punkte z® und 2® der Kreislinie zugeordnet; dabei zerfallen
alle iibrigen Punkte der Kreislinie in zwei Klassen {2’} und {z"} derart,
daB kein Punkt der einen Klasse Grenze einer Folge von Punkten der
andern Klasse sein kann; d. h. jede der Klassen {2’} und {2”} bildet einen
offenen Kreisbogen. Damit ist unsere Behauptung bewiesen.

(48). Es sei {z} eine abgeschlossene Punkimenge der Kreislinie wnd
{P,} sei die entsprechende Menge von Primenden von ®. Bezeichnet
man mit m, die Menge aller Punkte, die im Primende P, enthalten ist,

so bildet die Vereinigung v aller Mengen m, eine abgeschlossene Punkt-
menge.

Wir betrachten eine beliebige konvergente Folge {¢,} von Punkten
der Menge b; wir haben zu zeigen, daB ihr Grenzpunkt ¢ auch zur Menge
b gehort. — Jeder Punkt o,, ist in mindestens einem Primende P™ der
Menge {P,} enthalten. Sind nur endlich viele Primenden P®™ von:
einander verschieden, dann enthélt mindestens eins von ihnen ~ es sei

) Carathéodory, a. a. 0. 8. 365.
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mit P, bezeichnet — unendlich viele Punkte der Folge {p,} und. daher
nach (22} auch ihren Grenzpunkt ¢. — Sind unendlich viele von den
Primenden P™ voneinander verschieden, so gibt es nach (45) in dieser
Menge eine Folge {P, }, die gegen ein Primende P, von ® konvergiert.
Jedem Primende P, ist ein Punkt der abgeschlossenen Menge {z} zu-
geordnet, und die Punktfolge {z,} aus der Menge {z} konvergiert gegen
einen der Menge {z} angehdrenden Punkt, der mit dem dem Primende P,
zugeordneten Punkt identisch ist. Das Primende P, gehért also zu der
mit {P,} bezeichneten Primendenmenge. — Ist nun [q,] eine Querschnitts-
kette, die das Primende P, definiert, so gehéren fast alle Primenden der
Folge {P,,} zu jedem Gebiet ®,,. Ist g, der im Primende P, .ent-
haltene Punkt unserer Folge {¢,}, dann gehéren fast alle Punkte o, zum
Rande 1, jedes Gebietes ®&,,. Der Grenzpunkt ¢ der Folge {o, } ist dann
in jeder abgeschlossenen Menge 1,, also nach (20c¢) auch im Primende P,
enthalten.

(48). Ist {P,} die Menge aller Primenden eines abgeschlossenen
Primendenintervalls, so ist die Vereinigungsmenge i aller Mengen m,
abgeschlossen und zusammenhdngend.

Dal} die Menge i abgeschlossen ist, folgt aus (48).

Angenommen, die Menge i wire nun nicht zusammenhangend und lieBe
sich In zwei abgeschlossene, zuemande.r fremde Teilmengen i’ und i” zer-
legen; die beiden Mengen t " und 1" haben dann einen von Null verschiedenen
Abstand. — Jede Menge m, ist nach(Z" zusammenhangendund abgeschlossen
und daher entweder ganz in i oder ganz in i” enthalten. Wir wollen
diejenigen Primenden des gegebenen Intervalls, deren Punkte in der Menget’
enthalten sind, mit P, bezeichnen, alle iibrigen Primenden des Intervalls
entsprechend mit P,.. Unserem Primendenintervall’ entspricht ein ab-
geschlossener Kreisbogen; mit {z’} sei die Menge aller den Primenden P
zugeordneten Punkte und mit {z”} die Menge aller -den Primenden P
zugeordneten Punkte des Kreisbogens bezeichnet. Dann gehort jeder Punkt z
des Kreisbogens entweder nur zu {z’'} oder nur zu {z”}. Es gibt daher
entweder in {2’} einen Haufungspunkt aus {z” } oder in {2”} einen Hiufungs-
punkt avs {z'}. Es moge etwa zu {2’} ein Haufungspunkt 24 von {z”}
gehdren; d. h. es mdge in {2”} eine Folge {27} geben, die gegen einen
Punkt 25 von {2’} konvergiert. Dann konvergiert die Primendenfolge { P}
gegen das dem Punkt z; zugeordnete Primende P,. Die Mengen m, sind

in der Menge i” enthalten und die Menge m_, in der Mengei’. N ach( 7)
0
gibt es also in der Menge i" eine Punktfolge, die gegen einen Punkt der

Menge i" konvergiert. Das steht aber im Widerspruch zu der Annahme,
daB die beiden Mengen i’ und i" einen von Null verschiedenen Abstand
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haben. — Es muB also die-Menge i, wie behauptet wurde, zusammen-
hingend sein.

(50). Wir betrachten nun nach (44) eine Abbildung aller Primenden
von ® auf alle reellen Zahlen; dabei wollen wir die einer ' monoton zu-
nehmenden bzw. abnehmenden konvergenten Zahlenfolge entsprechende
Primendenfolge eine aufsteigende bzw. absteigende Primendenfolge nennen.

(51). Jede gegen ein Primende P, von ® konvergierende Primenden-
folge {P,,} enthdlt eine absteigende oder aufsteigende Teilfolge.

(52). Zu jedem Punkt ¢ in einem Primende P won & gibt es eine
gegen P konvergierende Folge { P} von Primenden erster oder zweiter
Art, die samtlich von P wverschieden sind und deren erreichbare Punkie
0, den Punkt o zur Grenze haben.

(a). Ist ¢ ein Houptpunkt des Primendes P und [g,] eine gegen ¢
konvergierende Querschnittskette, die das Primende P definiert, so liefert
die Menge aller den Querschnitten g, zugeordneten Primenden eine solche
Folge.

(b). Es sei ¢ ein Nebenpunkt des Primendes P. Dann gibt es eine
Umgebung 1, (¢) und eine das Primende P definierende Querschnittskette
[q,], so daB alle Querschnitte g, samt ihren Endpunkten zu U, (¢) fremd
sind. Der Punkt ¢ gehort als Punkt des Primendes P zum Rande des
Gebietes ®,,; daher und weil die fiir ein Gebiet erreichbaren Punkte auf
dessen Rande dicht liegen, gibt es in U1, (¢) mindestens einen fiir dag
Gebiet ®,, erreichbaren Punkt g,, wobei g, nicht von ¢ verschieden zu
sein braucht. Da 11, (¢) den Querschnitt g, ausschliefit, ist ¢, von den
Endpunkten von g, verschieden, und einem in ¢, endenden Hinschnitt von
®,, ist also ein Primende P“' von @& zugeordnet, das zum Gebiet @,
gehort. Weil der Punkt o Nebenpunkt des Primendes P ist, kann das
Primende P% von ® in keinem Fall, ob ¢ von g, verschieden ist oder
nicht, mit dem Primende P identisch sein'®). — Wir bestimmen nun eine
zweite in 11, (¢) enthaltene Umgebung 11, (¢); da der Punkt ¢ auch zum
Rande des Gebietes ®,, gehort, gibt es in U, (o) einen fiir das Gebiet @,
erreichbaren Punkt o,, der wiederum nicht von ¢ verschieden zu sein
braucht, Der Punkt o, ist dann erreichbarer Punkt eines Primendes P @
exster oder zweiter Art von &, das zum Gebiet @,, gehért und das vom
Primende P verschieden ist. — In dieser Weise 148t sich eine Folge {o,}
von fiir ® erreichbaren Puhkten bestimmen, die den Punkt ¢ zum Grenz-
punkt haben; es kénnen dabei unendlich viele Punkte ¢, mit ¢ identisch
sein. Die entsprechende Folge {P“’'} von Primenden erster oder zweiter
Art von & konvergiert gegen das Primende P.

) Carathéodory, a. a. 0. 8. 384.
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Anmerkung: Da in den Fillen (2)und (b) jedes Primende der Folge
{ P“’n)} von P verschieden ist, 18t sich aus der Folge {P(“‘n)} stets eine
Teilfolge aussondern — sie sei wieder mit {P™”} bezeichnet —, so daB in
einer das Primende P definierenden Gebietskette [ ©, ] jedesmal das Primende
P zum Gebiet ®,,, aber nicht zum Gebiet ®,,,,., gehort.

(53). Die in (52) beschriebene Primendenfolge wollen wir eine zwm
Punkte ¢ des Primendes P gehorige Primendenfolge nennen.

(54). Gibt es zu einem Punkt ¢ im Primende P eine aufsteigende
Primendenfolge, die zu ¢ gehdrt, so soll o rechtsseitiger Punkt im Primende
P genannt werden; gibt es eine absteigende Folge, die zu ¢ gehért, so soll
o linkssestiger Punkt im Primende P genannt werden.

(55). Nach (51) und (52) dst jeder Punkt in einem Primende P
rechisseitiger oder linksseitiger Punkt.

Jeder Houptpunkt in einem Primende ist sowohl rechtsseitig als auch
linkssestig. — Bs sei nimlich [q,] eine das Primende P definierende Quer-
schnittskette; 2 sei eine dem Primende P entsprechende Zahl und @, und
b, seien zwel Zahlen, die den beiden dem Querschnitt q, zugeordneten
Primenden erster oder- zweiter Art entsprechen. Dann lassen sich die
Zahlen z, @, und b, und eine Zahl o so wihlen, daB die Beziehung
a—1za <o, <. e, <. <2< <h, <. .. <by <l b <@ er
fiillt ist. Damit ist aber unsere Behauptung bewiesen.

§ 3.
Zusammenhang im kleinen und allseitige Erreichbarkeit.

(56). Gibt es zu jeder Umgebung 1 (¢) eines Punktes ¢ im Primende
P von ® eine nach (53) zu ¢ gehdrige aufsteigende Primendenfolge {PEy,
so daB jeder Punkt ¢, mit ¢ verbunden werden kann durch eine zusammen-
héingende abgeschlossene Teilmenge t, des Randes t von @, die in 11(o) ent-
halten ist, so wollen wir sagen: Im Punkte g des Primendes P besteht Zu-
sammenhang nach rechts. Gibt es eine entsprechende absteigende Prim-
endenfolge, so wollen wir sagen: Im Punkie ¢ besteht Zusammenhang
nach links.

(57). Gibt es eine gegen das Primende u 2
P konvergierende aufsteigende Folge von
Primenden, in deren jedem der Punkt ¢ 7
von P als erreichbarer Punkt vorkommt,
so soll der Punkt ¢ im Primende P von
rechts erreichbar genannt werden; gibt es eine
entsprechende absteigende Primendenfolge, Fig. 2.
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so soll o won links erreichbar genannt werden. In Figur 2 ist g der
erreichbare Punkt eines Primendes zweiter Art, ¢” und ¢ sind zwei seiner
Nebenpunkte; und zwar ist bei passend gewihlter Abbildung auf die reellen
Zahlen ¢’ im Primende von rechts, ¢” von links erreichbar.

Anmerkung: Ein von rechts oder von links erreichbarer Punkt in
einem Primende ist stets ein unendlich vielfacher Punkt des Randes
von .

(58). Es sel ¢ ein Punkt des Randes t von &, und !, (¢) sei eine
beliebig kleine Umgebung des Punktes ¢ vom Radius . L&Bt sich zu
jedem r, eine Zahl #, > 0 finden, so daf jeder Punkt o' der Menge 1, der
der Umgebung 11, (¢) vom Radius r, angehdrt, sich mit ¢ verbinden laBt
durch eine abgeschlossene zusammenhéngende Teilmenge t" des Randes t
von @, die in U, (o) enthalten ist, so wollen wir sagen: Der Rand v von
® ist zusammenhingend im klesnen. im Punkte ¢ *°%).

Ist der Rand r von & in jedem seiner Punkte zusammenhingend im
kleinen, so wollen wir sagen: Der Rand v von & ist zusammenhdngend
tm kleinen.

(59). Istin einem Punkt ¢ des Primendes P von & der Rand v von
® zusammenhdngend tm kleinen, dann besteht im Punkte ¢ von P Zu-
sammenhang nach rechts oder Zusammenhang nach links.

Ist ndmlich {P®} irgendeine zum Punkte ¢ gehérige Primendenfolge
und ist U (o) eine beliebig kleine Umgebung, so miissen, da der Rand t
von ® im Punkte ¢ zusammenhingend im kleinen ist, fast alle Punkte
der Folge {o,} sich mit ¢ verbinden lassen durch zusammenhingende
abgeschlossene Teilmengen des Randes r von @, die in 1 (p) enthalten
sind. — Wenn nun die Folge { P’} eine aufsteigende Teilfolge enthils,
so besteht nach (56) im Punkte ¢ von P Zusammenhang nach rechts;
enthilt die Folge {P“»'} eine absteigende Teilfolge, so besteht im Punkte
0 von P Zusammenhang nach links. Einer dieser beiden Fille muf nach
(51) stets eintreten.

(60). Wie spiter gezeigt werden wird, kann in einem Hauptpunkt

eines - Primendes nicht erster Art der Rand r

£ von @ nicht zusammenhiingend im kleinen sein;

' es kann aber in einem Primende nicht erster
Art einen Hauptpunkt geben, in dem sowohl Zu-

sammenhang nach rechts als auch Zusammenhang

nach links besteht. In Figur 8 ist ¢ ein der-

artiger Punkt.
Fig. 8. (61). Ist g ein beliebiger Querschnitt von

10) H. Habn, s a 0. S. 819 bzw. S. 2434.
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®, so gehért nach (14) jeder Punkt des Randes t von ® zum Rande
von mindestens einem der beiden durch q bestimmten Teilgebiete von &.
Ist nun ¢ ein Punkt der Menge t und gibt es in jedem durch einen Quer-
schnitt g von ® bestimmten Teilgebiet &', in dessen Randmenge der
Punkt o enthalten ist, einen Einschnitt mit ¢ als Endpunkt, so. soll der
Punkt o allseitig erreichbar'®) fir & genannt werden.

Anmerkung: Ein fir @ allseitig erreichbarer Punkt kann, wie Bei-
spiele zeigen, einem Primende als nicht erreichbarer Punkt angehdren.
In Figur 2 sind ¢’ und o” zwei derartige Punkte.

(62). Gehort ein fir & aliseitig erreichbarer Punkt o einem Prim-
ende P als nicht erreichbarer Punkt an, so ist der Punkt ¢ in P stets
von rechts oder wvon links erreichbar.

Weil der Punkt o, falls das Primende P von zweiter Art ist, von
dem erreichbaren Punkt von P verschieden sein soll und weil ein Prim-
ende dritter oder vierter Art unendlich viele Hauptpunkte enthilt, gibt
es eine das Primende P definierende Querschnittskette [q,], die gegen
einen von ¢ verschiedenen Punkt konvergiert; dabei kann angenommen
werden, daB die Endpunkte der Querschnitte g, simtlich von ¢ verschieden
sind. — Der Punkt ¢ gehért als Punkt des Primendes P zum Rande
jedes Gebietes ®, ; weil o allseitig erveichbar ist, muB es daher in jedem -
Glebiet ®, einen Binschnitt e, mit ¢ als Endpunkt geben. Da die End-
punkte der Querschnitte g, sidmtlich von ¢ verschieden sind, ist jedem
Einschnitt e, mit dem Endpunkt o ein Primende erster oder zweiter Art
P“ von ® zugeordnet, das zum Gebiet ®, gehort und in dem der
Punkt o als sein erreichbarer Punkt enthalten ist. Jedes Primende P
muB, da g, falls P von zweiter Art sein sollte, von dem erreichbaren
Punkt von P verschiedén ist, von P verschieden sein. Die Folge {P("n)}
ist also gewil eine zum Punkte ¢ von P gehdrige Primendenfolge; dabei
sind alle Punkte der Folge {¢,} mit ¢ identisch. — Wenn die Folge
{P')Y eine aufsteigende Teilfolge enthilt, ist nach (57) der Punkt o von P
von rechts erreichbar; enthilt die Folge {P “»'} eine absteigende Teilfolge,
dann ist der Punkt ¢ von P von links erreichbar. Nach (51) muf} einer
dieser beiden Falle stets eintreten.

(63). Es kann in einem Primende P won & hochstens einen Punkt
geben, in dem Zusammenhang nach rechts besteht, und hochstens einen
Punkt, in dem Zusammenhang nach links besteht.

Es sei ¢ ein Punkt des Primendes P von ), in dem etwa Zusam-
menhang nach rechts besteht, und (o) sei eine beliebig kleine kreisfor-

17 A, Sohoenflies, a. a. 0, 8. 176.
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mige Umgebung von ¢. Dann gibt es nach (56) eine zu o gehorige auf-
steigende Primnendenfolge {P©'}, so daB jeder Punkt o, sich mit o ver-
binden l&Bt durch eine zusammenhéngende abgeschlossene Teilmenge t,
des Randes r von @&, die ganz in U(p) verliuft. Es kann dabei vor-
kommen, dafl sich alle Mengen t, auf den Punkt ¢ reduzieren. Wir kénnen
nun suf Grund der Anmerkung:zu (52) die Primendenfolge {P @'} 5o be-
stimmen, dafB in einer das Primende P definierenden Gebietskette [(qu ]
das Primende P %' zum Gebiet ®,, aber nicht zum Gebiet &, gehort
Wir kénnen nach (50) dem Primende P eine Zahl z, dem Primende P @
eine Zahl z,, einem der beiden dem Querschnitt g, zugeordneten Prim-
enden die Zahl @, so zuordnen, daB fiir alle » die Ungleichung besteht:
z—1<a, <z, <aui <z Wir wihlen nun zwei beliebige natiirliche
Zahlen n, < n, und konstruieren in ® einen Querschnitt gy, ,,, dem die
beiden Primenden P'®»’ und P“m' zugeordnet sind. Durch den Quer-
schnitt g, ., wird das Gebiet & in zwei Teilgebiete zerlegt, von denen
das eine— es sei mit ®&,, ,, bezeichnet — auf Grund der oben angegebenén
Ungleichung alle Primenden desjenigen nach (47) durch den Querschnitt
(ny,n, Destimmten offenen Intervalls von Primenden enthdlt, das das Prim-
ende P ausschlieft. Mit (55;,; n, Sei das zu @5,',1 n, KOmplementire Teil-
gebiet von & bezeichnet. Das Primende P gehort dann zum Gebiet @m ye
Nach Voraussetzung lassen sich die beiden Punkte o, und g,, mit ¢ ver-
binden durch zwei Teilmengen t,, und t,, des Randes t von @, die in11(g)
enthalten sind. Die Vereinigung t,, -}- t,, ist eine zusammenhiingende ab-
geschlossene Teilmenge des Randes t, die die beiden Endpunkte g, und oy,
des Querschnitts q,, ,, enthilt; die Menge t,, - t,, kann sich unter Um-
stinden, falls g, == g, == ¢ ist, auf den Punkt ¢ reduzieren. Wir be-
trachten nun nach (16) die Menge ®py wy aller nicht in der Menge
Gy np 7+ Lo, - t,, enthaltenen Punkte der Ebene, die mit einem Punkt y’
von ®y,, », verbunden werden konnen, durch einen zur Menge qu,, n, -+ tn, -I- tn,
fremden Streckenzug Nach (16) und (17) ist die Menge (§5nx ng €N zZUM
Gebiet ©,, ,, fremdes Gebiet, das keinen Randpunkt von @, 1g» also auch
keinen Punkt des Primendes P, enthilt.

Aus dieser Tatsache 1iBt sich nun leicht folgern, daB der Punkt o
der einzige Punkt im Primende P ist, in dem Zusammenhang nach rechts
besteht. Angenommen ndmlich, es gebe im Primende P noch einen wei-
teren Punkt o’ dieser Art. Wir wihlen zwei zueinander fremde Umge-
bungen 11(p ) und 1 (e"). {P(‘m]} gei eine zum Punkt Q von P gehomge
aufsteigende Primendenfolge derart, daB jeder Punkt o, in U(p’) mit o'
verbunden werden kann durch eine zusammenhiingende abgeschlossene
Teilmenge t,, des Randes t von ®. Es lassen sich nun die Zahlen m, Ny 5 My
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so wihlen, daf die dem Primende P e zugeordnete Zahl z, der Unglei-
chung geniigtz — 1 < 2,, < 2, << 2y, < 2, whrend die im vorigen mit t,, und
tna bezeic’hneten Mengen in der Umgebung 11(o) enthalten sind. Das Prim-
ende P gehort dann zu dem mit (&, ,, bezeichneten Teilgebiet von @.
Die Teilmenge t; des Randes t von & in U(p’) ist zum Querschnitt gy, x,
und zur Umgebung 1 (p), also auch zu der in 1 (p) enthaltenen Vereini-
gung t,, - ty, fremd. Der Punkt o7, ist also nicht in der Menge qy,. 5, + tn, - tn,
enthalten; andrerseits gehort der Punkt g, als Punkt des Primendes
P zum Rande des Gebietes &, n,- Nach (17) ist daher p;, ein Punkt
des Gebietes ®,, ,,. Da g5, mit o’ verbunden ist durch das zu qu,, n, + ta, I,
und mithin nach (17) auch zum Rande von ®&,,, », fremde Kontinuum t;,,
miiBte dann-auch o’ zu ®,, ,, gehoren. Diese Folgerung steht nun im
Widerspruch zu der oben bewiesenen Tatsache, daB das Gebiet @,,,,,
keinen Punkt des Primendes P enthélt. Ungere Annahme, dal es im
Primende P auller ¢ noch einen zweiten Punkt ¢ gebe, in dem Zusammen-
hang nach rechts besteht, war falsch; und die Bebauptung ist bewiesen.

(64). Im vorigen ist auch der Satz enthalten: Es kann in einem
Primende hichstens einen Punkt geben, der wvon rechts erreichbar ist,
und hochstens einen Punkt, der von links erreichbar ist.

(65). Hs kann tn einem Primende P hichstens zwei Punkte geben,
in denen der Rand t von & zusammenhdngend im kleinen ist.

Es mufl nimlich nach (59) in jedem Punkt, in dem der Rand t von
® zusammenhingend im kleinen ist, sei es Zusammenhang nach rechts,
sei es Zusammenhang nach links bestehen. Daher ist nach (63) unsere
Behauptung bewiesen,

Dafl es in einem Primende wirklich zwei Punkte geben kann, in
denen der Rand t von & zusammenhdngend im kleinen ist, zeigt Fig. 2:
o’ und o” sind zwei Punkte dieser Art.

(66). In einem Primende zweiter Art konnen héchstens dres allseitig
erreichbare Punkte enthalten sein.

Sind nimlich auBer dem erreichbaren Punkt des Primendes P in P
noch weitere allseitig erreichbare Punkte enthalten, so muB nach (62)
jeder von .diesen, sei es von rechts, sei es von links erreichbar sein. Daher
ist nach (64) unsere Behauptung bewiesen.

Es ist damit auch weiter gezeigt, daB, wenn in einem Primende zweiter
Art drei allseitig erreichbare Punkte enthalten sind, einer von diesen der
erreichbare Punkt, der andere von rechts, der andere von links erreichbar
séin mulfl.

Da8 es in einem Primende zweiter Art wirklich drei allseitig erreich-
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bare Punkte geben kann, zeigt wiederum Fig. 2: ¢, ', 0" sind drei all-
seitig erreichbare Punkte.

(67). Eine entsprechende Uberlegung zeigt, daf es in einem Primende
dritter oder vierter Art hochstens zwer allseitig erreichbare Punkte geben
kann. Gibt es deren zwei, so mull der eine von rechts, der andere von
links erreichbar sein.

(68). Daraus folgern wir, daf3 es in einem Primende nicht erster Art
unendlich viele Punkte gibt, die micht allseitig erreichbar sind.

(69). Ist in dem Hauptpunkt ¢ eines Primendes P von & der Rand ¢
von © zusammenhdngend 1m kleinen, so ist das Primende P von erster Art.

Es gei [g,] eine Querschnittskette, die das Primende P definiert und
gegen den Punkt p konvergiert. - Wir bezeichnen mit (qu “das zu @,
komplementire Teilgebiet von @. Wir kénnen dann eine Umgebung I, (0)
so klein wihlen, daB auBerhalb 11, (¢) noch Punkte des Geebietes @, liegen.,
Dann liegen auf Grund der Bez1ehung @ql @q, (‘qu ... aufler-
halb U, (o) Punkte von allen Gebieten (35q , und ]ede in U, (Q) enthaltene
Umgebung U1 (¢) hat die gleiche Eigenschaft. Es seien nun P( ) und Plex”)
die beiden dem Querschnitt q, zugeordneten Primenden mit den erreich-
baren Punkten o und of. Da nach Voraussetzung der Rand r von (%
im Punkte o zusammenhidngend im kleinen ist, so gibt es zu jeder Um-
gebung des Punktes p, also auch zu jeder in 11, (¢) enthaltenen Umge-
bung 11(p)- eine Zahl n, so daB o und g, sich in 1 (g) mit ¢ verbinden
lassen durch zwei zusammenhingende abgeschlossene Teilmengen t,&" und t,?
des Randes t von @. Wir denken uns nach (16) das zu @q fremde
Gebiet ®q bestimmt, dem alle Punkte der Ebene angehoren die mit
einem Punkt y aus @, verbunden werden kénnen durch einen zur Menge

o+t 3t fremden Streckenzug In (§’>q sind dann alle Punkte von ®,

enthalten — Bs sei nun dem Rande ¥ der kreisformigen Umgebung U(p )
ein Polygon p einbeschrieben, das in seinem Innern §§ alle Punkte der
Menge q, -ty 1-t,” enthilt.

Wir behaupten, dal das Gebiet C§q in B enthalten ist: Da der Quer-
schnitt g, ganz in P verlduft, gibt es in P gewil Punkte des Gebietes ®, ,
daher auch von ®, , es wird also bewiesen sein, daB (qu ganz in 3 llegﬁ
wenn p keinen Punkt von GBq enthalt. Es gibt nun, da’ q, in B verlduft,
in B gewil Punkte von @q ; ferner liegen nach Annabme auBerhalb der
Umgebung 11(p), daher auch im AuBeren des Polygons p, Punkte von
(Bq , d. h. p selbst enthilt Punkte von (qu , also Punlce, die nicht za ®,
gehoren da andreiseits die Menge p zu g, -+ t” 1t fremd ist, kann
auf Grund der Definition des Gebietes (qu in der Menge p iiberhaupt kem
Punkt von @, enthalten sein, wie behauptet war. Das Gebiet &,
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also in f und damit in (@) enthalten; dasselbe gilt fiir das Gebiet &, ,
das einen Teil des Gebietes (qu bildet.

Es gibt demnach zu jeder belleblg kleinen Umgebung 11 (o) ein Ge-
biet der Gebietskette [, ], das ganz in U(g) enthalten ist; d.h. nach
(19) die Gebietskette [&, ] konvergiert gegen den Punkt 9. Das Prim-
ende P ist also von erster Art, wie behauptet war.

(70). Wir kénnen den vorigen Satz auch in folgender Form aus-
sprechen: In einem Hauptpunkt eines Primendes nicht erster Art von ©
kann der Rand t von & nicht zusammenhdingend im kleinen sein.

(71). Jeder Punkt o des Randes vt von & ist allseitig erreichbar
dann und nur dann, wenn alle Primenden von & wvon erster Art sind.

(a). Es sei bekannt, daB jeder Punkt des Randes r von & allseitig
erreichbar ist. Nach (68) kann es dann in ® kein Primende nicht erster
Art geben.

(b). Es sei bekannt, daB alle Primenden von & von erster Art sind.
Dann sei ¢ ein beliebiger Punkt des Randes r von 8. Wir haben folgendes
zu zeigen: Konstruiert man in & einén belleblgen Querschnitt q und ge-
hort ¢ etwa zum Rande des durch q bestimmten Teilgebiets &' von @,
so ist der Punkt o fiir das Gebiet @ erreichbar. Es seien o, und g,
die Endpunkte des Querschnittes q; r’ sei der Rand von ®’. Alle Prim-
enden von & sind von erster Art; daher ist jeder von g, und g, ver-
schiedene Punkt ¢ des Durchschnitts t-t’ in einem Primende erster Art
von @ enthalten, das zu ®& gehort; jeder derartige Punkt o ist also fiir
das Gebiet @' erreichbar. Ist o einer der beiden Endpunkte von g, so
ist ¢ in einem dem Querschnitt q zugeordneten Primende P von ¢ ent-
halten, das nach Voraussetzung von erster Art ist. Jede das Primende P
definierende Gebietskette [®, ] konvergiert also gegen den Endpunkt o
von q; wir kdnnen uns dabei die Querschnitte g, so konstruiert denken,
daBl jeder von ihnen den Querschnitt g in einem einzigen Punkt durchsetzt.
Der Querschnitt g, wird dabei in zwei Teilmengen zerlegt, von denen die
eine — g; — ein Querschnitt von @' ist; alle Querschnitte g, bestimmen
in @ eine Querschnittskette [q,], die gegen ¢ konvergiert, wobei, wie
man unmittelbar einsieht, jedes Gebiet @, in dem entsprechenden Gebiet
®,, enthalten ist; d. h. die Gebietskette [(55 ;] konvergiert auch gegen den
Punkt @, definiert also ein Primende erster Art von &', das den Punkt o
enthilt, Der Endpunkt o des Querschnitts q ist also auch fiir das Gebiet &'’
erreichbar. Damit ist unsere Behauptung bewiesen.

(72). Der Rand t von & ist zusammenhdngend im kleinen dann und
nur dann, wenn alle Primenden von & von erster Art sind.

(a). Es sei bekannt, daB der Rand r von & zusammenhéngend im
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kleinen ist. Da es nach (65) in jedem Primende nicht erster Art Punkte
gibt, in denen der Rand r von & mnicht zusammenhingend im kleinen ist,
miigsen alle Primenden von & von erster Art sein.

(b). Es sei bekannt, daf alle Primenden vonh % von erster Art sind.
Angenommen, es gebe dann einen Punkt ¢ von t, in dem der Rand r von §
nicht zusammenhingend im kleinen wire; d.h. es gebe eine Umgebung
1(¢) und eine Punktfolge {o,,} in t, die gegen ¢ kouvergiert, wobei jeder
Punkt g , mit ¢ nur verbunden werden kénnte durch eine zusammenhingende
abgeschlossene Teilmenge von t, die Punkte auBerhalb der Umgebung 11(p)
enthilt. Jeder Punkt g, ist nach (24) in einem Primende P™ von @
enthalten. Nach (45) gibt es in der Menge aller dieser Primenden P™
eine Folge — sie sel mit {17(’”)} bezeichnet ~, die gegen ein Primende P
von @ konvergiert. Ist [q,] eine das Primende P definierende Quer-
schnittskette, so konvergiert die Gebietskette [, ], da das Primende P
von erster Art ist, gegen den im Primende P enthaltenen Punkt. Ist g,
der im Primende P enthaltene Punkt unsrer Folge {o,}, so sind fast
alle Punkte g,, in der Randmenge t, jedes Gebietes (3, enthalten. Der
Grenzpunkt ¢ der Folge {g, } ist alto mit dem im Primende P enthal-
tenen Punkt identisch. Wir betrachten nun dasjenige der beiden durch
den Querschnitt g, bestimmten abgeschlossenen Intervalle von Primenden,
das das Primende P enthdlt. Die Vereinigung i, aller in den Primenden
dieses Intervalls enthaltenen Punktmengen ist, da alle Primenden von
von erster Art sind, mit dem Durchschnitt r-r, identisch'®), Nach (49)
ist also die Menge 1-r, eine zusammenhingende abgeschlossene Teilmenge
des Randes t von &. Jede Menge t-r, enthilt fast alle Puukte der
Folge {@,,}, und fast alle Mengen t-t, sind in der Umgebung 11(p) ent-
halten; d. h. es lassen sich entgegen unserer Annahme unendlich viele
Punkte der Folge {p, } mit o verbinden durch zusammenhingende abge-
schlossene Teilmengen des Randes t von @, die ganz in U (g) enthalten
sind. Unsere Annashme, daf im Punkte ¢ der Rand r von & nicht zu-
sammenhingend im kleinen ist, war also falsch. Der Rand r von & mufl
zusammenhingend im kleinen sein.

(78). Nach (71) und (72) ist jeder Punkt des Randes t won & all-
seitig erreichbar dann und nur dann, wenn der Rand t wvon ®& zusam~
menhdngend im kleinen ist.

(74). Sowohl A. Schoenflies®) als H. Hahn®) haben notwendige
%) Die Identitit der beiden Mengen i, und t.1, wiire nimlich nur dann nicht
ohne weiteres gesichert, falls ein dem Querschnitt g, zugeordnetes Primende etwa
von nicht erster Art wire.

¥ A.a. 0. S. 287.

20) A. a. 0. S. 2455,
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und hinreichende Bedingungen dafiir angegeben, da8 eine ebene Punkt-
menge eine stetige Kurve (d. h. stetiges Bild einer abgeschlossenen Strecke)
sei. Die Bedingungen von Schoenflies ergeben:

Damit der Rand des Gebictes & eine stetige Kurve sei, ist not-
wendig und hinreichend, daf jeder seiner Punkte fir & allseitig erveich-
bar ses.

Die Bedingungen von Hahn ergeben:

Damsit der Rand des Gebietes & eine stetige Kurve sei, ist mot-
wendig und hinreichend, daf er zusammenhdngend im kleinen ses.

Durch (73) ist die Aquivalenz dieser beiden Bedingungen direkt nach-
gewiesen. Aus (71) oder (72) folgt, daB die Bedingung auch so ausge-
sprochen werden kann:

Damit der Rand des Gebietes & eime stetige Kurve set, ist notwendig
und hinreichend, dafl er nur aus Primenden erster Art bestehe.

(Eingegangen am 23. Januar 1920.)
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