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11.
Beweis eines neuen, von Herrn Chasles in der
Statik entdeckten Satzes, nebst einigen Zusitzen,
(Von Herrn Prof. A. F. Mobius zu Leipzig.)

Wie auch dieKrifte, welche auf ein freies und seiner Form
nach unverédnderliches System wirken, auf zwei Kriafte re-
ducirt werden mogen, so ist das Tetraéder, welches zu ge-
geniiberliegendenKanten die Geraden hat,wodurch die zwei
resultirenden Kriafte ihrerStédrke und Richtung nach vorge-
stellt werden, immer von demselben Inhalte.

’ Diesen merkwiirdigen Satz der Statik habe ich in de Férussac
Bulletin des sciences mathém. etc. Septemb. 1828, pag.187., in der An-
zeige von Gergonne Annales mathém. Tom. XVIII. no.12. Juin 1828.
aufgefiihrt gefunden, mit der Bemerkung, dafs Hr. Ger gonne, dem die-
ses Theorem von Hr. Chasles ohne Beweis mitgetheilt worden sei, es
daselbst bewiesen habe. X

Ohne diesen Beweis zu kennen, indem jenes Heft der Gergonne-
schen Annalen mir noch nicht zu Gesicht gekommen ist, habe ich selbst
einen solchen aufzufinden gesucht, den ich, da er durch eine neue dabei
angewendete Ansicht der statischen Momente und durch die damit be-
wirkte Kiirze einige Aufmerksamkeit verdienen diirfte, hier mitthei-
len will. \

Wie bekannt, erhdlt man das Moment einer Kraft in Bezug
auf eine gewisse Axe, wenn man die Kraft auf eine, die Axe recht-
winklig schneidende Ebene projicirt, und diese Projection mit ihrem Ab-
stande von der Axe multiplicirt. Werde daher durch die Gerade PQ
(Fig. 9.) eine Kraft, ihrer Stirke und Richtung nach, vorgestellt. Durch
einen beliebigen Punct 4 der Axe 4B lege man eine Ebene recht-
winklig auf die Axe, und seien P’ und Q' die Fuflspuncte der auf diese
Ebene von P und Q gefillten Perpendikel, so ist das Moment der Kraft
PQ dem doppelten Inhalte des Dreiecks AP'Q’ gleich. Es ist aber, wo
auch der Punct B in der Axe genommen werden mag, 4P'Q' X 4B =
dem Dreifachen des Tetragders 4BP'Q’, und 4BP'Q' = ABP'(), weil beide
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Tetraéder eine gemeinschaftliche Basis 4BP’ haben, und ihre Spitzen Q-
{) in einer Parallele mit dieser Basis liegen. Eben so ist ferner ABP'Q =
ABPQ, weil die Linie durch die Spitzen P/, P dieser zwei Tetraéder
parallel mit ihrer gemeinschaftlichen Grundfliche 4BQ liuft.

Man hat daher AP'Q' X AB =23.4BQP, und folglich das Moment

der Kraft PQ in Bezug auf die Axe AB, =2.4P'Q'=6. 451;0, und eben

so das Moment einer andern Kraft RS, in Bezug auf dieselbe Axe,
=6."5 Da es aber bei den Momenten nicht sowohl auf ihre absolute

Grofse, als vielmehr auf ihr gegenseitiges Verhiltnifs ankommt, so kann
man die Momente von PQ, RS, in Bezug auf 4B geradezu den Tetraé-
dern 4BPQ, ABRS gleich setzen. Auf eben die Art werden die Mo-
mente derselben Krifte in Bezug auf irgend eine andere Axe CD durch
die Tetraéder CDPQ, CDRS ausgedriickt werden konnen, wobei man
noch den Abschnitt CD in der andern Axe,  dem Abschnitte 4B in der
ersten gleich anzunehmen hat, wenn man die letzten Momente nicht
blofs unter sich, sondern auch mit den ersten verglelchen will.

So wie also bei einem Systeme von Kriften in einer Ebene die
Momente derselben in Bezug auf einen gewissen Punct der Ebene durch
die Dreiecke dargestellt werden, welche diesen Punct zur gemeinschaft-
lichen Spitze und die Kréfte selbst zu Grundlinien haben, so lassen sich
bei einem Systeme von Kriften im Raume die Momente derselben in
Bezug auf eine gewisse Axe durch die Tetradder ausdriicken, welche
ecinen beliebigen, aber von unverdnderlicher Linge zu nehmenden Ab-
schnitt dieser Axe zur gememschafthchen Kante, dle Krafte selbst aber
zu gegenuberhegenden Kanten haben.

Wenn daher bei einem System von Kriften PO, RS, T[]
die auf einen freien, festen Korper wirken, Gleichgewicht statt ﬁndet,
so mufs immer, wie auch die zwei Puncte 4 und B genommen werden,
die algebraische Summe der Tetraéder '

' ABPQ + ABRS + ABTU -} . =0
' sein, weil unter der Voraussetzung des Glelchgewichts die Summe der
Momente fiir jede Axe = 0 sein mufs. , '
. Was die Vorzeichen anlangt, mit denen diese Tetraéder zu neh-
men sind, so kann man sich jedes derselben, wie 4BPQ oder ABRS er-
zeugt denken, indem ein Dreieck, dessen Grundlinie 4B, und dessen Spitze
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verdnderlich ist, um 4B, als Axe, so gedreht wird, dafs seine Spitze, von
P. nach Q gehend, die Gerade PQ, oder, von R nach § gehend, die Ge-
rade RS beschreibt. Hiernach sind je zwei Tetra&der, wie 4BPQ und
ABRS, mit einerlei oder entgegengesetzten Zeichen zu nehmen, je nach-
dem die Drehungen, durch welche sie -auf die besagte Weise erzeugt
werden, einerlei oder entgegengesetzte Richtung haben.

Sind ferner die Krifte PQ, RS, .. . gleichwirkend mit den Krif-
ten P'Q', RS’ ..., so ist fiir jede beliebige Lage der Axe die Summe
der Momente der erstern Krifte gleich der Summe der Momente der
letztern, und man hat folglich fiir jede Lage der Puncte « und B die
Gleichung:

ABPQ 4 ABRS 4. . .= ABP'Q' 4+ ABR'S' 4 . . .,
wo riicksichtlich der Vorzeichen dasselbe wie vorhin zu bemerken ist.

Die Untersuchungen, welche ich mit Hiilfe dieser neuen Ansicht
der Momente, als Tetra&der, schon seit lingerer Zeit angestellt habe, und
die damit gewonnenen, zum Theil neuen, Resultate werde ich bei einer
andern Gelegenheit mittheilen, und jetzt nur noch die Anwendung die-
ser Ansicht auf das Theorem des Herrn Chasles zeigen, das, wie man
schon im Voraus wahrnimmt, sich hiermit sehr einfach darthun lafst.

Ein System von Kriften, welche auf einen freien festen Kéorper
wirken, sei das eine Mal auf die zwei Krifte PQ und RS, das andere
Mal auf die zwei Krifte PQ’ und R‘S’ reducirt worden; so ist zu be-
weisen, dafs die zwei Tetracder PQRS und P/(’R’S’ gleichen Inhalt haben.

~ Weil die erstern zwei Kriifte mit den zwei letztern gleichwirkend

sind, so hat man fiir jede Lage und Grofse der Axe 4B die Glelchung
ABPQ 4 ABRS = ABP’O’ -+ ABR'S’.

Man lasse nun die willkiihrlichen zwei Puncte 4 und B resp. mit

P und Q zusammenfallen, so wird das Tetraéder 4BPQ =0, und man
erhalt:

1) PQRS = PQP'Q’' + PQR'S'.

Eben so ergiebt sich, wenn man 4B nach und nach mit RS, P’Q’
R'S’ coincidiren ldfst: .
2) RSPQ = RSP'() - RSR'S’,
3) P'Q'PQ+ P'Q'RS = PQRY,
4 RS'PQ+ R'S'RS = R'S'PQ.
Crelle’s Journal. 1V. Bd. 2. Hft. ' 24
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Man iiberzeugt sich aber leicht, dafs dén zwei nur durch die Folge
der Buchstaben verschiedenen Ausdriicken, PQRS und RSPQ, desselben
Tetraéders einerlei Vorzeichen zukommen. Wird nemlich das eine Mal
PQ zur Axe genommen, die man sich in verticaler Lage denke, P oben,
Q unten, — und geschieht alsdann die Drehung des, das Tetraéder PQRS
erzeugenden Dreiecks, indem es sich aus der Lage POR in die Lage
PQS. begiebt von der Rechten nach der Linken, so wird auch, wie die
Anschauung lehrt, wenn, zufolge des Ausdrukes RSP(Q, RS zur Axe,
R oben, S unten, genommen wird, das nunmehr erzeugende und um RS
sich drehende Dreieck, um mit seiner Spitze von P nach Q zu kommen,
sich gleichfalls von der Rechten nach der Linken drehen miissen. —
Dasselbe gilt auch von den iibrigen in den Gleichungen 1. bis 4. vor-
kommenden Paaren von Ausdriicken, in denen die zwei ersten und die
zwei letzten Buchstaben mit einander vertauscht sind. (Vergl. Barycentr.
Caleul, §. 20. a.)

Addirt man daher jene vier Gleichungen, und lafst die zu beiden
Seiten des Gleichheitszeichens einander gleichen Glieder weg, so kommt:
2.PQRS = 2.P'Q'R'S’, und somit PQRS = P'Q'R'S’

wie zu erweisen war. ‘

Zusitze. Weil PQ und RS mit P'Q’ und R'S’ gleichwirkend
sind, so halten die vier Krifte PQ, RS, Q'P’, S'R’ einander das Gleichge-
wicht. Dieses vorausgesetzt, ist also PQRS = P'Q’R'S’, = Q’P'/S'R’, auch
dem Zeichen nach, wie sich auf eine der vorigen ganz dhnliche Weise
zeigen lifst. Hiernach kann der Satz des Hrn. Chasles auch so ausge-
driickt werden:

Hat man vier Krifte, die mit einander im Gleichgewicht sind, so
ist das aus irgend zwei derselben gebildete Tetraéder dem Tetraéder
aus den beiden andern gleich.

Um die vorige Rechnung bequemer und damit auf noch mehrere
Krifte leicht ausdehnbar zu machen, will ich die Krifte, oder vielmehr
die Linien, wodurch sie vorgestellt werden, mit p, ¢, r, . . ., die Axe
AB, worauf ihre Momente bezogen werden, mit a, und die Tetra&der,
welche @ und p, @ und ¢, p und ¢, u. 5. w. zu gegeniiberstehenden Seiten
- haben, mit ap, ag, pg, u. 8. w. bezeichnen. Alsddnn ist beim Gleich= .
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gewicht zwischen den vier Kriften p, ¢, r, s:
aptagtardas=o0,
und, wenn man ¢ nach und nach 'mit‘p, . - § zusammenfallen lifst:
1) pg+prtps=o,
D pytortygs=
3 pr—4gr+4rs=o,
' 4) ps+4g9s +rs=o,
weil die Tetraéder pp, 99, ... =0 sind. Die halbe Summe dieser 4 Glei-
chungen giebt:
L pgt+prt+ps+gr+g9strs=o,
d. h.: Sind vier Krifte im Gleichgewicht, so ist die Summe der sechs
Tetraéder, welche durch paarweise Verbindung der Krifte hervorge-
hen, = o.

Zieht man von I die Gleichung 4) ab, so kommt:
L. pg+pr4gr=0;
d. h.: Haben drei Krifte (p, ¢, r) eine einzige Resultante (—s), so ist
die Summe der drei Tetraéder, welche durch paarweise Verbindung der
* drei Krifte erhalten werden, = 0.

Wird endlich von II. die Gieichung 3) abgezogen, so kommt:
. pg—rs = o,
welches der Satz des Hrn. Chasles, auf die kurz vorhin gedachte Weise
ausgedriickt, ist.

Auf &hnliche Art wollen wir jetzt ein System von 5 Kriften
Py - - » L, die im Gleichgewicht mit einander stehen, behandeln. — Aus
der Gleichung ap~ ...+ at = 0 folgt durch successives Zusammen-
fallen der Axe ¢ mit p, ., . £: :

1) pytpr4pstpt=o,
2 pytgr+9s+9t =0
3) prtdgrdrs-rt=o,
4y ps+g9s+rs4 st = o,
3 pt4 gt rt4 st =o.

Die halbe Summe dieser 5 Gleichungen ist:
L pg+pr+ps+pttgrtgstgt+rstritst=o
Hiervon die Gleieichung 5) abgezogen, kommt:

0. pg+pr+pst+grtgst+rs=0,
W*
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und, wenn man davon noch die Gleichung 4) abzicht: -

‘ L. pg4-prd-g9r = st.
 Man erkennt hieraus zur Geniige, welches die Formeln bei einer

noch grofsern Anzahl von Kriften sein werden, und kann damit ohne

weitere Rechnung folgendes allgemeine Theorem aufstellen:
Hat man eine beliebige Anzahl, = 7, von Kriften, welche auf einen
freien, festen Korper wirken und sind diese Krifter im Gleichgewicht
(wie die' 5 Krifte p, . . . £ in L), oder lassen sie sich auf eine ein-
zige Kraft reduciren (wie die vier Krifte p, ... s'in II. auf die Kraft
—1), so ist die algebraische Summe der 2 (72 —1) Tetraéder, welche
hervorgehen, indem man die Kridfte durch Linien ausdriickt, und

© je zwei derselben zu gegeniiberliegenden Seiten eines Tetra&ders

nimmt, = 0. Im allgemeinen Falle aber, wo die n Krifte sich nicht
auf eine, jedoch immer auf zwei Krifte zuriickfiihren lassen (wie
die drei Krifte p, ¢, r in IIL, deren Resultanten —s und —¢ sind),
ist jene Summe von Tetraédern dem aus den zwei resultirenden Krif-
ten gebildeten Tetraéder selbst gleich.

Letzteres ist daher von constanter Grofse, wie auch die » Krifte
auf zwei reducirt werden mogen, welches wiederum der Chasles’sche
Satz ist.



