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Zur Analysis Situs.

Von
L. E. J. Brouwer in Amsterdam.

Mit 2 Tafeln

1. Einleitung.

In diesen Annalen, Bd. 58, 59 und 62 hat Herr Schoenflies wichtige
Beitrige zur Klirung der Analysis Situs der Ebene geliefert, welche er
spiter im vierten und fiinften Kapitel des zweiten Teiles seines mengen-
theoretischen Berichtes zusammengefaBt hat. Unter seinen Resultaten sind
besonders die Prizisierung und Umkehrung des Jordanschen Kurvensatzes
als #duBerst wertvoll zu bezeichnen. Sie erbffnen die Moglichkeit zu
allgemeinerer und strengerer Begriindung von verschiedenen Gebieten der
Mathematik.

Wenn nun aber die Schoenfliessche Theorie der einfachen geschlossenen
Kurven, sowie der von solchen begrenzten Gebiete einwandfrei ist, von
seinen Ergebnissen, insoweit sie geschlossene Kurven und Gebiete allgemeiner
Art betreffen, 1dBt sich dasselbe nicht behaupten. Hier sind mehrere
geiner Resultate falsch, andere zwar richtig, aber ungeniigend begriindet.
Ich glaube dies am deutlichsten zu beleuchten, indem ich zun@échst einige
Punktmengen konstruiere, welche Eigenschaften besitzen, die nach der
Schoenfliesschen Theorie unmdglich sein wiirden, und nachher diese Theorie
systeratisch kritisiere; dabei schlieBe ich mich hauptsichlich dem Be-
richte an, wo der Stoff natiirlicher geordnet und vollstindiger dargestellt
erscheint, und verweise auf die beztiglichen Stellen der Annalen nur
gelegentlich. ¥)

*) Ich hebe ausdriicklich hervor, daB diese Arbeit den hohen Wert der Schoen-
fliesschen Untersuchungen keineswegs zu beeintréichtigen sucht. Nur ihre groBe Trag-
weite hat mich zn dieser Kritik veranlaft, welche tibrigens den umfangreichsten Teil,
némlich die Theorie der einfachen Kurven, nicht wesentlich trifft.
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II. Einfach zusammenhingende Gebiete ohne geschlossene
iuBere Randkurve,

Ein Beispiel eines solchen Gebietes liefert das Gebiet J A
in Fig. 1. Es wird erhalten, indem man einen einfachen
Kurvenbogen nach beiden Seiten fortsetzt und beide Fort-
setzungen, ohne daB sie einander treffen, spiralartig um
einen und denselben Kreis herumwindet. Fig 1.

IIT. Gesehlossene Kurven, welche sich in zwei uneigentliche
Kurvenhogen*) zerlegen lassen.

Fir die in Fig. 2 (Tafel I) schematisch gezeichnete geschlossene Kurve
wird das duBere Gebiet gebildet von demjenigen Teil der Ebene, welcher
auBerhalb des Hauptrechteckes liegt, sowie von den schwarz schraffierten
Teilgebieten des Hauptrechteckes; das innere Gebiet ist das rot schraffierte
Teilgebiet des Hauptrechteckes. Diese schraffierten Gebiete werden in
folgender Weise erhalten.

Das erste schwarze Gebiet ist ein in der Mitte der Grundlinie
des Hauptrechteckes in der Weise aufgerichtetes Teilrechteck, daB der
zweimal umgebogene weile Streifen, welcher ibrig bleibt, in seinen drei
Teilen dieselbe Breite besitzt.

Das Verhiltnis seiner Grundlinie zu der des Hauptrechteckes sei iﬁﬁ

[*4 . »
@, wenn ¢ die Linge der

dann hat der weiBe Streifen eine Breite ————
2041

Grundlinie des Hauptrechteckes ist.
Jetzt zeichnen wir den zwischen den Querschnitten P, P,’ und
@, @, enthaltenen Teil des roten Gebietes. Er besteht aus einem Streifen

von der Breite @, und seine Girenze verlduft iiberall im Ab-
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* PFir ,,Kurvenbogen* mbchte ich einen weiteren Begriff, als den von Schoenflies
im Bericht II S. 128 eingefibrten, vorschlagen: ich mochte némlich einen Kurven-
bogen definieren durch zwei Schnitte in einem zyklischen, abzihlbaren, iiberall dichten
Ordnungstypus von fiir das innere (bezw. 4AuBere) Gebiet erreichbaren Punkten. Der
Schoenfliessche Begriff 1i8t sodann unter diesen Schnitten nur durch erreichbare
Punkte gebildete zu. Eine vollig verschiedene Definition gibt Schoenflies in den
Gott. Nachr. 1904 S. 516 und in den Math. Annalen Bd. 59, 8. 147. Diese scheint mir
aber durchaus zu verwerfen, weil sich nach ibr jede nirgends dichte perfekte
zusammenhingende Menge mit einedl einzigen Komplementirgebiete als Kurven-
bogen auffassen lift.

Unter einem wuneigentlichen Kuwrvenbogen wmdchte ich einen solchen durch zwei
Schnitte definierten Kurvenbogen verstehen, welche die ganze geschlossene Kurve
enthilt, und im entgegengesetzten Falle sprechen von einem eigentlichen Kurvenbogen.
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stande (5‘%1)2 a parallel der Grenze des ebengenannten weiBen Streifens,

in dem er enthalten ist.

Das zweite schwarze Gebiet wird jetzt in der Weise um den bisher
gezeichneten Teil des rotenm Gebietes auBen herumgelegt, daB links auf
der Grundlinie des Hauptrechteckes angefangen, und rechts auf der
Hohe von @, ¢,” aufgehdrt wird. Dieser Streifen hat wieder eine Breite

gleich von der des weiBen Streifens, in die Mitte dessen er

1
241
hineingelegt wird.

Die beiden jetzt existierenden schwarzen Gebiete lassen im Haupt-
rechteck einen sechs Mal umgebogenen Streifen frei, und das rote
Gebiet wird jetzt in der Weise fortgesetzt, daB es auch die bisher von

ihm freien Teile durchzieht, und zwar diese in ihrer Mitte und unter

Hinwegnahme des 2—a1-ﬁ ten Teiles ibrer Breite. Das rote Gebiet wird

also fortgesetzt vom Querschnitt @, @, bis zum Querschnitt @, @,
welcher denselben Abstand von der Grundlinie des Hauptrechteckes besitzt,
wie die vertikale Grenze in @, vom zweiten gestreift schraffierten Gebiet.

In dieser Weise wird fortgegangen. Abwechselnd wird ein neues
schwarzes Gebiet um den schon erbaltenen Teil des roten Gebietes
auBen herumgelegt, wobei ganz links auf der Grundlinie des Haupt-
rechteckes angefangen, und auf derselben Hohe mit dem bisher fertigen
Teile des roten Gebietes aufgehort wird, und sodann das rote Gebiet in der
Woeise fortgesetzt, daB es in alle Teilkanile des von den schwarzen Flichen
freigelassenen Streifens eindringt. Diese Verlingerungen des roten Gebietes
geschehen abwechselnd auf beiden Seiten: nach einer Fortsetzung von @. Q.
bis Q41 Qnyy folgt eine Fortsetzung von P, P, bis P,., Prsy. Von
jedem weiBen Streifen, welcher neu durchzogen wird, es sei von ,rot“
1

2a+1

oder von ,schwarz, wird der * Teil der Breite in Anspruch

genommen.

Jedem Punkte der Grenze eines schwarzen (ebietes kommt nach
genligender Fortsetzung des Verfahrens das rote Gebiet beliebig nahe,
und jedem Punkte der Grenze des roten Gebietes kommen schlieBlich
die schwarzen Gebiete belieblg nahe, wihrend durch die volle Grenze K
des roten Gebietes ,rot“ und ,schwarz“ vollig voneinander getrennt
werden.

Die Komplementirmenge von K enthilt nur zwei Gebiete, namlich
das rote, und das aus den schwarzen und dem &uBeren Gebiete des
Hauptrechteckes zusammengesetzte Gebiet; K ist gemeinsame Grenze
.dieser beiden Gebiete, also eine geschlossene Kurve.
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Wihlt man nun aber @, und ¢," als Schnitte der fiir das innere
Gebiet erreichbaren Punkte, so werden dadurch zwei uneigentliche Kurven-
bogen bestimmt.

IV. Eigentliche Kurvenbogen, welche sich in zwei mit dem ganzen
identische Kurvenbogen zerlegen lassen,

Das im vorigen Paragraphen geschilderte Verhalten kann auch bet
eigentlichen Kurvenbogen auftreten. Um dies zu erldutern, betrachten
wir die obere Hilfte von Fig. 3 (Tafel II), deren Erklirung wir, da in
mancher Hinsicht volle Analogie mit Fig. 2 vorliegt, kurz fassen kdnnen.

Wir gehen wieder aus von einem Hauptrechteck*) und konstruieren
ein erstes schwarzes G(ebiet, wie in Fig. 2.

Der erste Teil des roten Gebietes unterscheidet sich nun aber von
dem der Fig. 2 dadurch, daB er links auf der Grundlinie des Hanptrecht-
eckes anfingt; rechts endet er wie in Fig. 2 bei @, @,

Das zweite schwarze Gebiet ist wie in Fig. 2; ebenso der zweite
Teil des roten Gebietes, welcher zwischen ¢, ¢, und @, @, ent~
halten ist.

Das dritte schwarze Gebiet wird zwar wieder an dem bisher erhaltenen
Teil des roten Gebietes entlang gelegt, aber es fingt jetzt auf der Grund-
linie zwischen dem roten Gebiete und dem ersten schwarzen Gebiete an,
was ermbglicht, daB nachher die Fortsetzungen des roten Gebietes in einer
einzigen Reihe aneinander schlieBen.

Im allgemeinen wird filr das n* schwarze Gebiet auf der Grundlinie
zwischen dem roten und dem (n — 2)*° schwarzen Gebiete angefangen,
und wird es in derselben Weise wie in Fig. 2 an dem schon fertigen
Teile des roten Gebietes entlang gelegt, wihrend das rote Gebiet auch
hier stets in der Weise fortgesetzt wird, daB es jedesmal in alle Teil-
kanille des vorliegenden von ,schwarz“ freien Streifens eindringt.

Die von den Grenzen sller roten und schwarzen Gebiete®*) nebst
ihren Grenzpunkten gebildete Menge K, 1Bt sich durch den Teil der
Grundlinie, iber dem das rote Gebiet anfingt, zu einer geschlossenen
Kurve erginzen; sie LiBt sich also als eiu eigentlicher Kurvenbogen jener
geschlossenen Kurve betrachten. Als solcher kann sie aber sowohl aus
dem inneren wie aus dem HuBeren Gebiete in zwei Kurvembogen zerlegt
werden, welche ihr selbst gleich sind.

*) Die Verzerrung des Rechteckes auf der linken Seite ist mit Rbcksicht suf
die spiitere Zusammensetzung mit der unteren Hilfte vorgenommen; sie sol] Mier auBer
Acht bleiben.

**) In der Grundlinie begrenzen wir diese Gebiete nicht; dadurch hiingen sie mit
‘dem HuBeren Gebiete des Hauptrechteckes zusammen.
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V. Geschlosseme Kurven, welche sich micht in zwei eigentliche
Kurvenbogen zerlegen lassen.*)

Als Beispiel einer solchen kann wieder Fig. 2 dienen. Ich hebe
indessen hervor, da8 die Eigenschaft dieser Figur, welche in III be-
leuchtet wurde, nicht notwendig die jetazt in Betracht gezogene nach sich
zieht. Bs gibt némlich auch geschlossene Kurven, welche sich sowohl
in gwei eigentliche, wie in swei uneigentliche Kurvenbogen zerlegen lassen.

Dies zeigt die volle Fig. 3, welche keiner naheren Erklirung bedarf,
da die untere Hilfte die gleiche Struktur hat, wie die obere. Die volle
Grenze des roten Gebietes ist eine geschlossene Kurve. Trennen wir
die aus ,rot erreichbaren Punkte in diejenigen, welche auf der rechten,
und diejenigen, welche auf der linken Grenzlinie des roten Streifens liegen,
so zerlegen wir die Kurve in zwei uneigentliche Kurvenbogen. Trennen
wir ihre erreichbaren Punkte aber in die in der oberen und die in der
unteren Hilfte der Figur enthaltenen, so zerlegen wir sie in zwei eigent-
‘hiche Kurvenbogen.

Andererseits gibt es auch geschlossene Kurven, welche sich weder in
zwei eigentliche, noch i zwei uneigentliche Kurvenbogen serlegen lassen.*¥)

Um eine solche zu konstruieren, reduziert man in der oberen Hilfte
der Fig. 3 die Breite des roten Streifens auf Null (so daB beim Auf-
baue der Figur nur ein in einem Punkte H der Grundlinie anfangender
roter Streckenzug immer wieder verlingert wird), wihrend die schwarzen
Gebiete in derselben Weise, wie zuvor, hineingelegt werden. So-
dann wird das Rechteck in der Weise gebogen, daB der rechte End-
punkt der Grundlinie mit H zusammenfillt, sonst aber die Figur ein-
eindeutiges stetiges Bild ihrer urspriinglichen Lage bleibt. Dabei kommt
eine Teilung der Ebene in zwei Gebiete zustande, welche getrennt werden
durch eine geschlossene Kurve, welche die geforderte Eigenschaft besitzt.

*) Auch gibt es Kurvenbogen, welche sich nicht in zwei Teilkurvenbogen zer-
legen lassen. Dies zeigh wieder die obere Hilfte der Fig. 3. Diese Kurven bezw.
Kurvenbogen geben zugleich Beispiele ab von solchen zusammenhéingenden Mengen,
welche nach Hinwegnahme einer willkiirlichen zusammenhingenden Teilmenge stets
€ine Restmenge {ibrig lassen, welche dieselbe Ableitung besitzt, wie die urspriingliche
Menge; diese liBt sich also nicht durch eine endliche Zahl von zusammenhingenden
perfekten Teilmengen ersehépfen.

**) Eine kurze Uberlegung zeigt weiter, daB in dieser Hinsicht gerade fiinf
Arten von geschlossenen Kurven existieren. Fiir die erste Art ist von den durch zwel
Schnitte bestimmten Kurvenbogen entweder der eine eigentlich und der andere un-
eigentlich, oder beide eigentlich, oder beide uneigentlich; filr die zweite entweder
der eine eigentlich und der andere uneigentlick, oder beide uneigentlich; fir die
dritte stets der eine eigentlich und der andere uneigentlich; fiir die vierte stets beide
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VI. Nirgends dichte zusammenhingende Mengen, welche die Ebene
in mehr als zwei Gebiete zerlegen, deren gemeinschaftliche Grenze
sie sind.

Seien in der oberen Hilfte von Fig. 3 K und L die Endpunkte der
Grundlinie des Hauptrechteckes; F' und E die Endpunkte jenes Segmentes
der Grundlinie, tiber dem das rote Gebiet anfingt, so kann man die
Figur so biegen, daf F mit K und F mit L zusammenfillt, und daB sie
tibrigens ein-eindeutiges Bild ihrer urspriinglichen Lage bleibt Die Ebene
ist dann in drei Teilgebiete zerlegt, welche ihre Grenze gemeinsam haben.

Durch passende Abénderungen des Verfahrens kann man analoge Zer-
legungen in beliebig viele, und sogar in unendlich viele Teilgehiete mit
gemeinsamer Grenze herstellen.

VII. Bemerkungen iiber das vierte Kapitel des Schoenfliesschen
Berichtes,

Zu § 11. Im Beweise des Satzes XIII findet sich S. 123 die un-
richtige Behauptung, daB I=& + D+ T + T, ein zusammenhingendes
Gebiet ist. DaB diese Behauptung sich ebensowenig wie der Satz XIII
selbst aufrecht erhalten 1aBt, zeigt die oben in II angefiihrte Fig. 1. Mit
Satz XIII fallen zugleich die Sitze XIV und XV, wie auch die Be-
trachtungen iiber Gebietsteilung in Ann. Bd. 59, besonders 8. 154, 155
u. 159. Der Beweis des Satzes XIV versagt sogar auch dann noch, wenn
die suBere Randkurve existiert. Denn es ist kein Grund, weshalb & nicht
in dem zwischen P und ) enthaltenen Ringgebiet liegen konnte. Dies LBt
sich z. B. verwirklichen fiir ein durch den Querschnitt ¢, @," bestimmtes
Teilgebiet des roten Gebietes der Fig. 2. Dieses Gebiet ist denn auch,
obwokl eine dupere Ramdkurve existiert, durch seine Grenze nicht eindeutig
bestimmd.

Zu § 12. 8. 127 wird behauptet, daB man die in den erreichbaren
Punkten miindenden Wege immer so wihlen kann, daf sie jedes approxi-
mierende Polygon nur einmal kreuzen. Der Beweis wihlt zuniichst einen
belichigen Weg und beabsichtigt, daraus durch sukzessive Abinderungen
den geforderten Weg herzustellen. Jede Abénderung fiir sich ist zwar
einwandfrei, aber sowohl hier, wie, in Math. Ann. Bd. 62, S. 294 kommt es
darauf an, daB die GroBe dieser Abéinderung fiir hinreichend groBes » beliebig

eigentlich; fiir die fiinfte entweder der eine sigentlich und der andere uneigentlich,
oder beide eigentlich, Nach der Schoenfliesschen Theorie wirden nur die beiden
letzten Arten moglich sein.
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klein werde; dies wiirde jedenfalls erhebliche weitere Ausfithrungen erfordern,
wird aber weder erwihnt, noch bewiesen. Ich erlaube mir nun hier eine Ab-
inderungsmethode anzugeben, welche diese notwendige Eigenschaft besitzt.

Sei I der beliebig gezeichnete aus m zu ¢ fihrende Weg. Sei %,
ein approximierendes Polygon, seien ,L, und ,L, zwei seiner Kreuzungs-
punkte mit 7, p, ein zwischen ,L, und L, enthaltener Streckenzug
von P, und 7, der zwischen ,L, und L, enthaltene Streckenzug von 1.
Dann besteht p,, insoweit er nicht in 7, fallt, aus zwischen je zwei Punkten
A, und 4, von I, verlaufenden und /, sonst nicht treffenden Strecken-
ziigen ,p,. Jeder Streckenzug ,p, weist sodann dem zwischen A, und 4,
enthaltenen Teilstreckenzug ,I, von I, entweder die Innenseite oder die

nv

AuBenseite von P, zo. Im zweiten Falle kann er sich nach § 3 nicht

. 3 .
weiter als =&, von [, entfernen. Im ersten Falle aber grenzt an seine

Innenseite ein von I, und p, bestimmtes Gebiet, dessen Grenze, insoweit
3
E}
Wir konnen also zwischen ,L, und ,L,, dem Verlaufe von p, folgend, einen
Streckenzug 1, zeichnen, weleher sich nicht weiter als 2¢, von I, ent-
fernt, iiberall in beliebiger Nihe entweder von 7, oder von p, ist, und
ganz innerhalb P, verliuft. Wir wihlen nun auf [ stets fiir L, den
ersten auf ,L,_, folgenden Kreuzungspunkt mit B, und fir (L, den
letzten Kreuzungspunkt mit 9B,. Sodann ersetzen wir jedes I, durch
das beziigliche 1,, und erhalten einen wirklichen Weg, welcher jedes 3,
nur in dem beztiglichen Punkte ,Z, kreuzt. AuBerdem berithrt er 5B,
noch in dem Punkte ,L, aber mit » zu Null konvergierende Ab-
anderungen heben auch diese Berithrungspunkte auf, womit der geforderte
Weg fertig ist.

Durch diese Methode ist im § 13 des Kap.V und im § 3 des Kap. VI (vgl.
dazu die §§ 11 u. 13 in Annalen 62) auch sogleich ersichilich, daB man aus m
nach allen Punkten ¢; Wege legen kann, welche alle approximierenden Poly-
gone nur einmal, und einander nicht kreuzen, wihrend der nach ¢, fithrende
Weg alle Punkte p,, p/, p,” usw. enth#lt, und sich zwischen §,_, und P,
nicht weiter als 2¢&, von der Strecke p~Y p,) 2u entfernen braucht.

Seite 128 wird aus dem falschen Satze XIV das unrichtige Resultat er-
halten, daf die Kurvenbogen, in welche eine geschlossene Kurve durch zwei ex-
reichbare Punkte zerlegt wird, nicht beide mit der Kurve selbst identisch sein
konnen. Dafl dies sehr gut moglich ist, haben wir oben in III gezeigt.

Zu § 13. Der Beweis des Batzes XVII wird wieder auf § 11 ge-
stiitzt. Seine Unrichtigkeit 148t sich also erwarten, und leuchtet aus fast
allen oben in II—VI angefiihrten Beispielen ein.

sie nicht zu p, gehdrt, sich nicht weiter als — &, von I, entfernen kann.
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Zu § 14. Der Satz, daB das Abspaltungsverfahren nach einer abzihl-
baren Reihe von Schritten zu Ende fithrt, ist richtig, der Beweis aber
158t sieh picht aufrecht erhalten. Die S. 134 bewiesene Moglichkeit, nach
einer Fundamentalreihe yon vorangehenden Bestandteilen S, ein S, passend
zn wihlen, 188t sich nimlich schon nicht erweitern zu einer Mbglichkeit,
nach einem Ordnungstypus ®? von vorangehenden Bestandteilen § ein,
S, passend zu wihlen. Es konnte ja hier der Fall auftreten, daB jeder
gewihlte Teilordnungstypus o® alle isolierbaren Bestandteile von &, ent-
hielte. Dann wiirde mit der wohlgeordneten Menge der S, keine wohl-
geordnete Menge von auflerhalb voneinander liegenden Gebieten &, parallel
laufen, und der Beweis also versagen.

Ein zwingender Beweis kann wie folgt gefithrt werden: Die isolier-
baren Bestandteile bilden in der Rangordnung, in der sie abgespalten
werden, eine wohlgeordnete Menge, und jeder isolierbare Bestandteil S,
dessen Index « zur ersten oder zweiten Zahlenklasse gehort, hat, wenn
er abgespalten wird, einen endlichen Abstand J, von der dann noch
ibrigen Restmenge; er 1dBt sich also mit einem endlichen Gebiete ®,
umgeben, auBerhalb dessen die Restmenge liegt, in welches also nur
eine abzihlbare Menge von Bestaudteilen S, eindringt. Wir fassen nun
diejenigen Bestandteile ;S ins Auge, fiir welche 6, > . Es lifit sich
sodann unter den Gebieten & eine endliche Teilmenge derart auswiblen,
daB jeder .S, in wenigstens eimes dieser Gebiete eindringt. Da nun
aber in jedes Gebiet dieser endlichen Menge nur eine abzihlbare Menge
von Bestandteilen ,S, durchdringen kann, so ist die Menge der S,
abzihlbar. Ebenso zeigt man, daB die Menge der ,S,, fir welche
& > 40, > &, abzéhlbar ist. L#Bt man nun eine Reihe abnehmender
Zahlen &, &, &, - - - gegen Null konvergieren, so findet sich die Menge
der S, in eine Fundamentalreihe von abzihlbaren Mengen zerlegt.™)

Zu § 15. Die hier gegebenen Andeutungen unterliegen natiirlich
einer analogen Kritik, wie die Paragraphen, deren Ausdehbnung auf den
Raum sie beabsichtigen.

VIII. Bemerkungen iiber das fiinfte Kapitel des Schoenfliesschen
Berichtes.

Zu § 3. Der Gedankengang dieses Paragraphen enthili mehrere Fehl-
schliisse; er laBt sich aber durch passende Modifizierung und Erginzung
umformen zu einem Beweise des folgenden Satzes:

*) Diese Methode entspricht dem Lindeld fschen Beweisverfahren fir das Cantorsche
Haupttheorem. Der Beweis kann aber auch so gefithrt werden, daB er de.m A'b-
spaltungsprozesse selber folgt. Darauf gehe ich jedoch an dieser Stelle nicht weiter ein.
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»Wenn eine geschlossene Kurve C sich in zwei eigentliche Kurven-
bogen C; und C, zerlegen liBt, welche miteinander zusammenhingen in
zwei getrennten Mengen ¢, und ¢, *), so bestimmt ihr eineindeutiges stetiges

Bild C’ mehr als ein Gebiet.”

Approximieren wir nimlich €, und C;" durch #uBere Randpolygone
&P und , P,. Diese konnen sich nur in mit den ¢ gegen Null konver-
gierender Nihe von ¢’ und ¢, durchkrenzen. Wihlen wir einen solchen
Krenzungspunkt in der Nihe von ¢, und einen zweiten in der Nihe von ¢,
so werden diese beiden Punkte auf , P, verbunden durch zwei Strecken-
ziige, auf welchen beiden je ein Punkt gewdhlt werden kann, welcher
auferhalb von , P liegt. Im Polygone P, sind also wenigstens swer
Streckenztige enthalten, welche auf , P, in mit den & gegen Null kon-
vergierender Nihe von ¢,' anfangen, ganz anBerhalb P, verlaufen, und
wieder auf ,P, in mit den ¢ gegen Null konvergierender Nihe von ¢
enden. TUnter diesen gibt es wieder wenigstens zwei, deren jeder ein fiir
of1 und P, gemeinsames #ufleres Gebiet bestimmt, welches begrenzt
wird vom genannten Streckenzuge von , P,, einem Streckenzuge von P,
mit der reziproken Eigenschaft (diese beiden Streckenzlige nennen wir
Hauptstreckenziige), und weiter nur solchen Streckenziigen, welche ihren
Anfangspunkt und Endpunkt beide in der Néhe von ¢, oder beide in der
Nihe von ¢, haben. Diese so bestimmten #uBeren Gebiete nennen wir
die zu P, und P, gehorigen Haupigebiete. Lassen wir nun zundchst
. Py ungeindert, ersetzen aber , P, durch ein niichstfolgendes approximieren-
des Polygon Py, und betrachten ein zu P und , P, gehdriges Haupt-
gebiet H. Sein Hauptstreckenzug auf , P, kann nur fiir gewisse Teile in
der Niahe von ¢’ und ¢ innerhalb , P, fallen. Es fiihrt also innerhalb
H ein Streckenzug von , P, aus der Nihe von ¢’ in die von ¢'; H ent-
hilt also als Teilgebiet ein zu , P, und P, gehoriges Hauptgebiet. Wir
fahren nun fort, indem wir jetzt , P, ungeindert lassen, , P, ersetzen
durch ein nichstfolgendes approximierendes Polygon ,.P; und die zu ,.P,
und ,.P, gehtrigen Hauptgebiete betrachten. Jedes von ibmen enthilt als
Teilgebiet ein zu , P, und , P, gehoriges, also auch ein zu , P, und P,
gehoriges Hauptgebiet. Wenn wir nun weiter immer wieder abwechselnd
Py durch 40Py und Py durch o+ P, ersetzen, so milssen immer
wieder wenigstens zwei Hauptgebiete existieren. Unter den zu , P, und
. Fs gehorigen Hauptgebieten gibt es also wenigstens zwei, welche im
weiteren zwar fortwihrend wachsen, aber stets voneinander getrennt bleiben.

*) Anf diese Voraussetzungen, von denen man iibrigens zeigen kann, daB die
zweite eine Folge der ersten ist, stiitzt sich im Gruude auch Herr Schoenflies, obgleich
er nur die Voraussetzung, dab C, und C, nicht identisch sind, ausdriicklich erwiihnt.
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Die Grenzgebilde der approximierenden Polygone, welche in C," und
Gy, also in (' enthalten sind, bestimmen also mindestens zwei getrennte
Gebiete, womit der Satz bewiesen ist.

Dieser Satz sagt nur eine Eigenschaft geschlossener Kurven beson-
derer Art aus; daB seine Voraussetzungen fiir die allgemeine geschlossene
Kurve nicht notwendig erfiillt sind, haben wir in V erkannt. Aber sogar
fiir diese besondere Kurvenart liBt sich aus ihm nicht auf die Invarianz
schliefen. Der Schluf benutzt nimlich die #ufiere Randkurve der Bild-
menge, welche nach II nicht zu existieren braucht.

Zu § 4. Das Resultat dieses Paragraphen kann der Hauptsache nach
an dieser Stelle gefolgert werden, die daselbst gegebene Herleitung ist
aber nicht einwandfrei, zunichst weil § 3 benutzt wird, was wir ale
unerlaubt erkannt haben, und sodann, weil S. 161 oben ohne Grund still-
schweigend vorausgesetzt wird, daB, wenn P’ sich unbeschrinkt der
Kurve @’ nshert, ein willkiirlicher innerer Punkt von & schlieBlich
durch P’ von € getrennt wird.

Dem ersten Mangel kann abgeholfen werden, indem wir statt ge-
schlossener Kurven Polygone P betrachten, und uns auf den Jordanschen
Kurvensatz, welcher unabhingig bewiesen werden kann, stiitzen.

Der zweite Mangel 14Bt sich beseitigen, indem wir den Beweis wie
folgt fiihren:

Wir konstruieren ein Polygon @, welches P in zwei Punkten kreuzt.
So werden vier Streckenziige P,, P,, @, und ¢, bestimmt, und ebenso
vier Gebiete Gy, Gyy, G4y, Gy;. Nehmen wir nun an, daB in dem Bilde
@ und @, beide innerhalb P’ liegen. J(P’) wird sodann durch @, in
zwei (ebiete zerlegt*); und eines dieser beiden Gebiete wieder durch Q.
So werden drei Teilgebiete von & (P’) bestimmt, deren eines nur Punkte
von @ und @, auf seiner Grenze besitzt, also von keinem der Gebiete G
das Bild enthalten kann. Von den beiden ibrigen Teilgebieten enthilt
aber jedes in seiner Grenze das Bild der Grenze nur eines der vier Gebiete G,
kann also auch das Bild nur eines der vier Gebiete in sich enthalten. Es
blieben also wenigstens zwei der Gebiete G iibrig, deren Bilder wir nicht
unterzubringen wiiten, und die Annahme hat sich als unmoglich heraus-
gestellt.

Der BSatz VI 1Bt sich also hier beweisen, wenn wir das Wort
»Kurven® durch ,Polygone“ ersetzen.

*) Namlich das von P,’ und @,” bestimmte Innengebiet, welches fiir jeden Punkt
von P,” alle in einer gewissen Umgebung dieses Punktes enthaltenen Punkte von
J(P’) enthalten mub, und das von P, und Q" bestimmte Innengebiet. Ein drittes
Teilgebiet wiirde niimlich auf seiner Grenze nur Punkte von @," besitzen konnen,
und dies ist unméglich.
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Die 8.162 oben genannte Moglichkeit konnte gleich ausgeschlossen
werden; wenn sie nidmlich fiir zwei beliebige Polygone eintreten wiirde,
s0 gibe es auch ein Paar von Polygonen mit derselben Eigenschaft in
beliebiger Niéhe voneinander; sodann wiirden aber von einer der Bild-
kurven zwei Gebiete bestimmt werden, deren eines sich nur beliebig wenig
von ihr entfernen konnte, was unmoglich ist.

Zu § 5. Der Satz, daB eine geschlossene Kurve, welche innerhalb
eines Gebietes, das eineindeutig und stetig abgebildet wird, liegt, dabei
wieder in eine geschlossene Kurve iibergeht, und eventuell ihre Fliche in
die der Bildkurve, ist richtig; der Beweis aber bedarf der Erginzung.

Zunichst sollten die Polygone P, (z. B. nach Kap. VI, 8. 210) genauer
festgelegt werden.

Unrichtig ist dann aber, aus den Relationen (8. 162):

Q(p‘l”) PW’+1)<87 9(pv’+l; Pv,)<5

zu folgern, daB die geschlossenen Kurven P, schlieBlich iiberall dicht
liegen. Als Beispiel des Gegenteiles betrachte man in Fig. 1 in J und
in 4 je ein in hinreichender Nihe approximierendes Polygon. Sie geniigen
den obenstehenden Relationen; dennoch lassen sie zwischen sich ein end-
liches Gtebiet frei.

In unserem Falle aber kann man bemerken, daB, wenn in J(€') ein
freies Gebiet iibrig bliebe, man auf seiner Grenze einen erreichbaren Punkt
¢ wihlen konnte; sel @ das Bild von @, so kinnte man um @ einen
géniigend kleinen Kreis legen derart, daf die ihm entsprechende ge-
schlossene Kurve um ¢ teilweise auBerhalb von allen Kurven P’ ver-
liefe, wihrend alle Punkte des Kreises den Polygonen P angeborten, was
unmiglieh ist.

Der fehlende Nachweis, daB § wieder eine geschlossene Kurve ist,
kann nun in analoger Weise geliefert werden, indem man zeigt, dal
zwischen den Bildkurven der Polygone, welche € von auflen und von
innen approximieren, kein freies Gebiet enthalten sein kann, sodaB
gerade zwei Gebiete bestimmt, welche beide alle Punkte von € als Grenz-
punkte besitzen.

Satz VIII ist richtig, aber fiir Satz VII fehlen geniigende Griinde.
Aus dem Vorhergehenden li8t sich nimlich nur dieses folgern: ,Das um-
kehrbar eindeutige und stetige Abbild einer Kurvenfliche ist ein einfach
zusammenhéngendes Gebiet mit seiner Grenze, und alle Punkte dieser
Grenze sind zugleich Grenzpunkte der Restgebiete.

Zu § 8. Auch hier in dem Beweise des Jordanschen Kurvensatzes
wird die geschlossene Kurve gefolgert aus der Eigenschaft, daB jeder
Punkt der von auBen und von innen approxzimierenden Polygone schlieB-
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lich von der Kurve, und jeder Punkt der Kurve schlieBlich von den beiden
Polygonen einen beliebig kleinen Abstand erhilt. Es ist wieder eine
(iibrigens leicht zu gebende) Erginaung erforderlich, um zu zeigen, daB
zwischen den von auBen und den von innen a,pproximierenden Polygonen
kein endliches Gtebiet eingeschlossen bleiben kann.*)

Zu § 15. Die Behauptung, daB die Invarianz der Erreichbarkeit
auch in dem Sinne stattfindet, daB sie nicht blo8 fiir stetige Transforma-
tionen der ganzen Ebene, sondern auch fiir stetige Abbildungen von bloBen
Kurven oder sonstigen linienhaften Mengen aufeinander statt hat, wird
von Herrn Schoenflies, wie der Satz XVII zeigt, in dem Sinne gemeint,
daB unter ,Erreichbarkeit® die Erreichbarkeit aller Punkte der Kurve
zusammen verstanden werden soll. Ich erlaube mir hier die Bemerkung,
daB, wenn man die Erreichbarkeit eines einzelnen Punktes ins Auge faBt,
die Invarianz nicht bestehen bleibt, wie folgendes Beispiel zeigt:

In Fig. 4a konvergiert eine Naherungskurve nur gegen eine Seite
eines einfachen Kurvenbogens; in Fig. 4b im eineindeutigen und stetigen

Fig. 4a. Fig. 4b.

Abbilde gegen beide Seiten. In der Weise kommen Punkte heraus, welche
vor der Abbildung erreichbar, nachher unerreichbar sind.

Der Beweis des Satzes XVII bedarf einer wesentlichen Erginzung*¥);
die Mengen T, deren unbegrenzte Abnahme hier bewiesen wird, sind
namlich nicht d1e Mengen 7, aus deren unbegrenzter Abnahme im § 10
die Erreichbarkeit des Grenzpunktes gefolgert wird. Man stellt die Sache
richtig#®**), indem man bemerkt, daB 7, zwar auBer I,” noch mit 7, zu-
sammenhéngende Bestandteile .S, enthalten kann, daB aber je zwei

*) Herrn Schoenflies’ Einwendungen gegen den Jordanschen Bewein scheinen mir

unbegriindet.

#) Der in Annalen Bd, 62 § 12 enthaltene Beweis des engeren Satzes ist in an-
deren Punkten unzutreffend. ’

***) Wie Herr Schoenflies mir brieflich bemerkt, kann die notwendige Ergiinzung
auch durch die Uberlegungen des § & von Kap. VI geliefert werden.
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solchen Bestandteilen zwei verschiedene Bogenmengen des Kreises ent-
sprechen. Mit den entsprechenden Bogenmengen konvergieren nun auch
die zu einem selben v gehérigen Bestandteile .S, zu Null, also auch die
Mengen 7.
Zu § 16. Zum Beweise des Satzes XVIII ist zu bemerken, daB zwar
von § 3 Gebrauch gemacht wird, jedoch nur von demjenigen Bestandteil
seines Resultates, den wir oben als richtig herausgehoben haben.
Wesentlich unerlaubt ist aber wieder die Voraussetzung der Existenz
der duBeren Randkurve eines endlichen Gebietes.
Man kann indes den Satz XVIII unmittelbar folgern aus dem unab-
hingig bewiesenen Jordanschen Satze, in Zusammenhang mit § 12 und § 15.
Zu § 17. Hier wird als ein nach dem Vorhergehenden evidenter Satz
ausgesprochen, daB jede perfekte nirgends dichte Menge eineindeutiges
stetiges Bild einer aus Strecken aufgebauten Menge ist. Dazu mdochte ich
bemerken, daB der Satz zwar in einem gewissen Sinne richtig ist, aber eines
susfiibrlichen Beweises bedarf, wie ich an anderer Stelle ausfiihren werde.
Zusammenfassung. Von den Schoenfliesschen (entweder hergeleiteten
oder als selbstverstindlich angewendeten) Sitzen sind folgende unrichtig:
daf3 jede geschlossene Kurve sich in zwei eigentliche Kurvenbogen zer-
legen Lif3t,
daf bei der Zerlegung einer geschlossenen Kurve in zwel Kurvenbogen
wenigstens einer von ihnen eigentlich 1ist,

daf jedes geschrinlte, einfach zusammenhingende Gebiet eime geschlossene
dupere Randkurve aufweist,

daB jedes geschriinkte, einfach zusammenhingende Gebiet durch seine Grenze
eindeutiq bestimmi ist,

daf3 jede geschrinkte, abgeschlossene Menge, welche gemeinsame Grenze von
swei (lebieten olme gemeinschaftliche Punkle 7st, eine geschlossene

Kurve ist;
wihrend folgende zunfichst unsicher bleiben:
daff das eineindeutige stetige Bild einer geschlossenen Kurve wieder einie

solche ist,
daf3 das eineindeutige stetige Bild einer Kurvenfliche wieder eine Kurven-

fldiche ist.

Amsterdam, 14 Mai 1909.




