Das vollstdndige Formensystem eirfer binsiren Form
achter Ordnung.

Von

voN (arL in DARMSTADT,

Einleitung.

Nach Herrn Prof. Gordan erhilt man das vollstindige Formen-
system einer bindren Form 8t Ordnung durch Verbindung des Systems:

f=a*; H'=(ff)y; Ta"=(Hf); i*=1(ff)s; O =(fi);
8218 = (Hi)y; pa" = (ft)y; A= (ff1% B=(fi)°
mit dem vollstindigen System der biquadratischen Form
kot = (ff)% Dt = (kk),; T.b= (kd); C= (kk),; D= (kd),
Mit Hilfe der von Herrn Prof. Gordan gegebenen, die symbo-
lische Rechnung wesentlich vereinfachenden Polarenbildungen I,, I, I,
und der Identitét III seines Werkes tiber das Formensystem bindrer
Formen*) hilt es nicht schwer das vollstindige Forinensystem endgiiltig
aufzustellen. Zu dem Ende verbinden wir zuerst jede einzelne Form
des Systems £, H, T . .. mit dem vollen System der Form k, zeigen
dann, dass die Ueberschiebungen von 7' und S iiber Formen % alle
und diejenigen von O bis auf eine auf Ueberschiebungen anderer
Formen des Systems f, H, T, - -, mit dem System % zurfickzuftthren
sind und dass ein Gleiches von den meisten der aus H und p ent-
stehenden Formen nachgewiesen werden kann. Nach diesem wird
sich ergeben, dass die Ueberschiebungen aller Producte f* H T'% ...
mit Producten % Af: Té durch zerfallende Theile ersetzt werden knnen,
mithin auszulassen sind. Den Schluss bildet die Aufstellang des vollen
Systems. Wir verstehen in Nachfolgendem unter ¢,, @,, @5, @, oder
o ¢, ¢, @7, 9 oder @43 Pri, Pra, Pa 0.8 w, die Ueberschisbungen
[9: ks, [9,%) (9 K5, (9, K]y (9281, (9,80, [9,8)s, (9,811 (9,8,
o, kAP, (@, A% u.s. w. Es ist ohne Weiteres klar, dass wir unter

?;z ﬁ z) die Specialisirung der Gordan’schen Identitdt III fir den

*) Leipzig, Teubner 1875,
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Kall ¢ =m, @, =n, «, = p verstehen, Im § 1. schicken wir das
Nothwendigste iiber die Formen dritten Grades in den Coefficienten
von f,3 voraus, im § 2. entwickeln wir einige allgemeine Siitze iber
Ueberschiebungen einer biguadratischen Form mit einer beliebigen
Form ¢,™. In den folgenden Paragraphen werden die Formen unter-
sucht, die resp. ausser einem Symbol H, ©, 7, S und p nur Symbole
k, A, T enthalten, und wir verstehen hierbei unter J, P und ¥ Ueber-
schiebungen von der Form:

[y kA=Ts],  (p, ked-T=], [f, kuA=To]

Im letzten Paragraphen findet sich das volle System, so weit es
mir gelungen ist, dasselbe zu reduciren.

§ 1.
Formen dritten Grades.
Man erhilt der Beihe nach fiir:

w L %EQ)( D) hryr ]3-‘1-2(“ )l(/f)3+*f1"

und

(fis = 5 (Fk);

V

® {15 S

“1

(D) (s s CD16) Rpy—
—i LY+ 2( -4 Xt

(Ffy=— 5 (fk)z 4-f;

und

(3) Z%) G )) [(FAYHf P = -—-2 ((9)_(z )) ()T =
und

(F)s = — v (FR)y

' DG . (DG e
@ JI Z’é l)z_g_—%[(ff)*]—'——z (1=

(Fide = o ()5

und
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ORIt ,Z’( >( ) ((FF)+7 Y= 2( )( ) [/ 1= ©

und

(fi)y = 0.

(651) (354D (558) (3F7)

ergeben sich die Relationen:

Aus

(1) (HfVy= 0 i1,
) (Hf)y =~ [ O,
(3) Hf)y=— 1 0+ g1,
) (Hf)s = — g I

Ueberschiebungen einer biguadratischen Form A mit ¢, .

Der Theorie der biquadratischen Formen entlehnen wir die Rela-
tionen:

(kA), =T, @A)y =—Ya+2
(7;}&).2:: %k’v
(kA); =0
(kA)a=-D’
A? c
(1) BTy =—" + ., #
(kT)'z =0:
1 c?
&Ty = Do+ &k,
*T), =0,
. | C nvw D,
Tem— Laog Car— Y
Aus

(E2d). (§74). (§8%). (557%)

erhilt man weiter:

Mathematische Annalen. XVII 3
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D) = (9. 8) — "= 9, - F,

o) (A9l = —— [psh)y + o 22 g,k — 5 C-o,
mm=wmr~$%@@”
Bg),=—2[g} + 2+ =5 [Fs-

Analog findet man aus

(678) (69%) (o2557) L9

— c
(To) =[98 — "2 9B+ 5 -9y,
—3 1 . 1
(Toh == 198l + =5 0 A= 7 C o~ D g,
39
(3) UM+QC%HMH+()[DW3
m—e
(= et > NGESDY )( ) [(kg)t, A==+,
Aus den Polarenbildungen:
2E2 A und A2 A2LA
erhilt man:
(4) (Pak)y — (1), = 2 [pT]
und aus:
ke kP A wnd A, AP RS,
(%) (Pak); — (prl)y = (@T)".
§ 3.
Ueberschiebungen von .
1 { Hk }*

Gehen wir aus von:

rk
(4580 3 QD e = 3 LD e

(13:)

oder:
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(1) Hy 4+ 5+ o = (fil)
und bilden:

(gg;) Z!( )( ) ((ff)y+ip— = 2( 2_(w) [(Foy+Hf T,

(11 —
oder

@ Fib g A= (PN N+ ()
+ N B f

und

3 3
(058 )s %t Z)) W= Z’((H)S (G,
oder

@) (PP = 5 (Y — 5 (P + ; (9P — 55 B-f.
Fithren wir den Werth von ((f)%f)* in (2) ein und ersetzen wir
die Formen dritten Grades (fé)* durch die Form (f&), so geht die
Identitidt (2) tber in:
3 . 1, 4 ‘ 6 : o .
@ 2, G Aim— (o)~ (Bt 45 (i B
Nun erhilt man auns
e [Er)
042 ) und (o 33
die weiteren ldentititen:

> L (9)_& ) (s — > (; (9)__(1 D (g,

> G (,)_f.) [(FRpHfp- = 2%}9 WO R

oder

®) G+ (B + 5 (=t + 5
und

(6) ()5 + - 2 (fif)y =5 i+ '555 pe.

Eliminiren wir nun successive (f,f),, (faf)s und (£,7),, so ergiebt sich
zunichst avs (4) und (5):
3#
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B it sy By Ai— oy Bf = — (4 g5 (A

und aus dieser und (6)
) . 3
T a4 B 4y A — 55 Bf = (i),
und endlich mit Hilfe von (1):

1
12

3 14 1 i .
(7) H_l:———ll—ﬁ-z—l——g—-kz—{—‘l?fl@—

2 Bf.

2. (Hk), und (Hk),.

(614) wa (§7%)

erhilt man die Identititen:

2( ) ( )[(fk)3+' = ((,5) () vy,

(fif )= > ((15)£ ,) [(rfy+ R,

oder

(1) Hy=2 (fifh+ 5 f— ik
und

@) Hy= + () — - (k).

3. Formen [H,k* - A8 - T, die auszulassen sind.

Da H, und H Functionaldeterminanten sind, so folgt sofort, dass
H’ und H” in Folge von Formel (2) § 2. auszulassen sind. Ebenso
ergiebt sich aus der Form von (Hk)4, dass, von Gliedern K, J und
F abgesehen, jedes Glied und jede Ueberschiebung mit dem symbo-
lischen Factor (HE)* fortzulassen ist.

Nun erhidlt man analog Hj:

Hy+ 454 + 5 kA = (faf)a
Es ist mithin von Formen J, K abgesghen (H,k), ersetzbar
durch
((Fa1)y B,

Man erhilt nun der Reihe nach fiir
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fatk fafk fafk
(022)’ (013)’ 6’04)
die ldentitdten:
(Fal B+ 2 (Fat Py A o (Fah)t - b= (FaB)y D + (L3 )y

+ -5 fa-fy
(PR, - (Faf ) - lo= (fa )V -5 (PR 5, (FaRPF)

+ S fa £y
(sl o= (fr - T )9+ 2 (FaB P+ 2 ((aRPF) 4 (kPP

+ 5 far- f.

Analog der letzteren erhélt man aus( 73(’;7:1’ )

Foofa= (- 2, D) — 20 LR 1P 4 o (fak2f) — 5 (FaBP )
+—;—fu'f-

Aus diesen erhillt man successive:
(Faf)' - b — fi- Fa = 4UaBP + 5 (FaBPF),
(Fa PP+ o (fal) - A o fi fa= S (kPP 45 (L kP
+yfae £y
(Faf PB4+ S (fal )y + g (FaD T — 5 i~ fa
— 2 (falpF) + 5 fra- T

Es ist mithin (H4k),, von zerfallenden Formen und Formen J, K
und F abgesehen, durch Functionaldeterminanten ersetzbar, daher ist
(Hy D), wnd (H4T), wegen Formel (3), § 2. auszulassen.

Um (HsA), zu bilden, iberlegen wir, dass, wegen der obigen
Gleichung fiir Hy, (Hk), ersetzbar ist durch [(f47),%]; und Formen
J und K. Bilden wir uns nach:

ffak fisk ffak ffsk
(kY. (Gk), (%D, ({%s)
die Identititen:

UF2RP + - (FLPRR 4 = (FF By = (afa + 5 (Fuf



38 V. GaLL.
U A+ 5 (B = (fifaf 4 2 ()2 + 5 (LD
(B = (i) -+ = (P + L (hfr + -5 (il
(f1PH) = = (hF)! = - (il = g (L)'

aus denen wir durch successive Elimination der Ueberschiebungen auf
der rechten Seite erhalten:

(FLaPB) S (LR = 5 (R + 5 (Gfa? 4 i Ll
RAfLR) + 2T = — (H1al — = (Fif s

169

—g= () B)y ~+ 2 (PP By + ([FaB), = — 2 (fifae

Da aber, wie man sofort sieht, ((ff4)3%), aus Formen J, K und
solchen, die zerfallen, besteht, so ist [(ff,)?k];, von eben solchen
Formen abgesehen, ein Aggregat von Functionaldeterminanten und
mithin wegen Formel (2) und (3) § 2. (H,A), und (H,T), auszu-
lassen. Da ferner die durch Faltung aus H und A® entstehenden
Formen einerseits nur ¢, &, A4, andererseits nur Formen K ergeben,
so st (HA)Y (HAY (HE® H;* 2, von den auszulassenden Formen
J, K, 4 abgesehen, ersetzbar durch das Glied:

(@) (a D) (A (k) .2 b2,
das seinerseits durch die Formen WFak)2fa2, [(f4%)*f4]" und (Fak)'for

. vk ;
ersetzbar ist. Nach ( f 6’ 2 ,;I und ( fg iif; erhdlt man nun:

(FakPL) + (Fa WL+ 5 (k) Fa=(LafalBY A+ L (Faf
T LWy 5 (FaB - fr = (FalaP B+ S (Fafa)t -,
woraus sich sofort ergiebt:
(FabPfaf + 5 (s fa) = % (faf)t - B,

und die Ausscheidbarkeit von (HA) (HA) (HA") H,3 A% und (H., ,T),.
Es bleiben also von H stammend die Formen:

(1) Hl) H27 H.;
(2) H"'" HJ} -H(’I,s H/IJ, sz/) .H:[”A, HJJJ,
() (HT), (HT), (HT),, (HaT) (H4T), (HaT)g, (HaqT), (HyaT),.
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§ 4.
Ueberschiebungen von 7' = (H/).

Selbstredend sind (7'k), und (TA), auszulassen, (T'F), ist aber

ersetzbar durch Glieder von der Form:
(Hf) (HE)? H " ks (Hf),h)y (HE ), - &y
oder durch:
(H2f)1) Hz <f G-, k)u 0%k
wenn man die {iber die Formen 3. Grades gebrachten Relationen
berticksichtigt. Da aber auch H, durch zerfallende Formen und
Functionaldeterminanten ersetzt werden darf, so besteht T, aus einem
Aggregat zerfallender Formen und ist demnach auszulassen. Ein
Gleiches gilt mithin auch fiir (7'T),. Betrachten wir nunmehr auch
eine jede Ueberschiecbung von 7' als iberfliissig, die auf Formen
©, P, F, K zuriickfithrbar ist, so kann man zeigen, dass alle Ueber-
schiebungen von 7' auszulassen sind. T, ist ersetzbar durch Glieder:
(1) (HE Ho® [2" ey ((Hf ), B)y 5 (Hf)E)y, (Hf), -,
oder durch: ‘
(Hsf)n (f i) ]‘;)‘2’ (el")ll P k: f K2

Da auch H, als ein Aggregat von Functionaldeterminanten dar-
gestellt ist, so besteht auch- 7, aus lauter zerfallenden Gliedern und
es 1st 7% mit (TA), und (TT), avszulassen. T} ist ersetzbar durch
die Glieder -

(Hf) (HRY H fo7, (Hf)ok)y, (Hf), k), (Hf)E), (Hf); &,
oder durch:
(Hifdy (Fis k) OR)y, (pk), (f-k, By, £ -

Beriicksichtigen wir den gefundenen Werth von H,, so gehen

diese iiber in:

1) i+, (Ok), (pk), fi k.
Analog nehmen die zu 7T, gehdrigen Formen die Gestalt an:
(2) HJf; Hﬂi; f'i:n fklz, elap'k‘

Hieraus folgt zuniichst der Wegfall von 7, und aller Formen mit
dem symbolischen Factor (T'k)4.

Nach Formel (2) § 2. ist aber (TA), ersetzbar durch (7}%), und
(T,F);- Das letzte Glied enthilt den Factor (T%)%, ist also nicht zu
beriicksichtigen. Das erste liefert nach vorstehender Formel (2) Glieder

von der Form
H4 ' f?’ [(H4f)] k]u (H4f)2 - k,
H - fy [(HEYEL, (Hf)-k

fz'ig, G, .P,F,

und Formen
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ist also auszulassen mit (TA)*‘,' Nach Formel (2) § 2. ist
(T8), = — 2(Ty R + 5 (TR}

Das letzte Glied ist wegzulassen, das erste ist dquivalent mit
Gliedern von der Form:
[(Hy ), B, [(H, oy k1 Hes - f, H - fiss [y 4

und Formen
0, P und F.

Die beiden ersten Klammergrissen

(Hf )+ und (H,f)'+

geben:
(1) (Hf) (fky und (Hf) (HE,
d. L
1 (TEY, (i -f, kP, (O, (pk), und I,
(2) (Hf) (fk)" wnd (HF)? (HEy*
d. i
l (- fy k), (Ok)y, P und F,
(3) (Hf) (1) und (Hf)* (HE),
d. i

(0k),, P und F.

Mithin ist (T'A), #quivalent mit einem Aggregat von Formen

(Tk) - Q, Vormen ©, P, K, F, (fn-:is-m), (Hrs-f), (H-fi, a)-
Berticksichtigen wir die fiir H; gewonnene Form, so liefert (Hy 3- #°)

wieder zerfallende Formen und schon vorhandene ©, P u. s. ww.

((TA) ) giebt deshalb nur durch [H - f4,5, A} etwas wesentlich Neve s .
Diese Ueberschiebung liefert (HAY - fi,s und das Glied

(HS) B (FE? (FE) ke, AY
Nun ist aber einmal (Hf) (fk%)7 = (Tk®)" + q(Hf), kD)® + - - -
und ferner (Hf) (17 = () ((K)® (Hf) + (fR(fK) - H. Mit-
hin ist auch das zu untersuchende Glied von der alten Form. Fis

ist also auch jedes Glied mit dem symbolischen Factor (7A), auszwa—
lassen. Iu Folge der sich aus (3) § 8. ergebenden Relationen:

(TT) + 5 O I = — [(RT), A — £ (R T)*A),,
(TTY + 5 COT), = [(RT) AP 4+ -2 (R T) AL,
(T = — (kT4 — 2 [(kT),4],

ergiebt sich, dass (7'T), und (L'T)* aus denselben Griinden wie (TQ)3
und (7A), wegzulassen sind. (7'T), liefert ausser wegzulassend e
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Gliedern [(H, f)t*+, AP~ und H - fis. Man folgert daher wie oben
bei (T'A),, dass (I'T); aus einem Aggregat von Formen

0, P K, F(fuin)
und

(HAY - fra

besteht und daher auch jedes Glied mit dem symbolischen Iactor
(IT)® auszulassen ist.
Diese Untersuchungen wiederholen sich fiir alle Ueberschiebungen

von S = (H3),.

§ 5.

Ueberschishungen von ©.

Aus 6%716) (6 21 720) (6 6 g) ergeben sich die Relationen:

(1) 9,+p1+§1~6ﬂ~k=(7‘5i)+-‘—f3-i

@) protagfi =)+ 5 (R + -

(3) chok=(f"% i)3+(/1i)?+55<ﬁz'i).+;(,f"-i-
Aus der Polarenbildung

8y /3
at kb ke = 2 EI?S (z) (ak 3—i (TY)

ergiebt sich ferner
(@) —fdy =y iy — 20y, i) g (i) — 5 fy s
Hieraus erhilt man successive:
ki =8(f 0 — (i F oy fr b
I Sp 4 i b —F i =3(fi)y — 5 fr- 5,
1L. 30, + g fy k-t friy=f5.
Mithin ist ©, wegeulassen und (©T ),

Aus (6 ;5 ]f> R 6 é g) , (6 ?i Zg) ) (6 ’6 i’) , sowie der Polarenentwicke-

lang a,8 - k,* ergeben sich die Relationen :
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O+ S04 o ()], 4 o (fideh = (Fint+ 5 Foy
Pt [(%R]+ 3 (F)ck= (Fdat 5 (Fiht g5 avd
[y} + 5 (Fho = (Filt o (et 5 (ot s fey

(k= (Flo) et 5 (Fddst 22 (ot g (Fsd)i gag fard
fiv = (FRa)— 3 (fidst 5 (e T2 (it —Fi.
Hieraus erhidlt man successive:

(fi)gb—Friy = 4 fii)y— 2 £y 2(f)— o f .

(FO)), (1) bty = 8(F)s — L) o o,
6p, + 2[( i) K]+ 15 (F)gh—F iy = A(f)— 5 o,
40, 1 [(fi)sH], iy ={yi;

oder durch Einsetzung von (f%), = % fi und Entwickelung von (fi%),:

11 493=f4.z’—f-z‘4—~%$({%fz-k——;—fA).

Es ist mithin 6,, (64), (6T); und (pA), (pT), auszulassen.

Man kann.aber (6A), d:i. ©” und ©” wie p” analog entwickeln,
und mithin sind auch 0", ©” fortfallend.

Zur Bildung von (©k), haben wir aus:
(bir): 55%), (635)- 619), (668)
und der Polarentwickelung

fi7 f, byt _
O, + 21, + 33 (K], + 1 [(F5)' K], + o5 (1) & = (f,9),
2y SR, + 2 DR 4 5 (Fir - b= (f), + 5 (i
[(F)OR), + [(FAR), + o (F*+ b = (fo0)s + = (fyihs + 7 (fid)s
[(Fiy By 4 5 (F3) - k= (£ + 5 (Fadds + 5 (foi)y + 35 (fiir
(Fi)* - komm (F - by ) + 5 (Fi) + 13 (i + 5 (i) + 15 (fudds
— Gufh=(f T i)y — 5 (hd + 1g (fadde — 5 (foids + 15 (Fuds

Aus diesen erhilt man successive:
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(Fi)s - b+ Gy = 4ChD, — § (foids + 5 (e — 2 (i
LD, + (i) - T — o)y = 6(fadds + 5 (B + 2 (£4),,
6L/ KL, + 21 8], + § (f3) - & 4 Gy = 4(hih + 5 (i),
4p, + |y [FVE), — (f), = (f,d); »
20, + 33 [(Fi)'Kl, + 5 (i - b+ Gl = (i) -
Ersetzt man (fi)* und (f3)> resp. durch , f, und — 3 fy und beriick-
sichtigt die aus (6 x ;) folgende Relation:
(k) =% () + 5 fa

su geht die Gleichung fir ©, iber in:

20, + oo () — (g fys - ko 4 Guf)y — (f1), = 0.
Es ist daher nicht nur ©, sondern auch p, Functionaldeterminante,

wonach also (9,4), (©,8), (pA), und (pT), auszulassen sind, Wir
konnen endlich auch sagen, ©, ist bis auf p, und Formen F durch

/4t); oder (i,f), darstellbar. Ebenso ist p,, was aus f@f" oder
4t ol 4 042,

27 6)(4) AR ) fort folgt, durch F F
(13 [(f3)* k|1 = (f,¢), sofort folgt, durch Formen F aus-
driickbar und (fi7), oder (4,f)% Aus

(0’5 1)’ (6‘132)’ 6"33) (oaféi)
folgt aber (f; = ¢ gesetzt):
(£ B + 5 LAPR) + G (3 — (i) + 5 04,
[(Fiy R + 5 (R = (@i + (@) + 5954,
(b= (9 iy i+ 5 @i+ 5 (i) + 2 @y -6
— @ fy={(k- g, ), “%(‘P]i)z‘l‘% (‘Pﬂ')l'—';“‘}"s'i

Hieraus ergeben sich der Reihe nach die Gleichungen:
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(P& - b4 @iy =3 (9,0), + = 9y - i,
@ik + & (907 -k — 9 - iy = B (i), + + 0, - 4,
(i)' El, + & [(Q02k], + 5 (@02 -k @iy =g - i

BEs ist daher (©,k), durch Kormen P, F und zerfallendende Glieder

ausdriickbar, mithin wegzulassen.  Dieselbe Entwickelung ist fiir
(04k), und (B A), mdglich.

Endiich findet man aus
otk oik o1tk i k ko .
(03 1)’ (O 2 2)’ 01 3)’ (30 4)’ (O O?i)

. 21 . 7 . . R .
((@)'k); + 15 (@2k), + ¢ (p9)* k), + g‘ (pi)s- k= (p32) +%9’4"‘:
(@028), + + (@), + = (@D - T = (9, + (93 + 5 Pa- 1

. 5 . . . . . .
(@i°k), + + (@0t - k= (p9); + ‘Z— (Pa2)y + I% (Py0 + ’i‘ Py 7y
(@) To= (9 -k 8y + 2@t o (9y0) + 5 (Psd)s + 5 P11
. . . 1 . 4 . .
oo = (p-ki)y — 2t -72- (@p1); — 5 (@32)y +‘;‘ ' Z
Hieraus ergiebt sich successive:

(pi)y - h— iy - @ = 4(pyily + 5 (g51),

7T, . . . . ) )
3 (o) - b+ 2(9i)Pk)y + 3 - @ = 6 (@y0), + 2(39) + @4 - 4,
41, . : L . . .
1@, B 5(piPR)y 4 6(@ R, — iy 9 =4(gy D1+ -4,
23, . . 12, . . . .
4‘2’(9”")4 k4 2((97)° k), + ?;((93?)27‘7)2 + 4@k 44 9=, - 1.
Wegen (gi); = (ak)* (a?)® a, 1,° und (fi); = —,1(—]’1 u. s. w, ist mithin
(©,k), durch Formen F, P und zerfallende Formen darstellbar. Die-
selbe Entwickelung ist fir (©4%);, (OrA); (044); mdglich. Zugleich
folgt hieraus, dass von Formen F' und zerfallenden Formen abgesehen
(p, %), durch Functionaldeterminanten ersetzbar ist. Es ist also auch
(ps D), (0, T), und ebenso (psA), und (psT), iiberfllissig.

Die 4. Relation (2) § 2. bedingt nunmehr auch das Fortfallen von
(O A),; denn das letzte Glied liefert nach Obigem nur wegzulassende
Formen. (0,%), ergiebt aber ausser Kormen F':(f;-%,%); und

(f - 4, k);. Entwickeln wir aber fi,* ¢,° i,° oder 4! ;7 fz° und ersetzen
in dem Resultat die y durch %, so erhalten wir:
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fo-ig= (/a0 k],
. (%], [ fi* 6]y, (F0)? - &,
d. h. es ist

(Fr i,k = f, - 6, + (@1 + (.8, + P4 F.

Dasselbe ergiebt sich fiir (4, . f, k), aus der zweiten Darstellung von
0,, woraus die Ueberfliissigkeit von (©4) ohne Weiteres folgt. Ebenso
liefert: (@T),, (OT);, (OT), ausser zerfallenden Formen resp.: (9, A),
und (0,4), (0;A), und (0,4A),, (0,4), und (0,A); oder mit Hinzu-
ziehung des Ausdruckes fiir ©, und Hinweglassung von Formen P
und F nur die schon untersuchten:

(0,4), (0,4), (0,4),.

Mithin sind auch alle Formen (©T)¢ auszulassen,
Nach Analogie der Entwickelung von (Hjk); erhdlt man aus:

(052, (85). (i) (13

die Gleichung:

und Glieder

169

199 (G0 + L GAPRRY, 4 () = — o Gufi)-

s ist also (p,k); bis auf Formen I Functionaldeterminante und
mithin (p,A), und (p,T), auszulassen und mit diesen (psA),, [psT];.

Verbindet man hiemit noch die aus (67;’* i”) resultirende Gleichung:

(@0, + (@R B + 5 (GFPR), + 55 GF 1R, = Gufis

so ergiebt sich, dass auch (O,%), auf Formen P und F' zuriick-
zufithren und mithin auszulassen ist. Dieselbe Entwickelung ist auch
fiir (©,A), moglich, und da auch schon (0T); als hinwegfallend er-
kannt ist und alle htheren Ueberschiebungen von @ sich aus (%),
(0,A), und O resultiren, so folgt sofort die Ueberfliissigkeit aller
weiteren Formen ©.

Hieran schliesst sich noch die Betrachtung der restirenden For-
men P. Da p, durch (f,¢)? und Formen F ersetzbar ist, so wird p,
gleich einem Aggregat von Kormen:

[(F29)? (GR)! [ 4a®], [(F30)% B [(Fed)% Bl
da aber die beiden letzten die symbolischen Factoren (@7)® und (ai)?
besitzen, so ist p; durch (f,¢,)* ersetzbar.

fii, k ot & fi t ki f . -
Aus (d y) (13 (o 4) und (g % i)\erhalt man:
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(f4 =0, 7;4 = 1!1),
(A H+ [ R+ 5 (L) k= (@¥)+  (9¥)+ 5 9409,

(FaP R+ 5 i) b= (9 8);  + o (9aw)s+ 15 (939 + 1 91,
itk =(p-k 0l + 200) + 7 @20+ 5 @9)+ 5 -4
Voo =[okv,— (p¥) +g(9’2¢)3“‘“§‘<9’3¢)1+%%'¢;

und hieraus sofort durch Elimination der Glieder auf der rechten Seite

6{(Fy2)? k), + 2[(F,23k], + (Fiid* b — oy - [y =4(p3¥), + @, 9.
Es ist mithin (pgk), bis auf auszulassende und zerfallende Formen
Funectionaldeterminante. Hs fillt daher

(psB)y (psT), und (pasD)y (PaaT),
aus demselben Grunde aus.

§ 6.
Entwickelung von p,.

Aus (g é 5{ ) ({)]gg erbilt man mit Bentitzung der Relationen

zwischen den Formen 3. Gerades:

— (s + 5 (faf =4 (D5 + o5 s

und
D+ > (il = 5 A+ 4k
oder
g (=5 A+ Gin+ 5 i+ ;- Ab
oder

6

(Fuf)s = 2 A + o2 (i) + o5 14 + o5 4.
Aus (6 IZ i) erhilt man aber auch:

, 12
(i) =i+ = A+ 4 Ak
und endlich:
(29)g =-7—z4+~4%A——§16Ak.
Ebenso ist

(si)y = (@D} (@)t i)t = () = — i (), + o5 4°
T O P
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also

Nun folgt aus (2) é g)
S LGirL+ 3 G0 == LA i+ 5 il — 2 [ropaly
B (Pl + 4 B i

Da aber aus (f é g) die Relation sich ergiebt:

<

[(Fi)3ily = — 5 [(fiyily — 5 (il — = [(F)0ih + gy B,
so geht die vorhergehende iiber in:
3160l 4 + G050 = B A —[(FPil+ T (il 15 B

Ersetzen wir hierin die (f3)* durch /, auf bekannte Weise, so wird
sie zu:

2GR, + - Gilf = — = (fi) + - AU+ 7 (hids
+ o (fudh + 55 Bi-

Beriicksichtigen wir aber die beiden aus (6 Zi 5) und (’(l)lé ?t) folgen-

den Relationen:
Uiy + oy + = (R = [(F) ], + [(FPR) 4 + (ForR,
(Foih + & (Fiid = [(FFR) + 5 [ + § (PR + g5 (1R,
so geht sie iiber in die Form:
[ ) + 5 GDef — 5 A(fi)4 — 5 Bi— »2% [(F)s )y
— 2 (i), — B (iR, — g5 (b= — g (i

Setzen wir hierin die oben gefundenen Werthe flir (¢4), und (¢4)g, 80
erhalten wir eine Relation zwischen

(i ud Gl
85Ty 4 o ([A) — - Cf — 5 Bi— 3 (9" — 5 UFi)'H,

— B gkl — D (0 — gy Al g A=~ 5 L (faie-
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Combiniren wir aber die beiden aus (6{; Z) und ({)21575) resultiren-

den Formeln:

Py — 2[(Fif K]y + 5 [(Fiy k], — 5 [FPR) + Jy (i - =G,
und

P+ 2[E) 4 = [k, + < [(F°k) + & (F°k = (fii,

so erhalten wir eine zweite Relation zwischen (i,f), und (f,4),

(Fiiy = Gal)o + ALFPRL + 5 [(FOPR], -
Berechnen wir hieraus (4,f), und setzen diesen Werth in die erste
der vorstehenden Darstellungen von p, ein, so wird endlich:

8 4 . 1 . 13 .

Py =— 35 (&) + 5 O+ 5 Bi'f‘gl’g,Afz—"#)A?f
0 o 106 ., 4. 82 . .
+ 5 (FPRL + g5 (F* Rl + g5 L7 4 453 (F°E

Es ist hiermit der Nachweis geliefert, dass p, als ein Aggregat von
zerfallenden Formen und Formen F dargestellt werden kann.

Bei einer schliesslichen Darstellung von p, durch andere Formen
des vollstindigen Systems wire [(fO)%kls, [(fD)*k]y, [(FO°k), (fe)
resp. durch:

T (hK)sy — 55 (BRh + 55 Afy — 1 (BB ]
7 1vJs 2 35 2072 30 22 7 3Ny 4 4
zn ersetzen. Die hier auftretenden Ausdriicke (fik);, (£2%),, (F3k)

ergeben sich leicht aus (75 ’; ]g) (/8 gg) (75 é ;c) in der Form

(Fik) = o5 ik — w5 CF,
(ol = = fy b — o O = 2 (fA),
(k) = = fih — + Cf — o (f Ay

so dass endlich p, als Aggregat der Formen
", fy - k, Cf, Bi, Af,, 4*f ~

erscheint.
Es sind also auch alle Formen mit dem symbolischen Factor
(pk)* auszulassen. Es bleiben mithin von Unterschiebungen mit p:

» ]
Diy D2y D3 pm’ b4, .pg, Paaq, _pgd) p:l’//: Paa4d,
(pT)y Ty 0Ty (BaT)y (P T (24 Vg, (Paa Ty (paaT)y
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§ 7.
Ueberschiebungen von Producten P, == f= . H% . T . 4% . @% . S% . p&
iiber Producte P = k¥ « Af:. T,
Jede Ueberschiebung von der Form:
| By, £TI® und [, ATIe

ist auszulassen, da sie ein zerfallendes Glied von der Form f,.(HT)®* I
enthilt. Es ist ferner jede Ueberschiebung

(B, k2 - PJes | By, RA - DR [Py, AP0

iiberflissig, sobald P, den wirklichen lfactor /' oder i enthilt, da ein
Theil der Ueberschiebung eine Invariante von der Form f;;, 44 u. s. w.
zum Factor hat. Die Ueberschiebuugen:

[Py, B2TJe, [By, kAT, [Py, AT

fallen aus: weil man T und den anderen Faetor von /) auf zwei ver-
schiedene actoren von P, vertheilen kann und man hierdurch einen
zerfallenden Theil erhilt. Alle Ueberschiebungen:

[P, P Pe; [Py, LPA PJe u. s w.

{allen aus, sobald P; H oder p zum Factor hat. Ks bleiben daher
pur Ueberschiebungen von der Form:

[G“x . _’["1'1 . Su", 'k](‘

zu untersuchen. Wegen der Ordnung der Covarianten O, 718, S8

und der Zahlengleichengleichungen 14=2.41+6 und 18=3.44-6
enthalten diese aber stets ein zerfallendes Glied, sobald F; den Factor
T.% enthdlt: Es bleiben daher nur Ueberschiebungen von der Form

[em . Teaa . Sa:, ki Aﬁl]e

iibrig, oder wegen der Zahlengleichungen 2 . 14 =17-4, 2. 18=4-9
und 14 4 18 =4 - 8 nur die Ueberschiebungen:

[0Y, Pie, [0, Pie, (T2, Pil¢ u s. w.

Nun ist aber nach Clebsch’s ,,Biniiren Formen® pag. 119
0= — 5 [H-—2p-f i+ (if-F].

Es fihrt also {2 PiJe von schon untersuchten Ueberschiebungen ab-
gesehen auf: [(¢7), - /% Pile. Eine Abziblung ergiebt aber, dass (v7),
durch die Formen: H,, [ f,, A - H, ki linear dargestellt werden kann,

Mathematische Annalen. XVII, 4
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also [(43),12 Px)¢ durch [H,, Pije, [f-f,, Px]e, [A H, Pi]¢ und [k-, Pie
ausdriickbar ist. Wir konnen nun nicht direct sagen , dass auch diese
durch Theile ersetzt werden diirfen, da sie nicht in dem Schema
[P;, Pe enthalten sind. Die dritte ist allerdings in diesem Schema
enthalten; die anderen konnen aber durch Ueberschiebungen von der
Form

[H) Pyle (% Pk] : 7, Pk.lel
ersetzt werden und sind mit diesen auszulassen. (Vergleiche Clebsch
pag. 276.]
Es ist ferner
I = — 5 (HH), - [*— 2(H[) - H - f + H),
und da

. . . 5 .,
(HH), = mpf + m, - Hi 4 myf*k, (Hf), = %9 tf
ist, so fithrt [7'2, P;)¢ auf frithere Producteniiberschiebungen und [f2.k, P;)¢
zuriick; aber auch das letztere ist durch Formen [f? P.le darstellbar.
Ebenso ist
8t = — L [(HH), i — 2(Hi)* Hi + (i) HY]

auszulassen, da

(Hi)® = myf - f, + my it + my HE 4 m, Af?

ist.
Analog erhilt man:

1

0 - T— — - [(HfRif — HY% — (Hip - 1* + pfH],

.

-8 = — o [(Hfy i — piH - (H) - fi - Gi), f - 1],
1

§T=—,

-[(HH), - fi — (H),fH — (Hf", Hi 4 p H*];

und beweist dann analog dem Obigen auch die Auslassharkeit der
Ueberschiebungen dieser Producte iiber Py

§ 8.
Aufstellung des vollen Systems.

Wir konnen nunmehr zur Aufstellung des vollen Systems schreiten,
womit natiirlich nicht gesagt ist, dass auch unter den restirenden For-
men eine oder die andere auszulassen ist,
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1. Formen 1. Grades: f.

2. Formen 2. Grades: H, ¢, k, A.

3. Formen 3. Grades: ©, p, T, B, f;, foy I35, [y

4. Formen 4. Grades: S, &, H,, H,, H,, i, i,, 4, 1,, C.

5. Formen 5. Grades: ©,, py, Py, Py fi1y s foss bors 1517575 Fa
6. Formcn 6. Grades: T, D, ?;k,ly ’l'k,g, ik,3, Z.LJ, HW, HA, 2.', ’I:", ’&.m., Z.d.
1. Formen 7. Grades: 9", pa, i, &, ¥, fra, (f TP, (=0 bisi =4),
8. Formen 8. Grades: &, &'y @y txa, (HT)+, (T,

9, Formen 9. Grades: (pTy+, (LTPH, foy, [0, 14y Faa

10. Formen 10. Grades: (& TPY, Hi', Hy,, iy, t4, i4, t44.

i==0,1=1
11. Formen 11. Grades: p4, paa, (f1T)3, (f4 )L
12. Formen 12. Grades: (H, Ty, (i4T)3, (i4T)4
13. Formen 13. Grades: (p,T)*+.
14. Formen 14. Grades: HA;IJ, HL}'Z;, Hddz1~
15. Formen 15. Grades: pliy, pAd4, Das.
16. Formen 16. Grades: (H 4T);, (HaaT),.

17. Formen 17. Grades: (pasT)s, (paaT),-*)
Darmstadt, Februar 1880.

*) Apm. der Red. Dem Herrn Verf. sind die neueren Untersuchungen
Sylvester’s Uber vollstindige Formensysteme unzuginglich gewesen, In einer
auf p. 223 des zweiten Bandes des American Journal of Mathematics abgedruckten
Tabelle giebt Sylvester die Zahl der Grundformen des zur biniren Form 8. Ord-
nung gehirigen Systems aunf 70, ausserdem Grad und Ordnung der Grundformen
an. Es wird eine wichtige und dankenswerthe Aufgabe sein, die von Herrn
v. Gall entwickelten Ueberlegungen 80 weit auszubilden, dass sie mit diesen An-
gaben tbereinstimmen. [Juni 1880.]
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