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Uber den Aufbau der transfiniten Arithmetik.

Von

ErxsT JacomssTHAL 1In Berlin.

-

Yorwort.

Die Begriindung der arithmetischen REigenschaften der transfiniten
Ordnungszahlen ist von Georg Cantor auf einem nicht vollig einheit-
lichen Wege gegeben worden.*) Die Addition und Multiplikation und
die Gesetze, denen diese beiden Operationen unterworfen sind, stiitzt
Cantor auf mengentheoretische Verkntipfungen. Es wird zuriickgegangen
auf die Definition der Ordnungszahlen durch wohlgeordnete Mengen; zwei
oder mehr derartige Mengen werden nach bestimmten Regeln komponiert,
und die Ordnungszahl der resultierenden wohlgeordneten Menge wird als
die Summe oder das Produkt der den Komponenten entsprechenden Ord-
nungszahlen bezeichnet.

Um den Potenzbegriff zu erhalten, hat Cantor einen anderen Weg
eingeschlagen; es ist das — kurz gesprochen — der Weg der transfiniten
Induktion.

Beide Methoden haben ihre Vorstige. Da die erste Methode aus der-
jenigen Quelle schopft, aus der sowohl der Ordinalzahl- als auch der
Kardinalzahlbegriff flieBt, so ist sie besonders geeignet, die Eigenschaften
der Ordinalzahlen nutzbar zu machen fiir Fragen, die die Kardinalzahlen
betreffen. So hat F. Hausdorff den Potenzbegriff nach der ersten Methode
definiert**) und G. Hessenberg aus dieser Definition einen auBlerordent-
lich kurzen und einfachen Beweis des Satzes iiber die Multiplikation
zweier Alefs abgeleitet, **¥)

*) G. Cantor, Beitrfige zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre, Math.
Ann. Bd. 49.

**) F. Hausdorff: 1) Berichte der Math.-Phys. Klasse der kgl. Sichs. Gesellschaft
der Wissenschaften zu Leipzig. Bd. LVIIIL, 26. II. 1906. Untersuchungen tiber Ordnungs-
typen, I. Die Potenzen von Ordnungstypen. 2) Math. Ann., Bd. 65. Grundziige einer
Theorie der geordneten Mengen.

**% (r. Hessenberg: Potenzen transfiniter Ordnungszahlen. Jahresberichte der
Deutschen Mathem.-Vereinigung, Bd. 16. Heft 2. Wir zitieren diese Arbeit mit: P.t. O,
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Dagegen hat die zweite Methode, die einen mehr arithmetisch-funk-
tionalen Charakter zeigt, den Vorzug, die den Operationen wesentlichen
Eigenschaften zum Zwecke der Definition an die Spitze zu stellen und
deuntlich die arithmetischen Voraussetzungen hervortreten zu lassen, die
den Operationen und ihren Gesetzen zugrunde liegen. Und vor allem
zeigt sich, daf man bei diesem Verfahren eine ganze Reihe analoger
Sitze iiber Summen, Produkte und Potenzen von Ordnungszahlen auf
allgemeiner funktionaler Grundlage mit einem Schlage beweisen und da-
durch zugleich die eigentlichen Quellen und Voraussetzungen dieser Sitze
und den Grund dieser Analogien kennen lernen kann. Ein sehr wesent-
licher Vorteil des induktiven Defipitionsverfahrens scheint mir aber auch
darin zu liegen, daB es leicht ist, mit Hilfe dieses Verfahrens zu Opera-
tionen oder Funktionen mit vorgeschriehenen Kigenschaften zu gelangen.

Diese Methode setzt nur die beiden folgenden Sétze tiber Ordnungs-
zahlen voraus:

A) Jede Menge¥) von Ordnungszahlen ist wohlgeordnet.

B) Zu jeder Menge von Ordnungszahlen o gibt es eine Zahl w, die fiir
jedes dieser « die Bedingung u > e« erfiillt.

Nach A) gibt es dann ein kleinstes derartiges u, das wir mit « be-
zeichnen. G(ibt es unter den gegebenen Zahlen o« keine grdBte, dann hat
« keine unmittelbar vorhergehende Zahl, und o heilt dann der Limes der
Zahlen «, in Zeichen: w=1lim ¢. Diese Limeszahl « erfillt die beiden
charakteristischen Bedingungen:

a) Wenn fir eine Zahl B jedes o kleiner als 8, d. h. wenn o < B ist,
dann ist o < .

b) Wenn B <« ist, dann gibt es ein «, so daf} B <o <w ist

Den Limes der endlichen Zahlen 0, 1, 2, 3, - - - bezeichnet man mit o *¥);
diese Zahl ist die erste Limeszahl.

Im folgenden wird viel benutzt der Satz von der transfiniter Induktion.
Er lautet®**): Wenn eine Behauptung ¢(e) folgenden Bedingungen geniigt:

1) @(«) ist richtig fiir « = g,
2) aus der Richtigkeit von ¢ (a) fiir jedes der Bedingung # <o < ¢’
gentigende « folgt auch die Richtigkeit von ¢(«),
so st (&) fiir jedes o > f richiig.

*) Wir legen den von Zermelo eingefiihrten Mengenbegriff zugrunde. Math.
Annalen, Bd. 65: Untersuchungen tiber die Grundlagen der Mengenlehre. I.

#*) Transfinite Zahlen bezeichnen wir mit griechischen, endliche Zahlen mit
lateinischen Buchstaben.

##) Man vgl. G. Cantor, L. ¢. pag. 281f, F. Hausdorff, pr. 1. c. pag. 127 f. und
A. Schoenflies: Die Entwicklung der Lehre von den Punktmannigfaltigkeiten.
Jahresberichte der Deutschen Mathem.-Vereinigung, Bd. 8. pag. 45.
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D?nn gibe es Zah}en o> B, fir die ¢(«) falsch wire, so gibe es
unter ihnen nach A) eine kleinste Zahl «. Es wire also ¢(e) falsch
aber @ () richtig fir jedes der Bedingung 8 <« < o gentigende o D,
das 2) widerstreitet, muB ¢{«) richtig sein fiir jedes o > ﬁ,b S

Mit Hilfe dieses Satzes von der transfiniten Induktion werden in §1
Operationen oder Funktionen zweier Variabeln definiert, unter denen als
ganz spezielle Fille die Addition, Multiplikation und Potenzierung ent-
halten sind. Der Verlauf dieser Funktionen 1iBt sich durch Aufstellun
von Ungleichungen in gewisser Weise beschreiben; es zeigt sich, daB fﬁ%
jede derartige Operation gewisse Zahlen — Hauptzahlen der Funktion nennen
wir sie — von hervorragender Bedeutung sind, die das eigentiimliche Ver-
halten dieser Funktionen charakterisieren und deren Studium fir die
Untersuchung der Funktionen wichtig ist. Doch will ich an dieser Stelle
keine Einzelbeiten hervorheben. — In den folgenden Paragraphen*) werden
speziell die Addition, die Multiplikation und Potenzierung als Anwendung
der allgemeinen Prinzipien behandelt. Von den hier sich bietenden
Spezialfragen erwiihne ich nur die, die sich auf den Begriff der Primzahl
und auf die Divisoren und Vielfachen gegebener Zahlen beziehen; gerade
fir diese Fragen sind die Untersuchungen wichtig, die die oben erwithnten
Hauptzahlen betreffen. Hs zeigt sich, daB unter allen betrachteten Opera-
tionen die Addition eine ausgezeichnete Stellung einnimmt. Ist die end-
liche Zahlentheorie multiplikativer Art, so sind es im Bereich der trans-
finiten Zahlen die additiven Gtesetze, denen eine entsprechende Bedeutung
zukommt. Diese Vollkommenheit und durchsichtige GesetzmiBigkeit tritt
bei den multiplikativen Formeln nicht immer auf. ¥s liegt das zum Teil
an der Ungiiltigkeit des kommutativen Gesetzes; die Vollkommenheit der
additiven Gesetze wird, trotzdem auch hier das kommutative Prinzip nicht
gilt, gewshrleistet durch die charakteristische Eigenschaft der additiven
Hauptzahlen, fir die additive Operation Primzahlen zu sein.

§ 1.
Funktionen transfiniter Variabeln.

Bedeutet o eine beliebige Ordnungszahl, dann bezeichnen wir die auf

¢ unmittelbar folgende Zahl mit s(«).
Es sei nun §, eine bestimmte Ordnungszahl und jeder Ordnungszsh%
« > f, sei eine eindeutig bestimmte Ordnungszahl zugeordnet, d. h. es sei

*) § 3 enthillt als Fortsetzung von § 1 allgemeine Untersuchungen; die in § 2
entwickelte Addition wird hier benutzt, und es zeigt sich, daB sie allen anderen
Funktionen gegeniiber eine besondere Stellung einnimut.

10*
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eine Funktion w(«) gegeben, die fiir jeden Wert o> f3, eindeutig definiert
sei, wobei die Funktionswerte wieder Ordnungszahlen sind; w(«) besitze
die Eigenschaft, bestindig zu wachsen; es gelte also stets:

(a) ous «>o > B, folge w(a)>w(d).

Unter dieser Voraussetzung kann (&) nach unten hin abgeschitzt werden.
Denn es gilt

Satz 1. Bedeutet A, die kleinste nicht unterhalb B, gelegene Zahl, fiir
die w(hy) = A, ist, dann st w(e) =« fiin jedes der Bedingung a2 i,
gentigende o.

Dieser Satz ist evident fiir die Funktion w(e) = s(«), da ja s(a) > «
ist fir e >0. In § 2 benutzen wir nun gerade diese Funktion w()=s(a).
Also sind alle Folgerungen, die wir aus I ziehen, fiir den Inhalt von § 2
als bindend anzusechen. Es wird I in seiner Allgemeinheit erst hinterher
mit den in § 2 entwickelten Hilfsmitteln bewiesen werden. — Wir kénnen
hier jedenfalls ohne Schwierigkeit einen Teil von I beweisen, némlich
folgendes: ist fiir eine Zabl &> f, die Ungleichung w(§) > § erfillt,
dann ist w(e) > « fiir jedes « >&.

Nach dem Satz von der transfiniten Induktion ist nur zu zeigen, daf
w(e) > o ist, falls fir jedes der Beziehung o« >« > £ gentigende «
stets w(e) > « ist. Ist nun o keine Limeszahl, d. h. ¢ =s(a”)>a" >,
dann ist w(«”) > «”, also nach (a):

w(e)>w(e) =>¢’, d h we)>s()=2d.
Ist aber « Limeszahl, dann besitzt wegen (a) die Zahlenfolge w(«)
(<L a<¢) einen Limes & und da nach (a) w(e) >w(«) ist, so ist
w(e') = &; andererseits ist nach Voraussetzung fiir jedes dieser « auch
w(a) > e, also @ =lim w(e) 2lim ¢« = o/. Somit ist w(e) > & > o'

a<o
Aus diesem Beweise geht hervor, daBl es, um I in seinem ganzen

Umfange zu beweisen, nur noch nétig ist, die Kxistenz emer Zahl §
nachzuweisen, die der Beziehung w(§) > & geniigt. Das wird eben spiter
nachgeholt werden.

Um nun unsere Funktionen zweier Variabeln definieren zu kénnen,
miissgn wir auBer w(«) noch eine Funktion zweier Variabeln, die eine
einfache Eigenschaft hat, als gegeben annehmen.

Es sei g(&, n) eine fiir £ > &), n >, eindeutig erklirte Funktion
von £ und u; es besitze g(&,n) die Eigenschaft, bestindig grofer als das
erste Argument & zu sein, in Zeichen:

(b) es sei g(&,m) > & fiir jedes Wertepaar &E=>E&, 1227,

Eine solche Funktion ist speuiell g(&,%)=s(§) (§,=7,=0), die
von % gar micht abhingt.

Aus Satz I folgt, daB fiir & > max (§;, 4,) stets w(«) > « > §, ist.
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Es werde nun unter den Zahlen « > max (3, 4,) die kleinste, die der
Beziehung w(«) > §, geniigt, mit 1 bezeichnet; die Zahl 1 ist also die
kleinste Zahl, die die beiden Bedingungen A= max (n,, 4,), w(i) =&,
zugleich erfullt.

Wir definieren nun eine Funktion f(«, ) mit Hilfe von w(«) und g(§, 9).

Satz IL*) Es gibt fiir den Variabiitiisbereich e« >1, B >1 der
Verdnderlichen o und f eine einzige, vollig bestimmie, eindeutige Funktion
f(e, B) mit folgenden Figenschaften:

(1) fle, 1) =w(e)™),
(2) (e, () = 9(fie, B), @),
(3) f(“; E) = 1i/§n f(‘x; ﬂ))

wenn B eine Limeseahl bedeutet, und (8 auf der rechien Seite der Gleichung (3)
alle Zahlen B < = lim B durchliuft.

Beweis. Nach (1) ist f(«, 1) fiir « > 1 eindeutig definiert und nach
Gleichung (2) und Voraussetzung (b) ist f(«, 2)=g(f(e, 1), ) > f(«, 1),
da ja @ > 4 ist und 2 derart bestimmt war, daB zugleich die Bedingungen
fle, 1) = w(e) > & und ¢ >1, erfillt sind. Nehmen wir nun an, die
Existenz der Funktion mit allen behaupteten Eigenschaften sei fiir den
Variabilitatsbereich ¢ > 1, 1 < 8 <<’ nachgewiesen, so ist nur noch zu
zeigen, daB die Funktion auch in dem Bereich ¢ > 1, 1 < < B existiert
und die verlangten Eigenschaften besitzt. Dann folgt nach dem Satz von
der transfiniten Induktion die Behauptung in ihrem ganzen Umfange.

Sei also ' erstens keine Limeszahl, d. h. " = s(”); dann ist f(e, 87)
erklirt, und nach (2) folgt: f(w, f) = g(f(e, "), «). Also ist auch f(«, 8
eindeutig erklirt. Ist aber ' eine Limeszahl, dann beachte man, daf aus
(2) und (b) in Verbindung mit (3) folgt: f(«, B) wichst bei konstantem e ™
zugleich mit 8. Also ist nach (3) auch f(«, ') eindeutig erklirt durch
die Gleichung f(«, #) = f(e, lim B) = lim f{(«, B).

Zugleich folgt aus dem Beweise, ﬁaﬁ fle, B) mit B zugleich wichst,
wenn « konstant bleibt. Diese wichtige Tatsache mit den sich daraus
unmittelbar ergebenden Folgerungen heben wir hervor durch

Satz IIL.  Ist o > A%*) und B> ' > 1, dann ist f(«, ) > f(«, B);
ist fle, B) > f(e, ), so ist umgekehrt > §'; aus f(e, B) = f(e, B folgt
B=p.

*) Wir schlieBen uns hier eng an G. Cantor an, l. ¢. pag 231f.

**) Es erweist sich im Hinblick auf die Anwendungen nicht als zweckmiBig,

f(e, 0) = w(«) zu setzen.

%) Das erste Argument von f wird in § 1 stets nicht unterhalb 4 angenommen,
falls nicht ausdriicklich das Gegenteil bemerkt wird.
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Die Gleichung (3) definiert f(«, ) fiir den Fall, daf B eine Limes-
zahl ist, durch eine Limesreihe, aber dabei werden alle Zahlen <8 be-
nutzt, Es ist aber, um zu f(e, f) zu gelangen, nur notig, irgend eine
Reihe zu benutzen, deren Limes die Zahl g ist. Es gilt némlich:

Satz IV. Sei eine Folge von Zaklen & mit B als Limes gegeben, danm
besteht die Gleichung f(«, B) = f(e, lim 0) = liam f(a, 9).

Beweis. Da >0 ist, so ist nach IIT auch f(&, B) > f(a, 9); also
ist f(e, B) > ¢, wenn ¢ die Zahl lim (e, &) begzeichnet. Die Behauptung

besagt: f(a, B) =6, also ist nur auws f(a, B) >0 ein Widerspruch zu

folgern. Sei also f(e, p) = lim f(«, B) > &, so folgt aus dem Begriff des
g<B
Limes die Existenz einer Zahl g’ < B, so daB f(e, ) > 6 ist, d. h. es ist

fla, ) >6= hm (e, 8) > f(a, 0) fiir jedes der gegebenen 0. Also ergibt

sich nach III: g > 8 und daher §/ >lim & = B, wihrend doch ' < § ist.
Der Wert von (e B) 148t nun nach unten hin zwei Abschitzungen zu,
je nach der Bevorzugung der Variabeln « oder f§:

Satz V. Es ist f(«, f) > «, wobei aber das Gleichheitszeichen nur
gilt, wenn zugleich o« = w(e) und =1 ist. — Ist «>0, dann ist (e, B) = B.
Fiir 4 =0 dst aber auch {(0, ) > B fir jedes tiberendliche f3.

Beweis. Wir beweisen den ersten Teil: Es ist f(«, 1) = w(e) > «;
fir > 1 folgt somit aus III: f(e, B) > f(«, 1) > «. Ist w(e)>e«, dann
ist aber auch noch f(&,1) > «. Also ist f(«, f) = « dann und nur dann,
wenn B =1 und w(e«) =« ist. — Der zweite Teil des Satzes folgt aus
III in Verbindung mit I. Es ist ndmlich f(«, 8) bei konstantem « eine
wachsende Funktion von B. Gibt es nun eine Zahl g, fiir die f(e, f) < f
ist, dann folgt aus dem Beweise von I, daf auch w(e) = f(«,1) <1 ist;
und da fiir « > 1 auch w(«) >« ist, so folgt: ¢ <1, d. h. « =0. Also
ist fir ¢ >0 stets f(«, 3) > . DaB aber fir 1 =0 auch f(0, g) > 8
ist, falls g > o ist, folgt aus I; denn (0, B) ist eine wachsende Funktion
von B und nach dem Beweise von I ergibt sich unsere Behauptung, wenn
wir nur wissen, daf f(0, 0) > @ ist. Diese Gleichung ist aber richtig, da
ja nach Deﬁmtlon f(0, o) eine Limeszahl, o aber die erste Limeszahl ist.

Ist 8 und « gegeben, so wird es im allgemeinen nicht mdglich sein,
zu entscheiden, ob die Gleichung B = f(e«, &) eine Wurzel £ hat oder
nicht. Gibt es eine solche Zahl §, so gibt es nur eine einzige, wie aus
III folgt; & ist dann eine durch « und B eindeutig bestimmte Zahl, eine
Funktion von « und B, und es gibt dann eine zu f inverse Operation,
die eindeutig ist. Es 148t sich aber im allgemeinen nicht entscheiden, fiir
welche Wertepaare «,  diese inverse Operation definiert ist. Ein Satz
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148t sich aber doch in dieser Richtung aussagen, der fiir die Addition die
vollige Entscheidung iiber die Auflosbarkeit der Gleichung B = f(e, §)
geben wird; fiir die Multiplikation liefert uns dieser Satz spater den
Euklidischen Algorithmus, und fiir die Potenzlehre werden wir aus ihm die
Entwicklung einer Zahl 8 nach Potenzen von o folgern. Unser Satz lautet:

Satz VI. Sei 8 gegeben und « eine der Bezichung w(«)< f geniigende
Zahl (= 1), dann existiert eine einzige wohlbestimmte Zahl & (> 1), so dof
die Bezichung f(o, s(&) > p > f(e, &) evfillt ist. Im allgemeinen ist &€ < B.
Nur fiir « =0 und endliches & kann &> f sein, also nur dann, wenn
=0, <o, E<o ist. Ist a >0, dann folgt aus & = B> f(a, ) = B,
dap B = f(a, B) ist

Beweis. Sei « > 4 eine Zahl, fiir die § > w(e) = f(a, 1) ist. Also
gibt es Zahlen £, fiir die f=>f(«, &) ist, und unsere Behauptung lautet
einfach dahin: Unter diesen Zahlen & gibt es eine grifite, Gibe es kein

groftes &, so sei & der Limes dieser Zahlen £, und aus f > f(a, £') folgt:
B>1lim f(e, &) =f(«, £), d. h. & wire eine der Zahlen &', deren Limes §

ist. Also kann £ nicht existieren. Die GroBen & besitzen somit ein
Maximum &, d. h. es ist f(a, s&) > B =f(«, ). DaB nur eine Zahl £
diesen Bedingungen geniigt, folgt leicht aus III. Nach V ist fiir « >0
stets f(a, £) =E, also ist §< B, wenn ¢>0 ist. Und da auch f(0,§)>¢
fir £ > o ist, so kann £ > § nur fiir ¢« =0 und ¢ < @ stattfinden. DaB
fir « >0 und § =g die Gleichung g = f(«, ) folgt, ergibt sich ebenfalls
aus V.

Ob es Wertepaare gibt, fiir die die Gleichung 8 = f(«, f) erfiillt ist,
wissen wir bis jetzt mnoch nicht; aber gerade diese Frage hingt mit
wichtigen Eigenschaften von f zusammen, die wir noch kennen lernen
werden. Gerade weil fiir die Funktion f(e, ) die Variabeln « und g ver-
schiedene Rollen spieléﬁ“’(bexgits bei der Definition von f), treten diese
Eigenschaften auf Diese Verschiedenartigkeit zeigt sich ja auch in
Satz V: im allgemeinen ist f(e, ) > «, dagegen f(e, ) = B; wir werden
gerade sehen, daB es stets Zahlen g gibt, fir die f(«, f) = ist. Aber
auch in III zeigt sich der Unterschied der Variabeln: f(«, ) wichst bei
konstantem « mit B zugleich; aber trotzdem f(«, §) fiir =1 mit wachsen-
dem « wathst, gilt das keineswegs fiir beliebiges konstantes 8, und es
kann auch nie gelten, wie wir spiter sehen werden. Wohl aber lifit sich
erreichen, daf bei konstantem g die Funktion f(«, ) mit wachsendem «
nie abnimmt, falls wir noch eine Voraussetzung iiber die Funktion g(§, n)
machen. Wir unterwerfen g(£, ) der weiteren Bedingung:

(c) aus £28 =8, n=n=n, folge g, ) =9E,4), d. b wenn
beide Variabeln &, n wicht abrehmen, soll auch g(&,n) nicht abnehmen.
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Die schirfere Bedingung:
(c) aus E= 8 =&, n> 1 =n, folge
g m)>9@&,7) wnd g 1) =29E,7),

werden wir nicht immer voraussetzen; wir werden aber stets, falls wir
aus (¢') Folgerungen ziehen, ausdriicklich hinzusetzen, daBl wir statt (c)
die schirfere Bedingung (c¢") vorausgesetzt haben.

Satz VII. Ist « > o' > 4, dann ist f(«, 8) = f(«, B); also folgt aus
fle, B) > (e, B), dap a> o ist. Setet man statt (¢) die Bedingung (c)
voraus, dann wdchst die Fumktion f(e, B) mit «, wenn f eine konstante
Zahl ohme unmittelbar vorhergehendes Element ust, d. h. ist « > o > 4, dann
ist f(a, 587) > F(¢, s8)) fiir B = 0; also folgt aus f(, s(BY) —£(c, s(BY),
dap o = o ist, und wenn f(a, ) =f(«, B) fir « > o ist, dann ist B eine
Limeszahl.

Beweis. Wir beweisen zunichst nur den ersten Teil des Satzes,
der sich auf (c) stitzt. Da fiir § =1 der Satz richtig ist, so ist nur
noch unter der Annahme, daB er fiir § < g’ gilt, zu zeigen, daB er auch
fiir f=p gilt. Der Satz gelte also als bewiesen fiir g <, dann ist
B’ > 2. Sei erstens ' keine Limeszahl, §'= s(8”), " > 1; daher ist fur
e > ¢ auch f(a, ) = f(, 7). We1ter ist

e, B) = 9(Fle, B, &) 2 g(Fe, B, &) = (e, 8.
Sei Zweitens 8’ eine Limeszahl, also fiir « >« und g << " nach Voraus-
setzung f(w, #) =1 (¢, f); 1Bt man hier 8§ gegen B’ konvergieren, so folgt
fle, ) =1(¢, ). Damit ist der erste Teil bewiesen.

Wir setzen nun (¢") voraus. Es ist fiir « > «” nach (a):

ey 1) > £(e, 1).
Sei s(8)>1, d. h. g/>1. Da (¢') die Bedingung (c) enthilt, so ist fiir
o« > o nach dem soeben Bewiesenen f(«, ) > f(«/, f). Also folgt:

f(e, s)) = 9(f(e, B), ) > g (&, B), &) = [, s (B)).
Damit ist der Satz bewiesen.

In den Vorbemerkungen zu Satz VI besprachen wir die Gleichung
B=/f(x,£). Wenn § und « gegeben ist, dann gibt es hochstens eéine
Losung & dieser Gleichung. Wir denkeu uns nun aber nur 8 fest und
fragen: zu welchen o gibt es eine Losung £% Doch kbénnen wir hier im
allgemeinen dariiber auch noch nichts aussagen, obgleich sich diese Frage
fiir spezielle Fille entscheiden lifit. Dagegen ist es mdoglich zu zeigen,
daf man iiberhaupt nur endlich viele Wurzeln £ erhilt, wenn auch « be-
‘liebig variiert wird. Wir sprechen néimlich folgenden Satz aus:

Satz VIII. Sei 8 gegeben, dann g¢ibt es nur endlich viele Zahlen &,
su denen Lisungen o der Gleichung B = f(e, §) gehoren.®) Hat jede dieser

*) Bg ist damit nicht gesagt, daB zu jedem B iberhaupt solche Zahlen § existieren.

L4
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durch B bestimmien Zahlen & eine unmittelbar vorhergehende Zahl, was z. B.
der Fall ist, wenn B eine unmittelbar vorhergehende Zahl besitzt, so gibt es
unter der Voraussetzung (¢) 2zu jedem dieser endlich vielen & gemaw eine
Wurzel o der Gleichung 8 = (e, ).

Beweis. Sei £ eine Zahl, zu der es eine oder mehrere Lisungen «
gibt, dann bedeute « die Minimallosung; £ sei eine andere Zahl, zu der
es eine Losung gibt; o, sei die Minimalldsung. Es werde £ << & ange-
nommen, dann folgt: B =f(e, &) =f(a, &) < f(e, &). Nach VII ist
daher « > «,. Ordne ich also die Zahlen § nach steigender GréBe, so
bildet die Reihe der zugehdrigen Minimallosungen eine fallende Reihe,
bricht also nach endlich vielen Gliedern ab, d. h. es gibt nur endlich
viele £, zu denen Lésungen « der Gleichung 8 = f(e, &) gehéren. — Setzen
wir nun (¢’) voraus. Gibt es zu einem § zweli verschiedene Wurzeln «
und ¢, ist also § = f(«, &) =f(¢', ), so ist nach dem letzten Teil von
VII die Zahl ¢ und somit auch § = f(«, &) eine Limeszahl. Wenn also &
keine Limeszahl ist, dann gibt es nur eine zu § gehorige Zabhl o, fiir die
B=7F(a, £) ist. Das tritt z. B. ein, wenn g keine Limeszahl ist. Es be-
stimmen sich dann die Zahlen o und & gegenseitig eindeutig.

Erklirung. Hat eine Zahl y die FEigenschaft, dafl y > A und
vy = f(a, ) fiir jedes der Bedingung 4 < e <y geniigende o, dann nennen
wir y eme Hauptzahl der Funktion f(uo, B).%)

Diese Hauptzahlen sind irreduzibel in Bezug auf die Funktion f(e, B),
d. h. es kann y nicht aus kleineren Zahlen mit Hilfe der Funktion f er-
zeugt werden; beschriinke ich nimlich die Variabilitst von « und 8 durch
Aa<y, 1L B<y, so ist f(e, B) < f(x,y) =y, d. h. ich gelange mit
Hilfe der Operation f nicht aus dem Bereich der Zahlen unterhalb y heraus.
Also findet die Funktion f in der Zahl y eine uniibersteigbare Schranke,
die f hindert, aus einem vorgeschriebenen Wertevorrat (< ) neue Zahlen
(= 9) zu erzeugen.

Es handelt sich nun fiir uns darum, die Hauptzahlen von f zu
charakterisieren und aus unserer Erklirung Kriterien dafiir abzuleiten,
wann eine Zahl Hauptzahl der Funktion ist.

Satz IX. Jede oberhalb 2 gelegene Haupteahl ist eine Limeseahl.

Beweis: Es sei f>max(4,1), dann ist nach III: F(B, s(B)>7(B,B)
und nach V ist f(8, 8) > g, falls > 1 oder auch noch fiir f=12>max(4,1),
falls w(1) > 1 ist. Somit ist f(8, s(8)) > s(B) fiir > 1 und auch noch
fir =1, falls 1 <1 <w(l) ist. Also ist s(8) fiir 8> 1 keine Haupt-
zahl, d. h. jede Hauptzahl » > 2 ist eine Limeszahl. — Es ist sogar

*) Diese Bezeichnung wihle ich im Einverstindnis mit G. Hessenberg, der
den Namen Hauptzahl bereits fiir den Fall eingefiihrt hat, daB die Operation f die
Addition ist.
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s(1)=2 keine Hauptzahl, falls 2 <1 < w(1) ist. Es kann nicht zugleich
1 und 2 eine Hauptzahl sein, denn wenn 1 eine Hauptzahl ist, so ist

=0 und f(0,1)=1= w(0) < w(l) =7(1, 1), d h f(1, 1) > 2. Wire
nun noch 2 eine Hauptzahl, so miifite f(1, 1) < 2 sein.

Wir nennen alle Hauptzahlen y > 2 eigentliche Haupizahlen; jede
eigentliche Hauptzahl ist also eine Limeszahl. Unser Satz IX leistet das
Maximum dessen, was man verlangen kann, denn es gibt in der Tat
Operationen, die die Zahl 1 zur Hauptzahl besitzen, und auch solche
Funktionen, fiir die 2 eine Hauptzahl ist; fiir die Addition ist es die 1,
die 2 fiir die Multiplikation.

Ebenso wie die Limeseigenschaft (3) der Funktion f durch Satz IV
auf allgemeinere Limesreihen tibertragen wurde, so ist die Higenschaft
einer Zahl y, Hauptzahl zu sein, bereits in der Tatsache enthalten, daB
die (leichung y = f(«, y) fiir irgend eine Folge von Zahlen « gilt, deren
Limes p ist. Es wird das ausgedriickt durch

Satz X. FEs gebe zu einer Zahl y eine Folge von Zahlen o, fir die
1) y=f(e,y) und 2) y=Ilime ist, dann ist p eine Hauptzahl der
Funktion f.

Beweis. Da stets y=f(«,y) ist, so ist jedes & > 1; also y >« > 4.
Sei S eine Zahl, fir die » > 8 >4 ist, dann ist nur die Gleichung
y=[f(B,7) zu zeigen. Da nun y > B ist, so existiert ein « derart, daB
y>a>p und y=f(e,y) 2f(B,7) =7 ist. Also ist y =f(B,y) fiir
jedes der Bedingung » >f > 1 geniigende §, d. h. y ist eine Hauptzahl.

Es ist nun wichtig ein Kriterium zu besitzen, das die Entscheidung
iiber die Frage gestattet, wann eine Folge von Zahlen eine Hauptzahl
zum Limes hat. Es wird dann nimlich moglich sein, derartige Zahl-
reihen zu konstruieren, deren Limes eine Hauptzahl ist; damit wird
der Nachweis der Existenz der Hauptzahlen erbracht sein. — Dazu be-
trachten wir nun h(«) = f(e, «); diese Funktion ist definiert fiir
e > max(4,1). Aus III und VII folgt, daB fir ¢ > o’ > max (4, 1) auch
k(o) > h(e)) ist, und aus V folgt A(e) > o fir o« > max(4,2); ist aber
2=0,1 und w(1)>1, dann ist auch A(1) =w(1)>1. — Ist nun y
eine Hauptzahl und p >« > 1, dann ist h(e) =f(«,a) <p. Also hat
die Gesamtheit der Zahlen « <y die Eigenschaft, daf mit « zugleich
auch h(e) der Gesamtheit angehtrt. Diese Eigenschaft charakterisiert
aber auch y als Hauptzahl; es gilt der

Satz XI. Hat eine Folge von Zahlen o« (> max(i, 1)) die Figen-
schaft, dap mit « eugleich h(«) der Folge angehirt, damn hat die Folge
einen Limes y und p ist eine Hauptzahl der Funktion f.

Beweis. Da eine Folge mindestens zwei Zahlen enthdlt und hier
jede > 1 ist, so ist von der zweiten Zahl « ab h(«) > «; da mit « auch
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h(e) der Folge angehdren soll, so kann die Folge kein letztes Element q‘)
besitzen, da ja auf @ noch das Element h(9) > & folgte. Also hat die
Folge einen Limes p. HEs sei mun o irgend eine der gegebenen Zahlen,
dann betrachte man nur moch die Zahlen « der Folge, die oberhalb «
ligen, d. h. fir die « < o <y ist. Da auch hA(«) der Folge angehdrt,
so ist h(e)) <y, also p> k() =f(, ) 2 f(a, ) LBt man nun o
gegen y wachsen, so folgt » > f(«, ) =7, d h. y =f(a, p) fir Jedes «
der Folge, deren Limes p ist. Nach X ist also y eine Hauptzahl der

Funktion f.
Satz XII. Der Limes einer Folge von Hauptzahlen der Funktion [

ist eine Hauptzahl derselben Funkbion.

Beweis. FEine Folge von Hauptzahlen y besitze einen Limes p; es
ist >y >2 Es sei >a > A, dann betrachte ich nur noch die Haupt-
zahlen der Folge, die oberhalb « liegen; fir sie ist y = f(«, ») und wenn
hierin ¢ gegen 7 konvergiert, so folgt: 7 =f(«,?) fir jedes «, das der
Bedingung 7 >« > 1 geniigt. Also ist 7 eine Hauptzahl der Fanktion f. —
Man kann auch so schlieBen: sel p >« und y > « eine Zahl der Folge,
dann ist 7 >y =f(«, ) > fla, @) = h(a). Also gehtrt mit « zugleich
k() dem Bereich der Zahlen unterhalb 7 an; daher ist 7 nach XI eine
Hauptzahl der Funktion. — Aus diesem Satz folgt: ist B gegeben, dann
gtbt es unter den Hauptzahlen y, fir die y < B ist, eine grofte.

Wie bereits angedeutet wurde, stiitzt sich der Nachweis fiir die
Existenz der Hauptzahlen auf XI. Is sei nun im voraus bemerkt, daB
fiir die Funktion f(«, ) auf Grund von XI die Zahl w eine Hauptzahl
ist, falls f(«, B) fiir endliches « und f selbst endlich ist. Allgemein aber
beweisen wir die Existenz der Hauptzahlen durch folgenden

Satz XIIL. Ist o eine Zahl, fir die h(e) > o ist*), und setzt man
o = h(a), « =h(e), & = h(e"), -, dann ist die erste Haupteahl iber
a der Limes der Folge o, o, &, «- - .

Beweis. Da mit «® zugleich auch A(a®™) der Folge angehort, so
hat nach XI diese Folge einen Limes, der eine Hauptzahl y ist. s ist
nur noch zu zeigen, daB fiir jede Hauptzahl » > o auch ">y ist.
Das ergibt sich so: es ist 3" > « und daher '

Y =1e, ¥) > fle, ) = h{a) = o;
a,lso y, — f(ar, ?r> > f(a’, lx’) —_— h(“l) — “n"
Qanz allgemein folgt ebenso 3" > @, also 5’ > lim o = y.

* Es ist h(e) >« fir o« >4 >2 Ist aber 1=0,1, so ist h(e) >« fir
«>?2 und auch noch fir « =1, wenn w(1)>1 ist. (Man vgl. die Vorbemerkungen
zu Satz XI.)
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Damit ist nicht nur die Existenz der Hauptzahlen bewiesen, sondern
auch ein Verfahren angegeben, um von einer heliebigen Zahl « zu der
niichsten Hauptzahl vermittels einer Limesreihe aufzusteigen; es gibt also
insbesondere noch oberhalb jeder Zahl « Hauptzahlen der Funktion.
Besonders bemerkenswert erscheint es, daB man aus « die nichste tiber
« gelegene Hauptzahl stets durch eine Reihe «, ¢, a”,- - vom Typus o
gewinnt. Aus der Existenz der Hauptzahlen folgt nun, daB das kom-
mutative Gesetz fiir [ nicht gilf. Denn es ist fiir jede eigentliche Haupt-
zahl y=f(a,p), falls A< o<y ist, aber fir «>1 ist f(p,a)>y.
Somit ist fiir max (4, 2) < e« <y stets f(p, «) > f(«, ). — Die Reihe

a, “,::f(“) “)9 “”:f(“,f “l) = f(f(“) @), f(e, 0‘)); Tt
ist unter symmetrischer Behandlung der beiden Variabeln konstruiert; in
den speziellen Fillen der Addition ete. benutzt man eine andere Reihe,
die wegen gewisser Voraussetzungen, die in diesen Fillen zufreffen, auch
zum Ziele fithrt; man konstruiere folgende Reihe: es sei

Me) = Floy o) = & > a
dann setze man o' —e;, o= flo,q,), o=/[f(e, ),
dann ist <o <o <o,
wie leicht nachzuweisen ist. Der Limes der so konstruierten Reihe sei ;
es ist o= linm g =lim fle, @) =fle,lim &) = fle,@). Also ist &

‘eine Wurzel 8 der Gleichung B = f(, f) und zwar die kleinste; denn
18t § irgend eine dieser Wurzeln, so ist f>e, also S=f(e, B)>f(e,e)=0q,
und daher auch ferner § = f{«, §) > f(e, ;) = ay; also ganz allgemein:
p>e,, d. h f>a. Ob nun aber diese kleinste Wurzel & der betrachteten
Gleichung eine Hauptzahl ist, wird wohl im allgemeinen kaum entschieden
werden konnen; dagegen 1iBt es sich sehr wohl beweisen fiir den Fall,
daB die Funktion f das assoziative Gesetz f(f(x, ), 0) = (e, £(8, &) - erfiillt.

Da es nach XIII oberhalb jeder Zahl Hauptzahlen gibt, so gibt es also
zu jedem o >4 Wurzeln § unserer Gleichung, die oberhalb einer beliebig
vorgeschriebenen Zahl § liegen. Betrachtet man aber in der Gleichung’
8 =[(«, B) die Zahl § als gegeben und fragt nach den Wurzeln @, 80
liegen die Verhiltnisse anders. Es braucht keine Wurzel « vorhanden zu
sein. Gibt es aber Wurzeln, dann gilt:

Satz XIV. Es besitze bei gegebenem festem B> 1 die Gleichung
B=7F(e,B) eine Wurzel o; damn existiert eine Zahl B, die folgenden Be-
dingungen geniigt: es ist A < § < B; fiir jedes der Bedingung 1 <E<f
genvigende & ist = f(£, B)*), dagegen ist fiir E2 B stets f(E, B) > B.

*) Fir 4 =0 braucht bei endlichem f die Behauptung = f(g, ) fiir die Zahl
== 0 nicht richtig zu sein; es kann in diesem Fall £(0,8) <p sein.
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Beweis. Da > 1 ist, so folgt fir die nach Voraussetzung vor-
handene Wurzel «, daB B = f(«, B) > o ist, also ist auch > 4. Nun
ist f(B, B) > B; betrachte ich daher f(&, g), wenn ¢ von « bis f wichst,
so ist zu Anfang die Funktion gleich §, am Ende des Intervalls aber
grofer als B. Also gibt es im Intervall eine kleinste Zahl & = g/, fiir die
f(&, B)=1(B,B)> B ist. Dann ist natiirlich nach VII auch f(§, §) > f
fiir jedes £ > . Es liegt nun " im Intervall zwischen o« und ﬁ‘und es
ist genauner « < < B. Es sei nun § eine Zahl, fiir die A <& < § ist,
dann ist wegen der Minimaleigenschaft von g stets f(§, ) < 8, wihrend
nach V zugleich f(§, B) > B ist. (Man vergl. die Anm. der vorigen Seite.)
Also folgt g = (&, B)

Zusatz. 1) Unter der Voraussetzung (¢’) kann es, falls § keine
Limeszahl ist, hochstens eine Wurzel « geben. s ist das, falls 1 >0
ist, die Zahl 2 selbst.

2) Fiir die speziellen Funktionen, die wir als Anwendungen bringen
werden, tritt es ein, daB wmit « zugleich auch h(x) eine Wurzel &
der Gleichung B =1 (£, B) ist; also ist in diesem Fall ' eine Haupt-
zahl. (XI)*).

DaB aus dem Bestehen der Gleichung f =f(¢, §) die andere Glei-
chung B = f(h(e), B) folgt, tritt z. B. ein, wenn das assoziative Gesetz er-
fillt ist. Dann ist nimlich: f(h(®), B) = F(f(e, @), B) =1 (e, F(e, B)) =f(e, B)=B.
Wenn also das asseziative Gesets gilt, damn ist f eme Houptzahl y. Aus
dem assoziativen Gesetz 13Bt sich noch eine andere Folgerung ziehen: gibt
es eine Hauptzahl 3/, so daB p=/f(3/,n) eine Losung % hat, dann ist
Y’ <B —yp. Denn es sei f=f(,n) und 3" >p =y, dann ist 3’ =F(f’, 7"),
also B=7(F(, 1) =F(B, F&/s) =f(8,B), wihrend doch f(8', 6)>> B ist.

Satz XV. DBesitst bei gegebenen 8 und n die Gleichung 8 = f(§, )
unendlich vide Wurzeln E¥*), die einen Limes & besitzen, und hat die
Gleichung B = f(&;, m,) eine Lisung ny, dann ist n >y, und es gibl keine
Zahl v, ewischen m und 7y, fir die die Gleichung § = f(&s, ng) eine
Lisung & hat.

Beweis. Da§, =1lim £> £ ist, so folgt aus f&n) =1, 1) 21 & ),
daB % >, ist. Ware n =17, also B =/f(&,n), so wire & eine der
GroBen £ deren Limes §, ist; also ist 5> ;. Sei nun B =f(&,, 75),
dann ist zu zeigen, dab m, > oder ny < 7, isk.

Sei erstens & < £, dann gibt es ein & zwischen & und £, so dab

B=1f(&m) =1F&,n) Sf(& m) ist, & b es ist 7, 2.

*) Es muB dazu eine Wurzel o vorhanden sein, fir die h(e) >« ist.
*) Unter der Voraussetzung (¢) kanh das nur eintreten, wenn 7, also auch §,

eine Limeszahl ist.
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Zweitens sei & >8,. Aus f(§, n,) = f(&,, ny) =T (&, 1) folgb: 1, <y
Wir wenden uns nun in § 2 zur Betrachtung einer speziellen Funk-

tion und werden in § 3 die allgemeinen Fragen von neuem aufnehmen.

§ 2.
Die Addition.

1) Unter w(e) verstehen wir die Zahl s(«). Es ist (a) erfilllt und

w(e) =s(e) > e fir «>0. Also ist 1, — B, = 0. Wir setzen ferner
g m)=s()>E fir §>5 =0, 929 =0.
Es ist (b) erfiillt, aber auch (c), da aus &> & auch s(§) =s(§) folgt.
Dagegen ist bei unserer Wahl von g(%, ) die Bedingung (¢") nicht erfiillt.
Die Zahl 1 ist die kleinste Zahl, die die beiden Bedingungen
A = max (ny, 4,) =max (0,0) =0, w@d)=s(1)=§=0

erfilllt. Mithin ist 1 = 0.

Die durch diese Festsetzungen definierte Funktion oder Operation
bezeichnen wir mit f(«, ) =« + 8. Wir nennen o« -+ 3 die Summe von
o und B; o heiBt der Abschnitt, 3 der Rest der Summe. Wir nennen

diese Operation die Addition.
2) Es ist nach § 1, II:

(1) ¢+ 1—s(a),

(2) «+35(B) = s(e+p)
oder wegen (1):

@) e+ (f+1)=(e+p)+1,
3) a+3=li{;:n («+8),

wenn auf der rechten Seite dieser Gleichung f alle Zahlen unterhalb der
Limeszahl § durchlguft. — Es ist durch (1)—(3) die Operation « + g fiir
«>1=0, §>1 erklirt. Aus (2) erhellt die Zweckm#Bigkeit der Fest-
setzung:

(4) ¢+0=ea fir «=>0.

Damit ist nun ¢+ g fir « >0, g > O erklirt.

3) Nach III folgt unter Beriicksichtigung von Gleichung (4) der
vorigen Nr.: ist f>f,s0 ist e + 8> a + f, und wenn ¢ + > + f
ist, dann ist B> B Aus a4+ =« + B ergibt sich g =g

Insbesondere ist fir B> =0 stets « +->a+ 0=¢, d h. die
Summe ist grofler als der Abschnitt, falls der Rest wicht gleich Null ist.

4) Es sei eine Folge von Zahlen 0 mit § als Limes gegeben, dann
ist nach IV: lidm (a+0) =« + B =ca 4 limo.
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5) Nach V ist ¢« + >« fiir § >0 (w(®)>«); ein uns nach Nr. 3
bereits bekanntes Resultat. Der zweite Teil von V ergibt: « + 8>
(fir « = O liefert V diese Beziehung erst von 8 = ® an: es ist indessen
durch transfinite Induktion leicht zu zeigen, daB fiir jedes 8 die Beziehung
04 B =p**) gilt, so daBl wirklich die Ungleichung o+ 8> immer gilt).

Die Beziehung o« + > besagt: die Summe ist wnie kleiner als
der Rest.

6) Aus VI folgt (es ist auch Gleichung (4) der Nr. 2 zu bertick-
sichtigen): sei § > o = « 4 0, dann existiert eine durch « und 8 eindeutig
bestimmte Zahl & so daB a« + (E+1)=(e+E) +1>>a+ £ ist. Da
nun (a+§) 4+ 1 auf (@ 4+ ) unmittelbar folgt, so ist daher g =a + &
Ist also B > «, dann hat die Gleichung f = « + § stets eine einzige Losung
£ < B; wenn B>« ist, dann ist somit o ein Abschnitt von p.

7) Ist « > o, dann ist nach VII: ¢« + >« 4 8. Umgekehrt folgt
aus ¢+ B >o + 8, dab o« > o ist.

8) Es gilt das assoziative Gesetz: (e+f)+y=a+ (B+7y). Man
bezeichnet daher beide Seiten unserer Gleichung zweckmiBig mit & + § + 3.*)

Beweis. Nach Gleichung (2) und (4) ist unsere Gleichung richtig
fir y=0,1. Es sei die Gleichung richtig fiir jedes y <y. Dann ist
nur noch fiir den Beweis der Allgemeingiiltigkeit zu zeigen, daB die Be-
hauptung auch fiir y =9 gilt. ,

Ist 4" eine Limeszahl, dann folgt der Beweis leicht aus Nr. 4. Ist
aber " = p” + 1, so ist nach Voraussetzung fiir »” der Satz richtig, also

(¢+p)+ 9" =a+ (B+7"). Nun ist

(e+B)+ 7 =(@+p)+ '+ =(e+p+y)+1 [Nr.2, Gl (2)]
= (a+ B+ + 1 [Voraussetzung]
—at (+)+1D) [N 2, 6L (2)]
— o+ (B+G"+1D) [desgl]
=+ (B+7). s
Damit ist das assoziative Gesetz als richtig dargetan.®¥)
6}) Ist » eine feste endliche Zahl, d. h. # < ®, und 2 eine variable end-
liche ganze Zahl, dann wichst die endliche Zahl # + 2 mit z zugleich
gegen @ und es ist n+w=o0. Ist >0, dann ist nach Nr. 6:

B =0 +£. Daher folgt nach Nr. 8: n+f=(n+tw) +éE=0+E=p<B+n
falls @ >n>1 ist. Das kommutative Gesetz o + =+ « gilt also

* Das Gesetz gilt natiirlich auch fiir mehr Zahlen, so daB der Begriff der
Summe o+ f-+y+---+ = fiir endliche viele Summanden als erklart gelten darf.
* Aus dem assoziativen Gesetz folgt fir §—=0:

@+0 Fr=aty=a+ 0+y), also y=0+7
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im allgemeinen nicht, eine Erscheinung, die bei allen in § 1 betrachteten
Operationen eintritt, wie wir frither sahen. Es 148t sich aber leicht aus
den Gleichungen (1), (2), (4) der Nr. 2 zeigen, daB stets n +m =m + n ist,
falls », m < w ist.

10) Satz VIII sagt aus: es gibt nur endlich viele Zahlen 7, fiir die
bei gegebenem festem f die (leichung B = & + % Losungen £ besitzt. Da
im Falle einer Losung 7 ein Rest von B heiBt, so sagen wir kurz: Jede
Zahl B hat nur endlich viele Reste. Ein zweiter Beweis dieses Satzes be-
rubt auf dem

Satz. Der Rest v' einer Summe p + v ist entweder Rest von v oder
RBest von p vermehrt um v.

Beweis. Da o' Rest von g+ v ist, so ist g+ v=p'+2". Sei erstens
w>u, also W' =p-+o; es ist dann g+ o+ =p + v und somit
v=9 + 7. KEs ist also v ein Rest von », und » gleich einem Reste ¢
von u' vermehrt um v,

Ist also zweitens pu > u, so muB ganz entsprechend v gleich einem
Reste von p vermehrt um » sein.

DaBl nun jede Zahl 8 nur endlich viele Reste hat, folgt hieraus leicht
durch transfinite Induktion. Die Zahl f =1 hat nur die Reste O und 1.
(1=1+4+0=0+1) Sei die Behauptung richtig fiir jedes g <p’, dann
ist zu zeigen, daB B’ auch nur endlich viele Reste besitzt. Die Zer-
legungen =04 g ="+ 0 lehren, daB B’ die Reste 0 und B’ hat.
Hat g’ keinen von 0 und ' verschiedenen Rest, dann ist der Satz richtig;
f habe einen weiteren Rest B; sei also =« + §, und hierin sei «
minimal gewshlt. Es ist hier nach Voraussetzung 0 < < f und daher
O0<a<f. Also haben ¢ und p einzeln nur endlich viele Reste; nach
dem obhigen Satz ist jeder Rest von §' = « + S entweder einer der endlich
vielen Reste von f oder einer der um B vermehrten endlich vielen Reste
von . Somit hat f” pur endlich viele Reste. Jede Zahl § >0 hat nun
mindestens zwei Reste 0 und 8. Es entsteht die Frage: gibt es Zahlen
mibt genau zwei Resten? Ja. Es sind das die Hauptzahlen der Addition.

11) Nach XIII existieren Hauptzahlen der Addition. Es sind das
Zahlen p > 1 =0, fiir die stets y=a + p ist, wenn 0 < a<yp st
Diese additiven Hauptzahlen nennt Hessenberg®) ,Hauptzahlen®. Da wir
andere als additive Hauptzabhlen in diesem Paragraphen nicht betrachten,
g0 lassen wir 'in ihm das Beiwort ,additiv¥ fort; wir bezeichnen eine
Hauptzahl mit 7. Es ist also # > 0 und fiir jedes ¢« <z ist # = « 4 =,

*) (+. Hessenberg: Grundbegriffe der Mengenlehre, Abhandl. der Friesschen
Schule, I Bd., 4. Heft (als Sonderdruck erschienen), § 64. Wir zitieren diese Arbeit
in Zukunft mit: G.d. M. — Man vgl die in § 1 zur Erklirung der allgemeinen
Hauptzahlen gegebene Anmerkung.
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so daB die Hauptzahl = genau zwei Reste O und = besitzt. Hat um-
gekehrt eine Zahl g genau zwei Reste, dann ist § eine Hauptzahl. Demn
wenn 3 zwei Reste hat, so ist §>0; ist dann > &« > 0, so ist nach
Nr. 6 die Zahl 8 = « + £; hier muB der Rest £ von B einer der beiden
Reste O und B sein. Da nun $> « ist, so ist £ >0, also £ =8, d. h.
es ist B =« + B fir jedes o unterhalb f. Somit ist f eine Hauptzahl

12) Da 1 =0+ 1 ist, so ist 1 eine Hauptzahl. Nach den sich
an den Beweis von IX anschlieBenden Bemerkungen kann 2 fiir die
Addition keine Hauptzahl sein, was ja auch die Zerlegung 2 =11
lehrt. Denn es besitzt nach diesen Bemerkungen eine Operation hochstens
eine Hauptzahl, die keine Limeszahl ist. Die 2 kann aber auch deshalb
keine Hauptzahl sein, weil in unserem Fall w(1) > 1 ist. Die erste Limes-
zahl ® ist die erste tiberendliche Hauptzahl, da nach Nr. 9 stets o =n + ©
fir n < o ist.

Die Sitze X ff lauten in unserem Fall:

(a) Ist eine Zahl m der Limes einer Folge von Zahlen o und besteht
fiir jedes dieser o die Gleichung x = « + n, dann ist x eine Houptzahl.

(b) Hat eine Folge von Zahlen « die Eigenschaft, daf3 mit e sugleich
auch o -+ ¢ der Folge angehirt, dann hat die Folge einen Limes m und
n st eine Hauptzahl.

(c) Der Limes einer Menge von Haupteahlen ist emme Hauplsahl.

(d) Ist « >0, dann ist die erste Haupteahl iiber o der Limes der
Folge ¢, ¢+, e +a+e,--¥). — Fiir ¢ =1 ist also die erste tiberend-
liche Hauptzahl der Limes der Folge 1,2,3,4,---, d. h. die Zahl o, ein
uns bekanntes Resultat. :

DaB wir, um die erste Hauptzahl iiber « zu erhalten, die Reihe ¢, « + «,
o+ a4+ «,- -, anstatt der Partialreihe ¢, ¢ + ¢, e +a+a+ ¢, - be-
nutzen konnen, das liegt nach den sich an XIII anschlieBenden Be-
merkungen darin begriindet, daB das assoziative Gesetz gilt. Zugleich
ergibt sich nach den dortigen Erdrterungen, daB die kleinste Lésung &
der Gleichung & = « + £ die erste Hauptzahl # > o ist.

Nach Nr. 9 ist fiir jedes tberendliche B stets 1 + = f, also hat
fiir jedes > @ die Gleichung f=o+ f eine Wurzel ¢>0. Somit ist fiir
jedes B> @ Satz XIV anwendbar. Nach XIV existiert aber zu jeder Zahl
B> eine oberhalb O und nicht oberhalb § gelegene Zahl &, so daB
B=E+p ist fir jedes £ <, aber p<E+ B ist fiir E= . Da das
assoziative Gesetz erfillt ist, so ist nach Satz XIV, Zusatz 2 die Zahl §
eine Hauptzahl = und da $> ist, so ist nach Nr. 6: f=m + 8, <§+ B
fiir jedes £ >m. Also folgt speziell « 4 8, <= + 8, d. b. §, <§.

*) Nach XIII selbst ist eine Partialfolge zu nehmen:

o, -+, etoetoatea, ctatotaetatdotato, -

Mathematische Amnalen. LXVI. 11
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Da fiir jede Hauptzahl " < B nach Nr. 6: = a' + % ist, so folgt
weiter nach Satz XIV, Zusatz 2, daB =" <= ist, d. h. es ist = die groBte
nicht oberhalb 8 gelegene Hauptzahl. Nach XV folgt aufierdem noch,
daB B, der groBte unterhalb B gelegene Rest von f ist, da ja g == + 8,
ist und m der Limes der Wurzeln & der Gleichung 8 =& + B ist. Wir
fassen alles dies zusammen:

(e) Zu jeder Zohl B > o gibt es eine grofite nicht oberhalb B gelegene
Hauptzakl w; es ist f= £+ B fir jede Zahl £ < m, aber 8 = m + f,, wo
B, der grofte unterhalb B gelegene Rest von B ist.

Fiir eine endliche Zahl 8 = b gilt derselbe Satz; er wird ausgedriickt
durch die Gleichung =14 (b—1).

13) Die Hauptzahlen jeder Operation sind, wie wir sahen, irreduzibel
in bezug auf die Operation. Da nun in unserem Fall jede Zahl mit nur
zwei Resten eine Hauptzahl ist, so folgt umgekehrt, daB jede additiv
irreduzibele Zahl B> O eine Hauptzahl ist, d. h. es ist jede Zahl B> 0,
die sich nicht als Summe zweier kleineren Zahlen darstellen 1iBt, eine
Hauptzahl. Es sind also die Begriffe ,additive Hauptzahl® und ,additive
wrreduzibele Zahl“ gleichwertig. Wir werden bei der Multiplikation sehen,
daB sich die Sache dort anders verhilt. Es gibt multiplikativ irreduzibele
Zahlen, die keine multiplikativen Hauptzahlen sind. Die additiven Haupt-
zahlen sind also ausgezeichnet durch diese Eigenschaft; es kommt ihnen
aber noch eine Eigentiimlichkeit zu, die uns diese Zahlen als noch be-
merkenswerter erscheinen liBt: die Haupteahlen m sind additive Prim-
zahlen. Denn es gilt der

Satz: Ist eine Hauptzahl = Rest einer Summe o -+ B*), so ist w Rest
von f; und ist m ein Abschwitt von « + B, so ist die Zahl m ein Abschnitt
von a, falls o + B> B ist.

Diese Kigenschaft der Zahlen = ist das additive Analogon der Eigen-
schaft der endlichen multiplikativen Primzahlen p: wenn p ein Teiler von
ab ist, dann ist p ein Teiler von @ oder von b. Daher diirfen wir z als
additive Primzahlen bezeichnen. Wir wenden uns zum Beweise des Satzes.

Beweis. Sei x ein Rest von « + 8, dann ist nach Nr. 10 entweder
x ein Rest von B, was wir ja behaupten, oder es ist x — o+ f; da x
Hauptzahl ist und wir 8> 0 annehmen, so mub B=m=0+m sein;
also ist auch hier » ein Rest von . — Sei nun zweitens z ein Abschnitt
von ¢ +funde+B>B, dh e+ f=n+y Wire e, B=0+m;
so folgte e+ (¢4+-f)=(e4n)+y =2+ p=a+p, d h ¢+ B =B,
was gegen die Annahme & + 8> B verstoBt; daher ist e=m, d hoa=mtE
und es ist = ein Abschnitt von e

" Wo >0 ist.
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Die Eigenschaft von =, additive Primzahl zu sein, zerfillt in zwei
Behauptungen, wie ja die Form unseres Satzes zeigt; das hat seinen Grund
darin, daf das kommutative Gesetz nicht gilt. Unser Satz behauptet
also von = in Wahrheit zwei Eigenschaften. Ks zeigt sich nun, daf auch
der Begriff ,,Haupteahl“ mit dem Beyriff ,,Primzahl zusammengfiilli; dabei
ergibt sich aber, daB jede der beiden Kigenschaften, die wir oben fiir =
behaupteten, umgekehrt einzeln = als Hauptzabl charakierisiert. Es
gilt der

Satz. Folgt fir eie Zahl p >0 aus der Tatsache, daff y Rest von
o + B >« ist, stets, dafy y auch Rest von f ist, so ist p eine Houptzahl.

Folgt fir eine Zahl y > 0 aus der Tatsache, daf3 y Abschnitt der Zahl
o+ B> p ist, stets, dafg p auch Abschnitt von « ist, dann st p eine
Haouptzahl.

Beweis. Wir beweisen den ersten Teil so: es ist y > 0; sei o eine
beliebige unterhalb y gelegene Zahl, dann ist nach Nr. 6: y =« + 8, wo
B >0 ist. Also ist, da y Rest von y =« 4  ist, nach Voraussetzung
» auch Rest von 3, d. h. =y =>p8. Daher ist p =4, d. h. y=ea + %
fiir y > « > 0. Somit ist p eine Hauptzahl.

Der zweite Teil wird auf folgende Weise erledigt: es sei » > O keine
Hauptzahl, dapn gibt es also eine Zerlegung y =« + @, bei der y >8> O
ist, d. h. es ist « + pf>p. Es wire demnach y ein Abschnitt von
y = a + B, also nach Voraussetzung auch von «, d. h. es wire & > y > .
Der Widerspruch o > « zeigt also, daB y eine Hauptzahl sein muB.

Wir fassen nunmehr zusammen: Die Addition hut die Eigenschaft,
daf3 fiir sie die drei Begriffe ,Haupteahl®, irredusibele Zahl", ,Primzahl®
dquivalent sind, d. h. die drei durch diese Begriffe definicrten Zahlbereiche
fallen in unserem Fall in einen Bereich zusammen.®)

14) Wie man nun in der endlichen multiplikativen Zahlentheorie jede
Zahl in eindeutiger Weise multiplikativ aus endlichen Primzahlen zusam-
mensetzt, so zeigt sich, daB fiir unseren erweiterten Bereich der trans-
finiten Zahlen ein analoger additiver Satz gilt:

Satz. Jede von Null verschiedene Zahl Uif3t sich in eindeutiger Weise
als Summe endlich vieler, nicht sunehmender Hauptzahlen darstellen.

Diese von Cantor**) herrithrende Darstellung heiBt die Normalform
einer transfiniten Zahl. Bei Cantor ist jedoch diese Darstellung nicht rein
additiver Natur, sondern wird aus dem Potenzbegriff mit Hilfe eines
Satzes abgeleitet, der unserem Satz VI entspricht. Auf die obige *rein

*) Allerdings ist die Zahl 0 von der Betrachtung auszuschliefen.
**) 1. ¢. pag. 237.
11*
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additive Form gebracht und mit lediglich additiven Mitteln bewiesen hat
zuerst Hessenberg®) den Satz.

Wir zeigen die Eindeutigkeit zu allerletzt und legen zuerst dar, daB
jede Zahl B als endliche Summe nicht zunehmender Hauptzahlen dar-
stellbar ist. Es geniigt aber zu zeigen, daf § sich als endliche Summe
von Hauptzahlen darstellen 1iBt; denn ist etwa § = my + my 4 3 und isb
wy <7y, d b my+ wy =1y, so folgt@d =m, + m, + 7w =, + 75 ist
auBerdem noch m, < =, so folgt: = m,, d. h. ich kann in einer solchen
Darstellung jede Hauptzahl unterdriicken, auf die noch eine groBere Haupt-
zahl folgt. Es bleibt dann in der Tat eine Reihe endlich vieler, nicht
zunehmender Hauptzahlen {ibrig. Wir wenden uns jetzt zum Beweise.

Beweis 1.%¥) Nach Nr. 12, (¢) ist g== 4 f8,, wo = die gréBte
nicht oberhalb B gelegene Hauptzahl und B, der groBte wnferhald B ge-
legene Rest von g ist, d. h. > g,. Fir B, gilt eine entsprechende
Gleichung: B, = =, + B;, B > P, ete. Die Reihe der Zahlen 8, §,, B, - -
nimmt bestéindig ab und bricht daher ab; also erhalten wir folgende Kette
von Gleichungen:

ﬁ =z + ﬂl) ﬁ > ﬁl? ‘
By =m + By B: > Bas

B, 1=yt B, B> B,
B ==,

Daraus folgt sofort:
B=n+m +my+ -+ x, F**

Beweis 2. Wir benutzen die Keunntnis der Existenz der Haupt-
zahlen nicht.

Unter allen Resten von 8 gibt es einen kleinsten Rest oberhalb Null; er
heifle z,". Unter den zum Rest =, gehorigen Abschnitten sei der kleinste
Abschnitt 8, dann ist =4+ x,">p". Da nun jeder Rest von x,” nicht
groBer als z,” ist und dabei nach dem assoziativen (tesetz auch Rest von
B ist, so folgt, da m,” der kleinste von Null verschiedene Rest von g ist,

* G. d. M., Kap. XIX,
**) Das ist im wesentlichen der Hessenbergsche Beweis (L. ¢.). Nur definiert
Hessenberg die Zahlen §;, 8, - - - nicht rekurrierend.

*#¥) KEs ist hier auch B> Wy > Wy > >w,. Whre nimlich = >z, _,, so
wire 7z, die gréfite Hauptzahl, die'oberhalb B, liegt, wihrend doch =, _, <<=, diese
Hauptzahl ist. In unserem Fall braucht also keine Hauptzabl unterdriickt zu werden.
Dasselbe gilt tibrigens auch bei dem folgenden Beweise.
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daB m," nur die beiden Reste O und =,” hat, d. h. =, ist eine Hauptzahl,
womit die Existenz der Hauptzahlen von neuem bewiesen ist. — Nun ist
B> und fiir p° existiert eine entsprechende Gleichung: f = "+ =,
g > B°. Hier ist 8" wieder der zu x,” gehdrige Minimalabschnitt von 8’ ete.
Der Beweis geht genau so weiter wie der vorige. DaB hier z,/" <=, <o’ <- -
ist, folgert man leicht daraus, daf die Zahlen §, 87, .. minimal gew#hlt
waren.

Beweis 3. Nach den allgemeinen Vorbemerkungen zum Beweise
unseres Satzes geniigt es zu zeigen: B ist eine endliche Summe von Haupt-
zahlen. Fiir =1 ist das richtig, da ja 1 selbst eine Hauptzahl ist. Sei
bereits bewiesen, daB alle Zahlen f° < 8 solche Summen sind, dann miissen
wir nach dem Prinzip von der transfiniten Induktion es auch fiir § be-
weisen. Ist nun $ eine Hauptzahl, dann ist der Satz sicher auch fir 8
richtig. Sei also B keine Hauptzahl. Dann hat § einen Rest §, fiir den
0< f <p ist. Es ist also =« + f, wo etwa wieder &' minimal ge-
wihlt sein mag; da nun 0 < ' < g und 0 < o < § ist, so sind o und B
darstellbar als Summen endlich vieler Hauptzahlen. Also ist auch die
Zahl B = o + ' so darstellbar.

Wir haben also bisher bewiesen, daB fiir jede Zahl § > 1 eine Dar-
stellung besteht: f = m, + @y + - -+ m,, Wo m, =7y = - - - 2w, ist. Die
Eindeutigkeit dieser Darstellung erhellt aus folgendem

Satz. Sela=m +my+ -+ =, wo die Hauptzahlen m,, mg, - - - mit
wachsendem Index wicht sumehmen, und sei ebenso f~ m, ' + @y + -+ =,
wo ebenfalls mw' >mn, >+ > = sein mdge; es sev ferner

’ ’ ’
Ty =Ty, Ty == Mg, * " M= Ty,

¥ .
aber m, > m,, 4, dann st o« > f.

Beweis. Da
/ 7 4
) . ”t+1>“t+12“t+2.>—="‘;“3
ist, so 1st

7’.:+7’7t+1=5‘t+1’ Wy F Ty =Ty oA L AP SR 75;+7”t+1=7’;t+13
also ist
Typq + Mg + b 2 > Ty + W+t 7,
Man addiere auf beiden Seiten dieser Ungleichung linksseitig die gleiche Zahl
”51+7’2+"'4““:'""“”1""7‘2"“""}'“:’:

dann folgt « > §.

Wenn also bei zwei Summen endlich vieler wicht zunehmender Haupt~
sahlen: auch wur ein Glied wicht iibereinstimmt, dann sind die Summen ver-

schieden, und zwar bestimmt das erste (von links aus gezihlt) abweichende
Glied die Gropenordnung der gamsen Swmme.
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Somit ist die Normaldarstellung einer Zahl 8 eindeutig.*) Es 1iBt
sich also B in eindeutiger Weise aus additiven Primzahlen zusammen-
setzen. Hs ist diese Eindeutigkeit der Darstellung deshalb bemerkenswert,
weil doch das kommutative (tesetz nicht gilt. Unsere Zerlegung von §
148t vermuten, dafl die Arithmetik der transfiniten Zahlen wesentlich
additiver Natur zu sein scheint; eine Vermutung, die spiter gerechtfertigt
wird, wenn wir erkennen, daB die multiplikativen (fesetze eine #hmuliche
Einfachheit und Vollkommenheit nicht besitzen.

15) Anhang: Die Sublraktion.**)

Da die Addition nicht kommutativ¥*¥) ist, 1Bt sie sich auf zwei
Arten umkebren. Sei y =m +m +- -+ =, + 7, + -+ + 7. gegeben
und B ein Rest von p. Ist >0, dann ist f=wm, , +---+ m,. Der
kleinste zu 3 gehorige Abschnitt von p ist dann ¢ = m, -7, + - -+ + =,.
Diesen kleinsten so definierten Abschnitt bezeichnen wir mit (py— f).
Offenbar ist (y —0) =y und (y—9)=0. Ist >0, also f=m,,; +--
dann ist jeder zu § gehdrige Abschuitt von y gleich (y —g) + &, wo &
eine beliebige Zahl unterbalb =, , ist.

1) Es ist nach Definition (y —g) + =1y9; (y—0) = p; (y—p) = O.

2) Ohne Beweis sei bemerkt, da ((0 +9) — ) = & + (y — p) ist, falls
B ein unterhalb y gelegener Rest von y ist.

Ist y > @, dann definiert y = « + § eindeutig f. .Wir setzen

B=(—a+yp)
3) Es ist nach Definition « 4 (—a -+ ?) =y =(e—a) + yp; ferner
ist (—e+o)=0 und (—0+¢«)=u.
Ferner ist fiir y > « stets (—a+ (p+ 0) =(—ea+yp)+ 9.
Es bestehen noch folgende Relationen, die ebenfalls ohne Beweis mit-
geteilt seien.

4) (0 ~B)+a=0+4(—B+«), falls «>p und B ein Rest von o ist.

5) (—@+p +0) = (— B+ (—a+d), falls 6 >« + § ist.

Setzt man hier « + = u, f = (—« 4 ), dann lautet die Formel:
6) (—u+9)=(—(—a+p+ (—a+d), falls o = U >« ist

(D) (@—g)—lo—e)) = (6 —0) } falls ¢ und ¢, Reste von & sind und
(8) (— 0—o) + 0—e0p) = (0 — 01) 0 = @y ist.

*) Man kann auch Summen von unendlich vielen Summanden erkliren. Mit
Zulassung solcher Summen wird die Darstellung mehrdeutig.

**) Einige der in Nr.15 zusammengestellten Formeln erweisen sich bei unseren
Untersuchungen als niitzlich, daher bemerken wir hier diese Formeln.

“*). Man vgl. E. Jacobsthal: Vertauschbarkeit transfiniter Ordnungszahlen,
Math. Ann. Bd. 64.
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§ 3.

Funktionen transfiniter Variabeln. (Fortsetzung.)

Wir beginnen damit, die im Beweise zu Satz I gelassene Liicke aus-
zufiillen.

Es ist uns eine bestindig wachsende Funktion w(«) gegeben, die fiir
o > B, definiert ist.

Es war behauptet: es gibt Zahlen o fiir die w(e) > e ist; hedeutet
dann 4, > f, die kleinste dieser Zahlen «, dann ist fiir jede Zahl o > 1,
stets w () 2> «.

Es war in'§ 1 nur bewiesen worden: wenn fiir eine Zahl & die Be-
ziehung w(£) > £ besteht, dann ist auch w(e) > « fiir jedes « > £&. Ks
fehlt also nur noch der Nachweis, daf es eine Zahl £ gibt, die der ver-
langten Bedingung geniigt.

Wir setzen nun gar nichts von dem bereits Bewiesenen voraus, sondern
folgern Satz I aus

Satz XVL Ist B eine beliebige wicht unlerhalb By gelegene Zahl, dann
besteht fiir jede Zahl & die Bezichung w(B+ 0) = w(f) -+ 0.

Beweis. Sei f>8,, dann ist w(8) definiert und fir 0 =0 gilt
unsere Beziehung. Es gelte der Satz fir jedes d < d”, d. h. fiir & < 0" sei
w(B+ 8) > w(B) + 0, dann ist zu beweisen, daB auch w(B+0") Zw(B)+¢’
gilt, Erstens sei 0'= 0"+ 1, dann ist w(f+0") = w(B) + ¢” und da w
eine wachsende Funktion ist, so ist w(f+0) > w(f+0") = w(B) + 97,
d. h.w(f+ &) =w(B) + 0" +1=mw(B) + 0. Sei zweitens 6" eine Limes-
zahl, dann ist w(B -+ &") > w(B+ 0) fir jedes & <&, also auch

w(B+0) = 1iém w(p+9) = li;n {w(f)+ 0} =w(B) + lim 0 = w(p) + 9"

Damit ist der Satz bewiesen.

Wir folgern nun Satz I so: es werde g = f, gesetat; ferner werde
8 = = gewihlt, wenn = die erste oberhalb max (8, w(B,)) gelegene addi-
tive Hauptzahl ist. Dann wird:

B+o=fta==
w(ﬁ)—{—d——-—-w(ﬁo) +n ==,

also lautet unsere Gleichung: w(m)>=. Damit ist gezeigt, daB es eine
Losung o der Beziehung w(«) = o gibt. Es sei 1, die kleinste Lisung,
dann ist natiirlich 4, > B, Es bedeute nun o eine beliebige Zahl > 4,
dann setze man 0 = (— 1, + ), d. h. e =14, + 9. Es folgt nach unserem
Satze, da w(2y) = 4, ist, die Beziehung:

w(@) =w(ky+0)=wlhy) +0=2 + =0

Damit ist I bewiesen.

und ebenso
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Wir betrachten nun wieder unsere Funktion f(«, #); wir haben in V
die Funktion f(«, ) nach unten hin abgeschitzt. Die untere Schranke
enthielt aber nur « oder nur 8. Jetzt gestattet uns XVI eine genauere
Abschitzung. Es %ilt nimlich

Satz XVIL Es dst stets f(a,1+8)>w(e)+ B>+ . Also ist
fiir B = w immer f(«, ) = o+ B.

Beweis. Die Funktion f(«, 8) ist bei konstantem « eine fiir S > 1
erklirte Funktion von §, die mit § bestdndig wichst, also ist nach XVI:
(o, 1+6) > f(ay 1)+ f—w(e) +  fiir > 4, 2 0. Da mun w(e) > «
fir ¢ > 1 ist, so folgt: fle, 14+p8)>w(e)+pf>a+ . Fir f= o ist
14 8= und daber f(«,f) = w(e) + =+ 8.

Also dient die additive Funktion « + 8 selbst als untere Schranke
fir die beliebige Funktion f; eine bessere Abschitzung diirfen wir nicht
verlangen, da fiir f= « + § die Schranke erreicht wird. — Fiir die Haupt-
zahlen von f liefert XVII folgenden

Satz XVIIL. Jede eigentliche Hauptzahl von f ist eine additive Hauptzahl.

Beweis. Sei y eine eigentliche Hauptzahl von f, also ¥ > @. Dann
st y =f(e,p) = e+ y>p. Daher ist p =« 4+ y fiir jedes «, das der
Bedingung 4 < o <y geniigt. Das gilt natiirlich auch fiir « << 2. Also
ist p eine additive Hauptzahl.

Durch XVIII wird also IX erheblich verschirft. Satz IX sagte aus,
daB jede eigentliche Hauptzahl eine Limeszahl ist; hier sehen wir, daB
diese Zahlen y sogar additive Hauptzahlen sind. Es werden also solche
Zahlen, wie © + ©, @ + @ + o, ausgeschlossen; der Abstand zwischen
konsekutiven Hauptzahlen konnte nach IX noch konstant sein; aus XVIII
folgt, daB er bestéindig wichst; die additiven Hauptzahlen haben den
denkbar kleinsten Abstand; sie sind am dichtesten verteilt. Die Addition
nimmt also eine besondere Stellung im Gebiete der von uns betrachteten
Funktionen ein.

Man konnte nun vermuten, daB es auBer « + f keine andere Funk-
tion f(a, ) gibt, die die additiven Hauptzahlen zu Hauptzahlen besitat.
Oder allgemeiner konnte man denken, daB zwei verschiedene nach dem in
§ 1 entwickelten Induktionsschema definierte Funktionen nie in ihren
Hauptzahlen iibereinstimmen kénnen. Dem ist aber micht so , Wie wir an
folgendem Beispiel sehen,

Wir setzen: w(e) =a + o + 1, g, =£Et+1. Esist dapn 1 =0
und man erkennt, daB hier f(e, f) =« + « + § wird. Es sind offenbar
simtliche additiven Hauptzahlen auch Hauptzahlen dieser neuen Funktion.
Es 1Bt sich dieses Beispiel verallgemeinern.

Wir zeigen néimlich: su jeder Funktion f (e, 8) konnen wir eine Funk-
tion f (o, B) finden, so dap f und F dieselben Haupteahlen besitzen,
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Es sei also [ definiert mit Hilfe von w(«) und g(£, »). Es sei d eine
feste endliche Zahl. Man setze #(x) = f(¢, @+ d) und g(§, 4) = g9(§, n).
Es wird dadurch f (&, p) erklért fiir « >4 und 8> 1 und ohnme Miihe
erkennt man, daB A = 1 ist, falls 2 + d > O ist; ist aber 4 + d = 0, dann
ist A = 1; weiter ergibt sich durch Induktion, daB fir f=b< @

fFle,b) =f(e,a+d+b—1),
aber fir f > o stets Fle ~) floy et dt )
f (e, B) =f(e, e +p)

ist. Beide Formeln zusammen lassen sich schreiben:

f(“?ﬁ)zf(“7“+d+(~1+ﬂ))
fir « >4, >1. Da nun Satz XVIII gilt, so folgt hieraus, daf f
und f dieselben eigentlichen Hauptzahlen besitzen. Besitzt [ auBerdem
keine Hauptzahlen, d. h. ist weder 1 noch 2 eine Hauptzahl, dann fixieren

wir d so, daB 1 und 2 auch keine Hauptzahlen von f sein kénnen. Nach
XVII folgt namlich fir ¢ =a <w und d =4, dall

Fla,b)=f(a,a+3+b)>a+a+2+b>22+1=3

ist. Somit hat auch 7 keine endlichen Hauptzahlen, d. h. f und 7 haben
dieselben Hauptzahlen.

Es kann aber eintreten, daB f die Hauptzahl 1 hat (2 ist dann keine
Hauptzahl von ). Dann ist 2 = 0 und wir setzen d = 1, so daf A=1=0
wird. Dann wird f (e, b) = f(«, « 4 b) und daher

f(oy 1)=f(0’0+1)=f(07 D=1,
d h. 1 ist auch Hauptzahl von f, also haben f und f dieselben Haupt-

zahlen. Der lotzte noch denkbare Fall ist der, daB 2 eine Hauptzahl
vou f ist; es muB dann A <2 sein. Wir setzen d=0. Da 2L 1 1st,

go ist 1 =0,1. Isb 4 =0, also A+d=0+0=0, dann ist =1 Ist

aber A=1, d. h. 2+d>0, dann ist 1=14=1, also in jedem Fall 2=1.

Es ist daher, damit 2 Hauptzahl von f sein soll, nur die eine Gleichung

7(1,2) = 2 nétig. Nun ist hier f(, 2) =f(e, + 1), also
F(1,2)=f(1,1+1)=£(1,2) =2.

_Somit haben f und f auch in diesem Fall dieselben Hauptzahlen.

Damit ist die Behauptung in vollem Umfange bewiesen. Nachdem
es uns nun gelungen ist, zu den Hauptzahlen einer Funktion f nach
unserm Schema eine neue Funktion f zu konstruieren, entsteht das all-
gemeine Problem: wie muf ein System von Zahlen beschaffen sein, damit
es eine nach dem in § 1 entwickelten Verfahren definierte Funktion gibt, die
die gegebenen Zohlen zu Houptzahlen besitet? .
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Nennt man ein System von Zahlen, das die Gesamtheit der Haupt-
zahlen einer solchen Funktion f repridsentiert, ein Hauptzahlensystem,
dann konnen wir das Problem auch so formulieren: es sind die not-
wendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir absuleiten, daf3 ein gegebenes
Zahlensystem ein Houptsahlensystem ist. Es soll gleich im voraus bemerkt
werden, daB eine Losung dieses Problems nicht gegeben wird. Es wird
uns nur moglich sein, gewisse notwendige Bedingungen aufzustellen, die
in bereits bewiesenen S#tzen enthalten sind. Zunichst seien folgende
Bemerkungen vorausgeschickt. Wenn uns f(e, 8) gegeben ist, dann gibt
uns das zu f(e, B) gehorende Hauptzahlensystem Anla zur Bildung einer
bestéindig wachsenden Funktion g(¢). Man bezeichne nimlich eine Haupt-
zahl y von [ mit ¢(«¢)=y,, wenn die Menge der p vorausgehenden
Hauptzahlen den Typus « hat. Die erste Hauptzahl ist also mit y,, die
zweite mit y, etc. zu bezeichnen. DalB so jeder Hauptzahl ein Index ent-
spricht, 188t sich auch durch transfinite Induktion beweisen. Es bat nun
¢ () =y, folgende Eigenschaften: 1) ¢(«) wichst bestindig; 2) nach
XIL ist lim @(o) = ¢ (lim &); 3) nach XVIII ist q(a) stets eine additive

Hauptzahl; es kann hochstens ¢(0) =2 sein; 4) nach XIIT muB ¢ («+1)
fir jedes « > 0 als Limes einer Reihe vom Typus @ darstellbar sein.
Dafiir daf die Zahlen @(«) ein Hauptzahlensystem bilden, sind diese
vier Bedingungen notwendig, ob sie aber auch hinreichend sind, das ver-
mag ich nicht zu entscheiden. Ich gehe nun auf die Bedeutung dieser
Bedingungen ein wenig ein. Die Bedingung 3) sorgt dafiir, daB die
Hauptzahlen nicht zu eng gelagert sind.*) In #hnlicher Richtung liegt
die Bedeutung von Bedingung 4). Um das einzusehen, setze man ¢(a) =Q,,
wenn Q, die kleinste Ordnungszahl der Michtigkeit X, bedeatet. Ins-
besondere ist Q= w. Diese Zahlen Q, nennt Hessenberg Anfangszahlen **)
Es ist bekannt, dal die Zahlen Q, die Bedingungen 1), 2), 3) erfiillen.
Aber 4) ist nicht erfiillt, da bereits Q, nicht der Limes einer Reihe vom
Typus @ sein kann ##¥) Nach diesem Sachverhalt hat man also ein ge-
wisses Recht zu sagen: die Zahlen Q, stehen zu weit auseinander, um ein
Hauptzahlensystem bilden zu konnen; durch Eimschaltung der tibrigen
additiven Hauptzahlen erhilt man z. B. erst ein Hauptzahlensystem. Und
doch ist das nur zum Teil richtig; denn wenn auch die simtlichen Zahlen
Q, kein Hauptzahlensystem bilden konnen, so werden wir doch sehen,
daf ein Teilsystem der Zahlen Q, wieder ein Hauptzahlensystem dar-
stellen kann; also haben wir dann ein System, in dem die Zahlen weiter

") Man vgl. die Bemerkungen zu Satz XVIIL
) G.d. M. § 41,
***) Cantor, 1. c. pag. 222, Satz C.
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auseinander stehen als in dem System aller Q.. Man hat also hiernach
ebenfalls ein Recht zu behaupten, daf die Zahlen Q, Zu dicht verteilt
sind, um ein Hauptzahlensystem bilden zu konnen, da ja erst nach Weg-
lassung gewisser Zahlen ein Hauptzahlensystem entsteht.*) — Wir werden
nun zeigen, daB es Funktfionen gibt, die als Hauptzahlen pur die Zahlen
Q, besitzen, fir die Q, = «. Es folgt das aus einem allgemeinen Satz.
Um zu ihm zu gelangen, bemerken wir, daf eine Funktion ¢(ex), die 1)
und 2) erfiillt, die Eigenschaft hat, dafl es oberhalb jeder Zahl 8 L&sungen
« der Gleichung @(a) =« gibt.**) Es tritt also als Erginzung zu I
hinzu, daB nicht bestindig w(«) >« erfilllt sein kann, falls w(e) die
Eigenschaft 2) besitzt, d. h. falls lim w(e) = w(lim &) ist. Dal nun die
Gleichung @ (&) = « beliebig grofle Losungen besitzt, ist in einem allge-
meinen Satze enthalten, der sich auf eine Funktion ¢@(«) bezieht, die 1)
und 2) erfillt. Es ist 3) und 4) nicht fiir die Funktion g(«) voraus-
gesetzt, also werden auch die Werte der Funktion (o) kein Hauptzahlen-
system darstellen konnen. Aber wir zeigen, dall es Funktionen f gibt,
deren Hauptzahlen simtlich der Folge der Zahlen ¢(«) angehdren. Der
Satz lautet:

Satz XIX. Es sei f(, §) gegeben und auferdem eine bestindig wachsende
Funktion ¢(«) von a, fir die stets lim @(«¢) = @ (lim «) ist; sei aufSerdem

@(0) > max (i, 1). Es existiert dann eine Funktion f (e, B), die fiir 20,
B> 1 erkliirt ist und die nur eigentliche Huuptzahlen besitzt, mit der Eigen-
schaft, daf3 das System der Hauptzahlen von f aus allen denjenigen Houpt-
sallen y von f besteht, die der Gleichung @(y) =y gewiigen; also sind alle
Hauptzahlen von f in dem Bereich der Zahlen @ (&) enthalten und jeder solche
Bereich von Zahlen @{«) enthilt Haupteahlen einer beliebigen Funktion f;
insbesondere hat also die Gleichung @(«) = o stets Wurzeln, die oberhalb
einer gegebenen Zohl liegen.

Beweis. Es sei f(«, ) durch w(«) und g(&, ) definiert. Dann

setzen wir @(e) = w(p(®)), so daB 2o =0 wird. Weiter werde

g, n=9E om)

*) Diese aus 4) folgenden eigenartigen Verhiltnisse erscheinen wohl deshalb nur
g0 auffallend, weil wir zur Zeit die durch eine Limesreihe vom Typus o &pproxi~
mierbaren Limeszahlen arithmetisch nicht zu charakterisieren vermdgen.

*#) Hessenberg, G. d. M. §81. Man vgl. damit die sich an den Beweis von
XIII amschlieBenden Bemerkungen. Die Eigenschaft 2) erfiillt die Funktion f(«, f)
bei konstantem o als Funktion von B und deshalb kann nicht bestiandig f(«, f) > F
gein. Und weil f(e, f) > o ist, (f > 1), s0 kann nicht die Limeseigenschaft

flime, f) = lifl [y B)

gelten. Diesen Sachverhalt hat zuerst Hessenberg erkannt.
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gesetzt; es ist hiermnach g(§ n)=g(, o)) > & fir &> =& und
n>7,=0, denn es ist @(0) =17, also fiir n >0 stets g(n) = n,
und daher fir £ >&, >0 auch g(§ @) >¢. Es folgt sofort, daB
7 =0 ist. Also ist durch diese Festsetzungen eine fiir >0, 8> 1 erklirte
Funktion f (e, f) definiert. Nun ist 7 (¢, 1) = @(e) = w(p@) = f(p(®), 1)
und durch transfinite Induktion folgt, daB allgemein f (e, ) =[(g(«), ) ist.

Erstens hat nun f(¢, 8) nur éigentliche Hauptzahlen. Denn filr
1< b < w folgt, daB die Beziehung f (0, b) = f(p(), b) = ¢ (0) =2 be-
steht und fiir & > 1 ist sogar f(0,5) > @(0) > 2, d. h. 1 oder 2 konnen
keine Hauptzahlen gein.

Zweitens sei nun p eine Hauptzahl von f, also ist p eine Limeszahl
und es ist y = f (e, p) = f(@ (), p) fir jedes « < y, also y > ¢(«) = « fir
jedes a<Cyp. Hieraus folgt weiter, dab ¢ (p) =y >lim ¢ (¢)=¢ (lim &) = @ (3)
d. h es ist p(p)=17. ¥<r

Drittens zeigen wir, daB y auch eine Hauptzahl von [ ist. Hs ist
nimlich y = f (e, 9) =f(p@), 7) = (9@, 9@) = ¢(p) fir jedes o <y,
d h es ist y=¢(p) =f(p@), @) fir eine Folge von Zahlen ¢(«),
deren Limes gleich ¢(lim &) = @(p) ist. Nach X ist also @(p) =y eine
Hauptzahl von f. — Viertens zeigen wir: wenn eine Hauptzahl p von f der
Gleichung y = ¢ () geniigt, dann ist y auch Hauptzahl von f. Zunichst
kann nicht y =1 oder y = 2 sein, da 9(0) > 2, (1) >3, ¢(2) = 4 ist.
Somit ist y = ¢ (p) eine eigentliche Hauptzahl von f. Es ist

F@e,n)=f(ey)=r fir ¢ <y=09Q)

d. h. fir « <y, also ist y eine Hauptzahl von f, womit unser Theorem
bewiesen ist.

Als Beispiel sei bemerkt, daf die Funktion Q, + B diejenigen An-
fangszahlen zu Hauptzahlen besitzt, die ihrem eigenen Index gleich sind.

Folgerungen: Aus unserem Satze ergibt sich nicht nur, daB die
Gleichung ¢(«) = « stets beliebig groBe Wurzeln hat, sondern auch, daB
unter diesen Wurzeln immer wieder, soweit man auch in der Zahlenreihe
aufsteigen mag, Hauptzahlen einer beliehigen Funktion auftreten.. Hieraus
ergipt sich weiter: sei ¢(«) eine zweite Funktion, die dieselben Eigen-
schaften 1) und 2) erfiillt, dann gibt es oberhalb jeder Zahl  eine Lisung
der Gleichung 9(y) =, wenn y eine beliebige Hauptzahl von f ist, d. h.
wenn y = @(p) ist. Also hat die Gleichung @ () = P(a) = o stets
Wurzeln « > 8, wenn g irgend eine Zahl ist; und unter diesen Wurzeln
kommen immer wieder Hauptzahlen einer beliebigen Funktion f vor. *)
Insbesondere ergibt sich hieraus leicht, daf zwei beliebige Funktionen

¥) Daf die Gleichung g(«) = (o) = & beliebig groBe Wurzeln besitzt, erhiilt
man auch direkt aus der Betrachtuns der Funktion m(an(e)
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f und f’ stets beliebig grofle Hauptzahlen gemeinsam haben, d. h. ober-
halb jeder Zahl 8 gibt es immer eine Zahl y, die die Gleichung p = f(«, 7)
= f'(e, y) fiir jedes a <y erfiillt. —

Wir wenden uns jetzt anderen Fragen zu.

Zur Definition der Funktion f gebrauchten wir eine Funktion zweier
Variabeln g(&, ). Wenn nun g selbst zur Klasse der von uns betrachteten
Funktionen gehort, dann besitzt ™¥auptzahlen. Welche Bezichungen be-
stehen zwischen den Hauptzahlen von f und denen von ¢g? Prizisieren
wir unsere Voraussetzungen. Wir gehen aus von einer Funktion ), («),
die der Voraussetzung (a) geniigt; auBerdem sei den Bedingungen (b)
und (c¢) gemdl eine Funktion g (§,7) gegeben; nach II ist hierdurch
f, (e, B) fiir @« >4, =1 definiert und nun wollen wir f(«, §) definieren,
indem uns wie frilher w(a) gegeben ist, wéhrend wir jetzt g(&, n) =£,(€, )
wihlen. Bs ist g(§, ) =f, (¢, n) > & fir €24, und n >2.%) Hs ist
also (b) erfiillt und & = 1,, 7, = 2%); somit ist 4 die kleinste Zahl, fir
die simultan w(i) > 1, 4 > max (d, 1,) ist (7, =2 oder 1). Es werde
besonders betont, dal wegen III und VII die Funktion g =f, die Be-
dingung (¢") erfiillt, die (¢) enthdlt. Also gelten fiir f die Sitze VII,
VII, XIV, Zus. in vollem Umfange. Mit f; ist das System der zu-
gehorigen Hauptzahlen gegeben. Aus f, haben wir f abgeleitet. Man
wird irgend welche Beziehungen zwischen den Hauptzahlen von f und
denen von f; erwarten dirfen. Es gilt nun zunichst:

Satz XX. Jede eigentliche Houptzahl von [ ist auch eine von fy.**)

Beweis. Bs ist fle, 8+ 1) =f,(f(«, f), ). Ist nun y eine eigent-
liche Hauptzahl von f und ist 2 <« < 9, dann ist auch ¢4 1 <y, also
flo,e+1) <y, d h es ist p>f,(flo, 0), &) > fi(e, ), da f(¢, &) 2> « ist.
Aus o < p folgt somit f;(e, &) <y, d. h. p ist eine Hauptzahl von f;.

- Es sei bemerkt, daB in dem speziellen Fall, daB f,(§, n) =& 4 7 ist,
XX in den Satz XVIII iibergeht. — Satz XX ist im allgemeinen nicht
umkehrbar. Dagegen liBt sich im Anschluf an VI tiber die Hauptzahlen
von f, ein Satz aussagen, der diese Zahlen unter Zuhilfenahme von f in
einer Weise charakterisiert, die eine Umkehrung zulifit. Es geht nimlich
fiir unsern Fall die Ungleichung des Satzes VI in eine Gleichung iber.

Satz XXI. Ist y eine Haupteahl von f;, dann hat die Gleichung
v =f(a, &) fir jedes der Bedingung y = w(e) gewiigende o genaw eine
Wurzel E.+%¥)

* Falls fiir jedes &> A, stets w, (§) > & ist, gilt das bereits fir 5> 1 (V). Dann

st also 5, = 1, wihrend i. a. n, = 2 ist. o
**) Kine uneigentliche Hauptzahl von £, d.h. y=1, 2, braucht keine von £, zu sein.
#) Nattirlich muB «>>2 sein; unter der Voraussetzung (d) (s. weiter unten)

folgb aus XXII, daB & eine Hauptsahl vou f, ist, falls y >w(e), d. h. §>1 ist.
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Beweis. BEs sei also y eine Hauptzahl von f; und es gebe eine
Zahl o> 4, fir die y > w(«) =f(e, 1) ist. Nach VI existiert dann eine
Zahl &, sodaB f(e,E+1)>7 =f(«, &) ist. Wire nun y > f(e, §) 2> ¢,
dann folgte, da y Hauptzahl von f; ist, die Beziehung

f(e, E+1) =1fi(fle, &), 0) <7
wihrend doch f(a, £ + 1) >y ist. Somit muf y =f(«, £) sein. Die Un-
kehrung lautet nun:

Qatz XXIL. Giebt es zu einer Zahl v unendlich viele der Ungleichung
A< a <y gewiigende Zahlen o und besitzt fir jedes dieser o« die Gleichung
y; fla,8) eine Lisung & dann ist p eine eigentliche Hauptzahl von fi-

Beweis. Da y sich nach Voraussetzung auf unendlich viele Arten in
der Form f(o,£) darstellen 1iBt, so ist nach VIII die Zahl  eine Limes-
zahl. Sei A<e<y und y=f(e,§), dann ist £>1. Wire nimlich =1,
also p = f(e, 1) = w (e), dann sei e < &’ <p und y=f (¢, &) nach Vor-
augsetzung. Da nun w (o) > w(e) = f(e, 1) = f(e, &) ist, so wire w(«)
= (o, ) > (e, §), & h. 1> >1, was nicht geht. Somit st £ > 2.

Also folgt:

y =1, &) 2 (e, 2) = f(fle, D), «) 2 fi(e, @);
es ist daher fir « <<y stets f,(e, ) <y, und da fi(e, @) mit « wichst,
so ist f,(«, @) <y, mithin ist y eine Hauptzahl von f;.

Es ist uns folgendes bekannt: es stellt f(«, f) fir f(e, ) > « dann
und nur dann eine Hauptzahl y von f dar, wenn f=y>« ist; f(«, B)
stellt fir f;(e,8) >« dann und nur dann eine Hauptzahl p, von f; dar,
wenn § = p, > « ist; aus XX folgt, dab f\(«, §) fir f(«, ) > « dann und
nur dann eine eigentliche HauptZahl p von f darstellt, wenn =19 >«
ist. Wann ist nun (e, B) eine Hauptzahl von f;? Kann man vielleicht durch
Charakterisierung von f die Bedingung dafiir angeben? Im allgemeineh wohl
kaum. Wir wollen indessen eine Eigenschaft der Funktion f voraussetzen,
die in unseren spiteren Anwendungen erfiillt ist. Es besitze nidmlich f ein
distributives Gesetz. Die Multiplikation besitzt ja ein solches; auch fiir
transfinite Zahlen gilt das, wie wir sehen werden. Es erscheint aber als
bemerkenswert, daf auch die Potenzfunktion ein solches Gesetz besitzt,
falls man nimlich den Begriff des distributiven Gesetzes gehdrig weit
faBt. Dann kann man die bekannten Formeln ab + ac=a(b+c), a’a®=a’*°
von einem einheitlichen Gesichtspunkt aus ansehen. Wir setzen ndmlich
als verallgemeinertes distributives Gesetz voraus: es ewistiere zu f eine
Funktion f, derart, dof
@ F(F@, B, @, 8) = f(a, fulB, D)®) it

*) Ist fiir ein einziges o die Gleichung w (&) = « erfiillt, so ist unter der Voraus-

setzung (d) stets w(c) = . Das tritt dann und nur dann ein, wenn f,(1,1)==2 ist,
eine Gleichung aus der die allgemeinere Relation f;(8,1)=pg- 1 folgt.
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Wir werden sehen, daB in der Tat ein solches Gresetz allgemein gilt,
wenn f die multiplikative oder die Potenzfunktion ist; im ersteren Falle
ist speziell f, =f;. Wenn (d) identisch besteht, dann liBt sich iber f;
folgendes aussagen. Es mull £,(8, 0) fiir §, 0 > 1 definiert sein; dabei
braucht f, aber keine nach unserem Induktionsschema definierte Funktion
zu sein. Da die linke Seite von (d) wichst, wenn 0 wichst und o, 8
konstant sind, so folgt das gleiche fiir die rechte Seite; also muf bei
konstuntem g die Funktion f,(8, 6) mit & wachsen, d. h. f; erfullt IIL
Ebenso gilt IV fiir die Funktion f;; es ist also lign fz (8, 0) =1, (B, lim 9).

Um zu zeigen, daB auch V gilt, wihlen wir « > o und wenden XVII an:
es folgt dann unter Benutzung von (d): f(a,fy(8, 9) = f(e, B) + (e 9)
> f(e, B). Also f,(8, 8) > B und ebenso, da (¢, f) + f(e, 9) 2 f(«, 0) ist,
f2(6,9) = 9

Aus (d) folgt weiter, daB bei konstantem o die Funktion f, mit
wachsendem @ nicht abnimmt, also gilt VIL Aus diesen Sdtzen folgt
damn, daf f, auch Haupteahlen besitet. Da bestindig fy(B, 8) > B ist, so
besitet f, nur eigentliche Hauptzahlen. (Man vergl. den Beweis zu IX.)*)
Es gilt nun unter der Voraussetzuug (d)

Satz XXIIL Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dof
fle, B) fiir B> 1 eine Hauptzahl von f darstellt, besteht darin, daf 8 ene
Hauptzahl von f, ist.

Beweis. Erstens sei f(e, ) eine Hauptzahl y; von f; und > 1,
dann ist zu zeigen, daB B eine Hauptzahl von f; ist. ‘B sel 1LELB,
dann ist p, = f(e, ) > [ (e, £), also folgt:

yy = Fi(f@, 8, v,) = (@, B, Fla, B) = (e & B) = (e, B),
d. h. es ist B =f,(&, B) fiir jedes der Beziehung 1 < £ < B gentigende £;
mithin ist B eine Hauptzahl von f,. Sei zweitens f§ eine Hauptzahl
von f,, dann ist g >1 und g =7,(§, §) fur 1<E<B. Sel nun e =4,
dann setze man f(«, ) = y,; s ergibt sich dann:

, 7y = [(a, ) = fle, 12 &, B)="r (Fle, &), f(o, B) = fi(f(« 8, 1)

fiir jedes &, fir das 1 < § < ist. Konvergiert nun £ gegen f§, so kon-
vergiert f(e, £) gegen f(«, B) =y;. Also ist 9, = f,(fle, &), y,) fiir eine
Folge von Zahlen f(«, £), deren Limes p; ist. Somit ist nach X die Zahl p,
eine Hauptzahl von f;. — In der Anm. zu XXI ist bereits eine Anwendung
von XXIII gemacht worden. Es gehdren XXI bis XXIII eng zusammen.
Die Hauptzahlen y, von f; werden durch XXI, XXII auf eine Art und
durch XXIII auf eine zweite Art charakterisiert.

*) Man muf dann allerdings als Definitionsbereich fiir £, nur das Gebiet §>1,
0 >>1 ansehen, selbst wenn f guch fiir § = 0 oder & = 0 mib definiert sein sollte.
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Genau wie man das distributive Gesetz so erweitern konnte, daBl auch
die Potenzfunktion ihm genligt, kann man das assoziative so verallge-
meinern, daB die Potenz es auch erfiillt.

Wir setzen voraus, daf3 zu f eine Funktion f; existiert, die identisch
der Funktionalgleichung
(e) f(fe, B, 8) = f(a, B, ) %)
geniigt.

Unter dieser Voraussetzung 1i8t sich ein in der Richtung von Satz XV
liegendes Resultat aussprechen:

Satz XXIV. Es sei $=f(§,n) und f,(2,1)=mn, dann hat bei festem
nund B die Gleichung B={f(8,n) unendlich viele Wurzeln &, die einen Limes y,
besitzen, und y, ist eine Hauptzahl von f,.

Beweis. Da f;(2,n) =7 ist, so folgt

B="rE ) =rE @& n)=7(fE 2,n).

Nun ist f(§,2) =£.(fE, 1), §)>f1(§ E) > & Also ergibt sich die Be-
siehung = f(f&, 2), 1) 2f(f,(€, B, 1) 2FE n) =B, d b. f=F(f,& B, ).
Somit ist mit £ zugleich die Zahl fl(f;' ) eine Wurzel & der Gleichung
B=1f(®1n). (Solte etwa f,(§,£)=E sein, so ist jedenfalls fiir die
groBere Wurzel &' = (¢, 2) sicher f,(£,£") > £'.) Daraus folgt nach XI,
daB diese Wurzeln & eine Hauptzahl y, zum Limes haben. — Ob freilich
die Gleichung g = f(y,, n,) eine Wurzel 5, hat, das muB im allgemeinen
unentschieden bleiben, wenngleich es in den folgenden Anwendungen
stets eintreten wird. *¥)

§ 4
Die Multiplikation.
1) Wir setzen jetzt w (o) = « und wihlen auBerdem g (£, ) =f, (¢, 1) =& + .
Da nun fi(§,n)=§+n>E& fir £2>0, 7 >1 ist, so ist 1 =1. Es ist
also (b) und auch (¢’) erfilltt. Die durch diese Festsetzungen definierte

*) Aus (e) folgt ohne Schwierigkeit, daB f, selbst das gewdhnliche assoziative
Gesetz f, (fy (e, f), 0) = fy (e, f,(B,8) erfiillt. — Ist auch nur fir ein einziges o die
Gleichung w(e)= e erfiillt, so ist unter der Voraussetzung (e) stets w(e)=ea. Das
tritt dann und nur dann ein, wenn f,(1,1) — 1 ist, eine Bezichung, aus der die
allgemeinere Gleichung £,(f,1) = f,(1,8) = § folgt. — Wenn (d) und (e) simultan
erfillt sind, so ist f; eine nach dem in § 1 entwickelten Induktionsschema definierte
Funktion. Denn aus (¢) folgt, da f Bedingung (¢') erfillt, dag fs(B,1) mit § whchst;
aus (d) und (e) aber folgt: £, (B, d+1)="{,(f, (B, 9, f) und auBerdem erfiillt #, Satz IV
Es erschemt bemerkenswert, daf fir den Fall w(c)= « aus dem distributiven Gesets
(d) das assoziative Gesetz (e) folgt.

" * In einer demnichst in den Math. Ann. erscheinenden Arbeit wird auch diese
Frage durch eingehende Untersuchung der Gesetze (d) und (¢) in gewisser Weise zur
Entscheidung gebracht werden.
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Operation f(«, B) bezeichnen wir mit « - 8 oder kurz mit ¢ und nennen
af das Prodult aus « und f; die Zahl « heifit linksseitiger Divisor oder
Teiler von «f3, @ rechisseitiger Divisor oder Teiler von «f. Man redet
statt dessen auch wohl vom links- oder rechtsseitigen Fuktor. Die
Operation selbst nennt man die Multiplikation.

2) Unsere Operation ist also nach § 1 folgendermaBen definiert:
) «-l=uaq,
2) e(f+l)=ec-fto=a-f+a-1,
3) “B = lim (“ﬁ)}
I

wo f alle Zahlen unterhalb der Limeszahl 8 =lim g durchliuft.
Durch (1) bis (8) ist af fir « 21, § =1 erklirt. Aus (1) und (2)
folgt, daB man zweckmiBig die Definition erweitert durch

4) 08=0 fir >0,
5 «0=0 fir «=>0.

Fiir endliches § = b ist «b =« + o + @ + - - - (b Summanden), wie leicht
aus (1) und (2) folgt.

3) Nach III folgt fir « > 1 aus §>f such «f>af’; und ist
af > aff, dann ist « > 1 und § > f; schlieBlich folgt aus af = «f’, falls
«>1 ist, daB auch g=p ist. Aus f>1 folgt fir « > 1 hiernach
af > a. Ein von Null verschiedenes Produkt, dessen rechisseitiger Faktor
grofer als 1 ist, ist somit grofier als der linksseitige Fakior.

4) Ist eine Folge von Zahlen & mit B als Limes gegeben, dann ist
nach IV: «f = « lim 6 = lim («d).

5) Wir benutzen statt’ V den schirferen Satz XVII; aus ihm. folgt
fir « > 1, daB fiir f> o stets ¢f >« + 8 ist. Und fir b =1, a>1
folgt ¢b>a+b—1 Aus ab=eatata+t- (b Summanden) folgt, daB
genauer eb>«+b fir «>1, b>1 ist. Es folgt aus diesen Formeln,
daB fir ¢ > 1 stets «f > B ist. Ein Produki, dessen linksseitiger Teiler
von Null verschieden ist, ist also nie kleingr als der rechisseitige Teiler.

6) (Der Euklidische Algorithmus,) Sei « > 1 und > w(«) = «, dann,
existiert. nach VI eine einzige durch « und B bestimmte Zahl§, godaB
ef¥1)=af+a>p2et2E ist.

Aus B> af folgt nmach § 2 die Gleichung 8 =«f + o, wo- . aurch
« und B eindentig bestimmt ist; also ist af+a>f=cé+o, d h e>o0
Ist £ =p, dannfolgt f>e¢f>f, dh f=2q«f und ¢ =0. Also gilt der

Satz. Ist B> a>1, dann gibt es ein einziges Zahlenpaar &, ¢, S0
dap B=ct+o, ES B und o < e st Ist £ = B, dann ist o = 0.

Mathematische Annalen LXVL 12
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Hieraus folgt*), daf jeder gemeinsame linksseitige Teiler von o und B
auch ein solcher von @ ist, d. h. ist « = d¢/, B =0p, dann ist ¢ = J¢’.

Da «>¢ ist, so kann man, falls le ist, entsprechend «=9§& + ¢,
setzen, wo ¢ > ¢, ist. Fihrt man so fort, so bricht die Kette der Glei-
chungen ab, da &> @ > 9, >--- 1st. Genau wie in der endlichen Zahlen-
theorie liefern die Gleichungen den Euklidischen Algorithmus zur Auf-
suchung des groBten gemeinsamen (linksseitigen) Teilers von ¢ und S,
worauf wir jedoch erst spéter eingehen.

7) Nach VII folgt aus oc> ¢/ die Beziehung off > «’f und, wenn
af > o B igt, dann ist e > " " Es gilt aber nach VII wegen (c) das
schirfere Resultat aus «>¢ folgt a(f+1)>a¢ (B + 1), also ergibt
sich aus ¢(f+1)=¢d¢'(B+1), daB a=¢ ist. Ist also af=0c'B, a0
und >0, dann ist B eine Limeszahl. Aus «>1 folgt «f > 1.4 und
nach Nr. 5 ist ¢ > . Diese beiden unteren Schranken fiir «f sind aber
identisch, d. h. es ist 18 = B fiir jedes 8, wie sich leicht durch transfinite
Induktion aus der Definition des Produktes ergibt.

Aus dem soeben Bewiesenen ergibt sich daher: ist fir > 1, «a > 1
die Gleichung f=1-p = «p erfilllt, dann ist 8 eine Limeszahl. Und
deshalb gilt weiter: Ein Produkt, dessen linksseitiger Teiler grifer als 1
und dessen rechisseitiger Divisor keine Limeseahl ist, ist grofier als dieser
rechisseitige Divisor, denn es ist ja fiir ¢ > 1 auch

w(B+1)>1(+1)=p+1.

8) Es gilt das assoziative Gesetz: (¢f)y = «(By). Man bezeichnet
diese beiden Produkte daher mit «fy. Also ist Voraussetzung (e) aus
§ 3 erfullt und zmwar ist f3(€, ) =1, ) = &v.

Es gilt auch das distributive Gesetz: «f + ¢y =« (8+4). Somit
ist (d) erfiillt; es ist in unserem Fall £,(&,n) =f,(§,7) = & + 1.

Beide Gesetze sind fiir y = 0, 1 richtig und werden leicht durch voll-
.stindige Induktion bewiesen.*®¥)

9) Aus XXIff. folgt daher fiir unseren Fall, in dem w(e) =« und
die Hauptzahlen von f; und f, die additiven Hauptzahlen sind:

() Ist = eine additive Haupteahl wnd m>o>1, dawn ist o ein
linksseitiger Teiler von =, d. h. es ist w = ak, wo die eindeutig bestimmie

Zahl & eme Haupteahl von f,, also wiederum eime additive Howptsahl
ist. (XXIL)

*) Der Beweis benutzt das distributive Gesetz (s. Nr. 8).
**) Das assoziative Gesetz gilt auch fiir mehr als drei Zahlen, so daB es auBer
Zweifel steht, was «fyd ... x bedeutet. BEs ist

e@r+ot ) =af+ oyt adt o an
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(b) Hat eine iberendliche Zahl n die Eigenschaft, dafi su jedem der
Beziehung 1 < a < m geniigenden o eine Zahl & existiert, fir die m=a¥ ist,
darm ist = ¢ine additive Hauptzahl (XXII.)

(c) Ist ap eine additive Hauptzahl, dann ist 8 eine additive Haupl-
zahl; ist B eine von 1 wverschiedene additive Hauptzakl, damn ist auch o p
(e« >1) eine additive Houpteahl. (XXIIL)

Es war die erste additive Hauptzahl tiber & der Limes der Folge:
o, ¢ +ae=02, at+oatoe=0ad, - -, an, -, also gleich cw. Dab fir
«> 0 die erste additive Hauptzahl iiber o die Zahl oo ist, 1Bt sich
auch direkt aus unseren soeben aufgestellten Sitzen zeigen.

Denn wenn e > O ist, so ist pach Satz (¢) wirklich ew eine ober-
halb « gelegene additive Hauptzahl; sei x irgend eine solche # > «, dann
ist nur zu zeigen, daB z > ¢ ist. Nun ist nach Satz (a) 7 =ax'> e = «l,
also o' >1, wo « eine additive Hauptzahl ist; also ist 2"’ > w und
%= an’ > ew. — Ist @ >0 und n die groBte nicht oberhalb « gelegene
additive Hauptzahl, dann ist die erste additive Hauptzahl iber auch
die erste additive Hauptzahl iiber =, d. h. ¢w = ww. Allgemeiner besteht
fiir jede additive Hauptzahl o' > o die Gleichung ax’ = wn'. Diese fiir

’ — o soeben bewiesene Gleichung beweist man unschwer durch trame-
fnite Induktion. Benutst werden beim Beweise die folgenden Tatsachen:
1) die Giiltigkeit des assoziativen Gtesetzes der Multiplikation; 2) auf die
additive Hauptzahl #”” folgh als nichste Zahl dieser Art #”7w; 3) Der Limes
einer Menge von Hauptzahlen der Addition ist eine additive Hauptzahl.

10) Seinun eine Zahl § gegeben, die wir in der Normalform schreiben :
B=m oy +- w2 = > . Hier konnen mehrere auf-
einander folgende additive Hauptzahlen einander gleich sein. Fafit man
sie zusammen, so erhalten wir in anderer Bezeichnung: § =, b, + 7,55
+.+o-+ @b, + b wo nun MWy S>> DR 2O ist und b, b,,
by, -+, b, endliche Zahlen sind. Sei weiter:
w=m,"ay+ )yt 7, O+ 0 my >y > >R 205 Gy Gy < 0O

Es kann kurz geschrieben werden: a=m,"a,+o, wo & +m ay=m,"ct,
ist. Ist nun b>0, dann ist eb=c+ e+ e+ - (b Summanden «)
B A R ST L N SR Mal) + o =
" ay b+ o= " 0, b+ 7, dy -+, 6,4 a. Also ist ¢bin der Normalform
dargestellt. Weiter ist af=oam b+ + amb, + «b. Also folgt wegen
der letzten Gleichung aus Nr. 9: a¢f = w, by + -+ wb, + ab Ist
b =0, also ab=0, denn ist die Normaldarstellung fiir af gege:ben durch:
af=m mb ++--+ x'mb, Ist aber >0, dann folgt die Normal-
darstellung fir «p, indem man fir «b die oben gefundene N or::.;aa.lform
einsetzt: «f=="mb 4+ w, w,b, + x4 b+ m oyt T G+ @
Das ist in der Tat die Normalform, da

12*
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> > S>> S>> >a" >
ist.

11) Aus diesen Formeln folgt: aﬁ st dann und nur dann eine Limes-
sohl, wenn o oder B eine solche ist" Das ergibt sich direkt so: 1) Seien
o=0¢ +1, p=p+1, dann ist ef=eaf +a=(ep'+a)+ 1, d h. wenn
die von Null verschiedenen Zahlen «, 8 keine Limeszahlen sind, so ist auch
off keine Limeszahl. 2) Sei § eine Limeszahl, « >0, dann ist «f nach
der Erklirung des Produktes eine Limeszahl. 3) Sei § ="+ 1>1 und
o eine Limeszahl, dann ist ¢f = ¢f + « nach der Erklérung der Summe
eine Limeszahl

12) Sei y eine Limeszahl; der kleinste von Null verschiedene Rest
von ¢ ist eine additive Hauptzahl # > w. Es ist y =" 4+ . Nach Nr. 6
ist ¢ ==p" + 9, wo ¢ <=, also ¢ + = == ist. Daher ist

y=ny' +o+w=ny +a=n("+1).

Sei eine zweite derartige Darstellung fiir  gefunden, d. h. es sel
y=x("+1) =m( +1)=ay"+ x=mp" + =.

Nach § 2 folgt hieraus w=m, , also nach Division mit # =m: p"41=y,"+1,
¢’ =7". Man kann auch so schlieBen: es sei =, >=, =w, = xx’, also
y'+1=a"(p,"+1). Nach Nr. 11 ist daher a’ keine Limeszahl und da
7 eine additive Hauptzahl ist (Nr. 9, Satz (@), so ist #’=1, d. h. =, ==,
9" =y,". Diese Darstellung von p ist also eindeutig.

13) Satz. Jede von Null verschiedene Zahl p hat nur endlich viele
rechisseitige Teiler; die Anzahl ihrer linksseitigen Divisoren ist unendlich oder

endlich, je nachdem die Zahl y eine Limeszahl ist oder wichi.

Beweis. Der Satz folgt beinahe seinem ganzen Inhalte nach aus
VIII. KEs ist hier nur noch zu zeigen: ist » eine Limeszahl, dann hat
unendlich viele linksseitige Teiler. Sei also p eine Limeszahl. Nach der
vorigen Nr. ist y = #(y”"+1), wo # > w ist. Nach Nr. 9, Satz (a) be-
sitzt nun = unendlich viele linksseitige Divisoren, also nach dem assoziativen
Gesetz auch y selbst.

14) Da fiir jede von Null verschiedene Zahl y die Zerlegungen y=1y =41
gelten, so hat jede Zahl » > 1 mindestens zwei verschiedene rechtsseitige
Divisoren. Unter den endlichen Zahlen glbt es Zahlen mit genau zwei
rechtsseitigen Divisoren: die endlichen Primzahlen. Fragt man allgemein
nach den Zahlen p >1, die nur die beiden rechtsseitigen Divisoren 1
und y besitzen, so sind das die Zahlen, die sich nicht in der Form y = o8
darstellen lassen, wo « und § beide unterhalb y liegen, d. h. es sind das
Zahlen, die wir als multiplikativ irreduzibel bezeichnen, da wir sie mit
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Hilfe der Multiplikation nicht auf kleinere Zahlen zurtickfihren kénnen.¥)
DaB es derartige irreduzibele Zahlen gibt, ist uns bekannt, denn jede
Hauptzahl der Multiplikation ist, wie aus den allgemeinen Untersuchungen
hervorgeht, multiplikativ irreduzibel. Wihrefid nun aber die Addition
die wesentliche Eigenschaft besall, dal Hauptzahlen, irreduzibele Zahlen
und Primzahlen zusammenfielen, liegen hier die Verhiltnisse anders: die
Hauptzahlen bilden nur einen Teil der irreduzibelen Zahlen, und unter den
irreduzibelen Zahlen hat nur ein kleiner Teil vollkommenen Primzahl-
charakter, nimlich die endlichen Primzahlen und die Zahl . Wir gehen
hierauf niher ein.

15) Nach XIII gibt es multiplikative Hauptzahlen . Sie sind definiert
durch folgende Bedingungen: 1) y >1. 2) y=ay fir jedes der Be-
dingung 1 < o <y genligende «. Hiernach ist 2 =1.2 eine multipli-
kative Hauptzahl und jede groBere Hauptzahl der Multiplikation ist eine
Limeszahl. Diese eigentlichen multiplikativen Hauptzahlen nennen wir
im Anschluf an Hessenberg®*) §-Zahlen. Hine 0-Zahl hat nur die beiden
rechtsseitigen Divisoren 1 und d. Es gelten die Sitze:

(a) Jede 0-Zahl ist eine additive Houptzahl. (XVIII oder XX.)

(b) Ist eine Zahl & der Limes einer Folge von Zahlen «, deren jede
die Gleichung 6 = & erfiillt, dann ist 8 eine 0-Zahl. (X.)

(¢) Hat eine Folge von Zahlen ¢ 2 1 die Eigenschaft, daf mit zugleich
auch oo der Folge angehirt, dann hat diese Folge einen Limes, der eme
0-Zahl vst. (X1.)

(d) Der Limes einer Folge von O-Zahlen ist eine 9-Zahl. (XIL).

(e) Ist o > 2, dann ist der Limes der Folge «, aw, cod, - die erste
auf « folgende 0-Zahl.*™¥) (XIIL)

Die erste 0-Zahl ist e.%) Das folgt einfach daraus, daB das Pro-
dukt zweier endlichen Zahlen wieder endlich ist; oder auch aus der

Definition von #ne, denn es ist nw = lim (wm) = o, wo 1 <n < w ist.
m<<w .

SchlieBlich ergibt es sich auch daraus, da ne die erste additive Haupt-
zahl tiber n ist und diese Zahl andererseits ® ist. Aus Nr. 6 folgh filr
jede Limeszahl 8 eine Gleichung f = w B 4o, woo>0=20; d hoo
endlich ist. Also ist o =0, d. h. p = wp’ und hieraus folgt

#) Dabei kann sehr wohl y ==y sein, wo 1 < o < y ist; es kann also y zex-
legbar sein, aber bei allen Produktdarstellungen von 7, bei demen & <y ist, ist

der rechtsseitige Faktor gleich 7.
¥ G.d. M, § 82
*#%) Man vergleiche die sich an XIII anschlieBenden Bemerkungen und die Anm.

zu § 2, Nr. 12, Satz (d).
4) Bei Hessenberg, G. d. M., ist irrbtimlicherweise 1 als erste d-Zahl genannt.
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nf= (o) =aof =g,
wo 1 < n < o ist. Inshesondere ist 28 = B, eine Gleichung, die nach Nr.T
die Limeszahlen charakierisiert.

Wir sahen oben, daf die multiplikativ irreduzibelen Zahlen diejenigen
gind, die nur zwei rechtsseitige Teiler besitzen. Weiter ergab sich, daB
jede 0-Zahl eine irreduzibele Limeszahl ist. Wir zeigen jetzt die Um-
kehrung:

(f) Jede irreduszibele Limeszahl, d. h. jede Limeszahl mit genaw zwes
rechisseitigen Teilern ist eine 0-Zahl.

16) Um (f) zu beweisen, miissen wir erst zwei andere Sitze aufstellen.

Satz. Set die Limeseahl B ein rechisseitiger Teiler von y, dawn hat
die Gleichumg y = of unendlich viele Wurzeln o, die eine additive Haupt-
2ahl m zum Limes haben; diese ist ein linksseitiger Teiler von p, d. h. es ist
y =xf, wo ' der grofte rechisseitige Teiler von y unterhalb § ist.

Beweis. Da f;(2,8) =2 8= ist (Nr. 8 und 15), so diirfen wir

Satz XXIV anwenden. Also gibt es unendlich viele Wurzeln, die als
Limes eine Hauptzahl von f£,(§, 5) =&+ % haben, d. h. eine additive
Hauptzahl 7 zum Limes besitzen. Da fiir jede Wurzel « der Gleichung
y = af stets y > « ist, so ist y >m, also nach Nr. 6 auch y == + o,
wo 0L o <m ist. Also gibt es eine Wurzel o, fiir die ¢ < o« <m ist
Daraus folgt @ = an’ (Nr. 9). Daher ist « ein linksseitiger Teiler von ¢
und x, also nach Nr. 6 auch von ¢» und da ¢ <« ist, mub ¢=0,
y =mnf sein. Nach XV ist 8 der grt6Bte unterhalb p gelegene rechts-
seitige Teiler von p. Wiblt man nun den rechtsseitigen Limesteiler §
von y gleich ¢ selbst (y=1.y=2.p=-..), zieht dann Satz XIV nebsh
Zus. 2 heran, so folgt, daB = in diesem Fall eine d-Zahl wird. Wir
sprechen daher folgendes Resultat aus:
' (g) Fiir jede Limeszahl B Dbesitst die Gleichung B = aff unendlich
viele Wureeln o, deren Limes 0 eine 0-Zahl ist. Es ist fiir eine Zahl «
darm und nur dann B = af, folls 1 <« < 0 ist; dagegen ist =08, wo
g’ der zweitgrofte rechisseitige Diwisor von B ist. Oberhalb & gibt es keine
0-Zohl, die linksseitiger Teiler von B ist.¥)

Hieraus folgt nun (f). Denn wenn 8 nur die beiden rechtsseitigen
Teiler 1 und B besitzt, so ist der zweitgroBSte rechtsseitige Faktor f'=1,
d h. f=08 =0, also B eine d-Zahl.

Damit sind uns nun die irreduzibeln Limeszahlen bekamnt. Gibi es
nun auBer den endlichen multiplikativen Primzahlen andere irreduzibele
Zahlen, die eine unmittelbar vorhergehende Zahl besitzen? Diese Frage
ist za bejahen.

*) Man vgl. § 2, Nr. 12, Satz (e).
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17) Es sei § eine iiberendliche Zahl, die einen von O verschiedenen
endlichen Rest besitzt, also ="+ b; hier ist g’ eine Limeszahl und
b>0. Da bf = ist, so ist §=0b(f +1). Nach Nr. 12 diirfen wir
B = n(B"+b") setzen, wo = eine von 1 verschiedene additive Hauptzahl,
B’ =0 oder gleich einer Limeszahl und 1 <" < @ ist. Also wird

B=bxP" +b)+1)=0b(x+1) (" +0b") [Nr. 10].

Hieraus folgt > 8"+ 0”". Wenn nun § nur die beiden rechtsseitigen
Teiler 1 und B besitzt, so mub " 48" =1, d. h. 7=0, b" =1 sein,
also ist B =b(w+1). Dann ist also # + 1 > ® ein rechtsseitiger Teiler
von B, also gleich 8, d. h. b=1, also 8 ==+ 1. Sel nun umgekehrt =
eine beliebige von 1 verschiedene additive Hauptzahl, dann hat = + 1
nur zwei rechtsseitige Teiler. Denn es sei w4+ 1=pv und »>1,
w4+1l=pv>p, dh w>u Also ist w=pua/, d h es ist g ein
linksseitiger Teiler von @ 4+ 1 = uv und von = = u=’, also nach Nr. 6
auch von 1; es mub also p=1 und » =x + 1 sein. Also besitzt z 1
nur die beiden rechtsseitigen Teiler 1 und = + 1. Also gilt der

Satz. Die Nicht-Limeszahlen oberhald o sind dann und nur dann
multiplikativ wrreduzibel, wenn sie die Gestalt m + 1 haben. Die multi-
plikativ irreduzibelen Zahlen zerfollen in drei Klassen: die endlichen Prim-
zahlen, die Houpteahlen der Multiplikation und die Zahlen der Form
7w+ 1. Die Zahl 2 gehort in jede der drei Klassen.

Auf dié multiplikativ irreduzibelen Zahlen wird man auch gefiihrt,
wenn man den kleinsten oberhalb 1 gelegenen rechtsseitigerd Teiler einer
gegebenen Zahl betrachtet. Diese Betrachtungen sind ganz analog denen,
die wir in § 2, Nr. 14 beim zweiten Beweise fiir die Cantorsche Normal-
form anstellten.

18) Satz. Jede von 1 wverschiedene additive Haupteakl lif3 sich in
eindeutiger Weise als Produkt endlich vieler, micht zunchmender 0-Zahlen
darstellen.

Dieser Satz entspricht dem in § 2, Nr. 14 bewiesenen. Und man
kann ihn auch auf drei vollig analoge Arten beweisen. Es soll nur be-
merkt werden, daB der erste Beweis an Nrv. 16, Satz (g) anzukniipfen
hat, aus dem fir .die gegebene additive Hauptzahl  die Gleichung
i = 0n folgh, wo =’ der zweitgroBite rechisseitige Divisor von = ist.

19) Nach Nr. 12 1aBt sich jede Zahl p in eindeutiger Weise in die
Form setzen B = w8, wo ' keine Limeszahl und z eine additive Haupt-
zahl ist. Aus Nr. 17 folgt, daB f =b(x'+1) " ist, wo > " ist.
Hier ist 87 ebenfalls keine Limeszahl; ist 8” > o, dann ist analog

g’ =b(x"+1)p", B >p", ete
Da die Reihe der Zahlen g, 87, 8", .. . bestindig abnimmt, wird schlieflich
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eine Gleichung B = be-D(x® + 1) b® vorkommen. Entwickelt man nun
noch x nach Nr. 18, so erhslt man in verinderter Bezeichnung:
=00, -8,b(m,+1)b_,(x_,+1)- b(m+1) b
Zerlegt man noch die endlichen Zahlen b, in ihre Primfaktoren, dann ist
B als Produkt endlich vieler irreduzibeler Zahlen dargestellt. (Man wiirde
diese Form auch erhalten, indem man in § den kleinsten rechtsseitigen
Faktor oberhalb 1 abspaltet etc) Unsere Darstellung ist nun eindeutig,
d. h. wenn wir
n 5“5162'"asbr(”r+1)"'b1(“1+1) by
= 8105 - - - Oy bp(ap 4+ 1) - - - Bi(m+ 1) bo

0 =0y 220 51'._2:62’2"'26*"
ist, dann bebaupten wir:

haben, wo

r=r; s=§; &,=9/; m=m/; b="b.
Beweis. Aus Nr.12 und Nr. 18 folgt sofort: s=¢, d;=20;. Wir
haben also nur noch die Gleichung
b(m,+1) - - by(m +1) by =bi(w  +1) - by (% + 1>. by’
zu behandeln. Hier ist =, #/ > w. Setzt man
y=b(m,+1) by o =i )b
so lautet unsere Gleichung

y(m + 1) by = p(m by +1) = ¢’ (m +1) by = 7"("’1'1’0,'*‘ 1).
ym=m>y, Yu =7 >,

by +y=7b, + 9.
Nach § 2 folgt daher: p=19’, by="0,, T="=", d. h. wegen y="1m, =m,"
Indein man nun in unserer Gleichung beiderseits rechts mit (m, +1) b,
dividiert und die ibrig bleibende Gleichung y =4  ebenso behandelf,
folgt: my = my, by, = by" ete. — Es gilt also der
Satz: Jede Zahl B 1ift sich in eindeutiger Weise in ein Produlit
endlich vieler irveduzibeler Zahlen entwickeln:

B=20,0---0,b(m.+1) br—-l(“r-—l + 1) by + 1) by
0y 20,24,

ist. (Die endlichen Zahlen b, sind moch in ihre Primfakioren 2u gerlegen;
die Faktoren O, treten nur dann auf, folls B eme Limesgahl ist)

Auch diese Produkiformel rithrt von G. Cantor her. Man kann sie
ganz leicht, wie bereits Cantor angibt, aus der additiven Zerlegung
folgern. Kennt man die eine Darstellung und ihre Eindeutigkeit, dann
gilt von der anderen dasselbe. Und doch haben beide Formeln nicht

Nun ist

also

wo
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den gleichen Wert. Denn bei der additiven Zerlegung sind die additiv
irreduzibelen Bestandteile zugleich additive Primgréfen (§ 2). Dagegen
sind, wie wir jetzt zeigen werden, die multiplikativ irreduzibelen Zahlen im
allgemeinen keine vollkommenen multiplikativen Primzahlen und besitzen
nur einen Teil der Eigenschaften, die wir flir Primgrt8en verlangen.®)

Man wird eine Zahl ¢ dann eine multiplikative Primzahl nennen, wenn
sie folgende beiden Eigenschaften erfillt: 1) aus jeder Gleichung «f = ué
folgt, daB u ein linksseitiger Teiler von « oder f§ ist; 2) aus jeder Gleichung
ef =np folgt, daB w ein rechisseitiger Teiler von o oder von B ist. Die
irveduzibelen Zahlen, die oberhalb o liegen, also die 0-Zahlen und die
Zahlen m + 1 (m> o) erfillen die erste Bedingung nicht. Denn es sei
erstens # > und g=x+1, dann ist identisch (ww 4 1) = (v + 1) wm,
also w + 1 ein linksseitiger Teiler von (aw+ 1)z, aber kein solcher
von =, da ja w<mw-1 ist, und auch kein solcher von (zx+1), da aus
(ww +1) = (x+1) v folgen wiirde, dal = =, also #xw + 1 =ax wire.
Sei zweitens 0 eine oberhalb @ gelegene &-Zahl, dann ist idemtisch:
(0+1)o = 0w, ohne daB & ein linksseitiger Teiler von o oder 41
ist. Dagegen erfiillen die tibrigen irreduzibelen Zahlen, némlich die end-
lichen Primzahlen p und die Zahl o, die Bedingung 1). Denn sei erstens
af = w§, dann ist «f eine Limeszahl, also entweder « oder B auch
eine solche, d. h. o ist ein linksseitiger Teiler von « oder f. Ist zweitens
«f = pk, so ist p ein linksseitiger Teiler von « oder g, wie man aus der
Eindeutigkeit der Produktformel unschwer erkennt. Die zweite Bedingung
dagegen wird von simtlichen irreduzibelen Zahlen erfiillt, wie man eben-
falls aus der Produktformel ersehen kannj ist also «ff =1nu, wo g =25,
w41, 8 ist, dann ist p ein rechtsseitiger Teiler von o oder B und fiir
# >« kann man sogar schlieflen, daB w ein rechtseitiger Teiler von §
ist. Ist w=p, so ist auch y im- aligemeinen ein rechtsseitiger Teiler
yon B, nimlich nur dann ein rechtsseitiger Faktor von «, wenn f3 eine
endliche nicht durch p teilbare Zahl ist.

Erfillt eine Zahl p die zweite Bedingung, d. h. folgt aus jeder
Gleichung «f = nu, dab p ein rechtsseitiger Faktor eines der Faktoren
ist, dann ist g irreduzibel. Denn es sei w nicht irreduzibel, dann ent-
wickele man p in das Produkt irreduzibeler Faktoren; der letzte rechts-
seitig auftretende Faktor werde mit bezeichnet, dann ist also

P"""""l'&w‘:“ﬂ’

) Dieser Unterschied macht sich bei manchen Untersuchungen geltend: z. B.
kann man mit Hilfe der additiven Formel die Bedingungen fir die multiplikative
Vertauschbarkeit zweier Zahlen o und § aufstellen, wihrend man mit der Produlkt-
formel in gewissen Fallen auf Schwierigkeiten gt6Bt, n#mlich dann, wenn es sich
um Limeszahlen «, p handelt. Man vgl. G. Cantor L o. und E. Jacobsthal L. c.
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wenn wir das Produkt der tibrigen Faktoren mit o bezeichnen, Nun ist
B>1,also g >« und auch p > pB. Hier gilt aber p >, da p reduzibel,
B irreduzibel ist. Somit kann p weder in o moch in B als rechtsseitiger
Faktor enthalten sein. Da das der zweiten Bedingung, die g erfiillen
sollte, widerspricht, so muB also g irreduzibel sein. Wir sprechen hier-
nach den Satz aus:

Satz. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf} eine
Zahl p multiplikativ irreduzibel ist, besteht darin, daf aus jeder Gleichung
af = nw mindestens eine der beiden Gleichungen o« =o'y, = p'u folg.

Es gilt aber genauer:

Wenn u irreduzibel und of = nu ist, so ist im allgemeinen g = 'y,
diese Gleichung braucht aber wicht zu gelten, falls w =p und B < o 18t
wenn also B eine endliche nicht durch p teilbare Zahl ist; dann aber ist
stets o= o' p = o p.

20) Ist eine Zahl § gegeben und o« ein rechtsseitiger Teiler von
so entwickele man « und B nach der Produktformel. Alle in der Ent-
wicklung von « auftretenden Faktoren treten dann auch in der Produkt-
entwicklung von 8 auf Daraus folgt sofort der

Satz. Sei B gegeben und o, o, seien swei rechisseitige Faktoren von
B, «>«. Ist dann o eine Limeszahl, domn ist o, ein rechisseitiger Teiler
von o. Ist aber o keine Limeszahl, doamn ist auch o, keine solche. Spaltet
man wm o« und o, die grofiten endlichen Uinksseitigen Faktoren ab, « = a o
oy = a0, dann dst o > o). Ist o >, dann ist o, ein rechissertiger
Teiler von o, also auch von .

21) Es ist leicht einzusehen, daB fiber die gemeinsamen Reste und
Abschnitte zweier Zahlen o und g folgender Satz gilt:

Satz. Sind « und B swei gegebeme Zahlen, dann haben sie einen
groften gemeinsamen Abschwitt (min (e,.)), der jeden gemeinsamen Abschwitt
von « und B zum Abschnitt hat. Ebenso existiert ein gropter gemeinsamer
Rest, der jeden gemeinsamen Rest von o und § zum Rest hat.

In der Multiplikation gilt ein ganz entsprechender Satz, er ist aber
erheblich schwerer zu beweisen:

Satz. Sind « und B sdei gegebene Zahlen, damn besitzen sie eimen
groften gemeinsamen linksseitigen Teiler © = («, ), der jeden gemeinsamen
linksseitigen Teiler von o und B als linksseitigen Teiler enthilt. Ebenso
existiert ein grofter gemeinggner rechisseitiger Divisor © = (e, f) vom «
wnd B, der jeden o und P Memeinsamen rechisseitigen Teiler sum rechis-
seitigen Teiler hat. #

Beweis. Die Existenz von v = (w, ) nebst den behaupteten Eigen-
schaften folgt wie in der endlichen Zahlentheorie aus dem Euklidischen
Algorithmus (Nr. 6). DaB ein groBter gemeinsamer rechtsseitiger Teiler 7’
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existiert , folgt ohne weiteres, da jede Zahl nur endlich viele rechtsseitige
Teiler hat. Dall aber ¢ die charakteristische Eigenschaft des groBten
gemeinsamen Teilers hat, wird nach Nr. 20 bewiesen. Sei 7, ein beliebiger
gemeinsamer rechtsseitiger Teiler von « und B, so ist zu zeigen, daB
v = p7, ist. Da nun ¢ > v, ist, so diirfen wir ¢/ > v, annehmen, Ist 7’
eine Limeszahl, dann ist 7z'= v, nach Nr. 20. Wir nehmen daher nach
Nr. 20 7" und 7, als Nicht-Limeszahlen an und spalten wieder linksseitig
die groBtmoglichen endlichen Teiler ab: " ={#+", ¢ =47". Es ist
7" > v, und fiir den Fall, daB #" > 7" ist, ist nach Nr. 20 der Satz
bewiesen. Sei also 7" =17, d h. ' =1¥7", 7, = 4+", somit ¥ >¢. Da
nun t' der groBte gemeinsame rechtsseitige Teiler von o und g8 ist,
so muB jede in ¢ enthaltene Primzahlpotenz auch in ¢ enthalten sein,

d. h. ¢ =t4, also 7" = ¢7,. Damit ist der Satz bewiesen.
22) Leicht beweisbar ist-weiter der

Satz. Zu zwei Zahlen o und B existiert stels eine kleinste Zahl
(max. (¢, P, die « und B ou Abschwitten hat. Diese Zahl ist Abschnitt
deder Zahl, die o und B su Abschnitten hat. Dagegen existiert im allgemeinen
keine Zahl, die o und B eu Resten hat.

Auch hier gilt ein ganz analoger Satz in der Multiplikation, ist aber
auch nicht von vornherein so klar wie der additive Sataz.

Um diesen Satz aussprechen zu kdnnen, sei bemerkt, dafl unter einem
gemeinschaftlichen linksseitigen (rechtsseitigen) Vielfachen von o und B
eine Zahl verstanden wird, die « und B zu linksseitigen (rechtsseitigen),
Teilern besitzt.

Satz. Zw zwei von Null verschiedenen Zahlen o und f existiert stets
ein Kleinstes von Null verschiedenes linksseitiges gemeinschaftliches Vielfaches
u = B}, das ein linksseitiger Teiler jedes anderen gemeinschaftlichen links-
seitigen Vielfachen ist. Dagegen ist im allgemeinen ein von Null verschiedenes
rechisseitiges gemeinschaftlickes Vielfaches micht vorhanden.

Beweis. Sei >0, >0 gegeben und = eine additive Hauptzahl,
fir die # >, x> p ist, dann ist # = ax, n = pa’, d. h. es gibt links-
seitige gemeinschaftliche Vielfache von « und B. Das kleinste derartige
von Null verschiedene werde mit w = {e, B} bezeichnet. Jedes andere u’
ist dann mindestens =g, d. h. g >p. Also ist nach Nr. 6 auch
W =k + o, wo u>> ¢ ist. Da nun g’ und p linksseitig durch ¢ und 8
teilbar sind, so muB es nmach Nr. 6 auch ¢ sein, d. h. unterhalb g gibe
es ein gemeinschaftliches Vielfaches yar( o von « und B, also ist ¢ = O,
dh g =pk. BEs gelten tbrigens folgende Formeln: (ye, yB)=7(a, B);
ist ferner o = (a, f)¢, = (a, B)f, dann ist: (e, B){e, B’} ={e, B}-

Daf im allgemeinen kein gemeinschaftliches rechtsseitiges Vielfaches
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existiert, lehrt das Beispiel ¢ = o, = ® + 1. Denn gibe es eine Zahl y, ,
fir die u, = (o und g; = y(0 + 1) wire, so miibte u, = Ew eine additive
Hauptzahl sein und daher wire wegen u, =n(0+1) auch w4 1 eine
additive Haaptzahl, was doch nicht der Fall ist.

§ 5.
Die Potenzierung.

1) Wie bei der Multiplikation setzen wir w(«)=e. Wihrend wir
aber in § 4 unter g(,7) die additive Funktion & + n verstanden, wihlen
wir hier g(§,n) = fi(§,n) = &xn. Bs ist somit (b) erfiillt, denn g(&,7)> §
fir E28 =1, =1 =2. Da 1,=0 ist, so ist =2, da 2 die kleinste
Zahl 1 ist, die zugleich den Bedingungen i >max (7, k) =2, A=§=1
geniigh. Es ist auch (¢") erfiillt.

Die durch diese Festsetzungen definierte Operation bezeichnen wir
mit of und nennen of eine Potens. Die Operation selbst heillt Potenzierung s
« wird die Grumdzahl, B der Exponeni der Potenz of genannt.

2) Die Potenz ist also durch folgende Gleichungen erklirt:

(1) ot =,
(@) aftl=ofa=afal,
3) «f =lim (o)

#

wenn f alle Zahlen unterhalb der Limeszahl B durchliuft. Durch diese
drei Gleichungen ist of fiir o > 2, > 1 erklirt. Aus (1) und (2) folgt,
daB man passend die Definition erweitert durch

(4 =1 fir a>1,

() 18=1 fir =0,

6) 0F=0 fir g>1.

Damit ist «f fiir jedes Wertepaar ¢« >0, > 0 erkldrt, mit Ausnahme
des Wertepaares ¢« =0, =0, Aus (2) folgt fiir endliches § =2, daB
o® = aoo - - (b Faktoren) ist.

3) Nach IIf und Gleichung (4) der vorhergehenden Nummer folgt:
ist B> =0 und ¢ >2, dann ist of > of. Ist of = o fiir eine Zahl
a > 2, dann ist f=f'; und ist of > of, dann ist « > 2 wnd g > F. Ist
B>1, «>2, dann ist of > ¢! = a.

4) Nach IV ergibt sich als Verallgemeinerung der definierenden
Gleichung (3), daB stets ™7 — lim o¥ ist, («>2), was fiir eine Limes-

7

reihe die Zahlen y auch bilden méogen.
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5) Wie in § 4 benutzen wir statt V den schirferen Satz XVII Aus
ihm folgt fiir ¢ > 2 und B> w, dab of > e+ B ist und fir f=b <
folgt aus ihm e'**>a 4 b Es gilt aber fir ¢« >2, ©>5>2 auch

o >e+ b, denn es ist o’ = - -+ (b Faktoren) > o+ o+ ¢ - - - (b Sum-
manden)>oc+2+2+2+ > a+ b A1801stoae>oc+ﬁfura>2
p>2. Es gilt aber eine noch bessere Abschitzung: fir ¢ >2, > 1
ist of > «f. Fir =1 ist das klar; fir f=2 ist of = o2 -—oux>a9
Sei die Behauptung als richtig bekannt fiir jedes der Beziehung 2 < g <
geniigende §, dann ist zu zeigen, daB auch o > «f. Ist nun g'=g" +1,
dann ist also o« > af” und daher

of =o't =o"0>af'a2a( t+a)> e +1) =af,

d. h. es ist o' >af. Ist aber f'=1lim B, dann folgt ans o > aB auch
aimf > o lim B oder of > affs — Aus diesem Beweise folgt insbesondere,
daB stets of > of ist, falls B eine Nicht-Limeszahl ist. Weiter folgt
of > aff 2 B, d. h. of > B; hier kann das Gleichheitszeichen nur gelten,
wenn f eine Limeszahl ist. Bs ist also of > fir «>2, B =2; und
o >p fir «>2, f>1, aber «f > B, falls § eine unmittelbar vorher-
gehende Zahl besitzt. Die Potenz ist also grofer als die Grundsahl und
nicht kleiner als der Exponent; sie ist aber sicher grifer als der Exponent,
falls dieser eine Nicht-Limeszahl ist.

6) Sei « 22 und g > e = 1%), dann existiert nach VI eine Zahl g,
sqdaB of*' > > af ist. Nach §4, Nr. 6 existiert daher ein «, und
em ' < of derart, daB B = afe, + 8 ist. Hieraus folgt af*! > g > afq,
oder efe > ofay, A h. @ > ap. Wenn also 82> 1, ¢ > 2 ist, dann existiort
ein eindeutig bestimmtes Zahlentripel & oy < o, B’ <o, so dafi B=ofe,+ f
ist. Hieraus folgt sofort, indem man fiir 8’ eine entsprechende Glei-
chung ansetzt ete, daB sich jede Zahl 8>1 in eindeutiger Weise in
die. Form g = abay + ofrey + -+ + ofr o, setzen 1iBt, wemn o>2,
>8> >6>0und e>e (t=0,1,---,7) ist.

7) Nach VII gilt: ist @ > ¢’ > 0, dann ist of > ¢, und ist of > oF,
dann ist @ >o. Es ist wegen (¢)) fiir &> o sogar of+1> of+1 und
aus of*! = ¢'F+1 folgt daher @ =o' Ist also of = oF fiir o> o und
B> 0, dann ist B eine Limeszahl.

8) Es ist ofa? =aft?, d h. es ist (d) erfiillt und fg(fg, n=£t+1
Ferner ist (of)’ = of?, d. h. es ist (e) erfiillt und f,(¢, 7) = (

Da 0° nicht definiert sind, so muB fiir =0 sowohl g a,ls aueh*y>0
sein. In diesem Fall sind die beiden Gesetze erfiillt, ebenso filr o = 1.

¥) Nach § 1, VI miiBte es eigentlich heiBen:. § > a' =« Doch aunch fiir
«>f g 1 ist der Satz richtig, denn dann ist o

ﬁ=a°ﬁ+0, d. h. E=0, Gco=ﬁ<a und ﬁ’=0<a°=1.
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Sei o> 2, dann sind beide Gesetze fiir y = 0,1 nach den definierenden
Gleich;ngen in Nr. 2 erfillt und werden leicht durch vollstindige In-
duktion fiir jedes y erwiesen.

9) Es ist also (d) und (e) erfiillt und daher gilt nach XXI—XXIII der

Satz: Ist & eine 0-Zahl, dann hat fiir jedes der Beziehung 1 < a <48
gewiigende ¢ die Gleichung 0 = ot eme Wurzel &, die eine Hauptzahl von
fal€,m) =&+, also eine additive Hauplzahl 4st. Hat wmgekehrt eine iiber-
endliche Zahl & die Eigenschaft, daf fiir jedes oberhalb 1 und wicht oberhalb &
gelegene o die Gleichung 0 = of eine Lisung & besitat, dann ist 0 eine d-Zahl
und diese Losungen E sind additive Houptzahlen. — Ist « > 2 und = eine
von 1 verschiedene additive Hawptzahl, dovn ist ™ eine 6-Zahl.

Folgerung 1. Ist « >2 und B eine Limessahl, dawn ist o eine
additive Hauptzahl.*)
" Denn der kleinste von Null verschiedene Rest der Zahl f ist eine
additive Hauptzahl = > 1, d. h. 8 =8 + =, also of = ¢’ ¢”. Da nun «*
eine 9-Zahl, also eine additive Hauptzahl isty so ist auch of «” = of eine
golche. — Man kann das auch direkt beweisen: es ist of der Limes aller
der Zahlen ¢ die man erhilt, wenn & gegen § konvergiert. Nach § 2,
Nr. 12, (a) ist of eine additive Hauptzahl, wenn fiir jedes dieser & die
Gleichung «” + of = of besteht. Nun ist ==& 4%, wo 5 als Rest
von f eine Limeszahl ist. Also ist o7 > % > w; hieraus folgt 1 + 7 = o7
und weiter ¢¥ 4+ ¥ 1= %t d. h. o® + «f = of.

Folgerung 2. Ist « >2, > w, dann ist of eine Limeszall.

Denn es ist f=w + 1. Also of = a®a” eine Limeszahl, da v eine

solche ist.

Folgerung 8. Ist «>2, dann ist die erste 0-Zahl dber o die
Zahl o®.

Nach § 4, Nr. 15, (e) ist die erste 0-Zahl iiber « der Limes der
Folge a =o', e =a? .-, a" =qae--- (nMal)-.., d. h. die Zahl v —
Wir folgern das auch unmittelbar aus dem Vorhergehenden. Denn o ist
eine d-Zahl, da «>2 und o eine additive Hauptzahl ist, und es ist
o> «. Ist § eine 0-Zahl oberhalb e, so ist zu zeigen: 0 >e® Nun
ist nach unserem Satz in dieser Nummer 0 = o >, d. h. «/ > 1, also
n' > o und daher & > o

10) Batz. Jede additive Haupteahl ist eine Potens von o, und um-
gekehrt ist jede derartige Potenz ot eime additive Haupteahl.

*) Ist of eine additive Hauptzahl, aber f=p" 4+ 1, dann folgt daraus, dab
of = of" & eine Hauptzahl der Addition ist, das gleiche fiir ¢ selbst. Und ist «
eine additive Hauptzabl, dann ist auch o +1 eine solche.
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"Beweis. Sei = eine additive Hauptzahl. Ist = = 1, dann ist 7 = 0"
Sei daher x> 1, d. h. # > o, und = > « > 2, dann folgt aus Nr. 6 eine
Gleichang der Form = = a“#, wo #’ eine additive Hauptzahl unterhalb «
ist. Also ist speziell fir « < ® stets #' =1 und = = «*. Wenn also =
eine von 1 verschiedene additive Hauptzahl ist und o« der Bedingung
x>0 > o> 2 geniigh, 80 ist x = o* eine Potenz von ¢, d. b. fir a = @
erhalten wir = = w“. Ist umgekehrt y irgend eine Zahl, dann ist o* nach
Nr. 9, Folgerung 1 (nebst Anm.) stets eine additive Hauptzahl.

Die Cantorsche Normalform fiir eine Zahl « gewinnt jetzt die Form:

a = 0%0, + 0®a, + - - - + 0%a,,

wo die Zahlen a, endlich sind und e, >y > -+ > e, ist. —

Aus dem Satz von Nr. 9 folgt der

11) Satz: Jede 0-Zahl hat die Gestalt ) und jede Zahl ') (u2>0)
ist eine 0-Zahl.

12) Es seien nun ¢ >1 und >0 in der Cantorschen Normalform
gegeben. Es ist of in der Normalform darzustellen.

Ite=g<wund f=wpf +0b, (<), dann ist

of = af = o a® = (a®)F'a* = of'a.

Das ist die Normalform von of. Ist aber > o, dann ist in of =a®#o®
der zweite Faktor ¢ nach § 4, Nr. 10 in der Normalform bekannt, wenn
die Normaldarstellung von e gegeben ist. Es ist also nur'noch der erste
Faktor ®f, der nach Nr. 9, Folgerung 1 eine additive Hauptzahl ist,
genauer zu bestimmen, d. h. wenn die Normalform von « gegeben ist,
dann ist anzugeben, wie die additive Hauptzahl o/ sussieht. Setzen wir
nun die Limeszahl @B’ = B und bezeichnen wir die griBte nicht oberhalb
o gelegene Hauptzahl mit z, dann behaupten wir, daB of = nf ist. Der
Nachweis dieser Gleichung geht aus von der Ungleichung o> a>w > 0.
(Da & > ist, muB auch = > o sein) Hieraus folgt xw < =% also auch
o < of < (mo)f <L (n8)f = n?F = ##. Somit ist #f = of. Da mit der Nor-
malform von « auch = bekannt ist, so ist hiermit of gefunden. Setzt
man pach Nr. 10: a = @%@, + -+ - und B=PB+Db, so ist x=a%, of
= dfod = mﬁdjab.*)

13) Satz. Jede von Null verschiedene Zahl f3 lafst sich auf unendlich
vidle oder endlich viele Artem als Potenz darstellen, je nachdem B eine
additive Houpteahl ist oder’ nicht.

*) Durch diesen Ausdruck definiert Hessenberg die Potenz (&. d. M. §79). Man
konnte analog das Produkt mit Hilfe der Normalform definieren, indem man eine
Festsetzung iiber die Multiplikation der additiven Hauptzahlen trifft; es whre noch
vorher das distributive Gesetz zn fordern.
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Beweis. Sei 8 keine additive Hauptzahl. Nach Satz VIII gibt es
nur endlich viele Zahlen &, fiir die eine der (Hleichung f = «f genligende
Zahl ¢ existiert, und diese Zahlen ¢ sind alle Nicht-Limeszahlen, da sons®
B nach Nr. 9 eine additive Hauptzahl wire. Also ist nach VIII (da
hier (¢) gilt) B nur auf endlich viele Arten als Potenz darstellbar. —
Sei nun B eine additive Hauptzahl = Ist x =1, dann ist # =1 = &
fir e=1,2,3,.... Sei # > w, dann ist nach dem in Nr. 10 gegebenen
Beweise w=oa* fir «=2,3,---; @. Also 158t sich in der Tat jede additive
Hauptzahl auf unendlich viele Arten als Potenz darstellen.

14) Satz. Ist w eine von 1 verschiedene additive Houptzahl und (3
eine Limessahl, fir die die Qleichung m = o«f eine Wurzel o hat*), dasere
hat diese Gleichung unendlich viele Wurzeln, die eine 0-Zahl & sum Linees
haben. Es ist m = 0% und f ist der grifte unterhalb 8 gelegene Exponere?,
der bei allen Potenzdarstellungen von ;. oufirits. ¥*)

Beweis. Da nach Nr. 8 Voraussetzung (e) erfiillt ist, so sind nach
XXIV unendlich viele Wurzeln o vorhanden, die eine Hauptzahl von
L& ) =&y, d. h. eine 0-Zahl, zum Limes haben. Es ist = > 9, also
nach Nr. 6: x = 0fn’, wo o’ eine additive Hauptzahl unterhalb o ist. Sei
nun « eine beliebige Wurzel der Gleichung x = of, dann ist ¢ < 0, also
nach Nr.9: & = ™, wo n” eine additive Hauptzahl ist. Es folgt:

w=0of =07 = o™ Fu’ = of.

Es sei nun «' > 1, dann ist of > o' f, d. h. > 2”F, also ist f=x"§ + 2,
wo n > 1 ist. Hieraus folgt

0" Py =of =gVt = " Fa1 oder #=a">a

fir jede der Wurzeln e, also ist auch 2’ >lim ¢ =0, wihrend doch
x < & ist. Somit ist die Annahme z" > 1 unmdéglich und es folgt #'= 1
oder = = 07, DaB ' der gréBtmogliche Exponent unterhalb g ist, folgt
aus XV.

15) Die Hauptzahlen der Potenzfunktion sind die von Cantor ein-
gefiihrten e-Zahlen. **¥)

Eine &-Zahl ist eine oberhalb 2 gelegene Zahl ¢, fiir die die Glei-
chung & = o« besteht, falls, o irgend eine oberhalb 1 und unterhalb ¢ ge-
legene Zahl bedeutet. Es gilt nun:

() Jede &-Zahl ist eine 0-Zahl. (XX.)

(b) Ist eine Zahl & der Limes einer Folge von Zohlen o, deren jede
die Gleichung & = o erfiillt, damn ist & eine &-Zahl. (X.)

!

*) Nach Nr. 13 sind stets derartige Limeszahlen § vorhanden.
**) Man vgl. den analogen Satz in § 4, Nr. 16.
#+*) @. Cantor, 1. ¢. §. 20. — Cantor rechnet o nicht zu den s-Zahlen.
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(c) Hat eine Folge von Zohlen o« (>1) die Eigenschaft, daf mit o
zugleich auch o der Folge angehirt, demn hat die Folge eine e-Zahl zum
Limes. (XI.)

(d) Der Limes einer Folge von &Zahlen ist eine &-Zahl.

(e) Ist « > 1, dann ist die erste ¢-Zahl iber o der Limes der Folge

«, ¢ == oca, Oy == 05(:17 g == “;2) Ty Oy &, ‘ (XIII')
Die erste &-Zahl ist ©*); man kann das u. a. aus (e) folgern, da
der Limes der Reihe 2, 4, 2§ 256, - . - ist.

Sei ¢ > @, dann ist die erste &-Zahl iiber « nach (e) der Limes der
Folge &, o, = o oy, 05, ---, Wo stets e, , = o, ist. Wir behaupten
nun, daf o, , = & = ¢™ ist. Der Nachweis stiitzt sich auf Nr. 9. Es
ist zundichst wegen o > @ nach Nr. 9, Folgerung 2 die Zahl ¢, = «® eine
Limeszahl, also nach Folgerung 1 derselben Nummer a, = af: eine additive

Hauptzahl und deshalb weiter oy = og* eine d-Zahl; also sind ey, a5, - -
alles 0-Zahlen, d. h. ¢, ist fiir n > 3 stets eine d-Zahl. Nun ist

g = o = o2 = o' = %) = g
d. h. fiir » =1 ist die Behauptung richtig; fiir » = 2 zeigen wir es so:
g = et = g% = (TN = gn®) = g,
Sei fiir n > 2 bewiesen, daB «,,, = a®, dann ist

Py = g+l = g% +1 “"‘n-f-l’

n+2 n+l

da a,,, >, und o, , fir . =2,3, ... eine d-Zahl ist. Es wird also
¢ der Limes der Folge «, o, = o og=a*,- - - *¥) Eg erscheint mit Riick-
sicht auf Satz (a) bemerkenswert, daB die Limesreihe «, o, oy, 05, @, - -
nur 0-Zahlen enthdlt, wenn man von den ersten drei Gliedern absieht, so
daB also jede &-Zahl oberhalb @ als Limes einer Reihe von d-Zahlen dar-
gestellt ist.

16) Sei fiir eine Zahl 8 eine Zabl ¢ > 2 vorhanden, sodaB 8 = o
ist. Was 1a8t sich dann itber B aussagen? Wir wissen, daB eine solche
Gleichung nur fiir Limeszahlen g bestehen kann, da andernfalls of > 8
ist. Es geniigt aber aus f=10of (¢2>2) die Folgerung zu ziehen, daB
B = o ist. Denn dann ist nach Nr. 9, Folgerung 2 die Zahl o = 8 eine
Limeszahl, also nach Folgerung 1: of =g eine additive Hauptzahl und
schlieBlich folgt nach dem Satz in Nr. 9:. of = § ist eine d0-Zahl. Nur

*) Man vgl. G. Hessenberg, P. t. O. Hessenberg hat zuerst darauf hingewiesen,
daf auch o den Charakter einer s-Zahl hat.

*¥) Das stimmt auch fir 2 <« <o. — Es wird direkt

—— » . 3 an
& = 11’]‘:(105".‘_1—-.11;1105 =

Man vgl. die sich an den Beweis von XIII anschliefenden Bemerkungen.

ime, _, o'
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schlieBen wir weiter aus f§ = of, daB erstens § = lim &%, wo & gegen f8
F<p

konvergiert; zweitens ist fiir jedes dieser & stets 95 = g, da f eine 0-Zahl
ist, und somit ist (0% = % =of = . Die Zahlen «”, die g approxi-
mieren, erfillen also jede die Gleichung (¢%)f =pg. Nach Nr. 15, Satz (b)
ist also ﬁ eine &-Zahl. — Weil man erst, daf f eine 0-Zahl ist, dann
kenn man auch anders schlieBen: aus der Glelchung B = of folgt durch
Kombination des Satzes XIV, Zusatz 2 mit dem Satz in Nr. 14, daB
p=¢" ist, wo & eine &Zahl und p eine additive Hauptzahl Tist (da ja
B eine B-Za,hl ist), und nach XIV ist ¢ > g und B = of fiir jedes der Be-
dingung 1 < & < & geniigende «. KHs sei nun g > 1, dann ist f=¢"> s,
also &f = f und daher (2:)/=2¢A=2f =8 da ja 1<2<¢ ist. Da nun
2¢ = ¢ ist, so haben wir & = f, eine Gleichung, deren Uunrichtigkeit wir
kennen. Somit ist p=1, d. h. =& Wir fassen zusammen:

(f) Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf ¢ eine &-Zahl
ist, st das Bestehen der Gleichung & = 2°.

Der Satz (b) in Nr. 15 ist dadurch wesentlich verschiirft; es zeigt
sich eben, daB die charakteristische Gleichung nur fiir die Grundzahl 2
zu bestehen braucht, um daraus fiir alle Grundzabhlen « < ¢ zu folgern.
Das Ergebnis von Nr. 5 verschérft sich dahin:

(g) Es ist of > B, folls B keine e-Zahl und o> 1 ist.

Es erscheint bemerkenswert, daB die & Zahlen sich wesentlich anders
verhalten als die additiven Hauptzahlen und die d-Zahlen. Denn 2 4+ f=p
charakterisiert nur die Zahlen § > o, aber nicht etwa nur die additiven
Hauptzahlen; 28 = § sagt nicht aus, daB § eine 0-Zahl ist, sondern nur,
daB B eine Limeszahl ist. Dagegen charakterisiert 2f = g vollig die
&-Zablen. Es ist eben die Potenzfunktion eine Funktion f mit der Higeh-
schaft, daB das Bestehen der Gleichung y = f(«, ») fiir eine einzige Zahl o
bereits y als Hauptzahl von f charakterisiert, wihrend im allgemeinen
dazu unendlich viele Gleichungen gehdren.




