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tJber den Aufbau der t ransfini ten Ari thmetik.  

Yon 

ERNST JACOBSTnAL in Berlin. 

Vorwort. 

Die Begrfindung der arithmetischen Eigenschaf~en der transfiniten 
Ordnungszahlen ist yon Georg Cantor  auf einem nicht vSllig einheit- 
lichen Wege gegeben worden.*) Die Addition und Multiplikation und 
die (]esetze, denen diese beiden Operationen unterwoffen sind, sttit~z~ 
Cantor auf mengentheoretische Verkniipfungen. Es wird zur~ickgegaugen 
auf die Definition der Ordnungszahlen durch ~vohlgeordnete Mengen; zwei 
oder mehr derartige Mengen werden nach bestimmten Regeln komponiert, 
und die Ordnungszahl der resultierenden wohlgeordne~en Menge wird als 
die Summe oder das Produkt der den Komponenten entsprechenden Ord- 
nungszahlen bezeichnet. 

Um den Potenzbegriff zu erhalten, hat Cantor einen anderen Weg 
eingeschlagen; es ist das - -  kurz gesprochen-  der Weg der transfiniten 
Induktion. 

Beide ~ethoden haben ihre Vorztige. Da die ers~e Me,bode aus der- 
jenigen QueUe schSpft, aus der sowohl der Ordinalzahl-als auch der 
Kardinatzahlbegriff flie]3t, so ist sic besonders geeignet, die Eigenschaf~en 
der Ordinalzahlen nutzbar zu machen ffir Fragen, die die Kardinalzahlen 
betreffen. So hat F. Hansdor f f  den Potenzbegriff naeh der ersten Methode 
definiert**) und G. Hessenberg  aus dieser Definition einen aul~erordent- 
lich kurzen und einfachen Beweis des Satzes fiber die Multiplikation 
zweier Alefs abgeleitet.***) 

*) G. Cantor, BeitrRge zur Begrfindung der transfiniten Mengenlehre, l~ath. 
Ann. Bd. A9. 

**) F. Hausdorff: 1) Berichte der Math:Phys. Klasse der kgl. S~chs. Gesellschaft 
der Wissensch~ften zu Leipzig. Bd. LVIII, S6. If. 1906. Untersuchungen fiber Ordnungs- 
typen, I. Die Potenzen yon Ordnungstypen. 2) ~ath. Ann., Bd. 65. Grundz~ge einez 
Theozie der geordneten Mengen. 

***) G. Hessenberg: Potenzen transfiniter Ordnungszahlen. J~hresberichte der 
Deutschen Mathem.-Vereinigung, Bd. 16. Heft 2. Wit zitieren diese Arbeit mit: P . t .O.  

Mathematisehe Annalen. LXVI, 10 
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Dagegen hat die zweite Methode, die einen mehr arithmet~sch-funk- 
tionalen Charakter zeigt~ den Vorzug, die den Operationen wesent]ichen 
Eigenschaften zum Zwecke der Definition an die Spitze zu stellen und 
deut.lich die arithmetischen Voraussetzungen hervortreten zu ]assen, die 
den Operationen und ihren Gesetzen zugrunde liegen. Und vor allem 
zeigt sich, dab man bei diesem Verfahren eine ganze Reihe analoger 
Siitze fiber Summen, Produkte und Potenzen yon Ordnungszahlen auf 
allgemeiner funktionaler Grundlage mit einem Schlage beweisen und da- 
durch zugleich die eigentlichen Quellen und Voraussetzungen dieser Siitze 
und den Grund dieser Analogien kennen lernen kann. Ein sehr wesent- 
licher u des induktiven Defi,nitionsverfahrens scheint mir aber auch 
darin zu liegen, dal~ es leicht is~, mit Hilfe dieses Verfahrens zu Opera- 
tionen oder Funktionen mit vorgeschriebenen Eigenschaften zu gelangen. 

Diese Methode setzt nur die beiden folgendeu S~tze tiber Ordnungs- 
zahlen voraus: 

A) Jede Menge*) yon Ordnungszahlen ist wohlgeor&zet. 
B) Zu jeder Menge yon Ordnungszahlen a gibt es eine Zahl re, die fiir 

jedes dieser ~ die Bedingung ~ ~ a erfiillt. 
Nach A) gibt es dann ein kleinstes derartiges #, das wit mit ~ be- 

zeichnen. Gibt es unter den gegebenen Zahlen a keine grSBte, dann hat 
keine unmittelbar vorhergehende Zahl, und ~ heil3t dann der Limes der 

Zahlen a, in Zeichen: ~----lira a. Diese Limeszahl ~ erfiillt die beiden 
charakteristischen Bedingungen: 

a) Wenn fiir eine Zahl ~ jedes er kleiner als fl, d. h. wenn a < fl ist, 
dann ist -~ ~ ~. 

b) Wenn ~ ~-d  ist, dann gibt es ein a, so daft fl ~ a ~ -5  ist. 
Den Limes der endlichen Zahlen 0, 1, 2, 3,. �9 �9 bezeichnet man mit co**); 

diese Zahl ist die erste Limeszahl. 
Im folgenden wird viel benutzt der Satz yon der transfiniten Induktion. 

Er  lautet***): Wenn eine Behauptung ~f(a) folgenden Bedingungen geniigt: 
1) r ist richtig fiir a =/~,  
2) aus der Richtigkeit yon ~ (a) ffir jedes der Bedingung/~ ~ a < a' 

geniigende a folgt auch die Richtigkeit yon (p(a'), 
so ist ~(~)  fi~r jedes a ~ fl richtig. 

*) Wit legen den yon Zerm elo eingefiihrten ~engenbegriff zugrunde. Math. 
Annalen, Bd. 65: Unte~suchungen fiber die Grundlagen der Mengenlehre. I. 

**) Transfinite Zahlen bezeichnen wir mit griechischen, endliche Zahlen mit 
]a~einlschen Buchstaben. 

***) ~[an vgl. G. Canto~, 1. a. p~g. 231 f., F. Hausdorff, pr. 1. c. pag. 127 f. und 
A. Schoenflies:  Die Entwicklung der Lehre yon den Punktmannigfaltigkeiten. 
.Tah~esberichte der Deutschen l~Iathem.-Vereinigung, Bd. 8. pag. ~5. 
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Denn g~ibe es Zahlen a ~ fl, fiir die ~(a) falsch w~re, so g~ibe es 
unter ihnen nach A) eine kleinste Zahl a'. Es were also 9~(a') falsch, 
aber q~(a) richtig ffir jedes der Bedingung ~ < a ~ a' gen~igende a. Da 
das 2) widerstreitet, muB q~(a) richtig sein far jedes a ~ ft. 

Mit Hilfe dieses Satzes yon der transfiniten Induk~ion werden in w 1 
Operationen oder Funktionen zweier Variabeln definiert, unter denen Ms 
ganz spezieLle F~ille die Addition, Multiplikation und Potenzierung ent- 
halten sin& Der Verlauf dieser Funktionen lfiBt sieh durch Aufstellung 
yon Ungleichungen in gewiss~r Weise beschreiben; es zeigt sich, dab fltr 
jede derartige Operation gewisse Z a h l e n -  HauTtzahlen der Funktion nennen 
wit sie ~ yon hervorragender Bedeutung sind, die das eigentfimliche Ver- 
halten dieser Funktionen charakterisieren und deren Studium ftir die 
Untersuchung der Funktionen wichtig ist. Doch will ich an dieser Stelle 
keine Einzelheiten hervorheben. -- In den folgenden Para~aphen*) werden 
speziell die Addition, die Multiplikation und Potenzierung als Anwendung 
der allgemeinen Prinzipien behandelt. Von den hier sich bietenden 
Spezialfragen erwRhne ich nur die, die sich auf den Begriff der Primzahi 
und auf die Divisoren und Vielfachen gegebener Zahlen beziehen; gerade 
fiir diese Fragen sind die Untersuchungen wichtig, die die oben erwRlmtea 
Hauptzahlen betreffen. Es zeigt sich, dab unter allen betrachteten Opera- 
tionen die Addition eine ausgezeichnete Stellung einnimmt. Ist die end- 
liche Zahlentheorie multiplikativer Art, so sind es im Bereich der traus- 
finiten Zahlen die additiven Gesetze~ denen eine entsprechende Bedeutung 
zukommt. Diese Vollkommenheit und durchsichtige Gesetzm~iBigkeit tritt 
bei den mt~tiplikativen Formetn nicht immer auf. Es liegt das zum Teil 
an tier Ungfiltigkeit des kommutativen Gesetzes; die V.ollkommenheit der 
additiven Gesetze wird, trotzdem auch bier das kommutative Prinzip nicht 
gilt, gew~ihrleistet durch die charakteristische Eigenschaft der additiven 
Hauptzahlen, far die additive Operation Primzahlen zu sein. 

w 

F u n k t i o n e n  transflniter Yariabeln. 

Bedeutet a sine beliebige Ordnungszahl, dann bezeichnen wir die auf 
a unmittelbar folgende Zahl mit s(~). 

Es sei nun ~o eine bestimmte Ordnungszahl und jeder Ordamngszahl 
~ rio sei eine eindeutig bestimmte Ordnungszahl zugeordnet, d. h. es sei 

*) w S enthMt als Fortsetzung yon $ 1 allgemeine Untersuehungen; die in w 2 
entwickelte Addition wird hier benutzt, und es zeigt sich, da~ sie allen anderen 
Funk~ionen gegen~iber eine besondere Stellung einnimmt. 

I0" 
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eine Funktion w(r gegeben, die s jeden Wert a~flo eindeutig definiert 
sei, wobei die Funktionswerte wieder Ordnungszahlen sind; w(a) besitze 
die Eigenschaft, bestiindig zu waehsen; es gelte also stets: 

(~) ~ s  ~ > ~'>= #o forge w(~) > ~(d) .  
Unter dieser Voraussetzung kann w (a) nach unten hin abgeschiitzt werden. 
Denn es gilt 

Satz I. Bedeutet 20 die kleinste nicht unterhalb flo gelegene Zahl, fiir 
die W(Zo) ~_ Z o ist, dann ist w(a) ~ a fiir,, jedes der Bedingung a ~_ ~o 
geniigende a. 

Dieser Satz ist evident ftir die Funktion w(a)----s(a), da ja s(a)> a 
ist ftir a ~ 0 .  In w 2 benutzen wir nun gerade diese Funktion w(a)=s(a). 
Also sind alle Folgerungen, die wir aus I ziehen, fiir den Inhalt yon w 2 
als bindend anzusehen. Es wird I in seiner Allgemeinheit erst hinterher 
mit den in w 2 entwickelten Hilfsmitteln bewiesen werden. - -  Wit kSnnen 
bier jedenfalls ohne Sehwierigkeit einen Tell yon I beweisen, n~mlich 
folgendes: ist ffir eine Zahl 6 ~ flo die Ungleichung w ( 6 ) ~  6 erftillt, 
dann ist w(a) ~ a fiir jedes a ~_ 6. 

Nach dem Satz yon der transfiniten Induktion ist nur zu zeigen, dab 
w(a') ~ a' ist, falls fiir jedes der Beziehung a' > a > 6 geniigende a 
stets w ( a ) ~  ~ isk Ist nun a' keine Limeszahl, d. h. a'----s(a")>a":>6, 
da~n ist w(~")_> ,% also ~ o h  (a): 

~,(~') > w(~") >= ~", a h. w(~') >__ s(d ')  = ~'. 
Ist aber a' Limeszahl, dann besitzt wegen (a) die Zahlenfolge w(~) 
( 6 s  einen Limes a und da nach (a) w ( r  ist, so ist 
w(a') ~ #; andererseits ist" nach Voraussetzung fiir jedes dieser a auch 
w(r ~ a, also e -  lira w(a) ~ lim a = a'. Somit ist w(a') ~ a ~ a'. 

Aus diesem Beweise geht hervor, dal3 es, um I in seinem ganzen 
Umfange zu beweisen, nut noch nStig ist, die Existenz e/her Zahl 6 
nachzaweisen, die der Beziehung w(~)~  6 genfigt. Das wird eben sparer 
naehgeholt werden. 

Um nun unsere Funktionen zweier Variabeln definieren zu k(innen, 
mtiss~n wit auBer w(a) noch eine Funktion zweier Variabeln, die eine 
einfhche Eigenschaft hat, als gegeben annehmen. 

Es sei g(6, ~) eine fiir 6 ~ ~o, ~ ~ Vo eindeutig erklErte Funkiion 
yon ~ und ~; es besitze g(6, ~) die Eigenschaft, bestgindig grSfler als das 
erste Argument 6 zu sein~ in Zeichen: 
(b) es sei g(~, V) > ~ fiir jedes Wertepaar ~ ~ ~o, ~7 ~ ~to. 

Eine solehe Funktion ist speziell g (~ ,V)=  s(~) (6o=Vo=0),  die 
yon ~ gar nicht abhEngt. 

Aus Satz I folgt, da]~ ftir ~ > max (60, 2o) stets w(a) ~ a ~ 6o ist. 
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Es werde nun unter den Zahlen a)>max(~o,  ~[o) die kleinste, die der 
Beziehung w ( a ) ~  ~o geniigt, mit X bezeichnet; die Zahl 4 ist also die 
kleinste Zahl, die die beiden ~edingungen ~ ~ max (~7o, 4o), w ( 4 ) ~  ~o 
~ugleich erfiillt. 

Wir definieren nun eine Funktion f(a, fl) mit Hilfe yon w(a) und g(~, 7). 
S at z II.*) .Es gibt fiir den Variabilit~itsbereich ~ ~_ 4, ~ ~ 1 der 

Veriinderlichen a und fl eine einzige, v611ig bestimmte, eindeutige Funktion 
f(a, ~) mit [blgenden Eigenschaften: 

(1) f(a,  1) - w(.)**),  

(2) f(a,  s(fl)) = g(f(a, [3), a), 

(3) f (a,  fl) = lira f (a,  fl), 
fl 

wenn ~ eine Limeszahl bedeutet, und fl auf der rechten Seite der Gleichung (3) 
alle Zahlen fl ~ ~ ~ lim fl durchli~uft. 

Beweis.  Nach (1) ist f (e ,  1) ftir a ~ 4 eindeutig definiert und nach 
Gleichung (2) und Voraussetzung (b) ist f(a, 2)-~ g(f(a, 1), a) > f(a, 1), 
da ja a ~ 4 ist und ~. derart bestimmt war, dab zugleich die Bedingungen 
f(a, 1) ---- w(a) ~ ~o und a ~ ~o erfiill~ sind. Nehmen wir nun an, die 
Existenz tier Funk~ion mit allen behaupteten Eigenschaften sei fiir den 
Variabiliti~tsbereich a ~ 4, 1 ~ fl ~ fl" nachgewiesen, so is~ nar noch zu 
zeigen, dab die Funktion auch in dem Bereich ~ ~;L, 1 ~ fl ~ fl' existiert 
und die verlangten Eigenschaften besitzt. Dann fo]gt nach dem Satz yon 
der transfinifien Induktion die Behauptung in ihrem ganzen Umfange. 

Sei also fl' erstens keine Limeszahl, d. h. fl'-~ s(fl"); dann ist f(a, fl") 
erkl~irb, und nach (2) folgt: f(a, fl') ---- g(f(a, ~"), ,). Also is~ auch f(a, fl') 
eindeutig erkli~rt. Ist aber fl' eine Limeszahl, dann beachte man, dab aus 
(2) und (b) in Verbindung nait (3) folgt: f(a,/~) w~chst bei konstantem a "  
zugleich mit ft. Also ist naeh (3) auch f(a,  fl') eindeutig erkl~rt durch 
die Gleiehung f(a, fl') -~ f(a, lira fl) = lira f(r fl). 

Zugleich folgt aus dem Beweise, ~aI~ f(r fl) mit fl zugleich wiichst, 
wenn r konstant bleibt. Diese wichtige Tatsache mit den sich daraus 
unmittelbar ergebenden Folgerungen heben wir hervor durch 

Sa~z'III.  1st ~ _  4***) und ~> ~ '~  1, dann ist f ( . ,~)  > f(~,~'); 
ist f(a, ~) > f(a, fl'), so ist umgekehrt fl > fl'; aus f(a,  fl) --~ f(a, fl') folgt 

*) Wir  schlieBen uns hier eng an G. Cantor an, I. c. pag 231 f. 
**) Es erweist sioh im Hinblick auf die Anwendungen nicht als zweckm~.gig, 

f (~,  0) ~--- w(a) zu setzen. 
***) Das erste Argument yon f wird in w 1 stets nich~ unterhalb ~ angenommen, 

falls nicht ausdriicklich das GegenteiI bemerkt wird. 
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Die Gleichung (3) definiert f(r fiir den Fall, dab ~ eine Limes- 
zahl is~, dureh eine Limesreihe, aber dabei werden alle Zahlen t3 < fl be- 
nutzt. Es ist aber, um zu f(a,-fi) zu gelangen, nur niitig, irgend eine 
Reihe zu benutzen, deren Limes die Zahl fl ist. Es gilt ni~mlich: 

Satz IV. Sei eine Folge yon Zahlen 6 mit fl als Limes gegeben, dann 

besteht die Gleichung f(•, ~)-~ f(~, lira 6 ) =  lim f(a, 6). 

Beweis. Da ~ > ~ ist, so ist naeh I I I  aueh f(e~, ~) > f(a,  ~); also 

ist f(a, ~) ~ ~, wenn ~ die Zahl lira f(a, 6) bezeiehnet. Die Behauptung 

besagt: f(a, f l ) = a ,  also islb nur aus f ( a ,  f l ) >  o ein Widerspruch zu 

folgern. Sei also" f(a, ~) = lira f(a ,  fl) > a, so folgt aus dem Begriff' des 

Limes die Existenz einer Zahl f l ' <  fl, so daI3 f(a, fl') > o ist, d. h. es is~ 
f (a ,  fl') > a = lira f(a, ~) > f(a, ~) flit jades der gegebenen 6. Also ergibt 

sieh naeh III: fl' > d and daher/~' ~ lira d = ~, w~hrend doeh ~' < ~ ist. 
Der Wert yon f(a, fl) liit~ nun nach unten bin zwei Abschiitzungen zu, 

je nach der Bevorzugung der Variabeln a oder fl: 

Satz  V. ~s ist f(a, fl) ~_ a, wobei aber das Gleichheitszeichen nur 
gilt, wenn zugleich ~ = w(a) und fl = 1 ist. 7st a > O, dann ist f(a, fl) ~ ft. 
Fiir 2 = 0 ist abet auch f(O, fl) ~ fl fiir jedes iiberendliche ft. 

Beweis.  Wit beweisen den ersten Teil: Es ist f (a ,  1) = w(a) ~ a; 
ffir fl > 1 folgt somit aus III: f(a, fl) > f ( a ,  1) > a. Ist w(a) > a ,  dann 
ist aber aueh noch f(a ,  1) > a. Also ist f ( a ,  fl) = a dann nnd nut dann, 
wean fl----1 und w(a)=  r ist. Der zweite Tell des Satzes folgt ans 
:III in Verbinduag mit I. Es ist niimlich f (a ,  fl) bei konstantem a eine 
wachsende Funktion yon ~. Gibt es nun eine Zahl fl, ffir die f(a, fl)< fl 
ist, dann folgt aus dem Beweise yon I, dal3 auch w ( a ) ~ - f ( a , 1 ) ~  1 ist; 
. n d  da n r  ~ > ~ aueh ~(~) >_ ~ is~, so f o l g t :  ~ < 1, d. h. ~ = 0. Al so  

ist ~ r  ~ > 0 ~tet~ f ( ~ ,  ~)=> ~. Da~ ~be~ r~r ~ = 0 a~ch f(O, ~)>= 
ist, ~alls fl ~ co ist, s aus I; denn f(0, fl) ist eine wachsende Funktion 
yon fl and naeh dem Beweise yon I ergibt sich unsere Behaup~ung, wenn 
wit nut wissen, dai~ f(O, co) ~ co ist. Diese Gleichung ist aber richtig, da 
ja nach Definition f(O, co) eine Limeszahl, co aber die erste Limeszahl isk 

Ist ~ trod r gegeben, so wird es im allgemeinen nieht miiglich sein, 
zu entscheiden, ob die Gleichung ~ =f(~z,  ~) eine Wurzel ~ .hat oder 
nicht. Gibt es eine solche Zahl ~, so gibt es nut eine einzige, wie aus 
III folg~; ~ ist dann eine durch ~ und fl eindeutig bes~immte Zahl, eine 
Funktion yon ~ und fl, und es gibt dann eine zu f inverse Opera~ion, 
die eindeutig ist. Es l~l~t sich aber im allgemeinen nicht entscheiden, ffir 
welche Wertepaare ~, fl diese inverse Operation definier~ ist. Ein Sa~z 
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liiSt sich abet doch in dieser Richtung aussagen, der ftir die Addition die 
vSllige Entscheidung fiber die AuflSsbarkeit der Gleichung fl =-f(a, ~) 
geben wird; ffir die Multiplikation liefert uns dieser Satz spiiter den 
Euklidischen Algori~hmus, und ffir die Potenzlehre werden wir aus ihm die 
Entwicklung ether Zahl fl nach Potenzen yon a folgern. Unser Satz lautet: 

S at z VI. Set fl gegeben und ~ eine der ~Beziehung w (r ~ fl geniigende 
Zahl (~  s dann existiert eine einzige wohlbestimmte Zahl ~ (~  1), so daft 
die .Beziehung f(a,s(~)) > fl ~ f ( a ,  ~) erfiillt ist. Im allgem'einen ist ~ f l .  
Nut  fiir c~ = 0 und endliches ~ kann ~ > fl sein, also nur dann, wenn 

daft fl = f(~, ~) ist. 
Beweis.  Set a > ). eine Zahl, ffir die fl >~ w(a)=- f (a ,  1) ist. Also 

gib~ es Zahlen ~', ftir die fl ~ f ( a ,  6") ist, und unsere Behauptung tauter 
einfach dahin: Unter diesen Zahlen ~' gibt es eine grSl~te. G~be es kein 

griiStes ~', so sei ~ tier Limes dieser Zahlen ~', und aus fl > f(a~ ~') folg~: 

fl ~ lira f(~, ~')----f(a, ~), d. h. ~ wiire eine der Zahlen ~', deren Limes 

ist. Also kann ~ nicht existieren. Die GrSl3en ~" besitzen somit ein 
Maximum 6, d. h. es ist f(a, s(~))> fl ~ f(a, ~). Da$ nur eiae Zahl 
diesen Bedingungen genfigt, folgt leicht aus III. :Nach V ist ffir a > 0 
stets f(a,  ~)_~ ~, also isl ~ s fl, wenn ~ >  0 ist. Und da auch f(O, $~) > 
ffir ~>_to ist, so kann ~ > f l  nur ftir ~ = 0  und ~<co  s~attfinden. Dal~ 
ftir a > 0 und ~ = fl die Gleichung fl = f(r fl)folg~, ergibt sich ebenfalls 
aus V. 

Ob es Wertepaare gibt, ftir die die Gleichung fl ----- f( a, /~) erffill~ ist, 
wissen wir bis je~zt noch nicht; aber gerade diese Frage hiingt mit 
wichtigen Eigenschaften yon f zusammen, die wir noch kennen lernen 
werden. Gerade well ftir die Funktion f(% fl) die Variabeln a und fl ver- 
schiedene Rollen spielei / - (b~i ts  bet der Definition yon f), treten diese 
Eigenschaften auf. Diese V6rschiedenartigkeit zeigt sich ja auch in 
Satz V: im allgemeinen ist f(a, f l ) >  a, dagegen f(a,  f l ) ~  fl; wir werden 
gerade sehen, da$ es stets Zahlen fl gibt, ffir die f (a,  fl)-= fl isk Abet 
auch in III  zeigt sich der Unterschied der Variabeln: f(r  fl) w~chs~ bet 
konstantem a mit fl zugleich; aber trotzdem f(a, fl) fiir fl-~ 1 mit wachsen- 
dem ~r wii~hst, gilt alas keineswegs far beliebiges konstantes fl~ und es 
kann aueh nie gelten~ wie wir spi~ter sehen werden. W'ohl aber liigt sich 
erreiehen, daft bei konstantem /~ die Funktion f(cz, fl) mit wachsendem a 
hie abnimmt~ falls wir noeh eine Voraussetzung fiber die Funktion g(~, ~) 
maehen. Wir unterwerfen g(~, *2) der weiteren Bedingung: 

(c) aus ~ >_ ~" ~ ~o, ~ >- V'>~ ~o folge g(~, ~) ~ g(~', ~'), d. h. wenn 
beide Variabeln ~, ~ nicht abnehmen, soll auch g (~  ~) nicht abnehmen. 
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Die sch~rfere Bedingung: 
(c') aus ~ > ~ '>  ~o, ~ > V ' >  % folge 

g(!, ~) > g(!', ~') und g(!, ~') >= g(~', v'), 
werden wit  nieht immer voraussetzen; wir werden abet stets, falls wir 
aus (c') Folgerungen ziehen, ausdriicklieh hinzusetzen, dab wit  start (e) 
die schiirfere Bedingung (c') vorausgesetzt haben. 

Satz VII. Ist a > d >  Z, dann ist f(a, ~) > f(d,  ~); also folgt aus 
f(a, fl) > f(a'; ~), daft a > a" ist. Setzt man statt (c) die .Bedingung (e') 
voraus, dann w~ichst die Funktion f (a ,  fl) mit t~, wenn fl eine konstante 
Zahl ohne unmittelbar vorhergehendes Element ist, d .h.  ist a > a ' >  ),, dann 
ist f(s s~~'))-> f(~', s(~')) f ~  ~'_~ o; a~so fo@ ~ s  f(~, s(~'))---f(d, s(~')), 
daft a -~ a" ist, und wenn f(a, fl) = f(a',  fl) fiir a > a" ist, dann ist fl eine 
Limeszahl. 

B e w e i s .  Wir  beweisen zunKchst nut den ersten Tell des Satzes, 
der sich auf (c) sttitz~. Da ftir f l =  1 der Satz richtig ist, so is~ nur 
noch "unter tier Annahme, dab er fiir fl < fl' gilt, zu zeigen, dab er auch 
fiir fl = fl' gilt. Der Satz gelte also als bewiesen ftir fl < ~'," dann ist; 
fl'_> 2. Sei erstens fl' keine Limeszahl, fl' s " fl" = (fl '), >_ 1; daher ist ftir 
a > a' aueh f (a ,  fl") ~ f ( d ,  ~"). Welter ist o, 

fl") a) > g(f(a',  ~") f (a ,  fl') = g( f (a ,  , _= , a') = f(a' ,  ~'). 
Sei ~weitens fl' eine Limeszahl, also ffir a ~ a' und fl < fl' aach Voraus- 
setzung f ( r  fl)>_ f(a',  fl); lii{~t man hier fl gegen fl' konvergieren, so folgt 
f (a ,  f l ' ) >  f(a',  ~'). Damit ist der erste Tell bewiesen. 

Wi r  setzen nun (c') voraus. Es ist ffir a > a '  nach (a): 
f (a ,  1) > f(a'~ 1). 

Sei s(~;) > 1, (t. h. t~'>_-- 1. Da (r die Bedi .gu.g (e) enth~lt, so ist f~r 
,~ > ~' , ~ h  ,ieo so ebe, ~e~iesenen f(~, t~') => f(d,  t~'). _~lso folgt: 

f (a ,  s(fl')) --- g( f (a ,  fl'), ~) > g(f([~', fl'), a') --- f(a' ,  s (fl')). 
Damit is~ der Satz bewiesen. 

In  den Vorbemerkungen zu Satz VI bespraehen wir die Gleiehung 
fl = f (a ,  ~). Wenn fl und a gegeben ist, dann gibt es hiichstens eine 
LSsung ~ dieser Gleichung. Wir  denkeu uus nun aber nur fl lest und 
fragen: zu welchen a gibt es eine LSsung ~? Doch kSnnen wir bier im 
allgemeinen dartiber auch noch nichts aussagen, obgleich sich diese Frage 
fiir spezielle F~ille entscheiden l~$t. Dagegen ist es mSglich zu zeigen, 
dab man iiberhanpt nut  endlich viele Wurzeln ~ erhiilt, wenn auch a be- 

"liebig variiert wird. Wir  sprechen nKmlich folgenden Satz aus: 
S a t z  VIII. Sei fl gegeben, dann gibt es nu t  endlich vide Zahlen ~, 

zu denen ~L6sungen a der Gleichung fl =- f ( r  6) gehgren.*) Hat  jede dieser 

*) Es ist damit nich~ gesagt, dab zu jedem ~ fiberhaupt solche Zahlen ~ existieren. 
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durch fl bestimmten Zahlen ~. eine unmittelbar vorhergehende Zahl, was ~. ~. 
der ~all  ist, wenn fl eine unmittelbar vorhergehende Zah~ besitzt, so gibt es 
under der Voraussetzung (c') zu jedem dieser endlich vielen ~ genau eine 
Wurzel a der Gleichung ~ -~ f (a ,  ~). 

Bewei s .  Set ~ eine Zahl~ zu der es eine oder mehrere LSsungen a 
gibe, dann bedeute a die MinimaI15sung; ~i set eine andere Zahl, zu der 
es eine LSsung gibt i a 1 set die MinimallSsung. Es werde ~ ~ ~1 ange- 
nommen, dana folgt: fl = = f(a,  < f(a,  fl). Nach VII ist 
daher ~ ~ r Ordne ich also die Zahlen ~ nach s~eigender GriiBe, so 
bildet die Reihe der zugehSrigen Minimalliisungen eine fallende Reihe, 
bricht also nach endlich vielen Gliedern ab, d. h. es gibt nut  endlich 
viele ~, zu denen LSsungen a der Gleichung ~ ~ f(r ~) gehiiren. ~ Setzen 
wit nun (c') voraus. Gibt es zu einem ~ zwei verschiedene Wurzeln 
und a', ist also fl ----- f (a ,  t) -- f (a ' ,  U, so ist nach dem letzten Tell yon 
VII die Zahl ~ und somit auch (3 = f(a ,  ~) eine Limeszahl. Wenn also 
keine Limeszahl is~, dana gibt es nur eine zu ~ gehSrige Zahl u, ffir die 
fl----f(a, ~) ist. Das trit~ z. B. ein, wenn fl keine Limeszahl ist. Es be- 
stimmen sich dana die Zahlen a und ~ gegenseitig eindeutig. 

E r k l i r u n g .  Hat eine Zahl ~ die JEigenschaft, daft ~ > i und 
7 = f (a ,  7) fiir jedes de~" .Bedingung % ~ a < 7 geniigende a, dann nennen 
wir r eine Hau2tzahl der Funktion f (a,  fl).*) 

Diese Hauptzahlen sind irreduzibel in Bezug auf die Funk~ion f(a, fl), 
d.h. es kana 7 nicht aus kleineren Zahlen mit Hilfe der Funktion f er- 
zeug~ werden; beschriinke ieh niimlich die Variabilitat yon a und fl dutch 
)~ s a < 7, 1 s fl < r ,  so ist f (a,  fl) < f(a, 7) = 7, d. h. ich gelange mit 
Hilfe der Operation f nicht aus dem Bereich der Zahlen unterhalb 7 heraus. 
Also finder die Funktion f in der Zahl 7 eine unfibersteigbare Schranke, 
die f hindert, aus einem vorgeschriebenen Wertevorrat ( <  7) neue Zahlen 
( ~  7) zu erzeugen. 

Es handelt sich nun fiir uns datum, die Hauptzahlen yon f zu 
eharakterisieren und aus unserer Erkl~rung Kriterien daffir abzuleiten, 
warm eine Zahl Hauptzahl der Funktion ist. 

Sa t z  IX. Jede oberhalb 2 gelegene Haulgtzahl ist eine Zimes~ahl. 
S e w e i s :  Es sei f l~max( i t ,  1), dana ist nach III:  f(fl, s (~))>f( f l ,  fl) 

und nach V ist f (s  fl) > fl, falls fl > 1 odor auch noch ffir fl = 1 ~ max (2, 1), 
falls w ( 1 ) >  1 ist. Somit ist f(fl~ s(f l))> s(fl) fiir fl ~ 1 und auch noch 
fiir fl 7 1, fails ~L s 1 < w(1) ist. Also ist s(fl) fiir fl :> 1 keine Haupt- 
zahl, d .h .  jede Fiauptzahl 7 > 2 ist eine Limeszahl. - -  Es ist sogar 

*) Diese Bezeichnung wihle ich im Einvers~indnis mit G. Bessenberg, der 
den Namen H~uptzahl bereits fitr den Fall eingef'iihr~ haL, d~l~ die Operation f die 
Addition is~. 
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s ( 1 ) =  2 keine Hauptzahl, falls ~ ~ 1 < w(1) ist. Es kann nicht zugleich 
1 and 2 eine HauptzahI sein, denn wenn 1 eine Hauptzahl ist~ so ist 

= 0 and f(0, 1) = 1 = w(0) < w(1) ---- f (1 ,  1), d. h. f (1,  1) > 2. Ware 
nun noch 2 eine Hauptzahl~ so miil~te f(1,  1) ~ 2 sein. 

Wir nennen nile Hauptzahlen 7 ~ 2 eigentliche Hauptzahlen; jede 
eigentliche Hauptzahl i st also eine Limeszahl. Unser Satz IX leistet das 
Maximum dessen, was man verlangen kann, denn es gibt in der Tat 
Operationen, die die Zahl 1 zur Hauptzahl besitzen, und auch solche 
Funktionen, fiir die 2 eine Hauptzahl ist; fiir die Addition ist es die 1, 
die 2 ffir die Multiplikation. 

Ebenso wie die Limeseigenschaf~ (3) der Funktion f dutch Satz IV 
auf allgemeinere Limesreihen tibertragen wurde, so ist die Eigenschaft 
einer Zahl ~,, Hauptzahl zu seth, bereits in der Tatsache enthalten, dab 
die Gleichung ~,----f(r y) fiir irgend eine Folge yon Zahlen ~ gilt, deren 
Limes 7 ist. Es wird das ausgedriickt durch 

Satz X. Es gebe zu einer Zahl 7 eine Holge yon Zahlen r fi~r die 
1) 7 = f ( ~ , r )  und 2) 7 = 1 i m r  ist, dan~ ist ~, eine Hauptzahl der 
Hunktion f. 

Beweis. Da stets 7 = f @ , r )  is~, so ist jedes a ~  i ;  also 7 > a ~ i .  
Set fl eine Zahl~ fiir die 7 > f l ~ i  ist, dann ist nut die Gleichung 
7 = f(fl, 7) zu zeigen. Da nun 7 > fl ist, so existiert ein r derart, dab 
7 > a > f l  und ~,---- f@,7)~f( f l ,  7 ) ~ 7  ist. Also ist ~,-----f(fl, 7) ffir 
jedes der Bedingung.7 ~ fl ~ 2 geniigende fl, d. h. 7 ist eine Hauptzahl. 

Es ist nun wichtig eiu Kriterium zu besitzen, das die Entscheidung 
fiber die Frage gestattet, wann eine Folge yon Zahlen eine Hauptzahl 
zum Limes hat. Es wird dann niimlich mSglieh seth, derartige Zahl- 
reihen zu konsiruieren, deren Limes eine Hauptzahl ist; damit wird 
der Nachweis der Existenz der Hauptzahlen erbracht sein. - -  Dazu be- 
trachten wir nun h(a)----f(a,  er diese Funktion ist definiert ffir 
r ~ max(~, 1). Aus II][ und VII folgt, da~ ffir ~ > a ' ~  max(2, 1) auch 
h(a) > h(d)  ist, und aus V folgt h(e) > a far a ~ max(~, 2); ist aber 
2 ~ - 0 , 1  und w ( 1 ) > l ,  daun ist aueh h ( 1 ) = w ( 1 ) > l .  - -  Ist nun ~, 
eine Hauptzahl und .7 > a ~ 2, dann ist h(r = f ( a ,  e) < 7. Also hat 
die Gesamtheit der Zahlen cr ~ ~, die Eigenschaft, dag mit a zugleich 
auch h(a) der Gesamthei~ angehiirt. Diese Eigenschaft charakterisiert 
abet auch ~ als ttauptzahl; es gilt der 

Satz XI. Hat eine Holge yon Zahlen a (~  max(2, 1)) die ~igen- 
schaft, daft m i t a  zugleich h(a) der Folge angeh6rt, dann hat die Holge 
einen Limes 7 und 7 ist eine Hauptzahl der Hunktion f. 

Beweis.  Da eine Folge mindestens zwei Zahlen enth~ilt und hier 
jede ~ 1 ist, so ist yon der zweiten Zahl a ab h ( a ) >  a; da m i t a  auch 
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h(a) der Folge angehSren soil, so kann die Folge kein letztes Element  
besitzen, da ja auf @ noch das Element  h ( $ ) ~  $ folgte. Also ha t  die 
Folge einen Limes 7. Es sei n u n  a irgend eine der gegebenen Zahlen~ 
dann betrachte man nut noch die Zahlen a' der Folge, die oberhaIb a 
liegen, d. h. ffir die a <:: a ' ~  ~' ist. Da auch h(G) der Folge angeh~irt~ 

so ist h(d)  < r, also > h ( d )  = f ( d ,  a') >= 
gegen 7 wachsen, so folg~ 7 ~ f ( e ,  7) ~ ~, d. h. 7 = f (a ,  7) fiir jedes a 
der Folge, deren Limes 7 ist. ~qach X ist also 7 eine Hauptzahl der 
Funktion f. 

Satz  XII. Der Limes einer _Folge yon Hauptzahlen der Yunktion f 
ist eine Hauptzahl derselben _~'unktion. 

Beweis .  Eine Folge yon  I-Iauptzahlen 7 besitze einen Limes ~; es 
ist ~ ~ 7 ~ Z. Es sei ~ ~ e~ ~ 2 ,  dann betrach~e ich nur noch die Haupt- 
zahlen der Folge, die oberhalb ~ liegen; fiir sie ist y----f(a,  7) u=d wean 
hierin 7 gegen ~ konvergier~, so folg~: ~ =  f ( a ,  ~) ftir jedes a, das der 
Bedingung ~ ~ a ~ )~ gentigt. Also  ist ~ eine Hauptzahl der Funkt ion fi - -  
Man kann auch so schlieBen: sei  ~ :> a und 7 ~ a eine Zahl der Folge, 
dann is~ ~ > 7 = f (a ,  ~,) > f ( a ,  a) ---- It(a). Also gehSr~ mi~ a zugleich 
h(a) dem Bereich der Zahlen un te rha lb  ~ an; daher is~ ~ nach XI eine 
I-Iauptzahl der Funktion. A u s  diesem Satz folg~: ist fl gegeben, dann 
gibt es unter den Haustzahlen ~,, fiir die r ~ fl ist, eine gr6flte. 

Wie bereits angedeutet wurde ,  stiitz~ sieh der Naehweis ~iir die 
Existenz der Hauptzahlen auf  XI .  Es sei nun im voraus bemerk~, dab 
ffir die Funk~ion f (a ,  fl) auf  G r u n d  yon XI die Zahl co eine Hauptzahl  
ist, falls f (a ,  fl) fiir endliches a und fl selbst endlich ist. Allgemein aber 
beweisen wir die Existenz der I-Iauptzahlen dureh folgenden 

Satz  XIII. Ist a eine Zah l ,  fi~r die h(a) > a ist*), und setzt man 
a'---= h(a), a " =  h(d) ,  a ' " =  h ( a " ) , . . . ,  dann ist die erste gauptzahl iiber 
a der Limes der ~'olge a, r  a" 

, 

Beweis .  Da m i t a ( ' )  zugle ieh  auch h(a (~)) der Folge angehSrt~ so 
hat nach XI diese Folge einen Limes ,  der eine ttauptzahl 7 ist. Es isl 
nut noch zu zeigen, dab fiir jede Hauptzahl 7 ' ~  a aueh 7 ' ~ 7  ist. 
Das ergibt sieh so: es ist y ' ~  ~ und daher 

7"-- 7") > f(a, a)= h(a) 
also 7 ' =  f (a,  y') > f (a', a') --= h(a') = a".. 

Ganz allgemein folgt ebeaso ~," ~ a("), also 7 ' ~  lira a(") = y. 
- -  T t  

*) Es isg h ( a ) ~ a  fiir c z ~ 2 ~ 2 .  Ist abet Z ~ 0 , 1 ,  so isg h ( ~ ) ~ a  ffir 

a ~ 2 und aueh noch fiir a -~ 1,  w e n n  w (1) ~ 1 ist. (M~n vgl. die Vorbemerkungen 
zu Satz Xl.) 
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Damit ist nich~ nur die Existenz der Haup~zahlen bewiesen~ sondera 
auch ein Veffahren angegeben, urn yon einer beliebigen Zahl ~ zu der 
n~ehsten Hauptzahl vermit~els einer Limesreihe aufzusteigen; es gibt also 
insbesondere noeh oberhalb jeder Zahl a Hauptzahlen der Funktion. 
Besonders bemerkenswert erseheint es, dal~ man aus ~ die n~chste fiber 

f f P  

gelegene Hauptzahl stets dutch eine t~eihe a, ~, a , . . .  vom Typus 
gewinn~;. Aus der Exis~enz der Hauptzahlen folgt nun, da~ das kom- 
mutative Gesetz fiir f nicht gilt. Denn es ist flit jede eigentliche Haupt- 
zahl 7 = f ( ~ , 7 ) ,  falls ~ . ~ a < 7  ist, aber ftir a > l  ist f (7 ,  a )>~ , .  
Somit ist far max(X, 2) s a < ~, stets f(~,, a) > f (a ,  7). - -  Die Reihe 

a, a ' =  f (~,  ~), d ' -~  f(a' ,  a') = f ( f ( a ,  a), f(a, a ) ) , . . .  
ist unier symmetrischer Behandlung der beiden Variabe]n konstruiert; in 
den speziellen F~llen der Addition etc. benutzt man eine andere Reihe, 
die wegen gewisser Voraussetzungen~ die in diesen Fiillen zutreffen~ auch 
zum Ziele ffihrt; man kons~ruiere folgende Reihe: es set 

h(a) = f (a ,  ~ ) =  a ' >  a, 
dann seize man a" ~ .. - - ~ ,  a~ f(a,a~), % = f ( a , % ) , . ,  
dann ist a ~ a  l ~ a ~ a  s . . . ,  

wie leieht naehzuweisen isk Der Limes der so konstruierten Reihe sei ~; 
es is~ g----- lira a,+, ~- lira f (a ,  a,) ----- f (a,  lira %) = f (a ,  ~). Also ist 

tZ 

e ine  Wurzel fl der Gleiehung f l -~ f (a ,  fl) und zwar die kleinste; dean 
is~ fl irgend eine dieser Wurzeln, so ist f l>a,  also f l=f (a ,  f l ) > f ( ~ , a ) : a ~  
und daher auch ferner fl = f(a, ~) > f(e, al) = a 2 ; also ganz allgemein: 
f l~%,  d. h. fl :> ~. Ob nun aber diese kleinste Wurzel ~ der betrachteten 
Gleichung eine Hauptzahl ist, wird wolff im allgemeinen kaum entschieden 
werden kiinnen; dagegen lii{~t es sich sehr wolff beweisen ftir den Fall, 
dab die Funktion f das assoziaiive Gesetz f ( f(a,  fl), ~) = f(a,f(fl ,  8))'erfiillt. 

Da es nach XIII oberhalb jeder Zahl Hauptzahlen gibe, so gibi es also 
zu jedem a ~  Z Wurzeln fl unserer Gleichung, die oberhalb ether beliebig 
vorgeschriebenen Zahl d liegen. Betrachtet man aber in der GIeichung' 

= f(a,  ~) die Zahl fl als gegeben und fragt nach den Wurzeln a, so 
liegen die Verhiiltnisse anders. Es braucht keine Wurzel a vorhanden zu 
seth. Gibt es abet Wurze]_a, dann gilt: 

Satz XIV. ~s  besitze bet gegebenem festem f l ~  l die Gleichung 
fl = f (a ,  fl) eine Wurzel a; dann existiert eine Zah~ fl', die folgenden Be- 
dingungen g'eniigt: es ist 2 < fl" ~ fl; fiir tides der Bedingung )~ ~ ~ ~ fl' 
geniigende ~ ist fl = f(~, fl)*), dagegen ist fiir ~ ~ ~" stets f(~, ~) > ft. 

*) Ffir ;t ~ 0 brauch~ bet endlichem ~ die Behauptung  ~ .~- f ($ ,  tff) s die Z~hl 
-~ 0 nich~ r ichi ig zu sein; es kann in diesem Fall  f (0 ,  ~ ) ~ / ~  sein. 
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Beweis .  Da / / >  1 ist, so folgt fiir die nach Voraussetzung vor- 
handene Wurzel ~, daf~ fl ~ f ( r  f l ) ~  r ist, also ist auch / / ~  it. Nun 
ist f(fl, fl) > fl; be~rach~e ich daher f(~, fl), wenn ~ yon r bis fl wii.chst, 
so ist zu Anfang die Funktion gleich fl, am Ende des Intervalls abet 
grSl3er als //. Also gib~ es im Interval] eine kleinste Zahl ~ ~ fl', fiir die 
f(2, fl) ---- f(fl', fl) ~>/~ ist. Dann ist nattirlich nach VII auch f(~:/~) > fl 
fiir jedes ~ ~ fl'. Es lieg~ nun //' im Intervall zwischen a und fl und es 
is~ genauer a < ~'<(/3. Es sei nun ~ eine Zahl, fiir die )~ ~ ~ < fl' ist, 
dann ist wegen der Minimaleigenschaft yon fl' stets f(~, f l ) ~  [3, wi~hrend 
nach V zugleich f(~, fl) ~ fl is~. (Man vergl, die Anm. der vorigen Seite.) 
Also folgt fl = f(~, fl). 

Zusa tz .  1) Under der Voraussetzung (c') kann es, falls fl keine 
Limeszahl ist, hSchstens eine Wurzel r geben. Es ist das, fails ~ ~ 0 
ist, die Zahl ;t selbst. 

2) Ftir die speziellen Funktionen, die wit als Anwendungen bringen 
werden, tri t t  es ein, dal3 mit a zugleich auch h(r eine Wurzel 
der Gleichung /~ = f(~,/~) is~; also ist in diesem Fall fl' eine Haupt- 
zahl. (XI)*). 

Da6 aus dem Bestehen der Gleichung fl = f(a, fl) die andere G]ei- 
chang fl = f(h(a), fl) folgt, trRt z. B. ein, wenn das assoziative Gesetz er- 
fiillt ist. Dann ist ni~mlich: f(h(a), fl) ~- f (f(~, a), f l )=f(~, f (a ,  fl)) -----f(a, fl)=fl. 
Wenn also das assoziative Gesetz gilt, dann ist fl' eine Hauptzahl y. Aus 
dem assozia~iven Gese~z l~fR sich noch eine andere Folgerung ziehen: gibt 
es eine Hauptzahl y', so dal~ fl = f(7', ~1) eine LSsung ~/ hat,  dann ist 

' < fl' ~,, dann is~ ----f(/~', 7'), 7 = = 7 .  Denn es s e i f l = f ( r ' , V )  u n d T ' ~ > f l ' =  ~" 
also fl = f(f<fl', 7'), ~1) = f(fl', f(7', ~)) = f(fl', [~), wahrend doch f(fl', fl) > fl ist. 

Sa tz  XV. Besitzt bei gegebenen fl und ~ die Gleichung fl = f(~, ~1) 
unendlich vide Wurzeln ~**), die einen Limes ~ besitzen, und hat die 
Gleichung fl = f(~z, ~h) eine L6sung ~1,, dann ist ~ > ~ ,  und es gibt keine 
Zahl V~ z~ischen V und V~, fiir die die Gleichung fl = f(i , eine 
Lgsung ~ hat. 

dai~ V ~ _ ~  isk W~re ~ = ~ ,  also f l= f ( f~ ,v ) ,  so w~ire i~ eine der 
GrSf~en ~, deren Limes ~ ist; also ist ~/> V~. Sei nun fl = f ( ~ ,  ~/~), 
dann ist zu zeigen, dal~ ~/~ ~ y oder V~-~ ~/, ist. 

Sei erstens }~. < },, dann gibt es ein ~ zwischen ~s ~ d  }~, so da$ 
/~ = f(~, ~) = f ( ~ ,  V~) ~- f(~, W) ist, d. h. es ist ~/~ ~ ~. 

*) Es mu~ dazu eine Wurzel ~ vorh~,nden sein, ffir die h ( ~ ) ~  er ist. 
**) Un~ser dot u (() kanh alas nut eintreten, wenn ~], also auch ~/, 

eine Limeszahl isk 
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Zweitens set ~ .  Aus f(~, n~)~f(~, n~)~f(~, ~) folgt: n~n~.  
Wir wenden uns nun in w 2 zur Betrachtung einer speziellen Funk- 

tion und werden in w 3 die a]lgemeinen Fragen yon neuem aufnehmen. 

w  

Die  A d d i t i o n .  

1) Under w(r vers~ehen wir die Zahl  s(r Es ist (a) erftillt und 
w (r ---- s(a) > a ffir ~ ~ 0. Also ist ~o =/30 ~ 0. Wir setzen ferner 

g ( ~ , ~ ) = s ( ~ ) > ~  ftir ~ o = 0 ,  ~ o - - - - 0 .  
Es ist (b) erftillt, aber aueh (c), da aus ~ > ~' aueh s ( ~ ) >  s(~') folg~. 
Dagegen ist bet unserer Wahl yon g(~, ~7) die Bedingnng (c') nicht erfiillt. 
Die Zahl ~ ist die kleinste Zahl, die die beiden Bedingungen 

Z ~ max (~o, ~o) = max (0, 0) ---- O, w(Z) = s(Z) _= ~o = 0 
erfiillt, lgilhin ist 2 -  0. 

Die dutch diese Fes~setzungen definierte Funktion oder Operation 
bezeichnen wir mit f (a ,  fl) = g + ft. W i t  nennen ~ + fl die Summe yon 
e~ und fl; ~ heist der Abschnitt,, fl der Rest der Summe. Wir nennen 
diese Operation die Addition. 

2) Es ist nach w 1, II: 
1 = (1) 

(2) 

oder wegen (1): 

(3) 
a -b (flq- 1) = (ec + ~) -k 1, 

+ # =  lira #), 
fl 

wenn auf der rechten Seite dieser Cxleichung fl alle Zahlen unterhalb der 
Limeszahl fl durchl~iuf~. ~ Es ist dutch (1)--(3)  die Operation a -b fl ffir 
a ~ Z = 0, fl 2> 1 erkl~ir~. Aus (2) erhell t  die Zweckms der Fest~ 
setzung: 
(4) a + 0 = a  f~r ~ > = 0 .  

Damit ist nun ~-b 16 fiir a ~ 0, fl >~ 0 erkl~irt. 
3) Naeh III folgt under Ber~icksichtigung yon Gleichung (4) der 

vorigen Nr.: ist fl > fl', so ist tz + fl "> a -f- fl', und wenn a + fl > a + fl' 
is~, dann is~ /~ > t6'. Aus a + fl-----a-b fl' ergibt sieh fl =-#'. 

Insbesondere ist fiir fl > fl' = 0 stets a -b # > a -t- 0 =- a, d. h. die 
Summe ist gr6fler als der Abschnitt ,  f a l l s  der Rest  nicht gleich Nul l  ist. 

4) Es set eine Folge yon Zahlen ~ mit fl als Limes gegeben, dann 
ist nach IV: lira (a + (~) = a + fl =- a -l- lira (?. 
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5) Nach V is~ a + f l > a  flit f l > 0  (w(a)>a) ;  ein uns nach Nr. 3 
bereits bekanntes Resultat. Der zweite Teil yon V ergibt: r + fl ~ fl 
(ffir a = 0 liefert V diese Beziehung erst yon /5 = co an: es is~ indessen 
durch transfinite Induktion leicht zu zeigen, dab flit jedes/5 die Beziehung 
0 + fl -----/5**) gilt, so dal~ wirklich die Ungleichung a +/5 =>/5 immer gilt). 

Die Beziehung a + /5  >/5  besag~: die Summe ist nie kleiner als 
der l~est. 

6) Aus V[ folg~ (es ist auch Gleichung (4) der Nr. 2 zu berfick- 
sichtigen): sei fl ~ r -~ ~ + 0, dann existier~ eine dutch a und/5 eindeutig 
bestimmte Zahl ~, so dab a + (~+1)  = (r  + 1 > fl ~ a + ~ ist. Da 
nun ( a + ~ ) +  1 auf (a + ~) unmittelbar folg~, so ist daher /5 = ~ + ~. 
Is t  also fl ~ a, dann hat die Gleichung fl ---- a + ~ stets eine einzige Lgsung 

~ fl; wenn /5 ~ c~ ist, dann ist somit a ein Abschnitt yon ft. 
7) Ist a ~ ~, dann ist nach VII: c~ +/5  ~ d + ft. Umgekehr~ folgt 

aus a + f l > d + / 5 ,  da~ a > d  ist. 
8) ~s  gilt das assoziative Gesetz: (a + fl) + 7 = a + (~ + 7). Man 

bezeichnet daher beide =elten unserer Gleichung zweckmgl3ig mit r  + fl + Z.*) 
Beweis .  Nach Gleichung (2) und (4) ist unsere Gleichung richtig 

fiir ? ~ 0, 1. Es sei die Gleichung rich~ig fiir jedes 7 < %  Dann ist 
nut noch ffir den Beweis der Allgemeingiiltigkei~ zu zeigen, dal3 die Be- 
hauptung auch ffir ~,-----7' gilt. 

Ist ?' eine Limeszahl, dann folgt der Beweis leicht bUS Nr. 4. Is~ 
aber ?' = y" + 1, so is~ nach Voraussetzung ffir 7" der Satz richtig, also 
(a +/5) + 7 " =  u + (# + 7"). Nuu ist 

(a +/5) + 7' = (~ + fl) + (Y" + 1) = ((a +/5) + ?") + 1 [Nr. 2, G1. (2)] 
= (~ + (/5 + 7")) + I [Voraussetzung] 

+ @+r")+ l )  [Nr. 2, (2)] 
---- a + (fl + (?" + 1)) [desgl.] 

= + (/5 + y'). ., 

Damit is~ das assoziative Gesetz als rich~ig dargetan.**) 
6j,) Ist neine feste endliche Zahl, d. h. n < co, und x eine variable end- 

liehe ganze Zahl, dann wiichs~ die endliche Zahl n + x mi~ x zugleich 

gegen co und es is~ n + co ----- co. Ist /~co, dann ist nach Nr. 6: 

~-----co +~ .  Daher folg~ nach Nr. 8:_ ~ + f l = ( n + ~ o )  + ~ = c o + ~ = / 5  < f l + n ,  
falls o > n >_ 1 is~. Das kommutative Gesetz a +/~ = # + a giR also 

*) Das Gesetz gilt nattirlich such ffir mehr Zahlen, so da$ der Begriff der 
Summe a + ~ -[- ~, + . . -  + ~ ffir endliche viele Summanden als erkl~rt gelten darf. 

**) Aus dem assoziativen Gesetz folgt fiir ~ -  0: 

(,~ + o) + r ---- ,~ + 7 = ,~ + (o + r) ,  .,Iso r --- o + ~,. 
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im allgemeinen niche, eine Erseheinung, die bei allen in w 1 betrachteten 
Operationen eintritt, wie wit fr~iher sahen. Es l~il~t sich abet leicht aus 
den Gleichungen (1), (2), (4) der Nr. 2 zeigen, dab stets n - ~ m = m  + n  ist, 
falls n, m ~ co ish 

10) Satz VIII sagt aus: es gibt nur endlich viele Zahlen ~, ffir die 
bei gegebenem fester, fl die Gleichung fl ---- ~ + ~ LSsungen ~ besitzt. Da 
Jr" Falle einer LSsung ~ ein Rest yon fl heil~t, so sagen wir kurz: Jede 

Zatd  fl hat nu t  endlich viele t~este. Ein zweiter Beweis dieses Satzes be- 
ruht auf dem 

S atz. ~ e r  _P~est ~" einer Summe  tt ~ u ist entweder Rest  yon ~ oder 
l~est yon t~ ver.mehrt um v. 

Beweis.  Da u' Rest yon t~ + u  ist, so ist t ~ + v - ~ t J + v ' .  Sei erstens 
# ' ~ u ,  also t ~ ' ~ t t + Q ;  es ist dann t ~ + P + v ' = t ~ - ~ u  und somit 

----Q-~ ~'. Es ist also u' ein Rest yon ~ und r gleich einem Reste Q 
yon re' vermehrt~ ur. u'. 

Ist also zweitens te :> #', so muB ganz entsprechend u" gleich einer. 
Reste yon /t vermehrt um ~ sein. 

Dal~ nun jede Zahl fl nur endlich viele Reste hat, folgt hieraus leicht 
durch transfinite Ind~ktion. Die Zahl fl ~ 1 hat nut die Reste 0 und 1. 
(1 ~ 1 ~ 0 ----- 0 + 1.) Sei die Behauptung richtig fiir jedes fl ~ fl', dann 
ist zu zeigen, dal~ fl' auch nut endlich viele t~,este besitzt. Die Zer- 
legungen /~'-----0 + f l '=  f l ' +  0 lehren, dal~ fl' die Reste 0 und fl' hat. 
tta'~ fl' keinen yon 0 und fl' verschiedenen Rest, dann ist der Satz richtig; 
/~' babe einen weiteren R~s~ fl; sei also f l '=  a ~ f l ,  und hierin sei a 
minimal gew~hlt;. Es Jst hier nach Voraussetzung 0 < ~ ~ fl' und daher 
0 ~ a ~ ~'. Also haben a und t] einzeln nur endlich viele Reste; nach 
dem obigen Satz ist jeder Rest yon fl'~- a + fl en~weder einer der endlich 
vielen Reste yon t6 oder einer der ur. fl verr.ehrten endlich vielen Reste 
~on r Somi~ hat ~' nur endlich viele Reste. Jede Zahl fl > 0 ha~ nun 
mindestens zwei Reste 0 und /~. Es entsteht die Frage: gibt es Zahlen 
mi~ genau zwei Resten? Ja. Es sind das die Hauptzahlen tier Addition. 

11) Nach XIII existieren Hauptzahlen der Addition: Es sind alas 
Zahlen y ~ . - - - - 0 ,  far die stets 7 - - - a ~ - ?  ist, wenn 0 ~ a ~ 7  isk 
Diese add[tiven Hauptzahlen nennt Hessenberg*) , , t tauptzahlen".  Da wir 
andere als additive HauptzahIen in diesem Paragraphen nieht betraehten, 
so lassen wir "in ibm das Beiwor~ ,,additiv '~ fort; wit bezeichnen eine 
Hauptzahl mit ~r. Es ist also ~ 0  und far jedes r  is~ z = r  

*) ~. Hessenberg. Grundbegriffe der l~Iengenlehre, -~bhandl. der Friesschen 
Schule, I. Bd., 4. Hef~ (als Sonderdruck erschienen), w 64. Wit zi~ieren diese Arbei~ 
in Zukunf~ mit: (~. d. M . -  ~.n vgl. die in w 1 zur Erkl~rung der aUgemeinen 
Haup~zahlen gegebene Anmerkung. 
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so dab die Hauptzahl z genau zwei Roste 0 and z besitzt. Hat um- 
gekehrt eine Zahl fl genau zwei Reste, dann ist fl eine Hauptzahl. Denn 
wenn fl zwei Reste hat, so ist f l > 0 ;  ist dann / ~ > ~ 0 ,  so ist nach 
Nr. 6 die Zahl f l = a + ~ ;  hier mu$ der Rest ~ yon fl einer der beiden 
Reste 0 und /~ sein. Da nun / ~ > r  ist, so ist } > 0 ,  also ~ = f l ,  d. h. 
es ist fl = a +/~ fiir jedes a unterhalb ft. Somit ist fl eine Hauptzahl. 

12) Da I = 0 + 1  ist, so ist 1 eine HauptzaM. Nach den sich 
an den Beweis yon IX anschliefienden Bemerkungen kann 2 ffir die 
Addition keine Hauptzahl sein, was ja auch die Zerlegung 2 = 1 + 1 
lehr~. Denn es besitzt nach diesen Bemerkungen eine Operation hSchstens 
eine Hauptzahl, die keine Limeszahl ist. Die 2 kann abet auch deshalb 
keine Haup~zahl seth, weft in unserem Fall w(1) > 1 isk Die erste Limes- 
zahI ~ ist die erste fiberendliche Hauptzahl, da nach l~r. 9 stets ~ = n + 
fiir n < ~ ist. 

Die Si~tze X E lauten in unserem Fall: 
(a) .[st eine Zahl ~ der Limes ether zVolge yon Zahlen a und besteht 

f'dr jedes dieser a die Gleichung ~ = a + x,  dann ist ~ eine Hau~tzahl. 
(b) Hat eine Folge yon Zahlen r die Eigenschaft, daft m i t a  zug~'ch 

auch a + a der T'olge angeh6rt, dan~ hat die Fotge einen Limes ~ und 

ist eine Ha~tzahl .  
(c) Der Limes ether Menge yon Haulotzahten ist eine ltauptzaht. 
(d) Ist a > O, dann ist die erste Hauptzatd tiber a der Limes der 

Folge a, a + r a + a + a, .-.*). ~ Ffir a = 1 ist also die erste tiberend- 
liche Hauptzahl der Limes der Folge 1, 2, 3, 4 , . - . ,  d. h. die Zahl ~, ein 
uns bekanntes Resultat. 

DaB wir, um die erste Hauptzahl fiber a zu erhalten, die Reihe a, a + a, 
er + a + e~,..., anstatt der Partialreihe a, a + a, a -t- a + a + a~ . . .  be- 
nutzen kSnnen, das Iiegt nach den sieh an XIII anschlieSenden Be- 
merkungen darin begriinde~, dafl das assoziative Gesetz gilt. Zugleich 
ergibt sich nach den dortigen Er~irterungen, dab die kleinste LSsung 
der Gleichung ~ =-a + $ die erste Hauptzahl z > a ist. 

Nach Nr. 9 ist ffir jedes tiberendliehe fl s~e~s 1 A-fl = fl, also hat 
ffir jedes fl ~ co die Gleichung fl -~ a + fl eine Wurzel a > 0. Somit isl fiir 
jedes fl ~ r~ Satz XIV anwendbar. Naeh YtV existiert abet zu jeder Zahl 
fl ~ co eine oberhalb 0 und nieht oberhalb ~ gelegene Zahl /~', so dal3 
f l = ~ + f l  ist ffir jedes ~ < ~ ,  abet f l < ~ + f l  ist ffir ~>f l ' .  Da das 
assoziative Gesetz erfii111 ist, so is~ nach Satz XIV, Zusatz 2 die Zahl ~' 
eine Hauptzahl z und da ~_~ z~ ist, so ist naeh Nr. 6: fl = z + fl~ <: ~ + fl 
ffir jedes ~ _~ ~t. Also folgt spezie11 ~r + fl~ ,< ~ + fl, d. h. ~ < ft. 

*) Nach XIII selbs~ is~ eine Partialfolge zu nehmen~ 
~, ~ + ~ ,  ~ + ~ + ~ + ~ ,  a + ~ + ~ + ~ + ~ + ~ + ~ + ~ . ' " "  

Mathematische Aunalen. LEVI.  11 
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Da ffir jede Hauptzahl ~ ' ~  fl nach Nr. 6: fl = z ' +  ~ ist, so folgt 
weiter nach Satz XIV, Zusa~z 2, da$ ~'_< ~ ist, d. h. es ist ~ die grSgte 
nicht oberhalb f~ gelegene Haupizahl. Nach XV folgt auSerdem noch, 
da$ fll der grSSte unterhalb fl gelegene Rest yon fl ist, da ja fl = ~ + fli 
ist und g der Limes der Wurzeln ~ der Gleichung fl = ~ + fl ist. Wir  
fassen alles dies zusammen: 

(e) Zu jeder Zahl fl >= co gibt es eine gr6flte nicht oberhalb fl gelegene 
Hauptzahl ~ ; es ist fl = ~ + fl fiir jede Zahl ~ < zc, abet fl = zr A- ill, we 
fll der gr6flte unterhalb fl gdegene _Rest yon fl ist. 

Fiir eine endliehe Zahl/3 ---- b gilt derselbe Satz; er wird ausgedrtickt 
dureh die Gleiehung b---- 1 + (b--1).  

13) Die YIauptzahlen jeder Operation sind, wie wir sahen, irreduzibel 
in bezug auf die Operation. Da nun in unserem Fall jede Zahl mit  nut  
zwei Resbn eine Hauptzahl ist, so folgt umgekehrt, dab jede addi~iv 
irreduT.ibele Zahl ~ > 0 eine I-Iauptzahl ist, d. h. es ist jede Zahl fl > 0, 
die sich nicht als Summe zweier kleineren Zahien darsbllen 1~$t, eine 
Hauptzahl. Es sind also die Begriffe ,,additive Haulotzahl" ~nd ,,additive 
irreduzibele Zah~" gleiehwertig. Wit werden bei der Multiplikation sehen, 
dab sich die Sache dort anders verhKlt. Es gibt multiplikativ irreduzibele 
Zahlen, die keine multiplika~iven Hauptzahlea sind. Die additiven Haupt- 
zahlen sind also ausgezeichnet dutch diese Eigenschaft; es kommt ihnen 
abet noch eine Eigentfimlichkeit zu, die uns diese Zahlen als noch be- 
merkenswerter erscheinen 1KBt: die Hauptzahlen ~ sind additive Br im-  
zahlen. Denn es gilt der 

Saiz: Ist  eine Hauptza~l zr _Rest einer Summe a -4- fl*), so ist ~v Rest  
yon fl; und ist z~ ein Abschnitt yon a + iS, so ist die Zahl  z ein Abschnit t  
yon a, falls a + fl > fl ist. 

Diese Eigenschaft der Zahlen : t i s t  das additive Analogon der Eigen- 
schaft der endlichen multiplikativen Primzahlen p:  wenn p ein Teller yon 
ab ist, dann ist 2 ein Teiler yon a oder yon b. Daher dtirfen wir ~ als 
additive Primzahlen bezeichnen. Wir wendea uns zum Beweise des Sa~zes. 

Beweis.  Sei ~ eia Rest yon t~ + fl, dann ist nach Nr. 10 entweder 
ein Rest yon fl, was wir ja behaupten, oder es ist z = O - f - f l ;  da z 

Hauptzahl ist und wir fl > 0 annehmen, so mug fl = ~ ~ 0 -4- ~ sein; 
also ist aueh hier z ein Rest yon f t . -  Sei nun zweibns z ein Abschnitt 
yon a + f l u n d a + f i > f l ,  d.h. t~+fl=zc+7. Wgre a < ~ ,  : t = a + ~ ;  
so folgte a . 4 - ( a - b f l ) = ( a + z c ) . 4 _ 7 = z ~  + 7 _ a  + fl, d. h. a - { - f l _ ~  fl, 
was gegen die Annahme t~ + fl > fl vers~i~it; daher ist t~ ~ zr d. h. a = ~v + ~, 
und es is~ ~ ein Absehnitt yon a. 

*) We 0>o is~. 
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Die Eigenschaft yon zt, additive Primzahl zu sein, zerf~llt in zwei 
Behauptungen, wie ja die Form unseres Satzes zeigt; das hat seinen Grund 
darin, da$ das kommutative Gesetz nicht gilt. Unser Satz behaupte~ 
also yon ~ in Wahrheit zwei Eigenschaften. Es zeigt sich nun, daft auch 
der Begriff ,,Hauptzahl" mit dem Begriff ,,Primzahl" z~tsammenfiilIt; dabei 
ergibt sich abet, dab jede der beiden Eigenschaftea, die wit oben ffir ~v 
behaupteten, umgekehr~ einzeln z als ttauptzahl charakterisiert. E s  
gilt der 

Satz. JFolgt fiir eine Zahl 7 > 0 a~ts der Tatsache, daft 7 l~est yon 
a + fl > a ist, stets~ daft 7 auch l~est yon ~ ist, so ist 7 eiue Hauptzahl. 

]Folgt fiir eine Zahl ~ > 0 aus der Tatsache, daft 7 Abschnilt der Zahl  
a A-~ > ~ ist~ stets, daft 7 auch Abschnitt yon a ist, dana ist y eine 
Hauptzahl. 

Beweis .  Wir beweisen den ersten Tell so: es ist ~, > 0; sei a eine 
beliebige unterhalb ?, gelegene Zahl, dana ist nach lqr. 6 : 7  = a -[- fl, wo  
f l > 0  ist. Also ist, da 7 Kest yon 7 = a + f l  ist, nach Voraussetzung 
7 auch Rest yon fl, d. h. / 3 ~ 7 ~ f l .  Daher ist 7 = f l ,  d. h. Y - - a +  7 
fiir 7 > a ~ 0. Somit ist ~ eine Hauptzahl. 

Der zweite Tell wird auf folgende Weise erledigr es sei 7 > 0 keine 
Hauptzahl, dann gibt es also eine Zerlegung ~,= a + f l ,  bei der r > f l >  0 
ist, d. h. es ist a -4- f l> /3 .  Es wiire demnaeh ~, ein Absehnitt yon  
7 = a +/~, also naeh Voraussetzung aueh yon a, d. h. es wi~re r > ~, > ~. 
Der Widersprueh ~ "> a zeigt also, da$ r eine Hauptzahl sein rauB. 

Wir fassen nunmehr zusammen: Die Addition hat die Eigenschaft, 
daft fiir sie die drei Begriffe ,,Hauptzahl", irreduzibele Zahl", , ,Primzahl" 
iiquivalent sind~ d. h. die drei durch diese Begriffe definierten Zahlbereiche 
fallen in unserem ]Fall in einen Bereieh zusammen.*) 

14) Wie man nun in der eadlichen multiplikativen Zahlentheorie jede  
Zahl in eindeutiger Weise multiplikativ aus endliehen Primzahlen zusam- 
mensetzt~ so zeig~ sieh, dab ftir unseren erweiterten Bereich der t rans-  
finiten ZaMen ein analoger additiver Satz gilL: 

Satz. Jede yon 2Yull verschiedene Zahl lff[3t sich in eindeutiger Weise  
als Summe endlich rider, nicht zunehmender Hauptzahlen darstelten. 

Diese yon Cantor**) herrtlhrende Darstellung heist die hTormalform 
einer transfiniten Zahl. Bei Cantor ist jedoch diese Darstellung nioh~ r e in  
additiver Natur, sondern wird aus d'em Potenzbegriff mit HLlfe eines 
Satzes abgeleitet~ der unserem Satz VI entsprich~. Auf die obige-:rein 

*) Allerdings is~ die Zahl 0 yon der Betrachtung auszuschliel~en. 
**) 1. c. pag. 287. 

11" 
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additive Form gebracht und mi~ lediglich additiven Mitteln bewiesen hat; 

zuerst Hessenberg*) den Satz. 
Wit  zeigen die Eindeutigkeit zu allerletzt und legen zuerst dar, dal~ 

jede Zahl fl als endliche Summe nicht zunehmender HaulotGzahlen dar- 
stellbar ist. Es geniigt abet zu zeigen, dab fl sich als endliche Summe 
yon Haup~zahlen darstellen l~Bt; denn ist etwa fl = ~l + ~ + z~ und is~; 
~ < z ~ ,  d .h .  z ~ + z ~ = ~ ,  so f o l g t ~ = ~ l + z ~ + z ~ = z ~ + ~ , ;  is~G 
auBerdem noch ~l < z~ so folg~G: fl -- ~ ,  d. h. ich kann in einer solchen 
Darstellung jede Hauptzahl unterdr~icken, auf die noch eine grSBere t t aup t -  
zahl folg~. Es bleibt dann in der Tat eine Reihe endlich vieler, niche; 
zunehmender Hauptzahlen iibrig. Wit  wenden uns jetzt zum Beweise. 

B e w e i s  1.**) Nach Nr. 12, (,~) ist fl = z + fl~, wo ~ die gr~iGe 
nich~ oberhalb fl gelegene Hauptzahl und fix der grSBb unterhalb fl ge- 
legene Rest yon ~ ist, d. h. iS > fl~. Ffir iSi gilt eine entsprechende 
flleichung: is1 = zl  + fl~, fll > is~ etc. Die Reihe der Zahlen fl, isz, iS~,- �9 - 
nimm~ bestindig ab und brich~ daher ab; also erhalten wir folgende Ket~o 
yon flleichungen: 

iS = + fl i ,  is > fl , 

fll = + fll > fl,, 

Daraus folgt sofort: 

~r  ~ ~l~r" 

f l =  ~ + ~ + ~ + . . .  + ~ .***  

B e w e i s  2. Wir  benutzen die Kenntnis der Exisbnz  der HauptG- 
zahlen nicht. 

Unter allen Resten yon fl gibt es einen kleinsten Rest oberhalb l~ull; e r  
heiBe zl'. Unbr  den zum Rest z l '  geh~rigen Abschnitbn sei der kleinstGe 
Abschnit~ is', dann ist /3 = f l '+  z l '  ~ fl'. Da nun jeder Rest yon zl" niche; 
gr~Ber als ~1' ist und dabei nach dem assoziativen Gesetz auch Rest  yon 
fl ist, so folg~, da zl '  der kleinsb yon Null verschiedene Rest yon ~ ist;, 

*) G. d. M., Kap. XIX. 
**) Das is~ hn wesentlichen der Hessenbergsche Beweis (1. c.). Nur definiert 

Hessenberg die Zahlen ~l, ~ "" �9 nicht rekurrierend. 
***) Es is~ hier auch ~ ~_~ ~l ~ ~ ~ " "  ~ ~r" Wire nimlich ~ ~ ~8-i ,  ~o 

wire ~, die gr~te Haup~zahl,-~e~oberhalb-~_i-liegt, wihrend doch ~8-1 ~ ~vs diese 
Haup~zahl is~. In unserem Fall braucht also keine Haup~zahl un~erddickt zu werden. 
Dasselbe gil~ fibrigens auch bei dem folgenden Beweise. 
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dal~ ~l' nur die beiden Reste 0 und zl '  hat, d. h. z 1' ist eine ttauptzahl,  
womi~ die Existenz der Hauptzahlen ~on neuem bewiesen i s ~ . -  Nun is~ 
fl ~ fl' und fiir ~' existiert eine entsprechende Gleichung: f l ' =  f l " ~ - ~ ' ,  
f l ' ~  fl". Hier ist fl" wieder der zu ~2' gehSrige MinimalabschnR~ yon fl' etc. 
Der Beweis geht genau so welter wie der vorige. DaB bier ~ l ' < ~ '  ~ ' ~ - - -  
ist, folger~ man leich~ daraus, dab die Zahlen fl', f l " , . . ,  minimal gewiihl~ 
waren. 

B e w e l s  3. Nach den allgemeinen Vorbemerkungen zum Beweise 
unseres Satzes geniig~ es zu zeigen." /~ ist eine endliche Summe yon Haupt-  
zahlen. Ftir fl = 1 ist das richtig, da ja 1 selbs~ eine Hauptzahl ist. Se[ 
bereRs bewiesen, dab alle Zahlen fl' ~ fl solche Summen sind, dann mtissen 
wir nach dem Prinzip yon der transfini~en Induktion es auch fiir fl b e -  
weisen. Ist nun fl eine Hauptzahl,  dann ist der Satz sicher auch ftir fl 
richtig. Sei also fl keine Hauptzahl. Dann hat fl einen Rest fl', ffir den 
0 ~ fl' ~ fl ist. Es isi also fl -- a '  § fl', wo etwa wieder a' minimal ge- 
w~hR sein mag; da nun 0 ~ fl' ~ fl und 0 < a' ~ ~ ist, so sind a' und fl' 
darstellbar als Summen endlich vieler Hauptzahlen. Also ist auch die 
Zahl fl = a" ~- fl' so darsteUbar. 

Wi r  haben also bisher bewiesen, dab flit jede Zahl fl ~ 1 eine Dar- 
steUung besteht: fi ---- ~l + z~ ~ - . .  �9 § x~, wo ~ ~ x~ ~ . . .  _~ x~ ist. Die 
Eindeutigkeit dieser Darstellung erhellg aus r 

Sa~z. Sei ~ = z x § z2 ~ " "  �9 z~, wo die Hauptzahlea gl, ~ ,  . .  �9 m i t  
wachsendem Index nich~ zunehmen, und sei ebenso fl ~= ~ ' +  z~'W-. . .  Jr ~,', 
wo ebenfalls ~ l ' ~  z ~ ' ~ . . .  ~ z /  sein m6ge; es sei ferner 

; 

abet x~+i ~ z~+l, d a n n i s t  r ~ ft. 
B e w e i s .  Da 

is~, so is~ 

z,+z~+~ = ~ + ~ ,  z,_~ +a~+~,+~=z,+~,"  �9 a t+l+~;+~ + ... + ~,+~+~----~,+~; 

also ist 

Man addiere auf beiden Seibn dieser Ungleichung linksseitig die gleiche Zah l  
f ? 

dann folgt a > ft. 
Wenn also bei zwei ~ummen endlich vieler nichg zunehmender t taup t -  

zahlen" auch nut  ein Glied nicht iiberemstimmt, dann sind die Summen ver-  
schieden, und zwar bestimmt das erste (yon links aus geziihlt) abweichende 

Glied die GrSflenordnung der ganzen Summe. 
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Somit ist die Normaldarstenung einer Zahl /~ eindeutig.*) Es l~gt 
sich also tJ in eindeu~iger Weise aus additiven Primzahlen zusammen- 
setzen. Es ist diese Eindeutigkeit der Darstellung deshalb bemerkenswert, 
weiI doch das kommutative Gesetz nicht gilt. Unsere Zerlegung yon fl 
1~13~ vermuten, dag die Arithmetik der transfiniten Zahlhn wesentlich 
addi~iver Natur zu sein seheint; eine Vermutung, die sparer gerechtfertigt 
wird, wenn wit erkennen, dab die multiplikativen Gese~ze eine ~hnliche 
Einfachhei~ und Vollkommenheit nieht besitzen. 

15) A n h a n g :  Die Subtraktion.**) 
Da die Addition nieht kommuta~iv***) ist, lggt sie sich auf zwei 

Arten umkehren. Set Y -~ zl d- ~ + ' �9 �9 d- zt d- zt+ 1 d- �9 �9 �9 d- z~ gegeben 
und fl ein Rest yon r- Ist / ~ > 0 ,  dana ist / ~ - z t + l d - . . . d - z ~ .  Der 
kleinste zu /~ gehSrige Abschnit~ ~on 7 ist dana r ---- z 1 d- zs d- " '"  d- zt. 
Diesen kleinsten so definierten Abschnitt bezeichnen wit  mit ( y - -~ ) .  
0ffenbar ist ( 7 - - 0 ) = y  und (7--7)=0. Ist f l >  0, also fl=rct+ ~ +..., 
dana ist jeder zu fl gehSrige Abschnitt yon 7 gleich (7--fl)+ ~, wo @ 
eine beliebige Zahl unterbalb zt+ 1 is~. 

1) Es ist nach Definition (7--fl) -t- fl = 7; (7 - 0 )  = 7; (7- -Y)  = 0. 
2) Ohne Seweis set bemerkt, dab ((c~ -~ 7) --  fl) = ~ -4- ( Y -  fl) ist, fans 

fl ein unterhalb ~ gelegener Rest yon 7 ist. 
Is~ y ~ ~, dana definier~ 7 = ~ d-fl eindeu~ig f t . . W i r  setzen 

3) Es ist nach Definition ~xd-(--ad-7)=7=(a--~x)-4-7; ferner 
ist (-- r d- a) -- 0 und (-- 0 + a) ---- a. 

~erner ist fiir 7_~ a s~ets (--ad-(Td-~))=.(--ad-7)d-~. 
Es bestehen noch folgende Relationen, die ebeafalls ohne Beweis mit-  

geteilt seien. 

4) (g--/~)d-~x----~d-(--/~d-~), falls ~x~/~ und fl ein nes~; yon 8 is~;. 

5) f ns + ist. 

Se~zt man hier r  = ~, ~ = ( - -~  ~ ) ,  dann lautet die FormeI: 

(6) ( - - g - t - ~ ) = ( - - ( - - o ~ + ~ ) + ( - - ~ r  falls ~ > _ / ~ > ~  ist;. 

(7) = ( d - o )  / fans e und @~ Reste yon 8 sind und 

*) Man kann auch Summen yon unendlich vielen Su'mmanden erkl~ren. Mi~; 
Zulassung solcher Summen wird die Darstellung mehrdeutig. 

**) Einige der in Nr. 15 zusammengestell~en Formeln erweisen sich bei u n s e r e n  

Un~ersuchungen als niitzlich, daher bemerken wit hier fliese Formeln. 
***)~ Man vgl. E. Jacobsthal: Ver~auschbarkeit transfiniter Ordnungszahlen, 

Math. Ann. Bd. 6~. 
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w 

Funktionen transfiniter Tariabeln. (For~setzung.) 

Wir beginnen damit, die ira Beweise zu Satz I g~lassene Lticke aus- 
zuffillen. 

Es ist uns eine besti~ndig wachsende Funktion w(r gegeben, die fiir 
a ~ flo definiert ist. 

Es war behaupte~: es gibt Zahlen a, flit die w(a)>_ a ist; bedeutet 
dann )~o ~ flo die kleinste dieser Zahlen ~, dana is~ ftir jede Zahl a ~ ;t o 
stets w(a) >_ a. 

Es war in 'w 1 nur bewiesen worden: wenn fiir eine Zahl ~ die Be- 
ziehung w(~) ~ ~ besteht, dana is~ auch w(a) :> a fiir jedes a ~ ~. Es 
fehlt also nur noch der Nachweis, daft es eine Zahl ~ gibt, die der ver- 
langten Bedinguag geniigt. 

Wir  setzen nun gar nichts yon dem bereits Bewiesenen voraus, sondern 
folgern Satz I aus 

Sa tz  XVI. Ist fl eine beliebige nicht unterhalb flo gelegene Zahl, dann 
besteht fiir jede Zahl ~ die Beziehung w(fl q- ~) >_ w(fl) q- ~. 

Beweis .  Set ~ / ~ o ,  dana ist w(/~) definiert and fiir 6 = 0  gil~ 
unsere Beziehung. Es gelte der Satz flit jedes ~ < d'~ d. h. fiir 6 < ~' set 
w(fl q- (~) ~ w(~) q- ~, dann ist zu beweisen, dab auch w(fl+~') ~w(fl) +6" 
gilt. Erstens set 6 ' =  6" + 1, dana ist w(fl q- 6") >= w(~) + d" und da w 
eine wachsende Funktion ist, so ist w(fl q- ~') > w(fl + ~") > w(fl) q- 6", 
d. h. w(fl q- ~') ~ w(fl) q- ~" + 1 = w(fl) + b'. Sei zweitens 6' eine Limes- 
zahl, dana ist w(fl q-6') > w(fl q-~) fiir jedes ~ < ~', also auch 

~(~ + 6') >_ l i~  w(~ + 6) >_ l i~  {w(~) + ~} = ~(~) + ~im 6 = w(~) + ~'. 
b 

Damit ist der Satz bewiesen. 
Wi t  f'olgern nun Satz I so: es werde fl = flo gesetz~; ferner werde 

= ~ gewi~hlt, wenn ~r die erste oberhalb max (rio, w(flo)) gelegene addi- 
tive Hauptzahl ist. Dann wird: 

und ebenso 
(~) + ~ - -  W(~o) + ~ = ~, 

also lautet unsere Gleichung: w ( z ) ~  ~. Damit ist 
LSsung a der Beziehung w ( a ) ~  a gibt. Es sei ;to 

gezeigt, dab es eine 
die kleinste Liisung, 

dana ist nattirlich ;to ~ rio. Es bedeute nun a eine beliebige Zahl ~ ;to, 
dann setze man $ = (--;to q-a)~ d. h. a ----- ;to q- 5. Es folgt nach unserem 
Satze, da w ( 4 ) ~  ;to ist, die Beziehung: 

w(~) = W(~o + ~) ->_ ~(Zo) + 6 >_ Zo + 6 -- ~ 

Damit ist I bewiesen. 
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Wir betrachten nun wieder unsere Funktion f(a, fl); wir haben in V 
die Funktion f(a, fl) nach unten bin abgeschiitzt. Die untere Schranke 
enthielt aber nur a oder nur ft. Jetzt gestattet uns XVI eine genauere 
Abschiitzung. Es *gilt ni~mlich 

Satz XVII. Es ist stets f(r 1 + ~) >= ~(~) + ~ ~ ~ + ~. Also ist 
fiir fl >= co immer f(a, fl) >= a + ft. 

Beweis.  Die Funktion f(a, fl) ist bei konstautem a eine flit fl ~ l 
erkliirte Funktion yon ~, die mit ~ best~indig w~ichst, also is~ nach XVI: 
f(~, 1 + ~) >= f(~, 1) + ~ -- w(a) + ~ f ~  ~ > x, ~ => o. Da . u .  w( . )  => 
f~r a - > ~  ist, so folgt: f(a, l + ~ ) > = w ( a ) + f l > = a + f l .  Fiir f l ~ c o  ist 
1 + fl = fl and daher f(a, f~) :> w(a) + fl ~ a +/~. 

Also dient die additive Funktion a + fl selbst als untere Schranke 
ftir die beliebige Funktion f; eine bessere Abschiitzung dtirfen wit  nicht 
verlangen, da ftir f ~ a + fl die Schranke erreicht wird. Fiir die Haupt- 
zahlen yon f ]iefert XVII folgenden 

S atz XVIII. Jede eigentliche Hauptzahl yon f ist eine additive HauptzahI 
Beweis .  Sei 7 eine eigentliche Hauptzahl yon f~ also 7 ~ co. Dann 

ist 7 = f ( a ,  7 ) ~ a + ? ~ 7 .  Daher ist 7 = a + 7  fiir jedes a, das der 
Bedingung ). ~ ~ < 7 geniigt. Das gilt natiirlich auch fiir a < ~.. Also 
ist 7 eine additive Hauptzahl. 

Dutch XVIII wird also IX erheblich verschiirft. Satz IX sagte aus, 
dab jede eigentliche ttauptzahl eine Limeszahl ist; hier sehen wir, dab 
diese Zahlen y sogar additive Hauptzahlen sind. Es werden also solche 
Zahlen, wie co + co, co + co + co, ausgeschlossen; der Abstand zwischen 
konsekutiven Hauptzahlen konnte naeh IX noch konstant sein; aus XVIII 
folg~, dat3 er best~ndig w~iehst; die additiven Hauptzahlen haben den 
denkbar kleinsten Abstand; sie sind am dichtesten verteilt. Die Addition 
nimm~ also eine besondere Stellung im Gebiete der yon uns betrachteten 
Funktionen ein. 

Man kiinnte nun vermuten, dal~ es auBer ~ + fl keine andere Funk- 
tion f(a, fl) gibt, die die additiven Hauptzahlen zu ttauptzahlen besitzt. 
Oder ailgemeiner kSnnte man denken, dal~ zwei verscbiedene nach dem in 
w I entwickelten Induktionsschema definierte Funkiionen nie in ihren 
Haupizahlen tibereinstimmen kiinnen. Dem ist abet nicht so, wie wir an 
folgendem Beispiel sehen. 

Wir  setzen: w ( a ) - - a + a + l ,  g ( ~ , ~ ) = ~ + l .  Es is~ dann ) ~ = 0  
und man erkennt, daf; bier f(a, fl) = a + r + fl wird. Es sind offenbar 
siimtliche additiven Hauptzahlen auch Hauptzahlen dieser neuen Funktion. 
Es li~f~ sich dieses Beispiel verallgemeinern. 

Wi t  zeigen niimlieh: ~u jeder ~unktion f(a, fl) k6nnen wir eine ~unk- 
tion f (a, fl) fnden, so daft f und f dieselben Hau2tzahlen besitzen. 
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Es sei also f definiert mit Hilfe yon w(a) und g(~, ~). Es sei d eine 
feste endliche Zahl. Man setze ~(a) = f(a, ~ + d) and y(~, 7) = g(~, 7). 
Es wird dadurch f ( a ,  fl) erkl~rt ftir a ~ ~ und fl :~ 1 and ohne Mfihe 

erkennt man, dab ~ = 2 ist, fails ,~ + d ~ 0 ist; ist abet )~ + d ~ 0~ dann 

ist ~ = 1; weiter ergibt sieh dutch Induktion, dab flit fl----b K o 

f (a, b) = f (a ,  a + d --b b - 1), 
aber fiir fl ~ co stets 

f (a,/~) -- f(% a + ~) 
ist. Beide Formeln zusammen lassen sich schreiben: 

f(~, ~) = f(~, ~ + d + ( -  1 + ~)) 

fiir a ~ ,  f l ~ l .  Da nun Satz XVIII gill, so folgt hieraus~ d ~  f 
und f dieselben eigentlichen Hauptzahlea besitzea. Besitzi f auBerdem 
kelne I-Iauptzahlen, d. h. ist weder 1 noch 2 eine Hauptzahl, dann fixieren 
wir d so, dab i und 2 auch keine Hauptzahlen yon f sein kSnnen. Nach 
XVII folgt niimlich ftir a = a ~ co and d ~-4,  dab 

f (a, b) = f ( a , a + 3 + b )  >= a + a +  2 + b >= 2 +  1 = 3  

is~. Somit hat auch f keine eadlichen Haup~zahlen, d. h. f and f haben 
dieselben Hauptzahlen. 

Es kann aber eintreten~ dafl f die ttauptzahl 1 hat (2 ist dann keine 

Hauptzahl yon f). ]:)ann ist X = 0 and wit setzen d ---- 1~ so dab ~ ~ ;~ -~ 0 
wird. Dann wird f (~ ,  b) = f(~, ~ + b) u ,d  daher 

f(O, 1) = f(0, 0 + 1) = f(0, 1) = 1, 

d. h. 1 ist auch Haup~zahl yon f,  also haben f and f dieselben Haupt- 
zahlen. Der letzte noch denkbare Fall is~ der, dab 2 eine I-lauptzahl 
yon f i s t ;  es mu~ dann ~, ~ 2 sein. Wir setzen d ~ 0. Da ;~ ~ 1 ist~ 

so ist 2 ~ 0 , 1 .  Is~ ~ - - 0 ,  also ~ q - d = 0 + 0 ~ 0 ,  dann ist ~ 1 .  Is~ 

aber ~ =  1, d. h. 2 + d > 0 ~  dann ist X = s  1, also in jedem Fall X= 1. 
Es isi daher, damit 2 Hauptzahl yon f sein soil, nur die eine Gleichung 
f (1 ,  2) = 2 n~Rig. Nun ist hier f ( a ,  2) -- f(a, r + 1), also 

2) 1 + = f 0 ,  2) = 2.  

Somit haben f and f auch in diesem Fall dieselben Hauptzahlen. 
Damfl~ ist die Behaupttmg in vollem Umfange bewiesen. ~achdem 

es uns nun gelungen is~ zu den Haupt~zahlen einer Funktion f nach 
unserm Schema eine neue Funktion f zu konstruieren, entsteTat das ail- 
gemeine Problem: wie muff ein System yon Zahlen beschaffen sein~ damit 
es eine nach dem in w 1 entwic~lten Verfahren definierte Funkffon gibt, die 
die gegebenen Zahlen ~u Hau2tzahlen besit~t?. 
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Nennt man ein System yon Zahlen, das die Gesamtheit der Haup~- 
zahlen einer solchen Funktion /~" repriisentiert, ein Hauptzah]ensystem, 
dann kSnnen wit das Problem auch so formulieren: es sind die not- 
wendigen und hinreichenden ~edingungen daf'W/r abzuleiten, daft ein geyebenes 
Zahlensystem ein Ha~t~vtzahlensystem ist. Es soll gleich im voraus bemerkt 
werden, dal3 eine LSsung dieses Problems nicht gegeben wird. Es wird 
uns nut m5glich sein, gewisse notwendige Bedingungen aufzustellen, die 
in bereits bewiesenen S~tzen enthalten sind. Zun~chst seien folgende 
Bemerkungen vorausgeschickt. Wenn uns f(a, fl) gegeben ist, dann gibt 
uns das zu f(ec, fl) gehSrende Hauptzahlensystem Anlal~ zur Bildung einer 
bestiindig wachsenden Funktion q0(a). Man bezeichne n~imlich eine ttaupt- 
zahl 7 yon f m i t  r wenn die Menge der 7 vorausgehenden 
Hauptzahlen den Typus a hat. Die erste Hauptzahl ist also mit Yo, die 
zweite mit ~'1 etc. zu bezeichnen. Dal3 so jeder Hauptzahl ein Index ent- 
sprieht, l~l~t sich auch durch transfinite Induktion beweisen. Es hat nun 
cp(~)-----7~ folgende Eigenschaften: 1) ep(a) wiichst best~ndig; 2) nach 
XII ist lira ~(~)=r  (l~m c~); 3) nach XVIII is~ q0(a) stets eine additive 

Hauptzahi; es kann hSchstens cp(0)=2 sein; 4) nach XIII mul~ q0(r 
fiir jedes ~ ~ 0 als Limes einer l~eihe yore Typus co darstellbar sein. 

Dafiir dal] die Zahlen (p(r ein Hauptzahlensystem bilden~ sind diese 
vier Bedingungen notwendig, ob sie aber auch hinreichend sind, alas ver- 
mag ich nich~ zu entscheiden. Ich gehe nun auf die Bedeutung dieser 
Bedingungen ein wenig ein. Die Bedingung B) sorgt dafiir, dab die 
ttauptzahlen nicht zu eng gelagert sind.*) In ~hnlicher Richtung liegt 
die Bedeutung yon Bedingung 4). Um das einzusehen, setze man (p (r = f~, 
wenn ~2~ die kleinste Ordnungszahl der Miiehtigkeit ~ bedeatet. Ins- 
besondere ist Qo = co. Diese Zahlen Q, nennt Hessenberg Anfangszahlen.**) 
Es ist bekannt, dal3 die Zahlen Q~ die Bedingungen 1), 2), 3) erfiillen. 
Abet 4) ist nieht erfiiHt, da bereits Q1 nicht der Limes einer Reihe yore 
Types co sein kann.***) Naeh diesem Sachverhalt hat man also ein ge- 
wisses Recht zu sagen: die Zahlen ~2~ stehen zu welt auseinander, um ein 
Hauptzahlensystem bilden zu kSnnen; dutch Einsehaltung der iibrigen 
additiven ttauptzahlen erh~lt man z. B. erst ein Hauptzahlensystem. Und 
doch ist das nut zum Tell richtig; denn wenn aueh die siimtlichen Zahlen 
~, kein Hauptzahlensys~em bilden kSnnen, so werden wir doch sehen, 
dal3 eia Teilsystem der Zahlen ft, wieder ein Hauptzahlensystem dar- 
stellen kann; also haben wit dann ein System, in dem die Zahlen weiter 

*) ~an vgl. die Bemerkungen zu Sa~z XVIIL 
**) G. d. lg. w 41. 

***) Ca~ator, 1. c. pag. 222, S~z C. 
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ausein~nder stehen als in dem System aller 0~. Man hat also hiernach 
ebenfalls ein t~echt zu behaupten, dab die Zahlen ~ ~u dich~ verteilt 
sind, um ein Hauptzahlensystem bilden zu kSnnen, da ja erst nach Weg- 
lassung gewisser Zahlen ein Hauptzahlensystem e n t s t e h k * ) -  Wi t  werden 
nun zeigen, dab es Funktionen gibt, die als Itauptzahlen nur d/e Zahlen 
Q~ besitzen, ffir die ~ = a. Es folgt das aus einem allgemeinen Satz. 
Um zu ibm zu gelangen, bemerken ~ wit,  daB eine Funktion r die 1) 
nnd 2) erffilR, die Eigenschaft hat, dab es oberhalb jeder Zahl fl LSsungen 

der Gleichung r  a gibt.**) Es tritt also als Erg~nzung zu I 
hinzu, dab nicht bestiindig w ( a ) >  a erftill~ sein kann, falls w(a) die 
Eigenschaf~ 2) besi~zt, d. h. falls lira w(a)= w(lim a) ist. DaB nun die 
Gleichung r  a beliebig groBe LSsungen besRzt, ist in einem allge- 
meinen Satze enthalten, der sieh auf eine Funkfion r162 bezieht, die 1) 
und 2) erfiillk Es ist; 3) und 4) nieht ftir die Funktion r voraus- 
gesetz~, also werden auch die Werte der Funkfion (p(a) kein Hauptzahlen- 
system darstellen kSnnen. Abet wir zeigen, dab es Funktionen [ gibe, 
deren Hauptzahlen s~mflich der Folge der Zahlen ~0(a) angeh5rea. Der 

Satz lautet: 
Sa tz  XIX. Es sei f(a, [3) gegeben und auflerdem eine best~indig wachsende 

t~unktion (p(a) yon a, fiir die stets lira (p(a)=  (p (lira a) ist; sei auflerdem 

r > max (Z, 1). Es existiert dana eine ~'unktion f (a, fl), die fiir a>=O, 
fl >_ 1 erkliirt ist und die nur eigentliche tIau~vtzahlen besitzt, mit der Eigen- 
schaft, daft das System der Hauptzahlen yon f aus allen denjenigen Haupt- 
zahlen 7 yon f besteht, die der Gleichung r geniigen; also sind alle 
Hauptzahlen yon f in dem Bereieh der Zahlen q~ (a) enthalten und jeder solche 
Bereich yon Zahlen q>(r enthiilt Hau~tzahlen einer beliebigen _Funktion 12 
insbesondere hat also die Gleichung r stets Wurzeln, die oberhalb 
einer gegebenen Zahl liegen. 

Beweis .  Es sei f(r fl) dureh w(a) und g(~, V) definiert. Dana 

setzen wir W ( a ) =  w(~(a)), so dab ;,o = 0 wird. Weiter werde 
= 

*) Diese aus ~) folgenden eigenar~igen Verh~Rnisse erscheinen wohl deshalb nut 
so auffallend, well wit zur Zei~ die dutch eine Limesreihe yore Typus co approxi- 
mierbaren Limeszahlen arithme~isch nicht zu charakiserisieren verm~gen. 

**) Hessenbe~g, G. d. M. w 8I. Man vgL damit die sich an den Beweis yon 
XIII anschlieBenden Bemerkungen. Die Eigenschaft 2) erffill$ die Funkfion f(a, ~) 
bei konsisan~em ~ als Funk$ion yon fl und deshalb kann nich~ besis~ndig f(t~, t~) > 
sein. Und weft f(c% ~) > ~ isis, (l~ > 1), so kann nichis die Limeseigenschafl5 

f(lim a, ~) ~ lira f(a, ~) 

gelisen. Diesen Strchverhalt hat zuers~ Hessenberg erkann~. 
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gesetz~; es is~ l~iernach y(~, ~ ) = g ( } ,  q~(~))>~ ffir ~ _  ~o=~0 und 
~ o = 0 ,  denn es is~ ~ ( 0 ) ~ i > ~ 0 ,  also f(ir ~ 0  stets ~(~)~_y0, 

und daher ffir } ~  ~0, V ~  0 auch g(~, (P(V)) > ~. Es folgt sofort, dab 
= 0 ist. Also ist durch diese Festsetzungen eine ffir a ~ 0, fl ~_ 1 erkl~ir~e 

Funktion f(a,  fl) definier~. Nun ist f(a,  1) = ~(a)  = w(~(~)) = f(~(~), 1) 
und durch ~ransfinite Induktion folg~, dal~ allgemein f(a ,  f l )=  f(q~(~),fl)is~. 

.~ 
Erstens ha~ nun f (a ,  ~) nur e~genthche Hauptzahlen. Denn fiir 

=< b < ~ fo%t, da~ die Beziehung #(0, b) = f(~(0), b) ~ ~(0) ~ 2 be- 
steh~ und fiir b > 1 ist sogar f (0, b) > ~(0) ~ 2, d. h. 1 oder 2 kSnnen 
keine Hauptzahlen sein. 

Zweitens sei nun ~, eine l:Iauptzahl yon f, also ist 7, eine Limeszahl 
und es ist 7 ~ f(a~ 7) = f(~(r 7) f~ir jedes a < ~,~ also 7 > ~(a) ~ r ffir 
jedes a < ~. Hieraus folg~ welter, dab ~ (7) ~ 7 ~ lira ~ ( r  ~ (lira a) = ~ (7) 
d. h. es is~ ~ ( ~ ) =  r. ~ <~ 

Drit~ens zeigen wit, daft 7 auch eine Haup~zahl yon f ist. Es ist 
n~mlich 7 = f (a, 7) = f(~(a), 7) = f(~(r ~(7)) = ~(7) ffir jedes ~ < 7, 
d. h. es is~ ~ , = ~ ( 7 ) = f ( ~ ( ~ ) ,  ~(r)) ffir eine Folge yon Zahlen q~(a), 
deren Limes gleich ~(lim a ) =  ~(7) ist. Nach X ist also q ~ ( 7 ) = r  eine 
tIauptzahl yon f. ~ Viertens zeigen wit: wenn sine Hauptzahl 7 yon f der 
Gleichung 7 = ~(7) genfigt, dann ist 7 auch ttaup~zahl yon f.  Zun~chs~ 
kann nich~ 7 = 1  oder 7 = 2  sein, d a ~ ( 0 ) ~ 2 ,  (p (1 )~3 ,  ( />(2)~4 ist. 
Somit is~ ~, = ~  (7) eine eigentliche Hauptzahl yon f. Es ist 

f(~(a) ,  r) = f (~, 7) = 7 fiir ep(r < 7, ---- (p(~,), 
d. h. ftir a < 7~ also isl 7 eine Hauptzahl yon f~ womit unser Theorem 
hewiesen ist. 

Als Beispiel sei bemerkt, dal~ 
fangszahlen zu Haup~zahlen besitz~, 

F o l g e r u n g e n :  Aus unserem 

die Funk~ion Q~ + fl diejenigen An- 
die ihrem eigenen Index gleich sind. 

Satze ergib~ sich nicht nut,  dab die 
Gleichung ~ ( a ) =  ~ stets beliebig grol~e Wurzeln hat, sondern auch, dab 
unter diesen Wurzel~n immer wieder, soweit man auch in der Zahlenreihe 
aufsteigen mag, Hauptzahlen einer beliebigen Funktion auftreten., Hieraus 
ergibt; sich welter: sei ~(a) eine zweite Funktion, die dieselben Eigen- 
schaften 1) und 2) efffillt, dann gibt es oberhalb jeder Zahl fl eine LSsun~g 7 
der Gleichung V(~')=7,  wenn r eine beliebige Haup~zahl yon f i s t ,  d. h. 
wenn ~, = ~(~,) is~. Al~oo~'~t die Gleiehung ~(a) = ~(a) = ~ stets 
Wurzeln a > fl, we~:n fl irgend eine Zahl ist; und unter diesen Wurzeln 
kommen immer wieder Hauptzahlen einer beliebigen Funktion f vor.*) 
Insbesondere ergibt sich hieraus leicht, da~ zwei beliebige Funktionen 

*) DaB die Gleichung ~ (a) = ~ (~r = a bel iebig grol~e Wurzeln besitz~, erhhl~ 
m~n anch direkt aus der Be~rachtun~ der Vu~l~,~nn m ( ~ l , ~  
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# und f '  stets beliebig grofle Hauptzahlen gemeinsam haben, d. h. ober- 
halb jeder Zahl fl gibt es immer eine Zahl 7, die die Gleichung 7 ~ f(r 7) 
----- f ' (~ ,  7) ffir jedes ~ < 7 erffillt. - -  

Wit  wenden uns jetz~ anderen Fragen zu. 
Zur Defi~ibion der Funktion f gebrauchten wit eine Funk~ion zweier 

u g(~, ~). Wenn nun g selbst zur Klasse der yon uns betrachteten 
Funktionen gehiirt, dann besitzt 9ql|Iauptzahlen. Welche Beziehungen be- 
stehen zwischen den Hauptzahlen yon f und denen yon g? Pr~zisieren 
wit unsere Voraussetzungen. Wit  gehen aus yon einer Funktion wl(~), 
die der Voraussetzung (a) genfigt; au6erdem sei den Bedingungen (b) 
und (c) gemi~l~ eine Funktion g~(~,V) gegeben; nach II ist hierdurch 
f~ (a, fl) ffir a ~ X,, fl ~_ 1 definiert und nun woUen wir f(a, ~) definieren, 
indem uns wie frfiher w(a) gegeben ist, w~hrend wit jetzt g(~, ~)~-f~ (~, ~) 
wiihlen. Es ist g ( ~ , ~ ) = f ~ ( ~ , q T ) > ~  ffir ~ i t ~  und ~ 2 . * )  Es ist 
also (b) erffillt und ~o--x~, ~o--2*); somit ist it die kleinste Zahl, fo r  
die simultan w(Z) _>_ its, it >__ max (ito, Vo) ist (Vo = 2 oder 1). Es werde 
besonders betont, dal~ wegen III und VII die Funktion g = f~ die Be- 
dingung (c') erftillt, die (c) enth~lt. Also gelten ffir f die S~i~ze VII, 
u  XIV, Zus. in vollem Umfange.  MR f~ ist das System der zu- 
gehiirigen Hauptzahlen gegeben. Aus ft haben wir f abgeleitet. Man 
wird irgend welche Beziehungen zwischen den Hauptzahlen yon f u n d  
denen yon f~ erwarten dfiffen. Es gil~ nun zun~chst: 

S a-tz XX. Jede eigentliche Hauptzahl yon f i s t  auch eine yon f~.**) 
Beweis .  Es ist f(a, fl + 1) ~- f~ (f(a, fl), a). Ist nun ~, eine eigent- 

tithe ttauptzahl yon fund isl it ~ a < 7, dann ist auch a ~-1 ~ 7, also 
f(a, a + 1) < y, d. h. es isl r > f~ (f(a, a), a) ~ t'1 (a, a), da f(a, a) ~ a ist. 
Aus a < y folgt sorer f~(a, a ) <  y, d. h. y ist eine Hauptzahl yon f~. 

Es sei bemerk~, dab in dem speziellen Fall, dab f~(~, ~ ) ~  ~-t-~ ist, 
XX in den Satz XVIII iibergehk - -  Satz XX ist im allgemeinen niehg 
umkehrbar. Dagegen l~Bg sich im Ansehlu6 an VI fiber die Hauptzahlen 
yon fx ein Satz aussagen, der diese Zahlen unter Zuhilfenahme yon f in 
einer Weise charakierisierg, die eine Umkehrung zul~Bt. Es geht ni~m!ich 
5fir unsern Fall die Ungleichung des Sa~zes VI in eine Gleichung tiber. 

Sa~z XXI. Ist 7 eine Hauptzahl yon f~, dann hat die Gleichung 
y--- f(a, ~) fiir jedes der Bedingung 7 ~ w(a) geniigende a genau eine 
Wur~el ~.***) 

*) Falls ffir jedes ~ i t l  stets w~(~)~ is~, giRdasberei~s ffir ~_~1 (V). Dana 
~is~ also ~o ---- 1, wi~hrend i.-~'. ~o ~-- 2 isk 

**) Eine uneigen~liche Hauptz~hl ~on f, d.h. ~ ~ 1, 2, b~ucht keine yon fl zu sein. 
***) Na~firlich muB a ~ ~ sein; unter der Vor~usse~zung (d) (s. welter unten) 

folgt aus XXIII, d~l~ $eine Hauptzahl yon f~ ist, falls ~, ~w(r d.'h. $ ~  1 ist. 
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Beweis. Es set also 7 eine Hauptzahl yon fl und es gebe eine 
Zahl ~ ~ i ,  fiir (tie 7 ~ w(~) = f ( ~  1) ist. Nach VI existiert dann eine 

Zahl ~, sodaB f(r ~ + 1) > 7 ~ f(g, ~) ist. W~re nun 7 ~ f (a ,  ~) ~ a, 
dann folgte, da 7 Hauptzahl yon f~ ist, die Beziehung 

f (e ,  ~ + 1) = f~ (f(a, ~), a) < 7, 
wiihrend doch f(a, g + 1) > ~ ist. Somit mug 7 = f (a ,  ~) sein. Die Um- 

kehrung lautet nun: 
Sa~z XXII. Giebt es zu ether Zahl 7 gnendlich viele der Ungleichu~g 

i ~ a < 7 geniigende Zahlen r und besitzt fh'r jedes dieser ~ die Gleichung 
7 = f ( r  eine L6sung ~, dann ist ~ eine eigentliche Hauptzahl yon fl.  

Beweis .  Da 7 sich nach Voraussetzung auf unendlich viele Arten in 
der Form f(g,~) darstellen l~Bt, so ist nach VIII die Zahl 7 eine Limes- 
zahl. Set )t ~ a < 7 und 7 = f ( a ,  ~), dann ist ~ > 1. W~re n~mlich ~=  1, 
also 7 = f(a, 1) = w (a), dann set a < a' < 7 und 7 = f(a', ~') nach Vor- 
au~setzung. Da nun w(a') > w(a) -~ f(~, 1) := f(a', ~') ist, so wiire w(a') 
= f(a', 1) > f(a', ~'), d. h. 1 > ~ ' ~  1, was nicht geht. Somi~ ist ~ ~ 2. 

Also folg~: 
7 = f(a,  ~) >---- f (a ,  2) --- f~ ( f (a ,  1), a) __> f~ (a, a); 

es ist daher < r stets da mit   r 
so ist f~(a, a ) <  7, mi~hin ist 7 eine ttauptzahl yon fl. 

Es ist uns folgendes bekannt: es stent f(~, ~) ~ar f(~, fl) > a dana 
und nur dana eine ttauptzahl 7 yon f dar, wenn fl = 7 > e~ is~; fl (r ~) 
stellt ftir fl(~, f l )> ~ dana und nur dann eine Hauptzahl ~'i yon fi. dar, 
welu/~ = 7~ > ~ ist; aus XX folg~, dab f t(a,  fl) r~r f~ (r ~ a dann und 
nur dann eine eigentliche ttaupt~ahl ~, yon f darstellt, wean fl = 7 > r 
isK Wann ist nun f(a, fl) eine ttauptzahl yon fl? Kann man vielleicht durch 
Charakterisierung yon fl die Bedin~o~ng dafiir a~geben? Im allgemeinefl wohl 
kaum. Wit  wollen indessen eine Eigenschaf~ der Funktion f voraussetzen, 
die in unseren sp~teren Anwendungen erftillt ist. Es besitze niimlieh f ein 
distributives Gesetz. Die h[ultiplikation besitzt ja ein solches; auch ftir 
transfinite Zahlen gilt das, wie wit sehen werden. Es erscheint aber als 
bemerkenswert, da~ auch die Potenzfunktion ein solches Gesetz besitzt, 
fans man nimlich den Begriff des distributiven Gesetzes geh6rig welt 
falit. Dann kann man die bekannten Formeln ab + ac = a(b Jr c), a ~ a ~ ---- a ~ + r 
~on einem einheitlichen Gesichtspunkt aus ansehen. Wir  setzen niimlich 
als verallgemeinertes distributives Gesetz voraus: es exist@re zu f eine 
~unktion f~ derart, daft 
(d) f~(f(a, ~), f(a, a)) = f (a ,  f.. (~, ~))*) ist. 

*) Ist ffir ein einziges a die Gleichung w(a) -~- a efftill~, so is~ unter der Toraus- 
se~zung (d) stets w(a)~a. Das ~ri~ dana und  nut  dana ein, wenn f~(1, 1)----~2 ist, 
eine Gleichung aus der die allgemeinere Relation f~ (~, 1)-----fl ~ 1 folgk 
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Wir werden sehen, dab in der Tat ein solches Gesetz allgemein gilt, 
wenn f die multiplikative oder die Potenzfunktion ist; im ersteren Falle 
ist speziell f ~  fl. Wenn (d) identisch besteht, dann lii6t sich fiber f~ 
folgendes aussagen. Es muB f~(fl, 6) fiir fl, 6 ~ 1 definiert sein; dabei 
braucht f~ aber keine nach unserem Induktionsschema definierte Funktion 
zu sein. Da die linke Seite yon (d) wi~chst, wenn 6 wiichst und a, fl 
konstant sind, so s das gleiche ffir die rechte Seite; also muB bet 
konst~ntem 3 die Funktion f~(fl, 6) mit o~ wachsen, d. h. f~ erffillt IH. 
Ebenso gilt IV i'iir die Funktion s  es ist also lim f2 (3, 6) = f~ (fl, lira 6). 

Um zu zeigen, dab auch u gilt, wi~hlen wit a ~ o und wenden XVII a n :  

es folgt dann unter Benutzung yon (d): f(a, f~(fl, 6)) ~ f(r fl) -k f(a, 6) 
> f(a, fl). Also 5 (fl, 6) > fl und ebenso, da f(a, 3) q- f(a, 6) ~ f(a, 6) is~, 
s 6) >_ 6. 

Aus (d) folgt wetter, dab bet konstantem 6 die Funktion f~ mi~ 
wachsendem fl nicht abnimmt, also gilt VII. Aus diesen Siitzen folgt 
dann, daft f2 auch Hauptzahlen besitzt. 1)a best~indig f~(fl, 6 )>  fl ~st, so 
besitzt f~ nut eigentliche Hau~tzahlen. (Man vergl, den Beweis zu IX.)*) 
Es gilt nun unter der Voraussetzuug (d) 

Sa tz  XXIII. Die notwendige und hinreichende t~edin~ung dafiir, daft 
f (a ,  fl) fiir fl > 1 eine Hau2tzahl yon fl darstellt, besteht darin, daft fl vine 
Hauptzahl yon f~ ist. 

Beweis .  Erstens set f(a, fi) vine ~auptzahl Yl yon fl und f l >  1, 
dann ist zu zeigen, dab fl vine Hauptzahl yon f~ ist. 'Es sei 1 ~ ~ < fl, 
dann ist 7~ ----- f(a, fl) > f(a,  ~), also folgt: 

r~ = f i ( f (a ,  f), r~) = fi(f(,~, ~), f(a, #)) = f (a ,  f~(~, #)) = f(a, fl), 
d. h. es ist fl = f~(~, fl) fiir jedes der Beziehung 1 ~ ~ < fl geniigende ~; 
mithin isi 3 eine Hauptzahl yon f~. Sei zweitens 3 eine ttauptzahl 
yon f~, dann is~ fl > 1 und fl-~ f~(f, 3) ffir 1 ~ ~ < 3. Set nun a ~ ~., 
dann seize man f(r #)= 7~; es ergibt sich dann: 

r~ = f(a,  3) = f(o~, f~(~, ~)) = f~(f(a, ~), f(a, #)) -~ f i ( f (a ,  f), 70  
fiir jedes f, ffir das 1 < ~ < fl ist. Konvergie~t; nun ~ gegen 3, so kon- 
vergiert f(a, ~) gegen f(a,  3 ) =  7~. Also is~ ~,, = f~(f(a, ~), 7~) ftir vine 
Folge yon Zahlen f(a ,  ~), deren Limes ~,~ ist. Somit ist nach X die Zahl 7~ 
vine Hauptzahl yon f ~ . -  in der hum. zu XXI ist bereits vine Anwendung 
yon XXIII gemacht worden. Es ~ehoren XXI his XXIH eng zUS~lmmen. 
Die Hauptzahlen r~ yon f~ werden dutch XXI, XXII auf vine Ar~ und 
dutch XXIII auf vine zweite Art charakterisiert. 

*) Man muil d~nn allerdings als Defini~ionsbereich fiir f~ n u t  des  Gebiet ~ ~ 1, 

6 ~ 1 ansehen, selbst wenn f~ auch fiir ~ ---~ 0 oder ~ ----- 0 zni~ defi niert sein sollte. 
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Genau wie man das distributive Gesetz so erweitern konnte, dab auch 
die Po~enzfunktion ibm gentigt, kann man das assoziative so verallge- 
meinern, dab die P otenz es auch erffiUt. 

Wit setzeu voraus, daft zu f eine Funktion fs existiert, die identisch 
der Fu,ktionalg~ichung 
(e) f ( f ( a ,  - -  f ( a ,  fs(fl, *) 
geniigt. 

Unter dieser Voraussetzung l~gt sich ein in der P~ichtung yon Satz XV 
liegendes Resultat aussprechen: 

Satz XXIV. Es sei ~ f ( ~ ,  ~) und fa(2,~)=~,  dann hat bei festem 
q? und fl die Gleichung fl =f(#~ ~) unendlich viele Wurzeln ~, die einen Limes 71 
besitzen, und 71 ist eine Hau~vtzahl yon f~. 

Beweis. Da f~(2, V)=~/ ist, so folgt 

= f (~ ,  ~) ~ f(~, 5(2, ~)) = f(f(~,  2), ~). 
Nun is~ f(~, 2) -- f~(f(~, 1), ~) :>/~(~, ~) _ ~. Also ergibt sich die Be- 
ziehung /~ = f ( f  (~ , 2), ~) f ( f , , f ( , v) --  , d. h. = f ( f 
Somit ist mit ~ zugleich die Zahl f~(~, ~) eine Wurzel a der Gleichung 

= f(@, 7)- (Sollte etwa f~ (~, ~) = ~ sein, so ist jedenfalls fiir die 
grSBere Wurzel ~ ' =  f(~, 2) sicher f~ (~, ~') > ~'.) Daraus folgl nach XI,  
dag diese Wurzeln # eine Hauptzahl 71 zum Limes haben. ~ Ob freilieh 
die Gieichung fl =f(?~, ~)  eine Wurzel ~ hat, das mug im allgemeinen 
unentschieden bleiben, wenngleich es in den folgenden Anwendungen 
stets ein~reten wird. **) 

w 
Die Multiplikation. 

1) Wit setzen jetzt w ( a ) ~ a  und wiiMen auBerdem g(~, ~)=fl  (~, ~)=~ +7- 
Da nun f~ (6 , .~ )=~+~ :>~  fiir ~ _ 0 ,  q?~_l ist, so ist ~ t ~ l .  Es ist 
also (b) und auch (c') erffillt. Die dutch diese Festsetzungen definierte 

*) .&us (e) folg~ ohne Schwierigkeit, dab fs selbst das gewGhnliche assozi~ive 
Gesetz f, (f8 (=, ~), ~) --  f8 (=, f, (~, ~)) erffillt. - -  Ist auch nut fiir ein ein~iges a die 
Gleichung w(~)-----~ erf-fillt, so ist unter der Vorausse~zung (e) stets w( , z )~  a. ]:)as 
trier daun mad nut dann ein, wenn fs (1,1) = 1 ist, eine Beziehung, aus der die 
allgemeinere Gleichung fs(~, 1)~-~ fs (1, ~)~---~ folgt. - -  Wenn (d) und (e) s imultan 
erf'fillt sind, so iat fs eine nach dem in w 1 entwickelten Indul~oasschema definiert~ 
Funktion. Denn aus (e) folgt, da f Bedingung (c') erf~illt, dab fs(~, 1) mit ~ w~chst;  
aus (d) und (e) abet folgt: fs (~, r ~ 1) ~ f~ (fs (~, 8), ~) und auBerdem effiillt fs Sate. IV. 
.Es erscheint bemerke~swert, daft fiir den Fall w (a)-~-~ aus dem disbributiven Gesetz 
(.d) das assoziative Gese~z (e) folgt 

**) In einer demn~chst in den Math. Ann. erscheinenden Axbeit wird auch diese 
:Fr~ge dutch eingehende Un~ersuehung der Ge~etze (d) un4 (e) in gewisaer Weise zur 
En~scheidung gebracht werden. 
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Operation f(a,  0) bezeiehnen wir m i t a .  fl oder kurz mit a/~ und nennen 
a/~ das Produkt aus a und fl; die Zahl a heiiiL linksseitiger Divisor oder 
Tether yon a~3, ~ rechtsseitiger Divisor oder Teiler yon aft. Man redeL 
start dessen auch wohl yore links- oder rechtsseitigen Faktor. Die 
Operation selbst nennt man die Multiplikation. 

2) Unsere Operation ist also nach w 1 folgendermaBen definiert: 

i) I = a, 

2) a ( f l + l ) : a . f l - F a = a . f l H - ~ z . l ,  
=# = l i r a  (=#), 

wo fl alle Zahlen unterhulb der Limeszahl fl = lim ~ durchlguft. 
Dutch (1) bis (3) ist aft ftir a > 1, # _~ 1 erkliirt. Aus (1) und (2) 

folgt, dal~ man zwec~rmiil~ig die Definition erweitert dutch 

4) 0{~=0  fiir ~ 0 ,  

5) a 0 = O  ftir a 0. 

Fiir endliehes # ---- b ist ab = a + o~ + a + . . .  (b Summanden), wie leieht 
aus (1) und (2) folg~. 

3) Naeh III folgt ffir a > l  aus # > # '  aueh a # : > a # ' ;  und isL 
a# 2> a ~ ,  dann ist a ~ 1 und/~ > f~ ; schlieglich folgt aus a~ = a#,  fails 
a ~ _ l  ist, dab auch /3=f l '  ist. Aus f l > l  folgt ftir a > l  hiornach 
aft > a. E in  yon ~ul l  verschiedenes Produkt, dessen rechtsseitiger Faktor 
gr6fler als 1 ist, ist somit gr6fler als der linksseitige FaVor. 

4) Ist eine Folge yon Zablen d mit # als Limes gegeben, dann is~ 

nach IV: aft = a lira ~ = l i r a  ( ~ ) .  
5) Wit benutzen start V den sehiirferen Satz XVII; aus ibm folgL 

fiir a ~ 1, dab fiir fl __ co stets aft ~ a + fl ist. Und f~r b _>_ 1, a _~ 1 
folgr ab ~ a + b ~ 1. Aus ab = a + a + a + . . .  (b Summanden) fo]g~, dab 
genauer ab ~_ a + b ffir a > 1, b 2> 1 ist. Es folgt aus diesen Formela, 
dab fitr a ~  1 stets aft ~ fl ist. JEin Produ.kt, dessen linksseitiger Teller 
.yon Null  verschieden ist, ist also hie kleiner, als der rechtsseitige Teiler. 

6) (Der 3~uldidische Algorithmus.) Set u ~ 1 und fl ~_ w(a) ----- a, dana 
exist[err nach VI eine einzige dutch a und /3 bestimmte Zahl~,~da6 

Aus # >_ a~ folg~ naeh w 2 die Gleiehung/3 = a~ + p, w o 0  aureh 
a uad /3 eindeugig besLimmt ist; also ist a~+a>f l - - - - -a~+o , :d ,  h. a > o .  

�9 Ist ~ = fl, dsan-folgt fl >= aft :>/~, d.h. fl == aft mad e = 0. Also gilt der 
Sag~.. Is t  # ~_ a ~_ 1, dann gibt es ein einziges Zahle~paar ~, O, so 

daft ~ = a~ + ~, ~ ~ [~ und Q < a ist. Ist ~ = ~, dann ist e = O. 

MathematiBche. Aa~nalen IJX'~. 1 
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Hieraus folgt~), daft jeder gemeinsame linksseitige Teller yon a undl 
p �9 

auch ein solcher yon ~ ist, d. h. ist ~ = da~ fl -~ i~fl', dann ist Q = 6~ .  
Da a >  q ist, so kann man~ falls Q ~ 1 ist, entsprechend a = ~1-{-Q1 

setzen~ wo q.> ql ist. Fiihrt man so for~, so bricht die Kette der (~lei- 
ehungen ab, da ~ > 0 > 01 > " "  is~. Genau wie in der endlichen Zahlen- 
theorie liefern die Gleiehungen den Euklidischen Algoriihmus zur Auf- 
suchung des gr5$ten gemeinsamen (linksseitigen) Tellers yon a und fl, 
worauf wir jedoch erst spiiter eingehen. 

7) Nac~ VII folgt aus a ~ a' die Beziehung aft ~ a'fl und, wenn 
aft > a'fl is~, dana isfl a > a': 4' Es gilt aber nach u  wegen (c') das 

a 

schiirfere Resultat: aus a > a' folgt a(fl Jr 1) > a'(fl + 1), also ergibt; 
sich aus a.(fl+ 1 ) = a ' ( f l +  1), dab a = d  ist. Is~ also r a~=a" 
uad f l > 0 ,  ~dann is~ fl eine Limeszahl. Aus r  1 folgt a f l ~  1 �9 ~ und  
nach :Nr. 5 ist aft ~ ft. Diese beiden unteren Sehranken fiir aft sind abet  
identiseh, d. h. es ist lfl----fl ftir jedes ~, wie sich leicht durch transfinite 
Induktion aus der Definition des Produktes ergibt. 

Aus dem soeben Bewiesenen ergibt sich daher: ist fiir fl ~ 1, a ~ 1 
die Gleichung fl = 1.  fl = aft erffillt, dana ist fl eine Limeszahl. Und 
deshalb gilt wetter: ,Ein t)roduld, dessert linksseitiger Teller grgfler als 1 
und dessen rechtsseitiger Divisor keine Ia'meszahl ist, ist gr6fler als dieser 
rechtsseitige Divisor, denn es ist ja fiir a > 1 auch 

a(fl-]- 1 ) >  l ( f l +  1)---- fl + 1. 

8) Es gilt das assoziative Gesetz: (a f l ) 7=~( f lT ) .  Man bezeichnet; 
diese beiden Produkte daher mit aflT. Also ist Voraussetzung (e) aus 

and 
Es gilt auch das distributive Gesetz: aft + ~7 ~ a(fl+~,).  Somi~ 

is~ (d) errant; es ist in unserem Fall f~.(~, ~) = f~ (~, V) = ~ + ~. 
Beide Gesetze sind ftir 7 = 0, 1 riehtig und werden leicht dutch voll- 

s~indige Induktion bewiesen.**) 

9) Aus XXI ft. folgt daher fiir unseren Fall, in dem w ( ~ ) ~  ~ und  
die Hauptzahlen yon fl und f, die additiven Hauptzahlen sind: 

(a) Ist ~ eine additive H~uptzaht und ~ ~ a ~  1, dann ist a ei~ 
linksseitiger Teller yon ~, d. h. es ist z - ~  r wo 'die eindeutig best i~mte  
Zahl ~ eine Hau~fzahl yon f~  also wiederum eine additive Haupt~ah~ 
ist. 

*) Der Beweis benu~z~ das distributive Gese~z (s. Nr. 8). 
**) Das assozis~ive Gese~z gilt auch ffir mehr als drei Zahlen, so deB es auger  

Zweifel steht, was a l ~ 7 ~ . . ,  u be4eu~e~. Es is~ 

~ ( ~ + ~ + ~ + . ' .  + ~ ) - -  ~ + ~ § ~ + . . .  + ~ .  
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(b) Hat eine iiberendliche Zahl ~ die Eigensehaft, daft ~u jedem de~" 
~eziehung 1 < u ~ ~ geniigenden a eine Zahl ~ existiert, fiir die z = a~ ist, 
dann ist ~ eine additive Hau2tzahl (XXIL) 

(c) Ist aft eine additive Hauptzahl, dann ist fl eine additive Haupt-  
zahl; ist ~ eine yon 1 verschiedene additive Hauptzahl, dann ist auch o~ fl 
(a ~_ 1) eine additive Hau~vtzahl. (XXIII.) 

Es war dis erste additive Hauptzahl fiber a der Limes der Folge :  
a, ~ + a = a 2 ,  a + a + ~ = ~ 3 , . . . ,  a n , . . . ,  also gleich ace. Da~ ffir 
a > 0 die erste additive ttauptzahl fiber a dis Zahl ace ist, l~fit s i eh  
auch direkt aus unseren soeben aufgestellten S~tzen zeigen. 

Denn wenn ~ > 0 ist, so-ist nach Satz (c) wirklich ecco eine ober-  
halb a gelegene additive Haup~zahl; set ~ irgend eine solche x > a, d a n n  
ist nut zu zeigen, dal~ z :> ace ist. Nun ist nach Satz (a) g = a ~ ' > a = r  
also ~ ' ~  1, we eine additive Hauptzahl ist; also ist z ' ~  co u n d  

= a ~ ' ~  ace. - -  Ist a ~ 0 und ~ die g r ~ t e  nicht oberhalb a gelegene 
additive-Hauptzaht, dann is~ die erste additive Hauptzahl tiber a auclx 
die erste additive Hauptzahl fiber ~, d. h. ace = ~a~. Allgemeiner besteh~ 
ffir jede additive I-Iauptzahl x ' ~  m die Gleichung a ~ ' =  ~ ' .  Diese f i i r  
~ ' =  co soeben bewiesene Gleichung beweist man" unschwer durch ~ra.~s- 
finite Induktion. Benutzt werden beim Beweise die folgenden Tatsachen:  
1) die Gfiltigkeit des assoziativen Gesetzes der Multiplikation; 2) auf d i e  
additive Hauptzahl ~" folgt als n'~chste Zahl dieser Art ~r 8) Der L i m e s  
einer Menge yon Hauptzahlen der Addition ist eine additive Hauptzahl. 

10) Set nun eine Zahl fl gegeben, die wir in der Normalform schre ibeu:  
t 

einander folgende additive Hauptzahlen einander gleich sein. Faint m a n  
sie zusammen, so erhalten wit in anderer Bezeichnung: fl ~ ~ b ~ - b  ~vsb~ 

�9 . . @ % b , H - b ,  we nun x ~ > ~ . > x s > ' " > x , ~ c ~  ist und b , b ~ ,  

b~ , - . . ,  b, endliche Zahlen sin& Sei wetter: 
g# IF /l * l# -- ~ a~ + ~ a~ § + z~ a~ + a; ~ > %" >'" > ~ ~ co; a, ~,,..., a~ ~ o~. 

Es kann kurz gesehrieben werden: a=~"a,+a', we a'+~"a,=x,"o~t 
ist. I~ nun b>O, dan~ is~ ab=a+~+~+"" (b Summa~den a) 

It II I~ ~"a~ + ~' + ~ a~ + ~' +'" = ~ a, + ~ a~ -t-"" (b ~al) + ~" �9 �9 
g~, fl It ~/'~a~b-~ d----- ~ a~ b+ ~ a~ +.. .  -b ~, a ,+a .  Also is~ ab i n d e r N o r m a l f o r m  

d~rges~ollt. Wetter ist a ~ = a ~ b ~ - t - " "  Jr az,  b, H" ab. Also s w e g e n  
eler le~z~en Gleichung aus Nr. 9: a[~ ~ r162 ~b~ -b " " H- rq"~,b, -b ab. I s t  
b = 0, ~lso ab = 0, dann ist die Normaldarstellung fflr a/] gegeben d u r c h :  
a/~'~--- ~1"~  bl ~ * " "  + z~"~,b,. Ist  abet b > 0, dann folg~ die I ~ o r m a l -  
darste31ung ffir r indem man s ab die oben gefundeae N o r m a l f o r m  

einse~zt: a ~ = ~ x " ~ b ~ - ] - . . . W ' ~ " ~ b , ~ z x " a ~ b - [ -  ~ , " a ~ . . . - [ -  r~/'a,.-~- a, .  
I)as ist i~ der Tat die Normal~orm, da 

12" 
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I f  / '/" / ' t  / ' /"  

ist. 
11) Aus diesen Formeln folgt: aft ist dann und nut  dann eine Limes- 

~ahl, ~venn r  fl eine solche ist. ~ Das ergibt sich direkt so: 1) Seien 
r -~1, f l = f l ' - ~ l  dann ist r  d.h.  wenn 
die yon Null verschiedenen Zahlen a, fl keine Limeszahlen stud, so is~ auch 
aft keine Limeszahl. 2) Set fl eine Limeszahl, a ~> 0, dann is~ aft nach 
der Erkl~rung des Produktes eine Limeszahl. 3) Set fl = fl' -t- 1 ~ 1 und 
a eine Limeszahl, dann ist eft ---- aft' + a nach der Erklgrung der Summe 
eine Limeszahl. 

12) Set 7 eine Limeszahl; der kleinste yon Null verschiedene Rest 
yon 7 ist eine additive Hauptzahl ~ ~ a~. Es ist 7 = 7' + z.  Nach l~r. 6 
ist 7' = ~7" -t- ~, wo 0 < ~, also 0 ~- z -~ ~ ist. Daher ist 

7 = z 7  '' + ~ + ~ = ~ 7 "  + ~ =  z(7" + 1). 

Set eine zweite derartige Darstellung f~ir 7 gefunden, d. h. es set 

7 = = ( 7 "  + 1) = + i )  = = 7 "  + = = + 

Nach w 2 folgt h ieraus~w~l ,  also nach Division mit ~ = ~1: 7 " + 1 = 7 1 " +  1, 
t t  f f  �9 7 - - ~  �9 Man kann auch so schlie~en: es sei % ~ ,  ~ - - - - ~ ,  also 

7 " +  1 = ~ ' (71"+ 1). Nach Nr. 11 ist daher z' keine Limeszahl und da 
~' eine additive Hauptzahl ist (Nr. 9, Satz (a)), so ist z ' =  1, d. h. ~1 = ~ ,  

r !  7 " =  71 �9 Diese Darstellung yon 7 ist also eindeutig. 

13) Satz. Jede yon iVul~ verschiedene Zahl 7 hat nut  endlich viele 
rechtsseitige Teiler ; die An~ah~ ihrer linksseitigen Divisoren ist unendlich oder 
endlich, je nachdem die Zahl 7 eine Limeszahl ist oder nicht. 

Beweis. Der Satz folg~, beinahe seinem ganzen Inhalte nach aus 
VIII. Es is~ hier nur noch zu zeigen: ist 7 eine Limeszahl, dann hat y 
unendlich vide linksseitige Teiler. Set also 7 eine Limeszahl. Nach der 
vorigen Nr. ist 7 = ~ ( 7 " §  1), wo z ~ co ist. Nach Nr. 9, Satz (a) be- 
sitzt nun ~ unendlich viele linksseitige Divisoren~ also nach dem assoziativen 
Gesetz auch 7 selbsk 

14) Da fh'r jede you Null verschiedene Zahl 7 die Zerlegungen 7 =1 7 - - 7 1  
gelten~ so h~L jede .ZahI 7 > 1 mindestens zwei verschiedene rech~sseitige 
Divisoren. Unter den endlichen Zahlen gib~ es Zahlen mit genau zwei 
reehtsseitigen Divisoren: die endlichen Primzahlen. Fragt man allgemein 
nach den Zahlen 7 > 1, die nut die beiden rech~sseitigen Divisoren 1 
und 7 besitzen, so sind alas die Zahlen, (tie sich nicht in der Form 7 = at 6 
darstellen lassen, w o a  und fl beide unterhalb 7 liegen, d. h. es sind das 
Zahlen, die wit als multiplikativ irreduzibel bezeichnen, da wir sie mit; 
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Hills der Multiplikation nicht auf kleinere ZaMen zurfickffihren kSnnen.*) 
Da~ es derartige irreduzibele Zahlen gibe, is~ uns bekann~, denn jede 
Hauptzahl der Multip]ikation ist, wie aus den allgemeinen Untersuchungen 
hervorgeht, mul~iplikativ irreduzibel. W~hretld nun abet die Addition 
die wesentliche Eigenschaft besal~, dal~ Hauptzahlen, irreduzibele Zahlen 
und Primzahlen zusammenfielen, liegen hier die Verh~ltnisse anders: die 
Hauptzahlen bilden nur einen Teil der irreduzibelen Zahlen, und unter den 
irreduzibelen Zahlen hat nur ein kleiner Tei[ vollkommenen Primzahl- 
charakter~ n~mlich die encllichen Primzahlen und die Zahl ~. Wir gehen 
hierauf n~iher sin. 

15) Nach XIII gib~ es multiplikative Hauptzahlen 7- Sie sind definiert 
durch folgende Bedingungen: 1) 7 ) 1 .  2) 7- - -a7  fiir jedes der Be- 
dingung 1 ~ r ~ 7 gentigende ~. Hiernach ist 2-----1.2 sine mul~ipli- 
kative Hauptzahl und jede grSI~ere Hauptzahl der Multiplikation ist sine 
Limeszahl. Diese eigent]iehen multiplikativen Hauptzahlen nennen wir 
im AnsohluB an Hessenberg**) 8-Zahlen. Eine &Zahl hat nut die beiden 
reehtsseitigen Divisoren 1 und o~. Es gelten die Siitze: 

(a) Jede 5-Zahl ist eine additive Hauptzahl. (XVIII oder XX.) 
(b) 1st eine Zahl 5 der Limes einer 2'olge yon Zahlen a, deren jede 

die Gleichung d----a5 erfiillt, dann ist d eine d-Zahl. (X.) 
(c) Hat eine _Folge yon Zahlen a >_ I die Eigenschaft, daft mit a zugleich 

auch a a der Folge angeh6rt, dann hat diese JFolge einen Limes, der eine 

8-Zahl ist. (XI.) 
(d) 1)er Limes einer l*~olge yon $-Zahlen ist eine ~-Zahl. (XII.). 
(e) Ist a ~ 2, dann ist tier Limes der ]Forge ~, aa, aaa, . . .  die ~rste 

faae de (XlII.) 
Die erste &Zahl ist e0.t) Das folgt einfach daraus, clal~ das Pro- 

dukt zweier endlichen ZahIen wieder endlich ist; oder auch aus der 
Definition yon n~o, denn es isl nee ---- lira (rim) ~ co, we 1 ~ n < co ist. 

SchlieBIich ergib~ es sich auch daraus, da~ n~ die erste additive Haupt- 
zahl fiber n ist und diese Zahl andererseits r is~. Aus Nr. 6 folgt f~ir 
jede Limeszahl fl eine Gleichung fl ---- ~ofl' + 0, we ~ > q > 0i d .h .  
endlich ist. Also ist p ~ 0, d. h. fl----o~' und hieraus folgt 

*) Dabei kann sehr wohl 9' ~ a~, sein, we 1 <f  ~ ~ 7 ist; eB kaun ~so 7 zer- 
tegbar se~n, abet bei ~tlen Produk~clars~etlungen yon ~,, bei denen ~ <f ~, ist, ist~ 
der rech~sseitige Faktor gleioh y. 

**) G. d. M., w 8% 
***) Man vergleiche die sich an XIII anschlie~enden Bemerkungen und die Anm. 

zu w  Nr. 1~, Sa~z (d). 
~[) Bei Hessenberg, G. d, M. is~ irr~timlicherweise 1 ~Is ers~e ~-Zahl genannt. 

t 
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nfl = (nco)/~' ---- eo~'= fl~ 

we 1 ~ n < o isk Insbesondere ist 2fl = fl, eine Gleichung, die ~ach _~r. 7 
die Zimeszahlen charakterisiert. 

Wit sahen oben, daft die mu]tiplikativ irreduzibelen Zahlen diejenigen 
sind, die nur zwei rechtsseitige Teiler besRzen. Weiter ergab sich, dab 
jede d-Zahl eine irreduzibele Limeszahl ist. Wir zeigen jeizt die Um- 
kehrung: 

(f) Jede irreduzibele Limeszahl, d. h. jede Limeszahl mit  genau zwei 
rechtsseitige~ Teilern ist eine d-Zahl. 

16) Um (f) zu beweisen, mtissen wit erst zwei andere Si~tze aufstellen. 
Satz. Sei die Limes~ahl [~ ein rechtsseitiger Teller yon y, dann hat 

die G~eiehung ~, ~ a~ unendlich viele Wurzeln ~, die eine additive Haunt- 
~ahl ~ zum Limes haben; diese ist ein linksseitiger Teiler yon 7, d. h. es ist 

-~ ~fl', we ~' der gr6flte reehtsseitige Teiler yon 7 unterhalb [~ ist. 
Be eis. 5 ( 2 ,  = (Nr. S 15), so wir 

Satz XXIV anwenden. Also gibt es unendlich viele Wurzeln, die als 
Limes eine Hauptzahl yon fl(~, ~)= ~ + ~  haben, d. h. eine additive 
Hauptzahl ~ zum Limes besitzen. Da ffir jede Wurzel a der Gleiehung 
7 = aft stets ~, > ~ ist, so ist 7 ~_~, also nach Nr. 6 auch 7 ~ xfl' + Q, 
we 0 ~ O < ~  ist. Also gibt es eine Wurzel a, ftir die Q < r  isk 
Daraus folgt ~ = au '  (Nr. 9). Daher ist a ein linksseRiger Teller yon 7 
und x, also nach Nr. 6 auch yon O' und da 0 < r  ist, mui~ O----0, 
7 = z fl' sein. Nach XV is~ fl' der grS{~te unterhalb /~ gelegene reehts- 
sei~ige Teller yon 7. W~hlt man nun den rechtsseRigen Limesteiler fl 
yon 7 gleieh r selbst ( y =  1 . 7 = 2 . 7  . . . .  ), zieht dann Satz XIV nebs~ 
Zus. 2 heran, so folgt, dat~ z in diesem Fall eine d-Zahl wird. Wir  
~spreehen daher folgendes Resultat aus: 

(g) ~//r jede Limeszahl fl besitzt die Gleichung fl = aft unendlieh 
~ide Wurzeln a, deren Limes 6 eine 6-Zaht ist. ~Es ist fiir eine Zahl r 
dann und nur dann fl ~- aft, falls 1 ~ r < ~ ist; dagegen ist fl = dfl', we  
8" der ~weitgrSflte rechtsseitige Divisor yon fl ist. Oberhalb ~ gibt es keine 
&Zahl,  die ~inksseitiger Teller yon fl ist.*) 

Hieraus folgt nun (f). Denn wenn fl nut die beiden reehtsseiligen 
Teller 1 und ~ besRzt, so ist tier zweitgrS~te reehtsseitige Faktor fl'-----1, 
d. h. fl----6fl '~ ~, also ~ eine 6-Zahl. 

Dami~ sin5 uns nun die irreduzibeln Limeszahlen bekannt. Gib~ es 
nun auger den endliehen multiplikativen Primzahlen andere irreduzibele 
Zahlen, die eine unmRtelbar vorhergehende Zahl besi~zen? Diese Frage 
is~ zu bejahen. 

*) Man vgl. w 2, Nr. 1~, Satz (e). 
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17) Es sol fl eine iiberendliehe Zahl, die einen yon 0 versehiedenon 
endliehen Rest besitzt, also /~ = f l ' +  b; bier ist ~6' eine Limeszahl und 
b ~ 0 .  Da b ~ ' = f l '  ist, so ist f l = b ( ~ ' + l ) .  Naeh Nr. 12 dtirfen wit 
f l ' =  z(~"~-b")  setzen, wo z eine yon 1 verschiedene additive Haup~zahl, 
~ " =  0 odor gleich einer Limeszahl und 1 ~ b " <  co isk Also wird 

= b(~(~" + b") + 1) = b(~ + 1) (~"+  b") [Dr. 10]. 

Hieraus folgt ~ ~ ~ " ~  b". Wenn nun ~ nut die beiden rechtsseRigen 
Teller 1 und ~ besitzt, so muB fl"-b b " =  1, d. h. ~"~-O, b " =  1 sein, 
also ist ~ ~ b(~r + 1). Dann ist also ~r-t-1 ~> co ein rechtsseRiger Teller 
yon ~, also gleich fl, d. h. b = 1, also fl = x- t -1 .  Sei nun umgekehrt 
eine beliebige yon 1 verschiedene additive Hauptzahl, dann hat ~- t -1  
nur zwei rechtsseitige Teller. Denn es sei ~r ~ 1 ~  ~v und ~ 1, 
~ r - t - l ~ v ~ > ~ ,  d .h .  ~ r ~ # .  Also ist ~ r = ~ r ' ,  d .h.  es ist ~ ein 
linksseRiger TeiIer yon ~r-t-1-----~uv und yon ~r ~ ~ x ,  also nach Nr. 6 
auch yon 1; es mul~ also ~ ~ i und ~ ~ ~r ~- 1 sein. Also besi~zt ~r ~-1 
nut die beiden rechtsseitigen Toiler 1 und ~ ~ 1. Also gil~ der 

Sa~z. Die iVicht-Limeszahlen oberha~b ~ sind dann und nut dann 
multiplikativ irreduzibel, wenn sie die Gestalt ~ + 1 haben. Die multi- 
p~ikativ irreduzibelen Zahlen zerfa~len in drei Klassen: die endlichen Prim- 
~ahlen, die Ha~tzahlen der Mul~'~likation und die Zah~en der ~orm 
~r + 1. Die Zahl 2 geh6rt in jede der drei Klazsen. 

Auf dig multiplikativ irreduzibelen Zahlen wird man auch geffihrl, 
wenn man den kleinsten oberhalb I gelegenen rechtssei~ige~i Toiler einer 
gegebenen ZahI betrachtek Diese Betrachtungen sind ganz analog denon, 
die wir in w 2, Dr. 14 beim zweRen Beweise flit die Cantorsche Normal- 
form ansteliten. 

18) Satz.  J'ede yon I verschiedene additive Hauptzah~ ~iflt sich in 
eindeutiger Weise als t~rodukt endlieh vieler~ ~icht zu~eh~ender 6-Zahlen 
darstdlen. 

Dieser Satz en~spricht dem in w 2, Dr. 14 bewiesenen. Und man 
kann ihn auch auf drei vSllig analoge Arten beweisen. Es soU nur be- 
merkt werden, dab der erste Bowels an Nr. 16, Satz (g) anzukniipfen 
hat,  aus dem flit .die gegebene additive Hauptzahl ~r die Gleichung 
~r ~ ~ r '  folgt, wo x' der zweRgrS~te rechtsseRige Divisor yon x ist. 

19) Nach Nr. 12 l~l~t sich jede Zahl /~ in eindeutiger Weise in die 
Form setzen ~ ~ ~ ' ,  wo ~' keine Limeszahl und x eine additive ]~aup~- 
zahl isk Aus Nr. 17 folg~, dal~ ~' ~-b(~r'~-1)fl" ist, wo fl'~> ~" ist. 
Hier is~ fl" ebenf~lls keine Limeszahl; ist ~":> s ,  dann is~ analog 

et . 

Da die Reihe der Zahlen ~', fl", ~"',. �9 �9 best~indig abnimmt, wird schl~el~lich 
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eine Gleichung fl(')= b(~-~)(~(') + 1)b(') vorkommen. Entwickel~ man nun 
noch ~ naeh ~r. 18, so erh~l~ man in verinderter Bezeichnung: 

~ =  ~ - . .  ~, b~(~ + 1) b~_~(~_~ + t ) . - .  b~(~ + i) bo. 
Zerleg~ man noch die endlichon Zahlen b t in ihre pi-imfaktoren, dann is~ 
fl als Brodukt; eadlich vieler irreduzibeler Zahlen dargestellt. (Man wiirde 
diese Form auch erhalien, indem man in ~' den kleinsten rechtsseit;igea 
Faktor oberhalb 1 abspal~; etc.) Unsere Darstellung is(; nun eindeutig, 
d. h. werm wit 

---- ~ . - -  O',b~(~ + i ) . . .  b~(~ + i )  bo 
' ' �9 ' ' . . . b ~ ( ~ + i )  b~ = a l a 2 . .  ~ ' b r ' ( ~ g , r ' J F  1) " ' 

h~ben, wo 
~ ~ > . . . > =  ~,; ~ / ~  ~ , ' > . . .  >= ~/ 

is~, dana behaupten wir: 
" ". " ". b ~ b ~ ' .  

Bewois. Aus lqr. 12 and lqr. 18 folgt sofor~" s ~ s', ~ ~ ~ .  Wit  
haben also nut noch die (~leichung 

~ ( ~  + i ) . . .  ~,(~ + l) bo -- ~;'(~; + i ) . . .  ~' (~ /+  i) bo' 
zu behandeln. Hier ist5 g~, z~ '~  co. Setzt; man 

7 = b~(~, + i ) . . .  b ,  r '  = b~:(~;+ i ) . . .  b~, 

so laute~ unsere Gleichung 

~(~l + i) bo~- ~(~ibo + t ) ~  ? ' (~ /+  1) bo' ~ ?'(~/bo'+ i). 
Nun is~ 

7 z l  = ~ > 7, ?'~I" = ~" > 7", 

/st. 
die Eaktoren ~, ~eten nur dann auf,  falls fl 

Auch dieso Prodakfformel rtihrt5 yon G. Can~or 
ganz leicht, wie bereits Cantor a~gibt, aus der 
folgern. Kenn~ man die eine Darstelluag und ihre 
gilt yon der anderen dasselbe. Und doch haben 

eine L;meszahl ist O 
her. ]lIaa kann sic 
additiven Zerlegtmg 
Eindr dann 

beide Formeln nicht 

(Die endliche~ Zahlen bt sind noch in ihre t)rimfaktoren zu ~erlegen; 

also 
~ b o  + ~ - ~'bo'  + r'. 

Nach w 2 folg~ daher: ?----~,, b o bo, ~ - - - , t ,  d. h. wegen ~,----?~:~1=zl. 
indem man nun in uns&er Gleichung beidersei~s reeh~s ~mi~ (~ l+  1)bo 
dividier~ und die iibrig bleibende G1eichung ?----?" ebenso behandel~, 

! 

folgt: ~ = ~ ' ,  b 2 ----b~ e~c. - -  Es gil~ also der 
S a~z: ]ede Zahl  ~ lh'flt sich in eindeutiger Weise in ein _Produkt 

endlich vieler irreduzibeler Zahlen entwickeln: 

= ~ , . . .  *, b~(~ + 1) b~_~(~_~ + 1) . . . .b~(~ + i) ~s~ 
WO 
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den gleichen Were. Denn bei der additiven Zerlegung sind die addRiv 
irreduzibelen Bestandteile zugleich additive Prim~iiBen (w 2). Dagegen 
sind, wie wit jetzt zeigen werden, die multiplikativ in'eduzibelen Zahlen im 
allgemeinen keine vollkommenen multiplikativen Primzahlen und besi~zen 
nar einen Tell der Eigenschaf~en, die wit flit PrimgrSSen verlangen.*) 

Man wird eine Zahl ~ dann eine multiplika~ive Primzahl nennen, wenn 
sie folgende beiden Eigenschaften erfiint: 1) aus jeder Gleichung a f t -  ~ 
folgt, dab ~ ein linkssei~iger Teller yon ~ oder fl ist; 2) aus jeder Gleichung 
a~ = ~/~ folgt, dab ~ ein rechtsseitiger Teiler yon a oder yon fl ist. Die 
irreduzibelen Zahlen, die oberhalb co liegen, a~so die ~-Zahlen wad die 
Zahlen ~-[-1  (~ ~ co) erf~llen die erste Bedingung nicht. Denn es sei 
ers~ens ~>~ co und ~t=~v-+- 1, dann ist identisch ( ~  + 1)~ = (~ + 1 ) ~ ,  
also ~-4-1 ein linksseitiger Teiler yon (~xH-1)z ,  abet kein solcher 
yon z ,  da ja z < z c H - 1  ist, und auch kein solcher yon ( z z +  1), da aus 
(~v~ -[- 1) = (z -[- 1) v folgen wiirde, dab .~ = v, also ~ z  -t- 1 = ~t~ w~re. 
Sei zweitens 6 eine oberhalb co gelegeae ~-Zahl, dann ist ideatisch: 
( d + l ) e o  = $co, ohne dab ~ ein linksseRiger Teiler yon co oder $ +  1 
isk Dagegen erfifllen die iibrigen irreduzibelen Zahlen, niimlich die end- 
lichen Primzahlen p und die Zahl co, die Bedingung 1). Dean sei ersiens 
t ~  = co~, dana ist aft eine Limeszahl, also entweder a oder fl auch 
eine solche, d. h. co ist ein linksseitiger Teiler yon ~ oder ft. Ist zweitens 
aft = p~,  so ist p ein Iinksseitiger Teiler yon a oder fl, wie man aus der 
Eindeutigkeit der Produktformel unschwer erkennt. Die zwei~e Bedingung 
dagegen wird yon siimilichen irreduzibelen Zahlen erfiillt, wie man ebem 
falls aus der Produktformel ersehen kann; ist also aft = ~g, wo g =lo, 
z - ) - 1 ,  d is~, dann is~ /~ ein reehtsseitiger Teller yon a oder /~ und far 
/x > r kann man sogar scMiel~en, dal~ g ein rechtseitiger Teiler yon 
ist. Is~ g a p , .  so ist auch /~ ira" allgemeinen ein rechtsseitiger Teller 
yon fl, niimlich nur dana ein rechtsseitiger Faktor yon a, wenn fl eine 
endliehe nicht durch p teilbare Zahl isk 

Erftillt eine ~Zahl g die zweite Bedingung, d.h.  fo]gt aus jeder 
Gleichung aft = ~tt, da$ g ein rech~sseitiger Faktor eines der Faktorea 
ist~ dann ist g irreduzibel. Denn es sei ~ nieht irreduzibel, dann ent- 
wickele man g in das Produkt irreduzibeler Faktoren; der le~zte reehts- 
seitig auftrelende Faktor werde mif fl bezeichnet, dann ist also 

= 1 . ~  = aft, 

*) Dieser Unterschied macht sich bei m~nchen Untersuchungen geltend: z.B. 
kann man mit Hilfe tier additiven Formel die Bedingungen Fttr die multiplika~ive 
Yertauschbarkei~ zweier Zahlen a und ~ aufstellen, wi~hrend mtm mi~ tier Produkt- 
formeI in gewissen F~llen auf SchwierigkeiSen st~$t, n~mlieh dtmn, wenn es sich 
um Limeszahlen u, ~ htmdel~. ~ a n  vgl. G. Cantor 1. 0. un4 E. Jacobs~hal 1. c. 
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wenn wit das Produkt der fibrigen Faktoren mit ~ bezeiehnen. N u n  ist 
fl > 1, also tL > ~ und auch g > ft. Hier gilt abet t~ > fl, da t~ reduzibel, 

irreduzibel ist. Somi~ kann /t weder in a noch in fl als rechtsseitiger 
Fak~or en~halten sein. Da das der zweiten Bedingung, die t~ erffillen 
soUSe, widersprieht, so mug also /t irreduzibel sein. Wir  sprechen hier- 
nach den Satz aus: 

Sa~z. Die notwendige und hinreichende Bedi~gung dafiir, daft eine 
Zahl ~ multiplikativ irreduzibel ist, besteht darin, daft aus jeder Gleichung 
aft ----- VV mindestens eine der beiden Gleichungen a = a'#,  ~ = ~'~ fdgt. 

~s gilt aber genauer: 
Wenn ~ irreduzibel und aft = ~ ist, so ist im allgemeine~ fl = fl'~, 

diese Gleichung braucht abet nicht ~u gelten, falls ~ = p und fl ~ o ist, 
wenn also fl eine endliche nicht dutch 2 teilbare Zahl ist; dann aber ist 
stets a = a ' ~  ~ a'_~. 

20) Ist eine Zahl fi gegeben und r ein rechtsseitiger Teller yon ~, 
so entwickele man a und fl nach der Produktformel. Alle in der Ent-  
wieMung yon a auftretenden 1%ktoren treten dann auch in der Produk~- 
entwicklung yon fl auf. Daraus folg~ sofort der 

Satz. Sei fl gegeben und er a t seien zwei rechtsseitige Faktoren yon 
fl, a > r Ist  dann a eine Zimeszahl, dana ist al ein rechtsseitiger Teiler 
vo~ a. Ist abet a keine Limeszahl, dann ist auch a 1 keine solche. Spaltet 
man in a und a~ die gr6flten endlichen linksseitigen Faktoren ab, a = aer 

I' / �9 

a 1 = a la 1 , dana ist a' ~ r Ist a' > a 1 , dann ist a 1 ein rechtsseitiger 
Teiler yon a', also auch yon a. 

21) Es ist leicht einznsehen, dag fiber die gemeinsamen Res~e und 
Abschnitte zweier Zahlen a und fl folgender Saiz gilt:  

Satz. Sind a und fl zwei gegebene Zahlen, dann haben sie einen 
grSflten gemeinsamen Abschni# (rain (a,.~)), der jeden gemeinsamen Abschnit t  
yon a und fl zum Absehnitt hat. Ebenso existiert ein gr6flter gemeinsamer 
~est, der jeden gemeinsamen Rest yon a und ~ zum Rest hat. 

In der Multiplikation gilt ein ganz entspreehender Satz, er ist aber 
erheblich schwerer zu beweisen: 

Sa~z. Sind r und fl zdei gegebene Zahlen, dana besitzen sie einen 
grSflt~n gemeinsamen linksseitigen Teiler v = (a, fl), der jeden gemeinsamen 
linksseitigen Teiler yon a und fl als tinksseitigen Teller enth~ilt. .Ebenso 
existiert ein gr6fiter gemein~ner rechtsseitiger Divisor ~ ' =  q) O ~  o~ 

und fl, der jeden a und fl ~temeinsamen rechtsseitigen Teiler zum rechts- 
seitigen Teiler hat. 

Beweis.  Die Existenz yon v ~ (a, fl) nebst den behaupteten E igen-  
sohaften s wie in der endlichen Zahlentheorie aus dem Euklidischen 
Algorithmus (Nr. 6). Dag ein grN~ter gemeinsamer rechtsseitiger Tel ler  ~" 
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existiert, folgt ohne weibres, da jede Zahl nur endlieh viele rechbseitige 
Teiler hat. Da] aber v' die charakbristische Eigenschaft des grSB~en 
gemeinsamen Tellers ha~, wird nach l~lr. 20 bewiesen. Sei ~l ein beliebiger 
gemeinsamer rechtsseitiger Teller yon a und ~, so ist zu zeigen, dal~ 
~' = t~vl ist. Da nun ~' ~ vl ist, so dfirfen wir ~' ~ vl annehmen. Is~ ~" 
eine Limeszahl, dann ist v'----#~i nach Nr. 20. Wir nehmen daher nach 
Nr. 20 ~' und vl als l~licht-Limeszahlen an und spalbn wieder linksseitig 
die grSB~mSglichen encUiehen Teller ab: ~ ' =  t'~" " , vl~--tl~ 1 . Es ist  
v " ~  vl", und ffir den Fall, da~ v " ~  vl" ist, ist nach Nr. 20 der Sa~z 

$ it tl tt bewiesen. Sei also ~ " = ~ l " ,  d .h.  ~ = ~ v ,  v l = t ~ ,  somit t ' > t  i. D~ 
nun ~' der grSBte gemeinsame reehtsseitige Teiler yon a und ~ is~, 
so muB jede in t 1 enthalbne Primzahlpobnz auch in t' enthalten sein, 
d. h. t" = tti, also ~'-~ tv r Dami~ ist der Satz bewiesen. 

22) Leicht beweisbar i s t 'we ibr  der 

Satz. Zu zwei Zahlen ~ und ~ existiert stets eine kleinste Zahl 
(max.(a,~)),  die ~ und [~ zu Abschnitten hat. Diese Zahl ist Abschnitt 
jeder Zahl, die ~ und ~ zu Absehnitten hat. Dagegen exisgert i~n a~lgemeine~ 
kei~e Zahl, die a und fl zu Besten hat. 

Auch bier gilt ein ganz analoger Sa~z in der l~ultiplikation, ist abet  
auch nicht yon ~ornherein so klar wie der additive Satz. 

Um diesen Satz aussprechen zu kSnnen, sei bemerk~, da] unter einem 
gemeinscha{tlichen linksseitigen (rechtsseitigen) u yon r und 
eine Zahl verstanden wird, die ~ und fl zu linksseitigen (reehbsei~igen), 

Teilern besitzt. 
Satz.  Zu ~wei yon iVull verschiedenen Zahlen a und ~ existiert s~ets 

ein kteinstes yon ~ull  versehiedenes lin~sseitiges gemeinschaftliches Fielfaches 
l~ = { a, ~ }, das ein linksseitiger Teller ~edes a~deren gemeinschaftlichen links- 
seitigen Vielfache~ ist. 1)agegen ist im allgemeinen ein yon ~ull verschiedenes 
rechtsseitiges gemeinschaftliches Kietfaches nicht vorhanden. 

Beweis .  Sei a > 0, ~ > 0 gegeben und ~ eine additive Haup~zahl, 
fiir die z~_  r z ~  fl is~, daun is~ ~ = a~,  ~ = f l~ ,  d. h. es gib~ links- 
seitige' gemeinsehaf~liche Vielfaohe yon a und ft. Das kleinste derar~ige 

g 

yon Null versehiedene werde mit ~ = {a, fl} bezeiehnet. Jedes audere 
ist dann mindestens -----~, d. h. ~ '~_~ .  Also ist nach lqr. 6 auch 
~ ' =  ~ + e, we # :> e ist. Da nun ~' und ~ linkssei~ig dutch r und fl 
teilbar sind, so mug es nach Nr. 6 auch e sein, d. h. unbrhalb ~ g'~be 
es ein gemeinsehaftliehes Vielfaches ~ p  yon a und ~, also ist ~- - -O,  
d.h. ~ ' =  ~ .  Es gelten iibrigens folgende Formeln: (?~, 

 er er ---- = dan  ist" d ,  ----- } .  

DaB im allgemeinen kein gemeinsehaffliehes rechtsseitiges Vielfaehes 
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existiert, lehrt das Beisp[el a --- co, fl = co + 1. Denn g~be es eine Zahl 9~, 
fur die 9~ = ~ m und 9~ ---- ~ (co + 1) w~re, so m~Bte ~ = ~ co eine adrift;ire 
Hauptzahl sein und daher were wegen ~h = ~(~o + 1) auch co-k 1 eine 
additive Haaptzahl, was doch nicht der Fall ist. 

w  

Die Potenzierung. 
1) Wie bei der l~ultiplikation setzen wir w ( a ) =  ~. W~ihrend wir  

aber in w 4 unfer g(~, ~) die additive Funktion ~ + ~ verstanden, w~ihlen 

fiir ~ :> ~o---- 1, ~ ___ ~o----- 2. Da ;t~--0 ist, so ist ,% = 2, da 2 die kleins~e 
Zahl )% ist, die zugleich den Bedingungen X _>_ max (~/o,)~o)= 2, X~_ ~o----1 
genttgt. Es is~ aueh (c') erftillt. 

Die dutch diese Festsetzungen definierte Operation bezeichnen wir  
mit a~ und nennen a~ eine _Potent. Die Operation selbst heiB~ t~otenzierung; 
e~ wird die Grundzahl, fl der Expo~en~ der Potenz ~ genannt. 

2) Die Potenz ist also dutch folgende Gleichungen erkl~rt: 

(1)  ~1 = ~ ,  

(2)  ~ + 1 = ~ = r162 

(3) = lira 

wenn /~ alle Zahlen unterhalb der Limeszahl ~ durchlauff. Dureh diese 
drei Gleichungen ist r ftir c~ >__ 2, ~ >__ 1 erkl~rt. Aus (1) und (2) folg~, 
dab man passend die Definition erweitert dutch 

(4) a~ fiir a>__l, 

(5) = 1 => 0, 

(6) 0 =o 

Damit is~ a. ~ fur jedes Wertepaar r >_ 0, fl >_ 0 erkl~irt, mit Ausnahme 
des Wer~epaares r  fl----0. Aus (2) folgt ffir endliches ~ = b, daft 
a b = r 1 6 2  (b Faktoren) ist. 

3) Nach II]: und Gleiehung (4) der vorhergehenden Nummer folgt:  
ist fl>fl'___>0 und a ~ 2 ,  dann is~ ~ > ~ / r .  Ist v 2 = ~ '  fiir eine Zahl  
a ~ 2, d~nn ist fl---- fl'; und ist al ~ > r dann ist ~_~ 2 und fl > ft. I s t  
fl > 1, r ~ 2~ dana ist a~ > a 1 = a. 

4) Nach IV ergib~ sieh ~is Verallgemeinerung der definierenden 
Gleichung (3), dab stets e n ~ r = l i m  ~r ist, ( ~ > 2 ) ,  was fiir eine Limes- 

reihe die Zahlen ~, auch bilden mSgen. 
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5) Wie in w 4 benutzen wir start V den sch~rferen Satz XVII Aus 
ihm folg~ ffir a => 2 und fl ~ co, da$ a# ~ a +/3 ist und fiir fl ~ b < co 
folgt aus ihm a I + b ~ a + b  Es gilt aber far ~=~2,  ~ > b = > 2  auch 
a b >__, + b, denn es ist r ---- a . a . . .  (b Faktoren) ~ a + a + a + . . .  (b Sum- 
manden) ~> a + 2 + 2 + 2 + . - .  ~ a + b. Also ist a# >_ a + fl fiir a => 2, 
f > 2. Es gilt aber eine noch bessere Abschiitzung: fiir a > 2, fl ~ 1 
ist a # ~ a f .  Fiir f = l  ist das klar; fiir f = 2  ist ~ # = ~ = ~ a ~ a 2 .  
Sei die Behauptung als richtig bekannt fiir jedes tier Beziehung 2 ~ # < #' 
genfigende fl, dann ist zu zeigen, dab auch a # ' ~  a#'. Ist nun /5 '=  #" + 1, 
dann ist also ~#"~  aft" und daher 

t = = _>_ @"a _>_ . (#"  + a )  > + l) = . # ,  
d. h. es ist a# '>  aft'. Is~ abet f l ' =  lira fl, dann folgt aus a# ~ aft auch 
a li~ # ~ a lira # oder a#' > a #'. ~ Aus diesem Beweise folg~ insbesondere, 
dab stets ~ > a f  ist, falls # eine Nieht-Limeszahl ist. Weiter folgt 
a2 > a# >_ fl, d. h. a# => fl; bier kann das Gleichheitszeiehen nur gelten, 
worm # eine Limeszahl ist. Es ist also a # > r  far a ~ 2 ,  f l ~ 2 ;  und 
to ~ ~ f flit a > 2, # > 1, aber ~ > fl, falls fl eine unmittelbar vorher- 
gehende Zahl besitzt. 2)ie Potenz ist also #r6fler als di~ Grund~at~ und 
nicht kleiner als der ~xponent; sie ist aber sicher gr6fler als der Ex_pon~nt, 
falls dieser eine Nicht-Limeszahl ist. 

6) Sei a > 2 und fl ~ a ~  1"), dann existiert nach VI eine Zahl ~, 
eS~na$ a ~+~ > f l _ >  a~ isk 1Wach w Nr. 6 exis~iert dah er ein % und 

~' < a~ derar~, da$ fl ----- a~a o + " ist. Hieraus folgt a ~+~ > f > a~a o 
oder a~a > a ~ao, d. h. a > a o. Wenn also fl >_ 1, . >_ 2 is~, dann existiert 
ein eindeutig bestimmtes Zahlentri~e~ ~, a o < a, fl' < a~, so daft ~ = a~a o + fl' 
ist. Hieraus folg~ sofort, indem man fiir fl' eine entsprechende Glei- 
chung ansetzt etc., dab sich jede Zahl fl ~ 1 in eindeutiger Weise in 
die. Form fl = a~ot~ o + a~a~ + . . .  + a~,'a,, setzen 1KBt, wenn a ~ 2, 

> > . . .  > & => o und > . ,  (t---o, 1, . . . ,  r) ist. 
7) lgadh VII gilt: ist a > a' > O, dann ist a# >~ a'#, und ist a# > a'#, 

dann ist a > a ' .  Es ist wegen (c') fiir a > a "  sogar ~ + x > d # + x ,  und 
daher a = a'. Is t  also a# = a'# fiir a > a' und 

Limeszahl. 
a# +r, d. h. es isg (d) erfiill~ und f~(~, r~) == ~ + V. 

Ferner ist (atr)r _--v2r, d. h. es ist (e) erffillt and f~(~, ~/)== ~y. 
Da 0 ~ nieh~ defmiert sind, so muB ftir ~ == 0 sowohl fl dis aueh.r > 0 

sein. In diesem Fall sind die beiden Gesetze erflill~, ebe~so far a -  1. 

a u s  ~ + ~ = a ' #  + 1 f o l g ~  

# > O, dann ist fl eine 
8) Es ist a f a r =  

*) Nach w 1, VI mS,re es eigen~lich heiBen:. ~ >_ e(~-- -- ~ .  Doch auch 
> ~ ~ 1 is~ der S~tz rich~ig, denn dann is~ 

far 
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Sei a >_ 2, dann sind beide Gesetze flit 7-~. 0, 1 nach den deflnierenden 
Oleichungen in Nr. 2 erfiillt und werden leicht dutch vollsts In- 
duktion fiir jedes r erwiesen. 

9) Es is~ also (d) und (e) erffint und daher gilt nach XXI~XXII[  der 
Satz: Ist ~ eine ~-Za]~l, dane hat fiir jedes der ~eziehunp 1 ~ a ~ 

geniigende a die Gleichung ~ = a ~ eine Wurzel ~, die eine Hauptzahl yon 
f~ (~, V) ~ ~ ~- V, also eine additive Hauptzahl ist. Hat umge~eh~,t eine iiber- 
endliche Zahl 3 die Eigenschaft, daft fiir jedes oberhalb 1 und nicht oberhalb 6 
gelegene a die Gleichung ~ ~ a~ eine L6sung ~ besitzt~ dann ist ~ eine d-Zah~ 
and diese LSsuegen ~ sind additive Hau2tzahlen.- - Ist  a ~ 2 und ~r eine 
yon 1 versehied~e additive Hau2tzahI, dann ist a ~ eine ~-Zahl. 

F o l g e r u u g  1. !st a ~  2 and fl eine Limeszahl~ dane ist ~,~ dee  
additive Hauptzahl.*) 

Denn der kleinste yon Null verschiedene Rest der Zahl fl ist eine 
additive .Hauptzahl ~ > 1, d. h. fl = fl' ~- ~, also aft = a~'a ~. Da nun a~ 
eine ~?-Zahl, also eine additive ttauptzahl ist, so ist auch a~'a~ = r efiae 
solche. --~ Man kann das auch direkt beweisen: es ist r der Limes after 
der Zahlen a a, die man erh~lt~ wenn & gegen fl konvergiert. Nach w 2, 
~qr. 12, (a) ist a. ~ eine additive Hauptzahl, wenn ffir jedes dieser @ die 
Gleichung ~ a _ ~ z ~  besteh& Nun ist f l = # + V ,  wo ~1 als Rest 
yon ~ eine Limeszahl ist. Also ist a~ ~ ~ ~ co; hieraus folgt i ~- ~ = a, 
ned welter a a + a  ~ + , = a a + b  d.h.  a a + a ~ = a ~ .  

F o l g e r u n g  2. Ist a ~ 2, fl ~ ~,  dann ist ~ eine Limeszahl. 

Denn es ist fl = co + ~. Also v2 = r eine Limeszahl, da a ~, eine 
solehe ist. 

F o l g e r u n g  3. !st a ~  2, dann ist die erste ~-Zahl  i~ber ~ die 
~Zah~ a'.  

Nach w 4, Nr. 15, (e) ist die erste ~-Zahl fiber a der Limes der 
�9 {Z ~ . . . .  Folgo a .---- a ~, aa ~ q , ~  . . ,  = aa,~ . . . (n Mal) ., d. h. die Zahl a ~. 

Wi t  folgern das auch unmittelbar aus dem u D e n n a  ~ is~ 
eine ~-Zahl, da a ~ 2 and co eine additive Hauptzahl ist, und. es is~ 
a ~ > a .  Is~ $ eine $-Zahl oberhalb ~, so is~ zu zeigen: d ~ a  ~. ~ u n  
ist nach unserem Satz in dieser Nummer d - - - - a " >  a~ d. h. ~ ' >  1, also 
~r' ~ eo und daher 6 ~ a% 

10) Satz. &de additive Hau2tzahl ist eine t~oteez yon ~o, and um- 
.gekehrt ist jede derartige ~otenz co, eine additive Hau~tzahl. 

*) Ist aft eine additive Ha.uptzahl, ~ber ~ ~ ~" -~- 1, d~nn folg~, dsrau~, dsg 

~fl ~ afl"a eine ttaupfzshl der Addition ist, das gleiche ffir r selbst. Und isf r162 
~elne additive Haup~zahl, dann is~ such aft "+i  eine solche. 
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B ew eis. Sei ~ eine additive Hauptzahl. Ist = = 1, dan_n ist = ----- eo ~ 
Sei daher :t > 1, d. h. ~ >_ %" und ~ _> a => 2, da, in folgt aus Nr. 6 eine 
Gleichung der Form ~ =- a~'z', we =' eine additive Hauptzahl un~erhalb a 
ist. Also ist; speziell fiir a < co stets = ' =  1 und ~ = at,. Wenn also zr 
eino yon 1 verschiedene additive Hauptzahl is~ und a der Bedingung 

> co >_ a ~ 2 geniigt, so ist r = at, eine Potenz yon a, d. h. filr a ~ eo 
erhalten wit =----- ~,. Ist umgekehr~ g irgend eine Zahl, dann is% mu naeh  
Nr. 9, Folgerung 1 (nebst Anm.) stets eine additive Hauptzahl. 

Die Cantorsehe Normalform fiir eine Zahl a gewinr~t jetzt die F o r m :  

a = cor + cot"a1 - 4 - ' "  "t- to",'a,., 

we die Zahlen a t endlich sind und a o > a, > . . .  > a r ist. - -  
Aus dem Satz yon Nr. 9 folgt der 
-11) S a t z :  Jede ~-Zahl hat die Gestalt to (~) undjede Zahl co (~) (t~>O) 

ist eine d-Zahl. 
12) Es seien nun a > 1 und ~6 __~ 0 in der Cantorschen Normafform 

gegeben. Es ist ~ in der Normalform darzustellen. 
Ist_a =, < co und fl = coil'+ b, ( b < ~ ) ,  dann ist 

= o,t' a .  a~ = a~ = a ~ ' a  b = (a~)~ 'a b , b 

Das is~ die Normalform yon aft. Is~ aber a _~ ~, dann ist in ar ~' 
der zweite Faktor  ~ nach w 4, Nr. 10 in der Normalform bekannt, w e n n  
die Normaldarstellung yon a gegeben ist. Es is~ also nur" noch der ers~e 

t Faktor  a ;~, der naeh Nr. 9, Folgerung 1 eine addit/ve Hauptzahl ist ,  
genauer zu bestimmen, d. h. wenn die Normalform yon a gegeben ist,  
dana ist anzugeben, wie die additive Hauptzahl a ~f" aussieh%. Setzen w i r  

nun die Limeszahl coi l '=  fl und bezeichnen wir die gr~iB~e nicht oberha lb  

r gelegene Hauptzahl mi~ z ,  dann behaupten wit ,  dab ~ = ~ ist. D e r  
l~achweis dieser Gleichung geht aus yon der Ungleichung ~t~o > a ~ = ~ to. 
(Da ~ __> co ist, mu$ aueh ~ _~ a~ sein.) Hieraus folgt =eo __< ~ ,  also a u c h  

~ ~ s  (~o)fl s (~*)fl = ~t *tT=" ~ .  Somit ist ~ = tr ~. Da mig der N o r -  

malform yon a aueh z bekannt is%, so ist hiermit ~ gefunden. Segz~ 

man n a e h  Nr.  10:  a = e o ~ O a o + ' . "  u n d f l ~ + b ,  so ist  ~ - - t ~  =~ er ~ 

- -  ~ a  ~ = z ~  ~ t * )  

13) Satz .  Jede yon 2Yull verschiedene Zah~ [~ l@t sich auf ~ i r  
vide oder endlich vide Artcn als Potenz darstellen, je naeh&mt fl ~ t e  
additive Hau2~zah~ ist oder nicht. 

*) Durch diesen Ausdruek deilnier~ Hessenberg die Potenz (G. d. M. w 79). ~fan 
k~nn%e analog alas Produkt mi~ Hilfe der Normalform definieren, indem man e ine  
Festsetzung fiber die Multiplik~A~ion der ~dditiven H~uptzahlen txifft; es wt~re noch 
vorher alas distributive Gesebz za fordern. 
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Beweis .  Sei ~ keine additive Hauptzahl. Nach Satz VIII  gibt e s  
nut  endlich viele Zahlen ~, ffir die eine der Gleichung fl-----a~ gen[igencle 
Zahl a existiert, und diese Zahlen ~ sind alle l~icht-Limeszahlen, da s o n s t ;  
fl nach Nr. 9 eine additive Hauptzahl w~re. Also ist nach VIII  ( d ~  
bier (c') gilt) fl nur auf endlich viele Arten als Potenz darstellbar. - - - -  
Sei nun fl eine additive Hauptzahl ~r. Ist  ~r = 1, dann ist ~ ~ 1 ~- t~ ~ 
ffir r 2, 3 , . . . .  Sei z ~  co, dann ist nach dem in l~r. 10 g e g e b e n e n  
Beweise z----a~ fiir a = 2, 3, � 9  co. Also l~Bt sich in tier Tat jede a d d i t i v e  
Hauptzahl a u.f unendlich viele Arten als Potenz darstellen. 

14) S atz. Ist ~r ei~2e yon i verschiedene additive Hau~tzahl ~nd t~ 
eine Zimeszahl, fiir die die Gleichung ~ = ~ eine Wurzel t~ hat*), d a ~  
hat diese Gleichung unendlich viele Wurzeln, dieoeine d-Zahl ~ ~um Lio'~e8 
]~aben. .Es ist ~ ~ $;' und fl" ist der gr6flte unterhalb ~ gelegene ~ E x p o n e ~  
der bei allen Potenzdarstellungen yon ~r auftritt.**) 

Beweis .  Da nach Nr. 8 Voraussetzung (e) erfiillt is~, so sind n a ~ h  
XXIV unendlich viele Wurze].u a vorhanden, die eine Hauptzahl y o n  
f~(~, V ) =  ~V, d .h .  eine d-Zahl, zum Limes haben. Es ist z ~ d, a l s o  
nach I~r. 6: z ---- ~; '~;  wo z '  eine additive Hauptzahl unterhalb 5 ist. ~ e i  
nun a eine beliebige Wurzel der Gleichung ~r----a~, dann ist a ~ d, a l s o  

~'~ ~ nach Nr. 9: ~ ~ ~ , wo eine additive l~Iaup~zahl is~. Es folgt: 

Es sei nun z '  ~ 1, dann ist a; >a~"~ ', d.h. fl > ~"fl', also ist fl ----- z"/~' ~ -r/, 
wo ~ ~ i ist. Hieraus folgt 

a ~'~r ~ a ~  a ;+~  t~ , ' a  odor ~ - - - - - ~  

fiir jede der Wurzeln a, also ist auch z '  ~ l i m  a = 8, w~hrend d o c h  
~' ( 5 ist. Somit ist die Annahme ~' ~ 1 unmSglich und es folg~ ~'~--- 1 
odor ~r ~ 8;'. Dal~ fl' tier gr~i~tm~gliche Exponent unterhalb fl ist,  f o l g ~  
aus  XV.  

15) Die Hauptzahlen der Potenzfunkfion sind die yon Cantor e i n -  
gefiihrten e-Zahlen.***) 

Eine e-Zahl ist eine oberhalb 2- gelegene Zahl e, fiir die dis G~oi~- 
chung e = t~ ~ besteht, fails, r irgend eine oberhalb 1 und unterhalb e ~o- -  
legene Zahl bedeutek Es gilt nun: 

(a) Jede ~-Zahl ist ei, e &Zahl. (XX:) 
(b) 1st eine Zahl ~ der Limes einer Folge yon Zahlen ~, deren j e d ,  e. 

die Gleichung e---~" erfiiltt, dann i s t~  eine e-Zahl. (X.) 

*) l~ach Nr. 13 sind s~ets derar~ige Limeszahlen ~ vorhanden. 
**) l~an vgl. den an~logen Sa~z in w 4,, Nr. 16. 

***) G. Canf~or, 1. c. w 20. ~ Can~or rechne~ r nlcht~ zu den 6-Zahlen. 
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(c) Hat  eine Folge yon Zahlen a (> 1) die Eoenscha f t ,  daft mit  a 
~ugleich auch a s der Folge angehSrt, dann hat die Folge eine e-Zahl zum 
L/rues. (XI.) 

(d) 1)er Limes  einer Folge yon e-Zahlen ist eine e-Zahl. 
(e) Is t  a ~ 1, dann isi die erste e-Zahl i~ber a der Limes der Folge 

. o, ,~ ~n . . . . .  (YmI . )  

Die ers~e ~-ZaM ist ~*).; man kann das u. a. aus (e) folgern, da 
der Limes der l~eihe 2, 4 , ~ 2 5 6 , . .  �9 ist. 

Set a ~ co, dann ist die ersb  ~-Zahi fiber a naeh (e) der Limes der 

Folge a, a 1 = a '~, %,  a s , . . . ,  wo stets %+1-~ a :  n ist. Wi t  behaupten 

nun, dab an+ ~ ---- a:  n = ~ ist. Der Nachweis stiitzt sich auf Nr. 9. Es 
ist zunii.ehst wegen a ~ oJ nach Nr. 9, Folgerung 2 die Zahl a 1 ----a ~ eine 
Limeszahl, also nach Folgerung 1 derselben Nummer a, ---- a~'l eine additive 
Hauptzahl und deshalb wetter a s -----q~. eine ~-Zahl; also sind a, ,  a ~ , . . .  
alles d-Zahlen, d. h. % ist ftir n :~ 3 stets eine (~-Zahl. Nun ist 

d. h. ftir n-----1 ist die Behauptung richtig; ffir n - - 2  zeigen w i r e s  so:  

Set ftir n :> 2 bewiesen, dab %+1 = ac"b dann is~ 

~n4-2 ~4-I 

da a ,+ l  > a~ und %+1 ftir n ---- 2, 3, .- �9 eine d-Zahl ist. Es wird also 
der Limes der Folge a, al = a, = ar Es erseheint mit Rttek- 

sicht auf 8atz (a) bemerkenswert, dab die Limesreihe a,  al, %, %, a ~ , . . .  
nu t  d-Zahlen enthi~lt, wenn man yon den ersbn drei (~liedern absieht, so 
dab also jede e-Zahl oberhalb co als Limes ether Reihe yon r dar- 
gesbl l l  ist. 

16) Set fiir eine Zahl fl eine Zahl a ~ 2 vorhanden, sodaB fl = 
ist. Was liBt sich dann tiber fl aussagen? Wir  wissen, dab eine solehe 
Gleichung nu t  ffir Limeszahlen /~ bestehen kann, da ande~falls  aft > 
ist. Es gentigt abet aus fl----a~ ( a ~ 2 )  die Folgerung zu ziehen, dab 

fl ~ ~ ist. Denn dann ist nach lgr. 9, Folgerung 2 die Zahl td ~ = fl eine 
Limeszahl, also naeh Folgerung 1: aft = /~  eine additive Hauptzahl und 
sehlieBlieh folg~ nach dem Satz in Nr. 9:- ~ -  fl is$ eine d-Zahl. ~ n i  ~ 

*) M~n vgl. G. Hessenberg, P. ~. O. Hessenberg hat  zuers~ d~rauf hingewiesen,  
dab auch ~ den Ch~r~kt~  einer ~-Zahl ha~. 

**) D*.s st lmmt auch f(ir 2 ~ ~ ~ ~. - -  Es wird dlrelrb 

--_ -lira a n +  1 __--_ lira a~ ,  ~ -  r  
n 

Man vgl. die sich an don Beweis  yon ~HI  anschlieBenden Bemerkungen.  

Mathematiseh~ Amaalen. LXVI.  13 



194 Ex~s~ JXCOBS~-. Aufbau der transfiniten Ari~hmetik. 

schliel3en wit welter aus {3 = ate, dab erstens ~ = l i m a  a, wo ~ gegen 

konvergiert; zweitens ist fiir jedes dieser ~ stets ~/~ = /~ ,  da fl eine 6-Zahl 
ist, und somit ist (aa~ = a~t J = at~ = ~. Die Zahlen a~, die ~ approxi- 
mieren, erf'dllen also jede die Gleichung (~a)t~= ft. Nach Nr. 15, Satz .(b) 
is~ also ~ eine e-Zahl, u Weil~ man erst, dab /~ eine ~-Zahl ist, dann 
kann man auch anders schliel~en: aus der Gleichung fl = r folgt durch 
Kombination des Satzes XIV, Zusatz 2 mit dem Satz in Nr_14j  dab 
fl = ~ ist, w o e  eine ~-Zahl und # eine additive Hauptzahl ist (da ja  

eine ~-Zahl ist), und naeh XIV ist ~t~ > {? und /~ = a, ~ f~ir jedes der Be- 
dingung 1 < ~ < e geniigende ~. Es sei nun t~ > 1, dann ist ~-----e~ > e, 
also eft = fl und daher (2~)~= 2 ~ = 2 ~  = fl, da ja 1 < 2  < ~ ist. Da nun  
2~= ~ ist, so haben wir e/t = ~, eine Gleichung, deren Unrichtigkeit wi r  
kennen. Somi~ ist t~ = 1, d. h. ~ = e. Wir  fassen zusammen: 

(s Die notwendige und hinreichende .Bedingung. dafiir, daft ~ eine e-Zahl 
ist, ist das ~Beste.hen der Gleichung e ~ 2". 

Der Satz (b) in l~r. 15 ist dadureh wesentlieh versch'~fft; es zeig~ 
sieh eben, dab die charakteristisehe Gleichung nur ffir die Grundzahl 2 
zu bestehen braueht, um daraus ffir alle Grundzahlen e < e zu folgern. 
Das Ergebnis yon Nr. 5 versch~rft sich damn: 

(g) .Es ist aft > fl, falls fl keine e-Zahl und a > 1 ist. 
Es erscheint bemerkenswert, dat~ die e Zahlen sich wesentlich anders 

verhal~en als die additiven Hauptzahlen und die ~-Zahlen. Denn 2-t-f l-~ fl 
charakterisiert nur die Zahlen fl ~ co, aber nicht etwa nur die additiven 
Haup~zahlen; 2t6 ~ ~ sagt nicht aus, dab {~ eine d-Zahl ist, sondern nur,  
dal~ fl eine Limeszal~l ist. Dagegen charakterisiert 2~ = fl v~llig die 
~-Zahlen. Es ist eben die Potenzfunktion eine Funktion f m i t  der Eigeh-  
schaft, dab das Bestehen der Gleichung 7 = f(a,  ~,) ffir eine einzige Zahl 
bereits 7 als ttauptzahl yon f charakterisiert, w~hrend im allgemeinen 
dazu unendlich viele Gleichungen gehSren. 


