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9,
lieber die Fufspunetencurven der Linien zweiten

Grades.
(Von Hrn. Rudolf Wolf ms Zürich.)

F ällt man von einem in der Ebene einer Curve willkürlich angenomme-
nen Puncte, dem sogenannten Pole, Perpendikel auf die Tangenten dieser
Curve, so liegen die Fufspuncte derselben in einer neuen Curve, welche
man die Fufopunctencurve der Vorgelegten zu nennen pflegt. Der Zweck
dieses Aufsatzes ist, die Fufspuoctencurven der Linien zweiten Grades, so*
wohl ihrer Form als auch ihrem Gehalte nach zu untersuchen, mit vor-
züglicher Hinsicht auf einige der von Herrn Professor Steiner im vierten
Hefte des vorigen Bandes dieses Journals mitgetheilten Sätze,

§. 1.
Legt man durch den zum Pole gewählten Punct ein zu den Haupt·

Axen der Linie des zweiten Grades paralleles Axensystem x, y, so wird
die Curve zweiten Grades in Beziehung auf dasselbe durch die Gleichung

1. a#2-My2 + 2co?-f 2dy+e = 0
ausgedrucktf und hieraus folgt für die Tangente an den Punct (#, y) die
Gleichung

2. r'-y «_|L (#'--#),
wo der Kurze wegeo

3. m =s ax + v* n «B by + &·
Für den Fufspunct des Perpendikels aus dem Pole auf diese Tangente^
oder für den dem Puncte (x,y) entsprechenden Puoct (x'\y") der Fufs-
punctencurve hat man demnach

Eliminirt man aus den Gleichungen (1.), (3.) und (4.) die Gröfsen und y,
so erhält man eine von dem Puncte (x , r) unabhängige Verbiodungs*
gleichung zwischen xu und y", d, h. die gesuchte Gleichung der Fufs-
punctencurve· Um diese Rechnung zu vereinfachen, kann man

=s rcost?, y" — r sin v
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9. Wolf, über die Fufspumtencurven der Linien zweiten Grades. 89

setzen, d. h. Folarcoordinaten einfuhren. Dann giebt die Verbindung der
Gleichungen (3.) und (4.)

r = cos v + y sin v9 (0a?-f-c)sint> — (by-}-d) eosu 0,
und die successive Elimination:

fcrcost;-f-dsintJ cosu— csio2i; a r ein t; 4- c sin v cos i>—<?£os ? t i
*""··* . . . .. · i . l - m - * «̂ ** ti n .', , . i .

sin21; -j- & cos2 v · a siii2t;-j- b cos21;

Durch Substitution dieser Werthe geht (l·), wenn man den Factor
i/Ä(rtsiirt; + Ä cos2^) absondert, in die Gleichung

< «·2 J- 91* ̂  C A) J« _^_

4- —:^— sin'i? + g^T '· eos20 + —~ sin r cos i? ss 01 ab * ab l ab

über, und dies ist demnach die verlangte allgemeine Gleichung der Fufs-
punctencurve einer Linie zweiten Grades; sie ist jedoch noch einer für
die folgenden Untersuchungen passenderen Form ihrer Coefßcieuten fähig·
Bezeichnen nämliqh p den Parameter, das Yerhältnifs der Exceniricita't
der durch die Gleichung (1.) ausgedrückten Curve zweiten Grades, £ und
V die Coordinaten ihres Scheitels, so hat man, wie ich in den Aunalea der
Wiener p· Stern warte (Band XVII,) zu zeigen versucht habe,

ß P ~" b*D.

und es ist somit

&g~ d* — » - - P
~ £ +~

Durch Substitution dieser Wertbe in (5,) erhält man

7. r*— 2 r [(| -f j-^) cos v + v sin r]

und diese Gleichung soll das Fundament der folgenden Untersuchungen
bilden, die von jetzt an am zweckmafsigsten für jede der drei Classen der
Curven zweiten Grades besonders durften geführt werden·

Grelle'· Journal d. M. Bd XX. Hft.I. 12

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 6/28/15 12:38 AM



90 9. Wolf, ber die Fu punctencurven der Linien zweiten Grades.

·< l · :' ' · : ' · . §. 2. '
Ist £<1* so geh rt die Gleichung (1.) einer Ellipse a . Bezeich-

net man die halben Axen der Ellipse durch α und 0, so ist
P ϊ%2 _ Λ Μ _

α S j._ - —

und setzt man der K rze wegen
8. α S (a +1) cos t? + y sin ϋ,

so erh lt man aus (7.) f r die Fufspunctencurve der Ellipse die Gleichung
9. r2 — 2ar + a2—a2cos2t? — b2sin2# =0,

oder auch die Formel
10* r = α ± /"(α2 cos2 r + b2 sin2 D).

Liegt der Pol im Scheitel der Ellipse, so ist £±=0 = v, und die zuge-
h rige Fufspunctencurve hat nach (9.) die Gleichung

r2 — 2arcos«? — i>2sin2t? = 0,
welche eine auffallende Uebereinstimmung mit der Gleichung der Cardioide,
der einfachsten aller Epicjcloiden, hat. Denn, restituirt man JT = ;
und y = r sin v, so geht sie in

ber, und f r den speciellen Fall des Kreises, oder f r α = ^, verwandelt
sie sich in der That in die bekannte Gleichung

der Cardioide. Liegt der Pol dagegen im Mittelpuncte der Ellipse, so ist
α -}- 1 = 0 = v, und f r diesen Fall hat man nach (9.) als Gleichung der
Fufspimcteucurve:

r2 = a*cos*v
eine durch die Untersuchungen des Herrn Hofrath Gaufs (ZacKs Cor-
respondenz XXIII. 112) schon bekannte Form der Ellipsengleichung.

Bezeichnet man den vom Radius -rector r bei der Construction derr»
Fufspunctencurve beschriebenen Raum durch JP, so ist

™ _ fr*dv
* ~J "ΊΓ"

^_^
fia sin2 t;lϊ— J
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9. Wolf) über die Pufspunctencurven der Linien zweiten Grades· 9l

wo ~ + £ un<l ß s=s v die Coordinaten des Mittelpunktes bedeutet) und
der Kurze wegen

12. u2 = a2cos2t> + i>2siV0
gesetzt wurde. Das Doppelzeichen ' ± in der Gleichung (10.) bedeu-
tet oflPenbar, dafs für jeden Werth des Winkels v der Radius* vector r
zwei Werthe haben könne; entsprechend sagt das Doppelzeichen in (11.),
dafs vom Radius- vector zwei verschiedene Räume beschrieben werden·
Begreift man daher unter F die Summe der Räume, so ist F aus der
Formel

.

zu berechnen. Es ist leicht zu sehen, dafs für jede Lage des Poles die
Integration zwischen den Grenzen v s= 0 und v == zu vollführen ist,
Der vollständige, von der Fufspunctencurve eingeschlossene Raum wird
daher durch

ausgedrückt. Man kann ohne weitere Rechnung hieraus scbliefsen, dafs
für = 0 = , oder für den Mittelpunct, der entsprechende Raum

15. />= i-5T(a2 + !>2)
ein Minimum ist. Bezeichnet man demnach überhaupt den Abstand des
Poles vom Mittelpuncte durch g, so ist im Allgemeinen

d. h. alle Fufspunctencurven, deren Pole gleichen Abstand vom Mittelpuncte
haben, sind dem Inhalte nach gleich, und ihr Inhalt läfst sich leicht geo-
metrisch darstellen· * · *

§. 3.
Ist £=1, so gehört die Gleichung (l,) einei· Parabel an. Multi«

plicirt mao daher (7.) mit (l — r2), und setzt £ = 1, so stellt die daraus
entspringende Gleichung

i f v p sin 2 v17. r = ? cos v + v sin v — -£ . — r-te 2 C062V

die Fufspunctencurve der Parabel dar. Sie zeigt, dafs die Fufspuüctencurfe
aus einem endlichen TheiJ^ besteht (der zur ?S0hleiie wird, sobald der Pol
aufserbalb der Parabel liegt), und aus zwei unendlichen Aeaten. Zur Un*

12*
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92 9. Wolf 9 über die Fufspunciencurven der Linien zweiten Grades.

tersuchung, ob diese Curve für ihre unendlichen Aeste eine Asymptote habe,
dienen die bekannten Ausdrücke

18.
wo den Winkel irgend einer Tangente mit der Axe der und u das Loth
aus dem Ursprünge der Coordinaten auf diese Tangente repräsentirt. Setzt
man nämlich in der Gleichung der Curve r unendlich grofs und berechnet
den entsprechenden Werth von Vj so hat die Curve eine Asymptote, wenn

und u für diese Werthe reell und endlich werden. Im vorliegenden
Falle findet man auf diese Weise = 90°, u= — 2_. ajso jjat <jie Fufs-
punctencurve der Parabel eine Asymptote, welche senkrecht auf der Ab*
scissen-Axe steht und um den halben Parameter hinter dem Pole liegt.

Liegt der Pol im Scheitel der Parabel, so ist £ = v = 0; also geht
dann (17.) in

2r cost? -{-p&itfv = 0
über, oder, wenn man a? = r cos t?, y = rsint> setzt, in

*> -
Die Fufspunctencurve der Parabel aus dem Scheitel ist demnach eine Cis-
soide, und zwar hat sie die Leitlinie der Parabel zur Asymptote. Liegt
dagegen der Pol im Brennpuncte der Parabel, so ist v s= 0 und f = — £ .
Für diese Werthe geht (17.) in

rcost? =s — -E-
über; d.h. die Fufspunctencurve der Parabel aus dem Brennpuncte fällt mit
ihrer Asymptote und der Tangente im Scheitel zusammen.

Es ist nun die Fufspunctencurve der Parabel zu quadriren. Bezeich-
net man den Inhalt, ohne einstweilen auf die Grenzen Rücksicht zu neh-
men, durch F, so wird für ~- = a:

„in'» + £ tango + av log COSP,
oder, wenn man

19.
setzt:
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9. Wolf, ber die Fufspunctencurven der Linien zweiten Grades» 93

20. F— (*2—
rt

+ %£ tang # + 2 ay log cos v.

Die Bestimmung der Grenzen bangt offenbar, wenn der Pol au erhalb
der Parabel liegt, von der Lage der Tangenten ab, die man von ihm aus
an die Parabel ziehen kann. Bezeichnet θ den Winkel der ber der Ab«
gcissen-Axe liegenden Tangente mit dieser Axe und Θ' den der untern
Tangente zugeh renden Winkel, so bat man, abgesehen von der Lage die-
ser Winkel,

21*
und in Bezug auf diese Werthe von θ und Θ' ist der Inhalt S der Schleife:

r*dv
2

22.
)(*·— θ — θ')

— 2*y(ooe'0-coe'90 + y (cotg9 + cotg ') -2ay log^

-— Θ —
_2 er.log a

^ ° a r (
Der Inhalt des von r beim Beschreiben der unendlichen Aeste durchlau«
fenen Raumes ist analog:

^ _ f&+0r*d1 — v ~2"

23f

in—β'
sin20 +si

+ 2xy (co829—cos2 o')—|-*(eotg +cotg Θ')—«2 tang ̂  ?r
sind
8ι^

)) — a2 tang \v

Da aber tang \π = oo ist, so ist auch dieser Raum T unendlich grofs und
kann daher kein weiteres Interesse haben· Es zeigte sich aber, dafs die
Fufspunctencurven der Parabel immer eine in Bezug auf den Pol constant
liegende Asymptote hat. Stellt man sich daher vor, der Radius -vector r
beschreibe vom Pole aus diese Gerade, so durchlauft er hiebei offenbar
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94 9. Wolf) über die Fufspnnctencurven der Linien zuzeiten Graiies,

den Raum
T

welcher ebenfalls unendlich grofe ist» Die Vergleichung dieser Räume 5P
und 5 ' zeigt, dafs ihre Differenz eine endliche Gröfee ist· E» scheint da-
her zweckmäfsig, dem den unendlichen Aesten zugehörenden Räume den
Raum zwischen ihnen und ihrer Asymptote zu substituiren, Die For-
meln (23.) und (24.) geben für ihn den Ausdruck

25. V ==

Summirt man endlich die Räume /S* und F, mit Hinsicht auf den Gegen-
satz ihrer Lage, so geht für den Gesammt* Inhalt der einfache Ausdruck

26. F — *?— 2aa?+/)ar
hervor. Es ist leicht zu sehen, dafs dieser Ausdruck seine Gültigkeit be-
hält, wenn auch der Pol innerhalb der Parabel liegt. Das Minimum des
Raumes F hat, zufolge der bekannten Regel , für — a und y =s 0 statt,
uemlich wenn der Pol im Durchschniüspuncte der Leitlinie der Parabel
mit ihrer Haupt -Axe liegt; und zwar ist es dann

f^—tfV.
Der Ausdruck (20.) giebt zugleich Mittel an die Hand, den Ort des Poles
zu bestimmen, dem ein bestimmter Raum l·* entspricht. Denn setzt man

in (26.) Ä? = — ~~ ~^ 3^ — "g" (wo ?'' T1 d*e Coordinaten des Pples in
Bezug auf den Scheitel ausdrücken), so wird

^ + 2 ^+^ = ~ + 3 %<
und diese Gleichung bezeichnet offenbar einen Kreis, dessen Centrum in
dem obigen Minimumspuncte liegt und dessen Radius r durch

27. r2 = 4(F+4*r) = £(F-n . ;
ausgedrückt wird. Der Ort des den Raum JF* erzeugenden Poles ist dem-
nach dieser Kreis. Hieraus hat man auch statt (26.) den Ausdruck

28. *··=
dessen geometrische Bedeutung leicht zu erkennen ist.
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§. 4.
Ist endlich > l, so gehört die Gleichung (l·) einer Hyperbel am

Die Formeln für die Fufspunctencurve stimmen in diesem Falle natürlich
Wieder mit denen bei der Ellipse überein; nur ist zu bemerken, dafs für
die Hyperbel die grofse Axe und das Quadrat der kleinen Axe negativ
sind; d. h. man hat jetzt für die Fufspuncteneurve die Gleichung

29. r2 — 2ra + a2 — a2 cos21?+ b2 sin2«; = 0,
wo der Kurze wegen

30. a SB (U— a) cos v + v sin v.
Verlegt man den Pol in den Mittelpunct der Hyperbel, so geht (29.) in

r2 = a2 cos2t> — fc2 sin2 v
über und stellt eine schleifenförmige Curve dar, die für = &, oder für die
gleichseitige Hyperbel, zu der in der Geschichte der Mathematik so merk-
würdigen, von Jacob Bernoulli zuerst betrachteten Lemniscate wird; denn
die zugehörende Gleichung

r2 = a2 cos 21;
ist der einfache Polar-Ausdruck der Lemniscate.

Behufs der Quadratur hat man, analog (11·)·

31.
l . l M sin t; aa-l-46a

arc sin

— B» aß . 7 . *_/9*+ 2«* . o ,
2 81D ^ -- ^ - Sm

ö
a+4&2 . w2 — a* <?* sin2 vlJ

. n FMCOSV b2
 t f , .± [—g -- -£77 log (w— cosv)J + const. ;

wo und die Coordinaten des Mittelpuncts der Hyperbel sind und der
Kürze wegen

32. ti2 = a2 cos2 1? — &2 sin2 1?
ist. Suramirt man nun wieder die beiden vom Radius -vector beschriebe-
nen Räume, so wird

33. F = « <2 v "^K OJl|Li f "

Um den ganzen Inhalt zu bekommen, ist hier offenbar zwischen den
Grenzen 0 und zu integriren; wo dem Winkel der kleinen Axe mit
der Asymptote gleich ist, so dafs

34. (f) = arctang-^-;
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96 9. Wo //, über die Fufspwctencurven der Linien zweiten Grades.

und dies Resultat ist noch zu verdoppeln. Es ist demnach
35. Fc= (a?—· >2) 4- & + ( 24- ?) — a ß —?-^—4-f a*—ß1) afe_^u V ^ H X - T - U V - T ^ -rp;v aPö2^,b2T-k a P> a2^.&3

Das Minimum von JF gehört offenbar zu dem Puncte (a = 0? ß = 0)
d. h» zum JVlittelpuncte, so dafs derselbe

ist | und man hat für F auch den Ausdruck

36. F

Soll der Ort des Poles gesucht werden, dem ein bestimmter Inhalt F
entspricht, so hat man (36.) nur in Bezug auf die Variabein a, als
Gleichung der Ortscurve zu betrachten. Untersucht man diese Gleichung
nach den Formeln des in §. l· angeführten Aufsatzes, so findet man,
dafs sie zu einer Ellipse gehört, die mit 'der Hyperbel concentrisch ist;
bezeichnet man überdies die Axen dieser Ellipse durch a' und k' und den
Winkel der grofsen Axe mit der Abscissen* Axe durch , so ergiebt sich

= —*p f a": fr'2 = ?< + 1; < —1.
Das Yerhältnifs der Axen ist demnach von F unabhängig, d. b, es sind
alle Orts-Ellipsen ähnlich·
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