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NOUVELLES REMARQUES SUR LES GROUPES CONTINUS.

Par M. H. Poincaré (Paris).

Adunanza del 10 novembre 1907.

§ 1.

INTRODUCTION.

Jai déjd eu deux fois P'occasion de présenter quelques remarques sur les groupes
continus, une premitre fois 4 I'occasion du jubilé de Sir G. G. StokEes (Cambridge, Uni-
versity Press, 1900), une seconde fois dans les Rendiconti del Circolo Matematico di
Palermo [tome XV (1901), pp. 321-368] ce sont ces deux Mémoires que je citerai plus
loin simplement en disant « Cambridge » ou « Palerme ». Je crois devoir compléter ici
ces remarques et en particulier étudier les propriétés des équations différentielles qui défi-
nissent ces groupes au point de vue de la théorie des fonctions.

Cette étude, 4 vrai dire, pourrait se faire par des procédés purement élémentaires,
puisque ces équations différentielles sont susceptibles d’&tre intégrées complétement;
mais il n’est pas inutile de P'aborder en partant des équations elles-mémes; car la com-
paraison des résultats obtenus de la sorte avec ceux auxquels on arrive en partant des
intégrales de ces équations, est instructive par elleméme; quelquefois méme, cette com-
paraison conduit 4 certaines apparences paradoxales, qui jettent quelques lumitres sur
les proprietés générales des groupes et qu’il faut parfois quelque attention pour bien
expliquer.

Rappelons d’abord les notations employées et les résultats obtenus. Le groupe
considéré dérive d’un certain nombre de transformations infinitésimale; et une d’elles,
la #we par exemple, transforme les variables

X X

1? 27 R n

*oeX), xAe(X), e, ox - e(X)
€ ¢tant une constante trés petite et les X, des fonctions données des x. Elle trans-
forme donc la fonction
JICHAERNED,

F+ szgﬁ(&o =F+ e X,().

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXV (10 sem. 1908). — Stampato il 22 novembre 1907. | $3
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Ainsi se trouve défini Popérateur

=L@+ L@+ +7Lxw),

que je désignerai le plus souvent simplement par X;.
Nous avons donc r opérateurs X , X,, ..., X correspondant aux r transforma-
tions infinitésimales du groupe et nous devons en étudier les combinaisons.

Nous poserons
XX, =X X,(f) = X[X.(f)]

et X7 ou X7(f) se définit de la méme maniére. Il faut remarquer que cette opération
n’est pas commutative et que 'on n’a pas X, X, = X, X,. Nous poserons:

X X)=XX, — XX.
Nous envisagerons aussi d’autres combinaisons de ces opérateurs, tels que
t £,
H=fh LX)+ DX+
Alors la transformation infinitésimale correspondant 4 X, sera

fHeX(f)=[1+X]f,

ce que je puis écrire aussi
eeX,'( £f)

ou simplement ¢*i en négligeant le carré de e.
La transformation la plus générale du groupe pourra alors étre représentée par e’
en posant

b

T=t1Xi+ +thn
les ¢ étant des constantes quelconques. J’introduirai d’ailleurs d’autres combinaisons li-
néaires des X, que je désignerai par
UZZ“;'XH szviXi7 WZZM;XH etc.
On doit avoir, comme on sait, les relations de structure :
(X X) = Z:Cik: X,

les ¢ étant des constantes; mais ces constantes ne peuvent pas étre quelconques, elles
doivent étre choisies de fagon i satisfaire aux relations de Jacosi:

[(XX)X] 4+ [(X, X)X ]+ (X X)X ] =o.

Nous aurons alors, en vertu des relations de structure,

r1 =Zbiktan

ol
by = 2_.cu7.-
Nous envisagerons le déterminant
bl! - g bxz 1r
b b, —
F(a) f— 21 22 E 2r

..................
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contenant ['indéterminée Z; I’équation

F&)=o
dite équation de KiLLING a une extréme importance. Nous désignerons les mineurs de
ce déterminant par

_9F(®)
» =35,

On sait que, lorsque deux groupes sont isomorphes, 'étude de I'un peut se rame-
ner 4 celle de lautre; il suffira donc, parmi tous les groupes qui ont méme structure,
d’en étudier un seul et nous choisirons ce que nous appellerons le groupe paraméirique
et que nous définirons de la fagon suivante.

Soit ¢” la substitution générale du groupe, oti ¥ = > v, X,; nous choisirons pour
variables v , v,, ..., v,. Posons ensuite

-
eVeT:el'f

(ol nous supposerons toujours T = > + X,, W = D w,X,, ce quiil sera inutile de
répéter désormais); les w seront des fonctions des v et des ¢, ou, en d’autres termes, la
transformation ¢’ transforme ¢’ en ¢, Cest-d-dire Jes v en w; Cest le groupe ainsi
défini que nous appelons le groupe paramétrique.

Nous avons donné le moyen de former les équations différentielles de ce groupe
quand on connait les relations de structure; soit en effet

14

P eT — BV+dV

bJ

les #, étant trés petits; nous aurons en faisant varier seulement #,, par exemple:

dv, I 3 P,
© dﬁtk_2~1\:1/_—_1L/qd€1—e‘g F()’

lintégrale étant prise le long d’un contour fermé enveloppant toutes les racines de 1’¢-
quation de KiiLmve. Si par exemple toutes ces racines sont simples et qu’elles s’écrivent

W, 0, ..., o, i viendra:

do, _ v o P
EE_ZI—(—“F(O))’

la sommation s’étendant aux diverses racines. Une de ces racines est toujours nulle;
si elle est multiple, les autres racines étant simples, on a:

. dv, o Pu(o)
bis i — kN7
O i = At 2=y
la sommation étant étendue cette fois aux racines différentes de zéro et 4 représentant

. 1 . . ,
le coefficient de — dans le développement de la fonction sous le signe f suivant
3

les puissances croissantes de .
Outre le groupe paramétrique, nous considérerons le groupe adjoint. A la transfor-
mation



84 H. POINCARE.

du groupe paramétrique qui change ¥/ en /¥, nous ferons correspondre une substitu-
tion que nous appellerons son adjointe, et qui sera définie par I’équation :

e-—T EV(lT — CU

et qui change 7 en U, cestd-dire v, , v .y v en u, u, ..., u. Ces subst-

Ly -
tutions adjointes forment le groupe adjoint.

On sait que les substitutions du groupe adjoint sont linéaires, c’est-d-dire que les
u sont des fonctions linéaires des v, et nous avons donné (Palerme, pages 324 et 326)
le moyen de former les coefhcients I, de ces substitutions linéaires.

Il y a isomorphisme du groupe adjoint et du groupe paramétrique, mais cet iso-
morphisme n’est pas toujours holoédrique et on doit distinguer deux catégories de
groupes. Ceux de la 1% catégorie ne contiennent pas de transformations distinguées,
Cest-d-dire de transformations infinitésimales permutables 4 toutes les transformations du
groupe; 'isomorphisme est alors holoédrique. Ceux de la 2¢¢ catégorie contiennent des
transformations distinguées; I'isomorphisme est alors mériédrique, car chacune de ces
transformations distingu¢es a pour adjointe la substitution identique.

Sil'on 2

V — Z v, Xi, (les X; étant les operateurs simples)
V sera ce que mous appellerons un opérateur composé du groupe. Mais 4 chaque opé-
rateur correspondront ce que nous appellerons des opératenrs conjugués de V. Si w est
une racine simple, il y aura un opérateur T tel que:
(2) FI)=uwuT;
ce sera un opérateur conjugué du I" ordre appartenant 4 la racine o ; si cette racine est
simple, cet opérateur est entiérement déterminé & un facteur constant prés.

Si la racine est double, par exemple, il existe toujours au moins un opérateur con-
jugué du 1° ordre, mais il pourra exister également un opératenr conjugué du 2°
ordre T, appartenant 4 la racine o et tel que
(2 FVI)=oT,+ T.

Alors cet opérateur n’est pas entiérement déterminé, puisqu’une combinaison linéaire
quelconque de T, et de T satisferait également 4 I'équation (2°°

X ); mais nous ne re-

garderions pas une pareille combinaison comme un opérateur conjugué du 2¢ ordre
distinct de T,. Nous dirons que T est le dérivé de T,.

Cest 1a le cas général; il peut arriver également, si o est racine double, qu’il n’y
ait pas d’opérateur conjugué du 2° ordre, mais deux opérateurs conjugués du 1%
otdre distincts T et T”; il est clair alors que toute combinaison linéaire de T et de
T’ satisfait 4 P’équation (2).

Si o est racine triple, il peut y avoir un opérateur conjugué du 1% ordre T, un
du 2% ordre T, et un du 3° ordre T tel que

FT)=0oT +T,.

Il peut y avoir aussi deux opérateurs conjugués du 1% ordre et un du 2° ordre,

ou bien encore trois du 1* ordre. Et ainsi de suite.
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Si les opérateurs conjugués appartenant 4 une racine sont tous du 1°" ordre, nous
dirons que cette racine, quoique multiple, se comporte comme une racine simple.

Remarquons que 7 est un de ses propres opérateurs conjugués du 1° ordre, ap-
partenant 4 la racine zéro.

Tout cela peut s’exprimer dans un langage géométrique. Considérons v, v , ..., v
comme les coordonnées d’un point dans l'espace 4 r dimensions; I’équation

F(1) =o,

ou ¢ a été remplacé par 1, représentera une surface algébrique que jappellerai la sur-
face de KiLing. Cette surface est susceptible d’étre engendrée de plusieurs maniéres
par des droites, ou par des variétes planes & plus d’une dimension.

r

L’¢tude déraillée de cette génération ne serait pas sans intérét.

Quoi qu’il en soit, 4 tout point M de cette surface correspond un opérateur V
pour lequel I'une des racines de [équation de KirLinG est égale 4 1. Si nous envisa-
geons un opérateur T conjugué du 1% ordre de V, 4 cet opérateur correspondra un
point; si nous le joignons 4 Porigine, nous aurons une droite D , qui sera 'une des
droites conjuguées du 1% ordre du point M. Soit T, un opérateur conjugué du 2¢
ordre et T son dérivé; le plan 4 2 dimensions qui passe par lorigine et par les
points correspondants & T, et 7" sera un plan conjugué du 2! ordre du point M;
et ainsi de suite.

Si 1 est racine simple, la droite conjuguée correspondant 4 la racine 1 sera la
droite conjuguée principale de M et le plan 4 r — 1 dimensions qui passe par -toutes
les autres droites ou plans conjugués sera le plan conjugué principal de M.

Nous appellerons série régulitre d’opératenrs comjugues, une suite d’opérateurs con-

jugués:
T, 1,, ..., T,
le 1 du 1% ordre, le 2* du 24, ..., le n* du »* ordre; et tels que l'on ait:

FVT)=wT, FVT)=eoT,+2T, FI)=eT, +2T,+2T,...
s VT =T, 0T, + 3T, + -+ 2T
les constantes o, A, %,, ..., ,__ doivent étre les mémes dans toutes les équations
de la série; mais sont d’ailleurs quelconques; nous n’excluons pas le cas de A = o;
seulement dans ce cas particulier tous les opérateurs sont du 1* ordre.
Deux transformations ¢’ et ¢”’ auront alors une série réguliére commune

T, T,, ..., T,
si Pon a:

FT)=owTl, (VT)=ul,4+2\T,...,(0VT)=0T, 42T, +---+%_ T;
VT)=o'T, (VT)=o'T,4+ANT,...,(VI)=o'T,+\NT, +---+¥N_T;
les constantes , X, et o/, \' peuvent d’ailleurs étre différentes pour 7 et pour V7;

mais les opérateurs T, T .y T, sont les mémes pour / et pour V.

Ly
Cela posé, la condition nécessaire et suffisante pour que les adjointes de ¢ et ¢
soient permutables, C’est que V et V' admettent un certain nombre de séries régulitres

communes, comprenant ensemble r opérateurs indépendants, si r est Pordre du groupe.
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Ainsi, si le groupe est par exemple du 6° ordre et si V et V' admettent une série
réguliére commune de 3 opérateurs, une seconde série réguliére commune de 2 opé-
rateurs et une troisiéme série réguliére commune formée d’un seul opérateur du 1*
ordre, ¢” et ¢’ seront permutables.

Plus généralement, je dirai qu’une substitution linéaire quelconque admet une série
rédgulitre $'ll existe n combinaisons linéaires des variables indépendantes, combinaisons
que j'appelle

Yoo Yar ores Das
qu’elle change respectivement en

wyn wyz_'_)\ryx’ wy3+)\xyz+)\zy1)""wyn+11yn——l+.”+)\n—1yx'

Alors la condition nécessaire et suffisante pour que deux substitutions linéaires
solent permutables, c’est qu’elles admettent des séries réguliéres communes comprenant
ensemble autant de combinaisons linéaires y indépendantes qu’il y a de variables.

§ 2.
Non-uniformité des Fonctions.
Soit
(1) Ve = ¢
les v seront des fonctions des et des w et notre but principal est d’étudier ces fonctions
au point de vue de la théorie générale des fonctions. La premitre remarque que nous
devons faire, c’est que ces fonctions ne sont pas en général uniformes. Si pértant de
certaines valeurs Initiales des u et des w, et des valeurs correspondantes des v, on fait
décrire aux # et aux w des contours fermés, il est possible que les valeurs finales des
v ne soient pas identiques 4 leurs valeurs initiales.
Si jenvisage au contraire [équation
('2) 8—W’eU EIV — eV
qui définit le groupe adjoint, je vois que les v sont des fonctions uniformes des » et
des w. Si donc on pose s ,
ele’ e’ =¢;
si on fait décrire 4 4, U et B des contours fermés; si on a au début et 4 la fin
de ce contour

—Ad=B=W,
on sera certain que / reviendra 4 sa valeur primitive, si on a eu constamment
A= — B

Mais on n’en sera plus certain, si cette relation n’a lieu qu’au début et 4 la fin du
contour, et ne s’est pas maintenue constamment sur tout le contour.

De ce défaur d’uniformité peuvent résulter certaines particularités déconcertantes
au premier abord; on est tenté d’écrire

eV =1
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et en effet on est souvent en droit de le faire, mais pas toujours. Supposons que I'on
envisage

U w

e e,

que U et W, partant par exemple de la valeur initiale zéro, suivent un chemin quel-
conque, 3 la fin duquel on ait

U=17, W=-—17Y,

on ne sera pas certain que ¢”¢” tendra vers 1. (Cfr. Palerme, page 357).
La fonction ¢’ ¢” n’étant pas uniforme, 1 est l'une des valeurs qu'elle prend
pour U=V, W = — V, mais ce n’est pas la seule.
Autre exemple. Supposons que la substitution V' soit permutable 4 U_, c’est-a-dire

que lon ait:

(3 ¢ "oglog"0 == ¢ls,
A-t-on le droit d’en déduire
@ Yo Faglo = o,
cest-d-dire que U, est permutable 4 V. ?
Ecrivons
) Ve — U,
d’ol nous déduirons
(4™) eV eV =2
Si nous faisons varier U, ¥, U’ et 7’ d’une maniére continue, en partant de
zéro, et suivant un chemin quelconque, mais de telle fagon que la relation (3**) soit

b%) sera aussi toujours remplie.

Que signifie maintenant la relation (3)? elle signifie que si I'on a sur le chemin
constamment ¥ = J’, et que les valeurs finales de U, V, et V" soient U_, V et V_,
la valeur finale de U’ (qui est entiérement déterminée puisque le groupe adjoint est
définie par des fonctions uniformes) sera U, .

Que signifierait maintenant la relation (4)? Ce serait que, si I'on a sur le chemin
constamment U = U’, les valeurs finales de U, V’, U’ étant U_, V_, U_, la valeur
finale de 7 sera V. Ce n’est pas tout 4 fait la méme chose, puisque dans un cas le
chemin doit étre choisi de telle fagon que lon ait constamment ¥ == V7, et dans Pautre
cas de telle fagon que Pon ait constamment U = U’. On ne pourra donc sans un
examen spécial déduire (4) de (3).

Si toutefois P'on avait, quelles que soient les indéterminées « et 3:

toujours remplie, la relation (4

(ster) e—BI/OKaUO eBVo —_ ean ,

on aurait le droit d’en déduire:
(4ter) e—an eBVO ean — eBVo ,

car on pourrait faire varier « et 8 depuis o jusqu’d 1 et on aurait alors, tout le long
du chemin, d’une part
V=7V =87,
3
et d’autre part
U=U =aU,.
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Clest ce qui arrive lorsque deux transformations infinitésimales sont permutables.

Nous avons vu dans le Mémoire de Palerme que si dans Iéquation (1) les incon-
nues v (ou ce qui revient au méme Popérateur 7, ou la transformation ¢”) sont sus-
ceptibles de plusieurs déterminations, les différentes déterminations de la transformation
¢’ ont méme adjointe. En d’autres termes, si 7' et V"' sont deux déterminations de
Popérateur 7, les opérateurs conjugués des divers ordres de V7 et /' sont les mémes;
et les racines correspondantes de Iéquation de KiLLinGg sont les mémes 4 des multiples
prés de 2w ¢/ — 1. Dol cette conséquence fort importante, que si ¢’ et ¢’ sont deux

- > ’ . ! v
déterminations de ¢”, les deux transformations ¢* et ¢

sont permutables quelles que
soient les constantes « et B, pourvu toutefois que le groupe soit de la 1% catégorie, C'est-
d-dire me contienne pas de transformations distingudes.

Dans ce cas, en effet, il suffit (puisque I'isomorphisme des deux groupes, adjoint
et paramétrique, est holoédrique) de montrer que les deux adjointes de & et ¢*”
sont permutables.

Or V et V' ont mémes racines de KiLLING et mémes opérateurs conjugués; elles
différent seulement parce qu’une racine de Kiring, qui correspond dans ¥ i une
certaine série réguliere d’opérateurs conjugués s’étant échangée avec une autre racine,
correspondra dans 7’ 4 une autre série réguliere d’opérateurs conjugués.

Donc 7 et ¥V auront toutes leurs séries réguliéres communes. Donc les adjointes

’ * A
e* et ¢ et ces transformations elles-mémes sont permutables.

§ 3

Transformations spéciales.

Cela posé, faisons varier dans équation (1) U et /¥ d’une maniére continue, de
fagon que V varie aussi d’une maniére continue; soient U,, #,, V. les valeurs initiales
de U, W, V; supposons que U et W décrivent un contour fermé C de facon 4 re-
venir 4 leurs valeurs initiales U, et /7, mais que ¥ ait pour valeur finale une autre
détermination V.

Considérons un chemin L suivi par Uet W etallant de U=W =0 4 U=U,,
W = W,; parcourons ce chemin de fagon que la valeur de 7 qui corresponde 2
U=U,, W= W, soit ¥ =7V_ et supposons que la valeur de ¥ qui corresponde 4
U= W = o soit V =o.

Supposons maintenant que I'on suive le méme chemin L en partant de U= U,
W = W_. Avec la valear V' =V, on n’arrivera pas 4 U = W = o avec la valeur
V = o; sans quoi, en revenant 4 U = U,, W = W_ par le méme chemin, on y
arriverait avec.la valeur 7=V et non avec la valeur /' = V. Donc, §il y 2 plu-
sieurs valeurs distinctes pour 7 quand elle est définie par I’équation (1), il y en aura
plusieurs également quand on fera U = W = o; l'une de ces valeurs sera ¥V = o,
mais il y en aura d’autres et généralement une infinité.
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Les transformations ¢’ qui sont ainsi les diverses solutions de I'¢quation
e =¢"
s'appellent les transformations spéciales (Palerme, page 353); elles sont caractérisées par
ce fait que leur adjointe est la substitution identique.

Nous pouvons tout de suite en donner un exemple simple. Envisageons le groupe
des rotations; on a (Palerme, page 332):

'UI:cZ67 v2=(30, 1)3:'{6,
a, B, y ¢tant les cosinus directeurs de I’axe de rotation et 26 langle -de rotation.

Les transformations spéciales correspondent aux rotations dont I'angle est multiple
de 2, et sont caractérisées par

v+, vl =kn.

D’aprés ce qui préctde, ou bien il y a des transformations spéciales, ou bien les
v sont fonctions uniformes des u et des w (ce qui arrive par exemple dans le cas des
groupes de rang zéro).

Il peut se faire également qu’il existe des transformations qui, sans étre spéciales
au sens propre du mot (c’est-a-dire susceptibles de s’échanger avec ¢ quand U et W
décrivent des contours fermés) ont néanmoins pour adjointe la substitution identique.
Je les appellerai quasi-spéciales.

Il importe de remarquer que ces transformations quasi-spéciales jouissent de quel-
ques-unes des plus importantes propriétés des transformations spéciales. Si, par exemple,
e’ est spéciale ou quasi spéciale et quon pose

Vel = eV,

¢’ et ¢ auront méme adjointe; les racines de I'équation de KiLLiNG seront les mémes 4

des multiples prés de 2%y — 1; ces multiples devant demeurer constants quand U varie
d’une maniére continue, ne pourront étre autre chose que les racines de e? (Palerme,
page 358). Donc, chaque racine de ¢” sera égale 4 la racine correspondante de ¢Y; plus
la racine correspondante de ¢, laquelle sera un multiple de 279 — 1.

Ce n’est pas tout. Les deux transformations e” et ¢/ ayant méme adjointe, on
verrait comme plus haut que, quels que soient les constantes x et B, ¢*V et ¢# (ou
au moins leurs ‘adjointes si le groupe est de 2% catégorie, cas sur lequel je me réserve
de revenir plus loin) sont permutables.

Soit alors

N N
une suite de transformations spéciales ou quasi-spéciales et posons:

Vet = ¢,

on verrait toujours pour les mémes raisons que les diverses transformations
eGU’ BV
sont permutables entre elles, quelles que soient les constantes « et B,; Pensemble des

Rend. Circ. Matem, Palermd, 1. XXV (1© sem. 1908). — Stampato il 22 novembre 1907. 12
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transformations:

eaU-«-EB‘-V,-

forme un sous-groupe continu dont tontes les transformations sont permutables. Si la
F* racine de I’équation de Kiirne est w, pour e”) et =, pour ¢ elle sera, pour la
transformation précédente :

o, (o« + 2 8)+ D Bia
(Cfr. Palerme, page 356 in fine).

Comparons le résultat précédent 2 d’autres qui ont été obtenus par d’autres voies
et pour cela reportons-nous 4 la thése de Cartan (Paris, Nony, 1894). Nous voyons
quil y définit un certain sous-groupe v, et que, dans les groupes simples en particulier,
toutes les transformations de ce sous-groupe sont permutables. Soient maintenant deux
opérateurs X et X, appartenant respectivement par rapport au sous-groupe y a deux
racines égales et de signe contraire », et — w,. Formons le crochet

(X, X,)=7Y,.

CarTaN démontre (page 42) que pour Y, les racines de I'équation de KiLive ont
leurs rapports commensurables. Il en résulte que on peut choisir le coefficient 2, de

fagon que pour e's toutes les racines de KiLunG soient des multiples de 2=)/— 1,
et comme d’ailleurs elles se comportent comme des racines simples, il en résulte que
¢*s¥a sera spéciale ou quasi-spéciale.

Le sous-groupe y contient donc des transformations spéciales e?r, ¢z, ..., ¢
et la transformation la plus générale de y peut s'écrire:

o2Bid;

Comme d’ailleurs CARTAN montre encore que les racines de 'équation de Kirrine
dans ce sous-groupe sont des fonctions linéaires des B, on apergoit I'identité fonciére
du résultar de Kirmvg-CarTan avec celui que je viens d’obtenir par une voie toute dif-
férente.

Si e est une transformation spéciale, e”e? sera une autre détermination de eY;
on aura d’ailleurs:

et

eV et = oY,

U

Cest-d-dire que eV sera permutable 4 e?; cela résulte de ce que I'adjointe de e? est la

substitution identique, mais on n’aurait pas le droit d’en conclure, ainsi que nous I’avons

remarqué plus haut, v o4y y

¢ “¢e¢e e,

Prenons pour exemple le groupe des rotations, et représentons chaque rotation par

un vecteur ayant pour composantes v, v,, vu,. Le vecteur ¢ “e”¢? s'obtiendra en

faisant subir au vecteur eV la rotation ¢? et comme l'angle de cette rotation est un
multiple de 2=, ce vecteur ne changera pas. Au contraire, le vecteur ¢~V e? eV s’obtiendra

en faisant subir au vecteur ¢? la rotation eV qui altére la direction de ce vecteur. Donc
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e=Ve?e et ¢ sont deux rotations d’un méme angle, multiple de 2%, mais autour

d’axes différents.

Terminons par une remarque sur le sens du mot isomorphisme. Nous avons dit
que les .groupes paramétrique et adjoint sont holoédriquement isomorphes, dans le cas
des groupes de la 1 catégorie. Cela n’est pas exact en un sens, puisque le groupe pa-
ramétrique contient des transformations spéciales auxquelles correspond dans le groupe
adjoint la substitution identique. Cela est exact seulement si 'on se borne 4 envisager
les transformations infinitésimales et c’est dans ce sens que nous emploierons ce mot
d’ordinaire.

§ 4

Transformations singuliéres.

Ye" = ¢’ faisons décrire & U et & W un contour fermé,

Reprenons I'équation e
de telle fagon que 7 ne revienne pas 4 sa valeur initiale. Comme les u et les w sont
27 variables indépendantes, le contour fermé décrit par U et /¥ pourra se décomposer
en contours fermés infiniment petits (ce qui n’aurait pas lieu, par exemple, si on avait
deux variables x et y non indépendantes, liées par une relation algébrique, de telle
fagon que le point analytique x, y soit assujetti 4 rester sur une surface de RIEMANN
non simplement connexe). Pour 'un au moins de ces contours infiniment petits, /" ne
reviendra pas 4 sa valeur initiale, la transformation correspondante ¢’ s’appellera une
transformation singulitre, de sorte que les diverses déterminations de ¢ s’échangent
entre elles quand on tourne autour d’une transformation singuliére.

On peut voir (Palerme, pages 327 4 330, 338 4 340) qu’il y a trois espéces de
transformations singuli¢res (cette classification est la méme en principe que dans le
Mémoire de Palerme, mais les dénominations sont modifites):

1° Les transformations singulieres de la 1% espéce sont celles dont ’adjointe a son
déterminant nul. Pour que ¢” soit singuliere de 1% espece, il faut que une des trans-
formations ¢V, ¢” soit singulitre de 1 espéce. Comme nous supposerons en général
que ¢”, ¢¥ sont régulitres, les transformations singuliéres de 1% espéce n’auront pas
4 intervenir.

2° Les transformations singulieres de la 2° espéce sont celles pour lesquelles deux
racines de Péquation de Kirring différent d’un multiple de 279 — 1; il en résulte
que, dans I'équation déterminante de I’adjointe, les deux racines correspondantes devien-
nent égales, mais elles se comportent comme deux racines distinctes. Dans ces conditions,
les valeurs des v sont des fonctions indéterminées des coefficients I de I’adjointe. Ce sont
également des fonctions indéterminées des # et des w. Si nous prenons pour exemple
le groupe des rotations, une rotation d’un angle 2w autour d’un axe quelconque (qui
est en méme temps une transformation spéciale) sera une transformation singuliére de
2° espéce. On voit en effet que I'adjointe se réduit 4 la substitution identique, de sorte

que l’on trouve:
0, = aw, v, = B, v, =T,
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a, B, y étant trois cosinus directeurs assujettis seulement 4 la condition:
2 2 2 _
« + [3 + Y =1

3° Les transformations singuli¢res de la 3° espéce sont, comme celles de la 2%

mais d’ailleurs indéterminés.

telles que deux racines de l’équation de Kiuwe different d’un multiple de 2ny/—1,
et par conséquent que deux racines de I’¢équation déterminante de P'adjointe soient égales.
Seulement ces deux racines égales ne se comportent pas comme deux racines distinctes,
et Padjointe devient une substitution linéaire parabolique. Dans ces conditions, si nous
regardons les v comme des fonctions des u et des w, ces fonctions deviennent infinies
et non pas indéterminées.

Nous emprunterons encore notre exemple au groupe des rotations.

Supposons que ¢V soit une rotation imaginaire d’un angle

/—38

~

p

arc tg

autour de Paxe des z, de telle fagon que

1 ¥—38
U, =, = 0, U, = —2— arctg — 3
Padjointe sera
3 /—8 o
—¥Y—8 3 o
) o I

. ’ . . ™
Supposons maintenant que ¢” soit une rotation d’un angle 2kw -~ — autour
2

de I'axe des x, ayant pour adjointe:

I o o
o o I
o —1 o
La résultante ¢ aura pour adjointe
3 /—38 o

0 o 1
/—8 —3 o
L’équation déterminante en S s’écrit:
3—S ¥=8 o
) ) 1 | =—(—1y=o.
/—8 —3 —S
Elle a donc une racine triple, mais cette racine triple ne se comporte pas comme
trois racines simples, ou comme une racine simple et une racine double. Il faudrait
pour cela que les mineurs de I'équation en S s’annulassent tous 4 la fois pour S=1,
ce qui n’a pas lieu.

L’adjointe de &’

est donc une substitution parabolique. Quant aux racines de I’¢-
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quation de KiLLING, elles doivent é&tre I'une nulle, les deux autres égales et de signe
contraire, ainsi qu’il advient toujours dans le groupe des rotations. Les deux racines
qui ne sont pas nulles doivent étre multiples de 2=y — 1; le raisonnement du § pré-
cédent montrent qu’'elles dépendent de k; on peut choisir la détermination de l'arctg,
de telle fagon qu'elles soient égales & + 2kmy/— 1. Elles ne sont donc pas égales
entre elles en général.

Or si une substitution parabolique peut étre une puissance d’une substitution linéaire
infinitésimale, C’est 4 la condition que cette substitution infinitésimale soit elle méme
parabolique. Si donc ¢’ a pour adjointe une substitution parabolique de la forme pré-
cédente, il faut que ¢*, ol « est trés petit, ait également son adjointe parabolique,
et par conséquent que I’équation de KiLLING ait ses trois racines égales.

Cela est en contradiction avec ce que nous venons de dire et la contradiction ne
peut s’expliquer que parce que les v cessent d’étre finis.

Il reste & étudier de quelle fagon les transformations s’échangent entre elles quand
on tourne autour d'une transformation singuliére; cette étude peut se faire, soit en
partant des équations finies du groupe, soit en partant des équations différentielles et
c’est précisément la comparaison de ces deux méthodes ‘qui est intéressante.

§ 5-

Groupes de la 2° catégorie.

Plusieurs des résultats précédents ne s’appliquent qu’aux groupes de la 1% caté-
gorie; et nous avons i voir maintenant comment ils doivent étre modifiés en ce qui
concerne les groupes de la 2% catégorie, c’est-a-dire ceux ‘qui renferment des transfor-
mations distinguées.

Parmi les opérateurs X, qui correspondent aux diverses transformations infinitési-
males du groupe, nous distinguerons ceux qui correspondent aux transformations di-
stinguées et que nous appellerons les X', et ceux qui correspondent aux autres trans-
formations et que nous appellerons les X (Palerme, page 337) et nous poserons:

V=2 vX =2 X+ X,
distinguant ainsi les v’ et les v"’.
Nous voyouns alors que les b,, et par conséquent les P, et F(%) dépendent seu-
lement des v’ et pas des v", et que
P,

'

F ()
se réduit 4 o ou 4 EL si le 2% indice j correspond 4 un des X", 4 savoir: 4 o si les
deux indices sont différents et 4 — s'ils sont égaux. (Dans le mémoire de Palerme

il y a eu une permutation d’indices).
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Si nous avons alors

CV CT — eV+dV’

T étant trés petit, il viendra (Palerme, page 331):

0 dv_:;_fda J iy
27— 1 1 — e = F@E)’

d’oli:
dv. dv’.'
ﬁ,,i:o, sauf —L = 1.
j

d t’.’
j
Cherchons alors 4 former les équations différentielles d’oti dépendent les relations
de U, W et V; nous avons

U — o
ou (T érant trés petit): v ow y o
e e’ e e e
Or, en posant: )
CWCT —_ eW+le’ GV CT — eV—ﬂiP,
il vient:
gV W — Y

ce qui définit la reladon différentielle entre les v et les w, les u restant constants.
Mais, I'équation
7+ — ¥ T

peut s’écrire (Palerme, page 3 31)'

I —e d'UP
b= 27:1/— xf 4t ’ F(E)

de sorte que nos relations différentelles peuvent s’écrire explicitement :

a — & dw. P! —£ dv,P.,
grl—e | ,-,:fdvl—‘ L =1, 2, ..., ),
O T = [N )

ou P et F,(5) désignent ce que deviennent P, et F(£) quand on y remplace les v
par les w. Je puis les écrire aussi sous la forme:

3 Z,' Wijdwj = Z,‘ V.','d'u,':

les 7 érant des fonctions entiéres des v, et les /7, les mémes fonctions entitres

des w.
Par je ne sais quelle inadvertance, j’ai écrit simplement (Palerme, page 339):
dw, = Z,. Vdv,
et je voudrais d’abord faire voir que la conclusion fondamentale n’est pas altérée.
Dans le cas des groupes de la 24 catégorie, les 7, ; ne dépendent que des v’ et
le coefficient de dv se réduit 4 zéro si j est différent de 4, et 4 1 si j = .
Je puis donc écrire, si lindice i correspond 4 un des v':
(™) Z,‘W;,'dw;'ZZjV:'jdv;;

et si Uindice i correspond 4 un des v'’:

(3ter) dw"+z W" w;:dv:'-{-ZlV:;d'U;
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Dans Pun et Pautre cas on ne donne 4 l'indice j que-les valeurs qui correspon-
dent aux v'.

Cela posé, si ¢ n’est pas une tramsformation singuliére (Cest-d-dire si son adjointe
ne satisfait pas aux conditions énoncées dans le § précédent pour définir ces substitutions
singulieres), les v’ sont des fonctions holomorphes des w’ (les u étant regardés comme
constants). Si dans I’équation (3°) nous remplagons les v’ par leurs valeurs en fonc-

tions des w’, les ¥} qui sont des fonctions entiéres des v’ deviendront des fonctions

’

av;
holomorphes des «’; il en sera de méme des T de sorte que je puis écrire:

j
dv! = dw + > H dw,

les H,; étant des fonctions holomorphes des w’; on en conclut que les v sont des
fonctions holomorphes des w’’ et des w’; et on verrait de méme, si on faisait varier
4 la fois les u et les w, que les v'’ sont des fonctions holomorphes des w', des w’,
des »'' et des u'.

En résumé, si ¢’ n’est pas singuliére, les v sont fonctions holomorphes des u et
des w. C’était 1 notre conclusion fondamentale et elle subsiste; én revanche la formule
(7) (Palerme, page 340) ou figurent les fonctions entiéres ©, est inexacte.

$ 6.

Echange des déterminations.

Examinons maintenant de quelle maniére se fait I'échange des diverses détermi-
nations des fonctions v quand on tourne autour d’une transformation singuliére de la
2% espéce. Ce qui caractérise ces transformations c’est, comme nous l'avons vu, que
les v sont des fonctions indéterminées des u et des w, ou bien encore des fonctions
indéterminées des coeflicients [ de adjointe.

Supposons, par exemple, que pour une transformation singuliére quelconque, il y
ait trois racines de I'équation de Kmring différant entre elles de multiples de 2im, et
deux autres racines différant entre elles de multiples de 2iw. I’équation déterminante
de I’adjointe aura donc une racine triple et une racine double (se comportant comme
des racines simples, puisque la transformation est singuliére de 2% espéce). Par un choix
convenable des variables, cette adjointe peut donc étre mise sous la forme:

a o o o o .
o a4 0 0 0 ...
( o 0 a o o c.
D o 0o o b o ¢
o o o o b

tous les coefficients étant nuls sauf ceux de la diagonale principale, trois de ces derniers
étant égaux 2 a et deux 4 b.
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Soit ¢” la transformation qui correspond & cette adjointe.

Reprenons la terminologie de la fin du § 1. Pour définir 7 il faut se donner
d’abord les racines de Iéquation de KIiLLING; ici, trois de ces racines sont égales 4 trois
déterminations différentes de log a; et deux, 4 deux déterminations différentes de log .
Il faut se donner ensuite les opérateurs conjugués du 1 ordre correspondant 4 ces di-
verses racines. Malis ici ces opérateurs ne sont pas entitrement déterminés; nous savons
seulement que les trois premiers (correspondant 4 log a) sont de la forme:

t X+, X+t X
et les deux suivants (correspondant a log b) de la forme
t, X, 4t X .

Les opérateurs conjugués n’étant pas entiérement déterminés, les v ne le sont pas
davantage, ce sont des fonctions indéterminées des coefficients de I'adjointe, et c’est pour
cette raison (Palerme, page 338) que ce sont également des fonctions indéterminées des
u et des w.

Une remarque avant d’aller plus loin; I'analyse précédente suppose que les racines
de P'équation de KiLLivg sont simples ou se comportent comme des racines simples.

On verra plus loin comment I'analyse devrait étre modifiée s’il n’en était pas ainsi.

Envisageons maintenant, non plus la transformation singuliére elle-méme, mais une
transformation trés peu différente. Dans ce cas indétermination disparait. Si donc &”°
est une transformation singuliére et 4, son adjointe, 4, ne suffira pas pour déterminer
V_; mais si ¢/ est une transformation non singuliére ayant pour adjointe 4, et nous
faisons varier 7 et A en les faisant tendre vers les limites ¥ et 4, V, sera déter-
miné quand on connaitra la suite des valeurs de A4 et la fagon dont 4 a tendu vers 4.

Par exemple, dans le groupe des rotations toute rotation d’un angle 2= a pour
adjointe la substitution identique; la connaissance de cette adjointe ne détermine donc
pas la rotation, puisque nous ignorons la direction de l'axe de rotation; mais si nous
savons de plus que cette rotation est la limite pour ¢ == o d’une rotation d’un angle
2w ¢, la rotation sera déterminée puis qu'elle aura pour axe la limite vers laquelle
tend l'axe de la rotation 2% 4 «.

Supposons que l'adjointe A, soit représentée par le tableau (1), une adjointe 4
infiniment peu différente s’obtiendra en combinant 4, avec une substitution infinitési-
male du groupe adjoint. Cette substitution infinitésimale correspondra 4 la transforma-
tion infinitésimale ¢V du groupe paramétrique et s’écrira:

1454, b, b, ...
(2) b,, 154, b, ...
les lettres b, ayant méme signification qu’au § 1; mais les v doivent y étre remplacées
par les 4 (puisque notre transformation est désignée par ¢”); on aura donc:

bik = Z c:ik us

et les u seront des quantités trés petites.
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Alors 4, qui correspond 4 la transformation ¢’ = ¢”°¢” du groupe paramétrique,
s’écrira:

a-tab, ab,, ab,, Ce
ab, a-ab, ab, -
) ab ab a-fab . ...
it 32 33
) bb bb b
41 42 43
bb,, bb, bb,,

Il s’agit maintenant de former les opérateurs conjugués. relatifs 4 cette nouvelle
transformation. Formons pour cela I'équation déterminante en S, en ajoutant S 4 tous
les termes de la diagonale principale du tableau (3) et égalant 4 zéro le déterminant
ainsi obtenu. A chaque racine de cette équation en §, correspondra un opérateur conjugué

T = D t X, défini par les équations suivantes:

(a4 ab, 4 St —[—abntz--[--ab”t3 + .- =0,

ab“tl +(a+abzz+s)tz+ab23t3 + T :O7

<4) ab:"t‘ +ab32t2+(a+dbn +S)t; + =0
bb, t,4bb,t, 4 bb 8 + (bbb, + S, + - - - =0

Envisageons en particulier celles des racines de I’équation en S qui sont voisines
de a et qui sont au nombre de 3; posons donc

S=—a—gys,

a étant trés petit. Considérons la 4° équation (4); les b, étant trés petits ainsi que o,
tous les coeflicients de cette équation sont trés petits, sauf celui de #, qui s'¢crit:

b+ bb,—a—c
et qui est trés voisin de b — a; cette équation donne donc sensiblement:
I =0
. 4
et on trouverait de méme:

0= — ¢t == +--.

5 6
Dans ces conditions les trois premitres équations (4) peuvent s’écrire (en divisant

par a):

(b, — o)t +0b,,t, + bx), t =o,
(5) bty + (b, —o)t, 4 b, t, =0,

b;ltx -+ 1732 t, + (b33 _ c:)t3 = o,
ce qui détermine 4 la fois o et T. Ainsi les opérateurs conjugués de ¥ et par conséquent
V, lui-méme se trouveront entiérement déterminés quand nous saurons que e’° est la
limite de ¢” = ¢”’°¢¥ et que nous donnons la transformation infinitésimale U. Si nous
ne connaissions pas U, nous saurions seulement que les trois premiers de ces opérateurs
conjugués sont de la forme

t X, X, + X

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXV (10 sem. 1908). — Stampato il 22 novembre 1907. 13
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Les indéterminées ¢ , ¢

27

t., dépendent de U et nous voyons qu’ils dépendent
seulement des 5, , ol les indices ¢ et %2 prennent les valeurs 1, 2 et 3.

Si jélimine les t entre les équations (), jobtiendrai une équation du 3° degré en
o, présentant quelque analogie avec I’équation de Kirring. Si alors Iéquation en § re-
lative 4 4, admet b racines distinctes, a4, b, etc., il y aura b équations en o et le degré
de chacune d’elles sera 'ordre de multiplicité de la racine correspondante; par exemple
pour celle que nous venons de former, elle est du 3° degré parce qu’elle correspond
4 la racine @ qui est triple. D’autre part, les b,, étant des fonctions lintaires des #, le
1 membre de équation en s sera un polyndéme entier homogéne par rapport & ¢
et aux u.

Nous pouvons maintenant répondre & la question: comment s’échangent entre elles
les différentes déterminations quand on tourne autour d’une transformation singuliére ?

Soit

e =&

et regardons les v comme fonctions des z et des w; je suppose que pour W =W,
on ait ¥ = ¥, et que ¢° soit une transformation singuliére ayant pour adjointe 4,.

Donnons 4 77 des valeurs voisines de W_, et pour cela faisons

& = "o, ¢ = ¢'o¢Y,

U étant infinitésimale. Nous nous demandons si les diverses déterminations de 7 s%¢-
changent quand 7 tourne autour de W, c’est-d-dire quand U tourne autour de O.
Ces déterminations .s’échangeront si les opérateurs conjugués s’échangent.

Les seuls opérateurs conjugués qui puissent s’é¢changer entre eux sont ceux qui
correspondent 4 des racines égales de léquation en S de 4, Cest-d-dire ceux qui
correspondent 4 une méme équation en 6. Tout revient donc 4 savoir si deux racines
d’une des équations en ¢ s’échangent quand on fait varier les u; clest ce qui arrivera
certainement ‘si cette équation est irréductible.

Reprenons le groupe des rotations et envisageons une rotation d’un angle =; les
racines de I'équation de KiLLinGg sont iw, o et — iw. Deux d’entre elles différent de
2im; on pourrait donc croire que la transformation est singuli¢re. Ici Iéquation en §
de A4, a deux racines égales 4 — 1 et une 4 - 1. Le tableau des 5, s’écrit:

o —u u,
u o —u ;
3 142
—u, u, o
'adjointe A4 s’écrit:
—1 o 0
0o —1 o;
o o 1

celui des coefficients des équations (4):
—1-4+S “, —u
— U, —1+S u,
—u, u —14+S

I
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On obtient deux équations en o, 'une en faisant § = -} 1 — 5, correspondant

4 la racine double — 1, l'antre en faisant § == — 1 — o, correspondant 4 la racine
simple - 1; la seconde de ces équations est tout simplement — ¢ = o0; et la pre-
miére est

—0 u

3
— U — G
3

= (" -} ui) = 0.

Comme le 1% membre se décompose en deux facteurs linéaires ¢ 4 iu, il ne

peut pas y avoir d’échange entre les racines, et la transformation n’ést pas effectivement
singuli¢re. Si nous prenons au contraire une rotation d’un angle 2=, il y a une racine
triple égale 4 1, et une seule équation en ¢ -qui s’écrit:

c(cz—}-uf—}—uz—{—u;)_—_o.

Les deux racines - iy/u’ -F w’ u; pouvant s'échanger, la transformation est
effectivement - singuliére.

Supposons que léquation déterminante en S ait unpe racine double égale 4 1, cor-
respondant 4 deux racines de Iéquation de Kirring, 'une nulle, et Iautre différente de
zéro, égale par exemple & 2iw; il ne peut y avoir d’échange entre ces deux racines,
de sorte que la transformation ne sera pas effectivement singuliére. Pour qu’une trans-
formation soit singuliére, il faut donc non-seulement que deux des racines de KiLLiNG
different d’un multiple de 27w, mais que ces deux racines soient toutes deux différentes
de zéro; il ne suffit donc pas qu’une racine de Kiring devienne égale 4 un multiple
de 24w, auquel cas, comme il y a toujours au moins une racine nulle, on pourrait dire
que la différence de deux racines est multiple de 21 .

Soit A4, une adjointe, correspondant 4 une transformation singuliére, celle du
tableau (1) par exemple

eV°, eV:’, eVg, ceey
différentes transformations admettant cette méme adjointe; on peut en trouver une in-
finité puisque les v sont des fonctions indéterminées. Je dis que les puissances de ces
diverses transformations appartiennent toutes 2 un méme sous-groupe que nous allons

étudier. Soient
B, B, B ...
les adjointes de

' rr
aVo a Vo a ¥
[4 3 e s € Oy v auy

ou a, «', '’ sont des nombres quelconques.
Il est clair que toutes ces adjointes jouiront d’une propriété commune; celle de
transformer tout opérateur de la forme:

1 X, +1,X, +1 X, ou t X 4+t X,
par exemple, en un opérateur de la méme forme, et que cette propriété commune dé-
finit un sous-groupe dans le groupe adjoint, et un sous groupe correspondant (que

j’appellerai T) dans le groupe paramétrique.
Reprenons la transformation infinitésimale ¢”, dont nous avons parlé plus haut,
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et son adjointe; supposons qu’elle appartienne au sous-groupe I'. Dans ce cas tous les
b, sont nuls, 4 moins que les indices i et % ne soient égaux tous deux 4 1, 2, ou &
3, ou bien tous deux 4 4 ou 4 §, ..., ou plus généralement ne correspondent 4 deux
racines égales de ’dquation déterminante en S, c’est-d-dire 4 deux termes égaux de la
diagonale principale du tableau (1).

Si nous formons ensuite équation de Kiiring relative 4 cette transformation e’
je vois qu’elle se décompose en autant de facteurs qu’il y a de racines distinctes dans
Iéquation déterminante en S; quelle relation y a-t-il entre ces différents facteurs et les
différentes équations en ¢ que nous venons de former? C’est ce que nous expliquerons
plus loin, dans un cas plus général, au § 8.

Si nous revenons encore au groupe des rotations: pour une rotation d’un angle
2m, toutes les racines de Péquation en S sont égales 4 1, et le sous groupe I ne dif-
fére pas du groupe total; pour une rotation d’un angle =, deux racines seulement sont
égales entre elles et égales 4 — 1; le sous groupe I' comprend toutes les rotations
possibles autour d’un axe déterminé, P'axe des z par exemple; dans le 1% cas, I’équa-
tion de KrLivg du sous-groupe I est la méme que pour le groupe total:

EG 4 v 4 v 4 ) =o
et elle n’est pas ‘décomposable en facteurs linéaires: la transformation est effectivement
singuliere ; dans le 2% cas, cette équation se réduit 4

£+ o) =0
et elle est décomposable en facteurs linéaires: la transformation n’est pas effectivement
singuliére.

Remarquons maintenant qu’il peut trés bien se faire qu’une transformation ne
soit pas effectivement singulitre, c’est-d-dire qu’il n’y ait pas échange entre les valeurs
des v quand eon fait décrire aux u et aux w des contours fermés infiniment petits, et
que cependant elle soit quasi-singulitre, je veux dire que les v soient des fonctions in-
détermindes des u et des w; ou, ce qui revient au méme, soient des fonctions indétermi-
nées des coeflicients de I'adjointe. On peut en citer un exemple simple; considérons le

(% ax + b);
il dérive des deux transformations infinitésimales
[ G+ 95, (549
que jappellerai X et X,. Alors, si on pose
(x, ax—l—b):er,? V:lex+szz7

groupe des transformations

a=-¢", b ="(e" — I)-Z,i,
'U'

= b, =)= — e+ =)
1 1

Cette formule nous montre que les v sont des fonctions uniformes des # et des

w2
wl
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w, mais en méme temps que ces fonctions peuvent devenir indéterminées; c’est ce qui
arrive quand v, et w, sont multiples de -2i~.

Nous avons dit plus haut que si une racine de KrLiNG était nulle et une autre
multiple de 24w, sans que la différence de deux racines distinctes I"une et I'autre de zéro
devint égale 4 un multiple de 2ir, cela ne suffsait pas pour que la transformation
pit étre -effectivement singuliére; mais en revanche elle peut étre quasi-singuliere,
I'exemple précédent le prouve suffisamment.

Enfin, il peut arriver que la diffrence de deux racines de KiLLinG soit multiple
de 24w, sans que la transformation soit singulitre, ni quasi-singulitre; c'est ce que
prouve l'exemple ci-dessus des rotatons de 180°.

Reprenons le groupe paramétrique donné G; son groupe adjoint G,; le sous groupe
I' défini plus haut et contenu dans G; et le sous groupe T, qui lui correspond dans
G,- Les substitutions de I, sont linéaires; de plus, si le groupe G est d’ordre 7, il y
a r variables, mais ces variables se répartissent en autant de systémes qu’il y a de
racines distinctes dans I’¢quation déterminante en S. Chaque substitution linéaire de I',
résulte de la combinaison de substitutions linéaires partielles, chacune de ces substitu-
tons linéaires partielles portant sur les variables d’un seul systtme. C’est 14, on s’en
souvient, la définition méme de T. Ainsi, si 'on se reporte au tableau (1), chaque
substitution de T, se décompose: 1° en une substitution linéaire portant seulement sur
U,y U,y U,; 2° en une substitution linéaire portant seulement sur v,, v, etc. Alors les

substitutions linéaires partielles portant seulement sur v,, v,, v,, par exemple, formeront

2
un groupe que j’appellerai H_; ce groupe sera isomorphe 4 [, mais lisomorphisme
pourra dans certains cas étre mériédrique. Si nous formons le groupe adjoint de H_,
de fagon 4 calculer les racines de 1'équation de Kiung relative au groupe H,, nous
arriverons au résultat suivant: Considérons le déterminant des coefficients d’une subst-
tution linéaire infinitésimale de H,; égalons ce déterminant 4 zéro aprés avoir ajouté
— (1 + o) aux termes de la diagonale principale, nous obtiendrons une certaine équa-
tion en . Nous distinguerons ainsi 3 équations, 4 savoir: I’équation (a), c’est-d-dire
Péquation de KiLLiNG relative au groupe G; l'équation (&), c’est-d-dire I’équation de
KiLuivg relative au groupe H,; et enfin [équation en @, que nous appellerons (¢).
Nous formerons ces équations pour une transformation quelconque de G et pour la
substitation correspondante de H,.

Nous trouverons alors que les racines de (¢) sont quelques-unes des racines de (a)
(4 savoir celles qui deviennent égales entre elles et 4 2 pour la transformation singu-
litre qui nous a servi de point de départ); chaque racine de (b) est égale 4 la diffé-
rence de deux racines de (¢) [deux racines de (¢) n’étant pas nécessairement distinctes,
une des racines de (&) est toujours nulle]. Or pour notre transformation singulitre,
les racines de (¢) deviennent égales entre elles 4 des multiples prés de 2i=; donc toutes
les racines de (4) sont égales & des multiples de 2i%, de sorte que la transformation
correspondante de H, est spéciale.

Les transformations singuliéres de G correspondent donc aux transformations spé-
ciales de H,.
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Reprenons : notre transformation singuliére ¢’°, son adjointe 4, les autres trans-
formations singuliéres ¢”o, qui ont méme adjointe et qui appartiennent comme ¢ au
sous-groupe I, la transformation infinitésimale ¢V, la transformation finie ¢ = ¢”° e
qui a pour adjointe A et qui tend vers ¢¥o quand U tend vers zéro. Nous avons vu
plus haut comment on forme les opérateurs conjugués de V7 en formant les tableaux
(2) et (3) et les équations (4) et (5). Dans le cas ot ¢’ appartient au sous-groupe
I (Cest-d-dire ol b, = o, 4 moins que les deux indices 7 et k ne se rapportent 4 des
variables d’'un méme systeme), le résultat peut s’énoncer comme il suit: les opératenrs
conjugués de V', sont les mémes que ceux de U. Il en résulte que V) et U sont per-
mutables.

Donc, parmi les transformations singuli¢res qui ont pour adjointe A4_, il en existe
toujours une qui est permutable 4 une substitution donnée ¢V (d’ailleurs quelconque) du
sous-groupe T.

Si, en particulier, toutes les racines de I'équation déterminante en S sont égales:
adjointe 4, se réduit & la substitution identique; la transformation singuliére ¢’ devient
une transformation spéciale; le sous-groupe I' n’est autre chose que le groupe G lui
méme. Donc, si un groupe G contient des transformations spéciales, il en contient une
qui est permutable & Pune quelconque de ses tramsformations.

Ou bién considérons un groupe G; prenons dans ce groupe deux transformations
e’ et ¢’z la seconde tout  fait quelconque, la premitre assujettie 4 la condition unique
que ses racines de- KiLLING se comportent comme des racines simples et que le rapport
de deux quelconques d’entre elles soit commensurable; alors il y aura toujours dans le
groupe une transformation permutable & ¢’ et ayant mémes racines de K que
e+ ; et en effet une des puissances de e”t est une transformation spéciale ou quasi
spéciale.

§7

Discussion des équations différentielles.

Dans le § précédent, nous avons éwudié la fagon dont se comportent les fonctions
v dans le voisinage d’une transformation singuli¢re, au moins dans le cas ol toutes les
racines de KiLLinGg se comportent comme des racines simples; pour cela nous nous
sommes servis des équations finies du groupe; il conviendrait de reprendre cette étude
en se servant des équations différentielles. Nous nous rappelons quelle est la forme
de ces équations; si T étant infinitésimal on a:

eVeT — 6V+dl’,

. dv, .
on peut exprimer d—?’ en fonction des v et on trouve:
3
dv

) Tt =4+ 2B %)m.

Les A et les B sont des fonctions algébriques des v; de plus w, est une des
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racines de KILLING et m est un entier positif qui sera égal 4 1, si, comme nous le sup-
posons, toutes les racines de KILLING se comportent comme des racines simples.

Les seconds membres ne peuvent devenir infinis que si @, est un multiple de 27 =.

Donc, une transformation ne peut devenir singulitre que si une des racines de KiLLing
est multiple de 2iwm. Ainsi, pour une rotation de 180° les trois racines de KrLring sont

— 1T, 0, 1T

la différence de deux entre elles est 2iw (ce qui est la condition que nous avions
envisagée jusqu’ici), mais aucune d’elles n’est multiple de 21w, et c’est pour cette raison
qu'elle n’est pas effectivement singuliére.

Soit ¢ une fonction algébrique quelconque des v; on aura évidemment

do .
(2) 71'{ —‘A Z‘B (I —-m;,)m;
ou
, d<P
a'=d gt a0+ +4d
v,
B =B d“”

‘777‘—{_ Zdv-f— -+ B 'dv

sont des fonctions algébriques des v. De plus, si ¢ et ses dérivées restent finies, les
seconds membres ne pourront devenir infinis que pour ¢™» = I.

Si cette condition est remplie, ou prés de Détre, on se trouve dans le voisinage
d’une transformation singuliére ou quasi-singuliére. Supposons donc que 1 — 7" soit
une quantité tres petite de Pordre de ¢ et qu’il en soit de méme de t,; on aura alors
sensiblement (m étant ¢gal 4 1):

do =B =i

de sorte que do’sera fini, 4 moins que B’ ne soit nul.

Les deux transformations e’ et ¢/ différeront donc d’'une quantité finie.

Cela tient 2 ce qu’elles sont infiniment voisines de deux transformations singuliéres
¢o et ¢”o; mais ces deux transformations doivent avoir méme adjointe.

Si donc ¢ est un des coefficients de 'adjointe, ou une fonction bien déterminée
des coefficients de l'adjointe, do devra étre infiniment petit, c’est-d-dire que B’ devra
étre nul.

Supposons par exemple que « soit une des racines de I’équation de Kirrve.

Si P’adjointe subit une variation infiniment petite, les racines de son équation en
S, qui sont ¢”, subiront des variations infiniment petites et il sera donc de méme de
w. Si donc on prend ¢ = w, on devra avoir B = 0. On a donc:

dw dw do
(3) Bq{‘f‘&g@‘f""'ﬁ‘&;ﬁ;{-

Cette relation n’est ainsi établie que pour w, = 2kiwm; mais comme les B et
sont des fonctions homogénes des v, elle devra subsister pour toutes les valeurs de w, .
Pour étudier cette relation cherchons 4 nous rendre compte de ce que c’est que les



104 H. POINCARE.

B,. On a, par la formule (2) (Palerme, page 331; voir aussi plus haut):

; +P,
d . :—-‘I—__._.—— d - 1Y .
b 27:1/—1f T

Si nous envisageons une racine simple o, de I'équation de Knrivg F(8) =o, cette
racine nous donnera dans le second membre un terme:

f 11( k
== 2 Py

Si ce terme était le seul qui devienne infini quand ¢™®*— 1 s’annule, les quantités
B, seraient simplement proportionnelles 4 P;;(w,) et nous pourrions écrire:

@ O Ot e
.

Mais il peut arriver que d’autres racines de KiiLing deviennent multiples de 2iw
toutes les fois que , est lui-méme multiple de 2iw, par exemple s’il y a une racine
qui est toujours multiple de ,, et par exemple égale 3 — o, .

Si nous avons deux racines égales et de signe contraire w, et — ®,, nous avons 2
envisager les deux termes:

t.P.(— w,)
i Y] b
I— ¢ 2 Flo,) 1-— e“”z F(—w,)’

=[5

On pourrait alors se demander si la relation (4) va subsister; pour s’en rendre
compte, il faut examiner ce que représentent les quantités P (v,); si les racines de
Kiring se comportent comme des racines simples, il existe 7 opérateurs (dits conjugués
du 1° ordre)

d’ott:

UP = YMX th=1,2,...,7),

tels que , .
(FVU?) = o, U™

ou
() Z;bik”ﬁ = 0, ;-

Si nous formons le déterminant A des 7* coefficients u!, ce déterminant ne sera
pas nul et nous envisagerons les mineurs

sy
o dul

Nous pourrons méme, sans restreindre la généralité, supposer A = 1, puisque les
coefficients # ne sont déterminés que par leurs rapports.

Cela posé, cherchons 4 déterminer deux opérateurs YV et Z satisfaisant 4 I'identité

6) VN =EY+ Z,

ce qui peut encore s'écrire:

@) y.FE) = 2 P1;-
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Supposons que P'on ait
Y:)\UU’)—{—EW, E:mh—f—e, Z=cZ
¢ ¢tant un coefficient constant trés petit; nous aurons sensiblement, en supposant o,
racine simple:

¥ F' (o) = Z(; Pi,'(‘”b)'
On veit ainsi que X doit étre une fonction linéaire des z;:
A= Z )\]. (;
et il vient (en faisant tendre e vers zéro):
P (0,) = F' (o) ul.
Il reste 4 déterminer A; pour cela nous avons la relation
(6™) VW)=, W20+ Z,
qui se déduit de lidentité (6) en négligeant les puissances supérieures de .
Supposons que tous les z; soient nuls sauf z7, et que g, = 1; de sorte que

2 = Xj’ A= )xl..
Soit ensuite:

W=2,pU"
Remarquons que la résolution des équations linéaires

UM = > u'X,
va nous donner:

X, = Z 7 U,

de sorte que
Z =X =2 ~U%.

Si donc neus remplagons dans (6°%) W et Z' par leurs valeurs, il vient:

Z O Uy U = @y, Z P u® + )‘,: g + Z T; U(H:

ou, en égalant le coefficient de U™,

. b
. o= lj -+ o
d’ol:
— ’ h b
P;,’.(.wh) =—F ("’h)‘T,' B,
et
. hoh Y
B, =— wb(Tjui — =k,
indice »’ étant celui qui correspond 4 la racine — w,. Notre relation (3) (qui doit

avoir lieu quelque soit f) devient alors:

Mais les coeficients r;f ne sont pas proportionnels aux coeflicients 7¥'; sans quoi
le déterminant A serait nul. On aura donc séparément

do - L,do
2 Mgy =2 W gy =0

Rend. Circ, Matem. Palermo, t. XXV (10 sem. 1908). — Stampato il 23 novembre 1907. 14
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c’est-d-dire que la relation (4) sera vraie séparément pour la racine w, et pour la racine
~—w,, puisque les P,;(w,) sont entre eux comme les u! et que les P, (—w,) sont entre
eux comme les u'.

Il est aisé de démontrer la relation (4) dans des cas plus compliqués. Si par
exemple on avait 4 la fois les racines 4 « et = 22, on commencerait par donner
aux v des valeurs telles que 2« soit multple impair de 2iw; alors les racines + «
n’interviendraient pas et 'on démontrerait comme plus haut les relations (4) pour
®, = 2 et pour w, = — 2a. Cela fait, on donnerait aux v des valeurs telles que «
soit multiple de 27w et on démontrerait ensuite aisément les équations (4) pour w,—==a.
On pourrait aussi faire directement la démonstration, par un procédé tout semblable
A celui qui préceéde (B; érant une combinaison de quatre termes de la forme +4} au
lien de deux seulement).

La relation (4) est donc générale; elle a lieu quelles que soient les racines o et
w,, que ces racines soient identiques ou distinctes (le cas de w, =0 devant étre exclus).
Revenons maintenant aux équations (1), o nous supposons toujours m == I.

Donnons aux % des valeurs qui rendent une racine multiple de 21 = ; généralement
d’autres racines deviendront en méme temps multiples de 2iw. Soit:

wb :mhzx

ces racines, ou m, est un entier positf ou négatf et « la commune mesure de toutes
ces racines, laquelle doit étre elle-méme un multiple de 277 ; nous continuerons & désigner
ces racines par o,, et nous désignerons par o, les racines qui ne deviennent pas mul-
tiples de 2i.

Si « est trés voisin d’un multiple de 2=, les termes qui contiennent au dénomi-
nateur une expression de la forme 1—e " seront seuls sensibles; si I'on a e*=1--,

on aura trés sensiblement
-Wp

I —e¢ :ﬂ’LhE

et les équations (1) se réduiront sensiblement 4
dv,

T =T 2 e
ou, en posant dt, = ¢eds,: -

dv, T,
8 _—t = — W, -+,
®) ds, 2o m,

Les v et les u peuvent étre regardés comme des fonctions algébriques des v, de
sorte que ces équations (8) nous représentent des équations différentielles auxquelles
doivent satisfaire les v. Quelle est la signification de ces équations différentielles ?

On voit que, si ds, est un infiniment petit de lordre de {; et par conséquent
dt, un infiniment petit de l'ordre de ¢{, dv sera un infiniment petit de Uordre de Z;
de sorte que les deux transformations ¢” et ¢+ différeront d’infiniment petits de Pordre
de ¢, tandis que leurs adjointes différeront d’infiniment petits de 'ordre de €, cest-a-dire
d’ordre supérieur.

Donc, quand les v varieront de fagon 4 satisfaire aux équations différentielles (8),
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P'adjointe de ¢ ne variera pas. Si donc nous considérons les différentes transformations

singuli¢res qui-ont méme adjointe, les équations différentielles (8) nous feront passer
des unes aux autres d’une facon continue.

Prenons encore un instant pour exemple le groupe des rotations, et soit
‘Ul:le, vz:Be7 'ZJ;:YG)
«, B, v étant les cosinus directeurs de 'axe de rotation et 20 l'angle de rotation; on
aura pour les équations (8):

dv, - dv dv
Ej_l:@—‘_Y’ dsj:""‘x@) dSiz_aY,
d'llx d‘U2 2 2 d'l};
dszz—aﬁ’ d52:a+Y’ dszz_BY’
d’U] _ d7J2 . v; 2 2
d_ss—’_“"f: ds “—‘_@% —dT_a-‘,—@

et on verra que
v,dv, + v,dv, + v dv, = o,
d’ott 6 = const. Le point représentatif restera constamment sur une sphére (dont le
rayon devra étre multiple de 7=) et aux différents points de cette sphére correspondront
diverses transformations qui auront méme adjointe et qui seront d’ailleurs spéciales.
Appelons 7, le second membre de (8); I'équation (8) définit une transformation
infinitésimale S, qui change v, en v, 4 ds, 7,,; et dépendant de U'opérateur
af
Ss=>V, v’
Il importe de remarquer que les opérateurs S, ne forment pas un groupe de Lig,
comme on pourrait le croire, mais les opérateurs
'I)Sk Y
ol @ est une fonction arbitraire des v forment un groupe continu d’ordre infini.
La condition pour qu’il en soit ainsi, c’est que l'on ait

) (S,' S) = Z D S5
les @, étant des fonctions des v. Pour le montrer, considérons un opérateur T, du
groupe G; on obtiendra P'opérateur correspondant S, en multipliant T, par

g=¢ — 1
et faisant tendre ensuite les v vers des limites telles que s tende vers zéro. On a alors:
(10) S (T; TI;) =2 Cips T,
( (‘Sjsk) =T, eT)=c¢ (T;T) 4+ =T.( T)—eT,(cT).
Or le crochet (e T,) est une fonction des v et si, par exemple,
d
T,=2M “‘2{“7

on aura

de
cT)= ZNW;
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le crochet (¢ T,) se présente comme une simple fonction des v, ou ne figurent pas les

dérivées 75 La relation (10) est don¢ bien de la forme (9) en prenant:
Qi =20, (s=j, sZh), )
O, =cc, + (1)), D =ctcy,—(T) C. Q F. D.

Ce resultat érabli, voyons quelles en sont les conséquences. Dans ’espace & » di-

mensions, considérons un point v, , v ., v,, tel que « soit multiple de 2iw; je

Pappelle M_. Prenons ensuite 'équation (8) pour chaque valeur de %, elle définira une

21

famille de courbes, telles qu’il en passe une par chaque point de I'espace 4  dimensions.
Nous aurons donc r familles de courbes

F,F, ..., F

r
correspondant aux valeurs

k=1, k=2, ..., k=r.

Par M, je fais passer une courbe C, de la famille F ; par chacun des points de
C, je fais passer une courbe de la famille F,; I'ensemble de ces courbes engendrera
une surface C,, par les divers points de cette surface C, je fais passer des courbes de
la famille F, qui vont engendrer une variété C. 4 2 ou 3 dimensions; et ainsi de suite,
jusqu’d ce qu'enfin par les divers points de la variété C,_, je fasse passer des courbes
de la famille' F, qui engendreront la variét¢ C, qui aura toujours moins de 7 dimensions.

Comme les opérateurs ® S, forment un groupe, cette variét¢ C, sera inaltérée par
les transformations S,, ce sera un invariant pour les équations (8); elle représente
donc le licu des points v,, v,, ..., ¥, qui correspondent aux diverses transformations
singuliéres admettant une méme adjointe.

Or le déterminant des v, n’étant pas nul, nous pouvons déduire des équations (8)
certaines relations linéaires entre les dv, relations qui peuvent s'écrire:

dv, dv, ... dv,
I 1 T
wooow ... oul
2 2 2 —_— .
(11) w:ooul ... u | =o0;
? ? ?
' wooowt
les quantités
2 ?
ut? ui’ 9 ui
correspondent aux p racines w,
Wy G, ey 0

qui deviennent simultanément multiples de 2i=.

Le tableau (11) a plus de colonnes que de lignes, et il faut entendre que tous
les déterminants obtenus en supprimant un nombre convenable de colonnes dans le
tableau (11) doivent étre nuls 4 la fois. Cette équation (11) définit le plan tangent &
la vari¢té C_, et ce « plan tangent » est une variété plane ayant autant de dimensions
que C,; or il en a p.

Donc le nombre des dimensions de C_ est égal au nombre p des racines qui de-
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viennent simultanément multiples de 2ix; et les transformations singuliéres qui admettent
cette méme adjointe sont au nombre de co. Si une seule racine devient multiple de
2im, la variété C, se réduit 4 une simple courbe.

Au sous-groupe [ du § précédent correspond dans l'espace 4 r dimensions une
vari¢té plane passant par lorigine et qui doit contenir la variété C .

Jusqu’ici nous avons supposé que les v n’étaient assujetris qu’d une seule condition;
de telle fagon que, seules deviennent multiples de 2i= diverses racines dont le rapport
est constant et commensurable, 4 savoir celles qui sont égales 4 une certaine fonction
des v, que nous avons appelée «, multipliée par entier m,.

Considérons maintenant les racines qui sont de la forme:

w, = m,a - n,B.
a et B sont deux fonctions déterminées des v; m, et n, indépendantes 'une de 'autre
sont des entiers; nous appellerons w, les racines qui ne sont pas de cette forme. Si
nous donoons aux v des valeurs telles que « et § soient multiples de 24w, il en sera
de méme de toutes les racines w, et nous obtiendrons une nouvelle catégorie de trans-
formations singulieres. Soit

*— 145, =147

e et { étant trés petits, les équations (1) se réduiront sensiblement 4:

dv, o, ' u"
(12) d—‘z— bk
b ”‘bs‘*‘”hz
ou bien
dv, WS 4,
dt*— ths_*_ncdsh
avec
. dv,
bis [ |
(8™ YN = u.

Orn aurait ainsi défini 'opérateur
af
S, = u——
2%y
qui correspondrait 4 une transformation infinitésimale changeant v, en v, 4 u!ds,.
Ici encore les opérateurs S, ne forment pas un groupe, mais les opérateurs @S, , ot
® est une fonction arbitraire des v, forment un groupe continu d’ordre infini; nous

trouvons en effet, en résolvant les équations (1) par rapport aux «? et aux u':

_(I _G_G)YAH: dt

les 4, étant des fonctions des v dépendant des indices k& et b, mais indépendantes de
I'indice 4, ou bien encore:
S = (1 — e—ub)Z’Ak.n T,.
En se servant de cette formule [par uri raisonnement analogue 2 celui qui préceéde
et ou intervedaient les équations (9) et (10)], on établirait que les @S, forment un
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groupe et on en conclurait que les équations analogues aux équations (11):

dv, dv, ... dv,

b _
(11°%) i , S| =0

U, W, ... u,

ou h prend p valeurs distinctes s’il y a p racines qui deviennent multiples de 24, ol
par conséquent le premier membre est un tableau 4 7 colonnes et p -1 lignes, on
en conclurait, dis-je, que ces équations définissent une variéte qui n’est autre que C, et
qui a précisément p dimensions. Ce seraient donc les mémes résultats que dans le cas
simple examiné d’abord.

Considérons par exemple le groupe linéaire fractionnaire 4 deux variables:

I ax + by -c¢ adxby-4¢
> 3 a"x+b"y+c”’ anx_{__bny_‘_cn N

Il est d’ordre 8. Si «, B, y sont les trois racines de I'équation:

les 8 racines de KirrLiNG sont:
o, O, “—‘57 x— 9, b — o, 6—77 Y— % Y—‘@-

Si Pon a:
o

8
(je veux dire par 4 que « est égal 4 § plus un multiple de 2iw), on aura:

@ —pP=f—a=o
et on aura une premitre famille de transformations singulieres, la variété C_ érant &
2 dimensions. Si 'on a

e=pR=y,

toutes les racines non nulles sont multiples de 2= et on a une 2% famille de trans-
formations singulitres, d’ailleurs spéciales, pour lesquelles la variéte C, est 4 6 dimen-
sions.

§ 8.

Cas des racines multiples.

Dans les deux § précédents, nous avons toujours supposé que les racines de KiLuing
se comportaient comme des racines simples; qu’y aurait-il 4 changer s’il n’en était pas
ainsi? L’adjointe 4, ne pourrait plus en général étre ramenée par un choix convenable
des variables 4 la forme du tableau (1) du § 6. Elle peut toutefois étre ramenée 4
une autre forme canonique.

Considérons le groupe des substitutions linéaires permutables 4 4.

Le groupe commun 4 ce groupe et au groupe adjoint, s’appellera'T,; de sorte
que les substitutions de T, feront partie du groupe adjoint et seront permutables 2 4,
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. ‘ .. .. ’ . R
(qui est par definition Padjointe de e’°, ¢’ ...), mais pourront ne pas létre aux

adjointes de >, >, ... Le groupe paramétrique G étant isomorphe & son groupe
adjoint, au sous-groupe I', du groupe adjoint correspondra dans le groupe G un sous-
groupe que jappelle T.

!
. 4
Il est clair alors que ¢*"o, ("0,

: ... feront partie de T, de sorte que ce sous-groupe
joue bien le méme réle que le groupe du méme nom dans le § 6.

U

Soit alors ¢~ une transformation infinitésimale quelconque du groupe G; posons

¢ = Vo el

¢/ aura une adjointe 4 trés peu différente de 4_; quand U tendra vers zéro, ¥ tendra

vers un certain opérateur V7, et 4 vers A, de sorte que la transformation limite "o
aura pour adjointe A .

Quand on connait la fagon dont U tend vers zéro, les opérateurs conjugués de
V! se trouvent entiérement déterminés, et il en est de méme de V! luiméme: Cela se
verrait par une analyse toute pareille 4 celle du § 6. Si en particulier eV fait partie de
T, le résultat s’énonce trés simplement; les opérateurs conjugués de 7, et 4 la limite
ceux de 7, sont les mémes que ceux de U. En effet, si ¢V fait partie de T, son adjointe
B est permutable 4 A4 ; je dis 4 4, et non 4 I'adjointe de ¢*o.

Cela veut dire que les deux substitutions linéaires 4, et B (4 7 variables) admettent
des séries réguliéres communes comprenant ensemble » combinaisons linéaires (indépen-
dantes entre elles) des variables. Et cela au moins d’une maniére (Cfr. § 1 in fine).
Ces séries appartiendront également & leur résultante

4= A4,B.
Elles nous donneront donc les opérateurs conjugués de ¢’ qui seront les mémes
que ceux de eV.,
Nous ne restreignons pas la généralité en supposant que eV fait partie de T'; je
. . ! =
veux dire que si ¢”o est la limite de

eVO eaU

pour « = o, ¢” ne faisant pas partie de I', nous pourrons trouver une substitution eV’
. . ’ . . .
faisant partie de T et telle que ¢”o soit également la limite de

!
¢’o eV (« = o).

Il suffit en effer de prendre U’ = V; car

Vo g2V wme pa+1Vg

e e

puisque ces deux transformations ont méme adjointe et ne sont pas singuliéres; et

pour « = o il reste:
lim "0 o = ¢"o-
Supposons maintenant
’ -
¢’o = lim ¢’ ¢?Y;

U : . . . o .
¢’ ne faisant pas forcément partie de T, faisons varier U d’une maniére continue et
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de fagon 2 le faire revenir finalement 4 sa valeur initiale; dans quelles conditions les
différentes déterminations de ¥ pourront-elles s’échanger ? Les coefficients de I'adjointe
de ¢”°¢*Y sont des fonctions uniformes des u, ils devront donc revenir 4 leurs valeurs
initiales; il en est donc de méme de Pensemble des opérateurs conjugués de V; ces
opérateurs conjugués peuvent seulement s’échanger entre eux; les racines de Kiiring
d’autre part n’ont pas varié, car elles sont restées égales aux logarithmes des racines de
Péquation en S de Padjointe 4, .

B

. PO r . -
Soient alors e®o et ¢®1 les valeurs initiale et finale de ¢¥o; les racines de Kiuring

. .
de B, seront alors w , w,, ..., ®_ correspondant aux opérateurs conjugués A, A, ..., A ;
les racines de Kruing de B, seront encore w , w,, ..., o, correspondant aux opé-
rateurs conjugués p. , ¢, ..., U qui ne seront autre chose que les opérateurs i ,

X, «-., %, dans un autre ordre.
L’ensemble des opérateurs conjugués étant les mémes pour e”° et pour e, ces
deux transformations sont permutables et si nous considérons la transformation

ehBO+(x—k)Bx’

ol b est un nombre arbitraire, cette transformation qui fait d’ailleurs partie de T' a
mémes opérateurs conjugués que ¢°° et que e’r; quand nous ferons croitre b depuis o
jusqu’d 1, les opérateurs conjugués ne changeront pas, et les racines de Kirring varie-
ront d’une maniére continue; la transformation se réduit pour b= o, 4 ¢’ et elle

admet par conséquent les racines » , o ., ®, correspondant aux opérateurs y. ,

2
Ueyy ey o5 pour h=1, elle se réduit & ¢P°, les opérateurs sont restés @, ¢, ., i,
et les racines sont devenues o/, ), ..., v/. Comme nous sommes revenus 4 la
transformation initiale, les racines o’ ne sont autre chose que les racines » dans un
autre ordre, de méme que les ¢ ne sont autre chose que les A dans un autre ordre;
la correspondance entre les racines et les opérateurs doit étre rétablie, de sorte que
cest la méme permutation qui fait passer des o aux o', et des L aux .

Ainsi donc, nous sommes partis de ¢®

®

o et nous sommes allés 3 ¢%t en faisant

!
gVo — CV" eaU

et faisant varier U d’une manitre continue comme nous 'avons dit; puis nous som-
mes revenus de ¢°+ & e en prenant

ghBo+(1—h1B;

Notre transformation w'a jamais cessé de faire partie de T et nos racines de KiLLing
se somt permutées.

A tout échange entre deux déterminations de V), correspond donc un échange
entre deux racines de ’équation de Kiiring relative au sous-groupe T. Je veux dire
Péquation obtenue en égalant 4 zéro le déterminant caractéristique relatif & ce sous-
groupe; cette équation est de degré r et il ne faut pas la confondre avec ’équation de
Kiring du sous-groupe, obtenue en égalant 4 zéro le déterminant caractéristique du
sous-groupe, et dont le degré est égal & Pordre du sous-groupe. Pour ces distinctions
voir CaRTAN, Thése inaugurale, page 28.
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Réciproquement, si deux racines de cette équation s’échangent, deux des détermi-
nations de V), s’échangeront, sauf une restriction sur laquelle nous reviendrons.

Reprenons I'équation

eVo — EV°eaU

et supposons maintenant que e” fasse partie de I'; alors les opérateurs conjugués de
U sont les mémes que ceux de V. Si deux racines de U s’échangent, les opérateurs
conjugués correspondants de U s’échangent également, de sorte que deux opérateurs
de V! s’echangent.

Si les deux opérateurs de ¥ qui s’échangent ainsi correspondent 4 deux racines
de KuvLing de 77, (ou ce qui revient au méme de ¥,) qui ne sont pas égales, deux
déterminations différentes de V) se seront échangées. Il est clair d’ailleurs que si ces
deux racines ne sont pas égales, leur différence doit étre multiple de 24w, puisque ces
deux déterminations différentes de ”o doivent avoir méme adjointe.

Soit F(¢, v, v ., ) le 1 membre de I’quation de Kmimve. Le sous
groupe I est caractérisé par un certain nombre de relations linéaires entre les v; &

2?2

aide de ces relations, on peut exprimer les v en fonctions de m d’entre eux, par,
exemple de v, v,, ..., v,,, m étant Pordre du sous-groupe I.
On aura par exemple:

vm-f-l = xm-H Y lUm+2 = Xy ° ’U' = %,
les « étant des fonctions linéaires de v, v,, ..., v,. Nous obtendrons ainsi I'équation
FC& v, v, coey Uy @y eeny x)=0

qui est I’ équation de KiLLING relative au sous-groupe T et dont le 1°° membre est
homogeéne de degré r par rapport 4
& v, U, ..., U,.
Si le 1" membre se décompose en facteurs linéaires, il est impossible que deux de
ses racines s’échangent entre elles; et par conséquent que deux déterminations de ¢’
s’échangent. La transformation e”o est seulement guasi-singulidre.
Supposons au contraire que le 1°* membre ne se décompose pas en facteurs linéaires
et soit
¢ v, v,...,7,)
un facteur irréductible non linéaire, homogéne d’ordre ¢ par rapport 4 % et aux wv.
Il est certain alors que les racines de ® = o sont susceptibles de s’échanger entre
elles.
Alors plusieurs déterminations de 77 s’échangeront entre elles et e”° sera effective-
ment singuliére 4 moins que les racines qui s’échangent ainsi entre elles ne correspon-
dent 4 des racines égales de 7/ (ou ce qui revient au méme de 7). Soient alors

v =1°

—_ 1y — a)°
. S, U, =V, ..., U, =7

les valeurs des v qui correspondent & 7 ; alors ¢”° sera effectivement singuliére 4

o

Rend. Cire. Matem. Palermo, t. XXV (10 sem. 1908). — Stampato il 23 novembre 1ge7. 15
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moins que
OE, 0, v, ..., )
ne soit une puissance p° parfaite.

Si @ (%, v°) ne se réduit pas 4 une puissance p* parfaite, ¢o admet plusieurs dé-
terminations susceptibles de s’¢changer, d’ou il suit que le groupe G contient certaine-
ment des transformations spéciales. Ces considérations s’appliquent ¢galement au cas du
§ 6 et nous font comprendre les relations entre les équations en ¢ de ce paragraphe
et les facteurs de I’équation de Kirring relative au groupe I

Reprenons I'équation

7o = lim ¢’o¢Y;

’
( . - .
nous voyons que ¢V et ¢’ sont permutables. Donc, parmi les transformations singu-

lieres qui ont pour adjointe 4, il en existe toujours une qui est permutable 4 une
substitution donnée ¢” (dailleurs quelconque) du sous-groupe I'; et si un groupe G
contient des transformations spéciales, il en contient une qui est permutable i Iune
quelconque de ses transformations.

Etudions maintenant les transformations singuliéres en partant des équations diffé-
rentielles J

v,
) = At S B
du § 7. Dans le cas du § 7, toutes les racines se comportant comme des racines
simples, U'exposant m était toujours égal 4 1. Ici nous examinons le cas ou toutes les
racines ne se comportent pas comme des racines simples.

Supposons par exemple que », se comporte comme une racine triple, alors expo-
sant m pourra prendre les valeurs 1, 2 et 3, et les termes du 2¢ membre de (1), qui
contiennent au dénominateur une puissance de 1 — e~ pourront s’écrire:

SR T —
I—e ™ b (1 — @) 1 (1 — ey

Il s'agit d’étudier la forme de B}, B} et B}. Supposons, pour fixer davantage les
idées, que la racine w,, tout en se comportant comme une racine triple, soit quintuple
et que les opérateurs conjugués correspondants soient au nombre de 5, 4 savoir: 2 du
1% ordre: '

UI:Zu'iX;'7 Wx:Zw:Xi;
2 du 2% ordre:
Uz:Zu:Xn W,_:ij-X”

ayant respectivement pour dérivés U, et W ; et un du 3° ordre:

—_ 3
U =Y ux,
ayant pour dérivé U,; il est aisé de voir alors que les B sont de la forme suivante:
k R—— I
B} = a,u},
2 .t "2 1
B = wu} 4 < u; 4 B, wi,
T 1 ’ 2 "3 [P ", 2
B = v, ui + viwl + viul + Biw; + Blw
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les «,, les B, et les y, étant des fonctions algébriques des v, dépendant de lindice &
mais indépendantes de I'indice 1.

Cela posé, reprenons Iéquation (2) du § 7:

do _ 4 ;X

(2) ar = 4+ > B T — oy

Si ¢ est un des coefficients de I'adjointe et si, en particulier, c’est une des racines
9
dt

¢®r devient trés voisin de 1 et par conséquent que B’ doit étre nul. On en conclut, si
w est une racine quelconque de Iéquation de Kirring:

de l’équation de Kiiring, on verrait comme au § 7 que doit rester fini quand

Ce sont 1d des équations tout 4 fait analogues & équation (4) du § 7.
Si donc w est une racine quelconque de KiLLing, et si
T = Z t, X,

est un opérateur conjugué quelconque de V7 (cet opérateur peut étre d’ordre quelconque,
et se rapporter 4 une racine de KiLLING quelconque, la racine zéro seule exceptée, distincte
ou non de w), on aura alors:
) Ve e e =o
et cette équation subsiste quand on y remplace @ par un coefficient quelconque de
I’adjointe.

Soit alors C la variét¢ formée par les divers points v, v,, ..., v, qui correspon-

2
dent aux diverses transformations ¢’ admettant une méme adjointe singuliere A_. Cette

variété satisfera, d’aprés ce qui précéde, 4 une équation différentielle
dv, dv, ... dv,

. 1 1

2 r
2 2 2 —
(4) w ol w|=o
b p p
wowt ot

tout 4 fait analogue 4 l'équation (11) du § 7. Soit C, 'une des variétés définies par
cette équation différentielle; elle peut ne pas étre identique & C; il peut se faire que
le nombre des dimensions soit plus petit pour les variétés C, que pour la variété C;
que par chaque point de C passe une variété C_, de telle fagon que C soit engendrée
par une infinit¢ de variétés C, de la méme fagon qu’une surface l'est par une courbe
mobile. Les p opérateurs

1 2 ?
Z“an Z“an ceiy Z”;X-'
sont les divers opérateurs conjugués du 1¢* ordre de V correspondant i celles des racines

de KriLing qui deviennent simultanément multiples de 2iw. Le nombre p est donc
¢gal au nombre de ces racines sans tenir compte de leur degré de multiplicité.
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Il resterait 4 montrer que cette variété C_a précisément p dimensions; et pour
cela il faut démontrer que si 'on forme les p opérateurs:

S_u"df—{—zdf—l— —[—u

les différentes transformations infinitésimales

oS,

f

ot @ est une fonction arbitraire des v, engendreront un groupe continu d’ordre infini.
C’est ce que l'on verrait par un raisonnement analogue 4 celui du § 7.

§ 9
Le groupe des ;.

t

Nous avons trouvé (Palerme, page 331) quelle est la forme des opérateurs fonda-
mentaux du groupe paramétrique. Cette forme est la suivante:

_ 1 t &dg af
(1) X;(f)—mi/_—I G ~—e—5)F(£)Z Pﬁdv}.'

L’intégrale doit étre prise le long d’un contour quelconque enveloppant toutes les

racines de I’équation F(E) = 0. Ce contour peut étre décomposé en contours partiels,
enveloppant chacun une des racines, ce qui me permet d’écrire:

X.(f) :'in(‘”, £
X, (w, f) ¢tant la méme intégrale prise le long d’un contour enveloppant seulement la
racine £ — w.
Examinons séparément chacun de ces termes, et d’abord X(o, f). Si £ = o est
racine d’ordre ., on peut poser F(£) = 4*F (2) et développer ensuite suivant les
puissances de §:

£
— e =A, A
I—e
B BE+
E@® "
Nous remarquerons que 4,, 4, ... sont des nombres; que — ¢tant une fonction

F

. 1 1 L
rationnelle homogeéne d’ordre w — 1 par rapport aux v et 4 &, B, sera homogéne
d’ordre . — i — 1. On trouve d’ailleurs:

) X0 =3 L (4B, + 48+ +4,8)

On voit que X;(o, f) est une fonction rationnelle des v.
Un cas particulier intéressant est celui ou les w racines qui sont égales 4 zéro se
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comportent comme des racines simples. On a alors:

Bo:Bx:“':B
X,(o f) = deB,

Passons maintenant 4 X;(o, f). Si o est racine simple, on a simplement:
P.(w) df
X (o = ® J*
) (e f) Z 1 — ¢ F'(w) dvl.'

Si @ est racine multiple, d’ordre 1, nous pouvons écrire:

(%) K@ﬁ=§%@%

ol R, est une fonction rationnelle des v et de w (algébrique par conséquent par rapport
aux v) et ot 'on a posé
Dq l(w)

I aD,_
D(w)y=1—=, D()=—F—

On remarquera que D,(w), D (@) et enfin X,(w, f) tendent vers zéro pour
W= — 0c0.

On voit en outre que X,(f) est le quotient de deux fonctions entiéres par rapport
aux v; au contraire chacun des termes X, (w, f) n’est plus une fonction uniforme des
v; c’est une fonction rationnelle des v, de et de la transcendante &7,

Maintenant X,(f) doit satisfaire aux relations de structure

(4) X X) =2 X
et nous devons rechercher quelle est la forme du premier membre; on aura évidemment:
(Xi Xk) == Z [X; (“’p’ f)) Xk (‘"q ’ f)]?
ce que j’écrirai pour abréger:
(X, X,) = 2 (X:XD),
la sommation devant étre étendue 3 tous les couples de racines o

forme de (X£X?)? On aura:

ps 0, Quelle est la

dXt dX? dX’ aX:

? — aliuinl Shndiel SN
(X"X")_Zf df dv, df
d— j
dv; dv
Or si on se reporte 4 la formule (3¢) on voit que 'on aura encore:
axr ,
——Ef == Z ‘Dq (mp) Rq )
d—— =
dv;
d Xi’ =
dv = ; D (o,)R],

R; et R" &tant comme R ranonnels en v et o,.

Dans le cas ot , = o, les dérivées de X’ sont ratonnelles par rapport aux v.

b4
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On conclut de la:
(5) (X! X5) = 2 R,5D,(w,) Dy(o,),
les R, étant rationnels par rapport aux v, 4 ®, et w ; quant 4 « et B ils varient de
odpetdeodp, p éant Pordre de multiplicitt de w, et p' celui de w ; la combi-
naison « = @, § = ' étant dailleurs exclue.

Jajoute que R est homogene de degré g 4~ 1 par rapport aux v et aux ; que
par conséquent R est de degré ¢ - 1, R de degré g et R,y de degré o« § + 1.

J’observe encore que les équations (3°%) et (5) peuvent se mettre sous la forme suivante:
er I
(3*) =2 5, (1 — o
-bis P XY — !
() ) (X- Xk) - ZSaB (I — e-QP)a_H(I . e—wq){5+x ’

les S étant des fonctions rationnelles, non homogénes cette fois, des v et des w.

L’¢quation (4) peut encore s’écrire:

bi
(4™) Z(Xf X)) = Z s X0,
les sommations portant sur les indices p, g, s. Elle doit devenir une identit¢ quand on
y remplace X? et (X?X?) par leurs valeurs (3') et (5°°
membres de (3*) et (5*) pous distinguerons trois catégories:

1° Ceux qui ne dépendent d’aucune transcendante; ce sont ceux que l'on obtient
bis

). Parmi les termes des seconds

ter : . N el S _
dans (3') si w, = 0, ou dans (5™) si 0, = w, = o. .

2° Ceux qui ne dépendent que d’une seule transcendante exponentielle; ce sont:
1° les termes de (3') ol w, Z 0; 2° les termes de (5°*) ou 1"une des racines o,,
w, est nulle et Pautre différente de zéro; 3° les termes de (5°°) ot le rapport des
deux racines w, et w_ est une constante commensurable.

3° Ceux qui dépendent de deux transcendantes exponentielles. On les rencontre

. «
¥*) quand le rapport — n’est pas une constante commensurable.
®

dans (5

Comme quelques-uns de ces termes ne sont pas susceptibles de se réduire avec
ceux des autres catégories, on est conduit 4 certaines relations que nous allons examiner.

Pour cela, nous répartirons les racines w en groupes en réunissant les racines dont
le rapport est constant et commensurable.

Soient

ko, ko, ..., ko,

les diverses racines d’'un méme groupe, les k ¢tant des constantes commensurables et
@, une fonction des v. En général, nous supposerons que &, = 1 et que w, est elle-
méme une racine. Soit:

YP. = Y;(“’In f) - X‘.(kwa, f) + o + Xi(khwp f)
Nous devons encore faire une autre distinction: les rapports &k, k,, ..., &,

sont par hypothése tous réels et commensurables, mais quelques-uns d’entre eux peuvent
&tre négatifs. Supposons par exemple k < 0. Nous avons vu que, quand « tend vers
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— oo, les expressions D, (@) tendent vers zéro. Considérons maintenant:

D,(kw), k<o,

et faisons tendre w, vers — oo. Alors D, tendra encore vers zéro si g > o, mais D,
tendra vers 1. Soit alors, d’aprés la formule (3°),

X(ko,, f) =2 D,(ko)R,;
nous poserons:
(6) Xi(ko,, /)= Xi(ko,, /) + X/(ko,, f)
avec
X/ (ko,, f)=R,.
Si k est positif, je conserverai la formule (6), mais je poserai
X! (ko,, ) =o.

On voit que dans tous les cas X} est algébrique, et que X; tend vers zéro pour
o, == —co. Je poserai ensuite:

?
Z! = Z (o, )= 2 Xi(ko,, ),
T = Ti(mp7 = Z X:’<k®p’ )
V=214 T
(les sommations portant sur les diverses valeurs attribuables au nombre k), de sorte

que Z? tende vers zéro pour o, = — oo et que 1% soit algébrique. On observera que

p
cette décomposition peut se faire de deux maniéres. Et en effet, nous pouvons faire
jouer le réle de w, 4 la quantitt — w,, ce qui revient 4 changer les signes de toutes

les constantes k. On trouve alors:

Xi(koy, =X (=B (—ov) fl=X[(—=B(—«c) f1+ X [(— B (—0o) f],
X/ (koy, )+ X' (= B(—w,) 1=K,
Z(—o, N=2 X(=8(=0) ]
T(—w, N=2 X [(—=F (= [}
V=2 (— Dys N+ T.(— Dy -
Adoptons une fois pour toutes 'une ou Pautre de ces deux décompositions; et
posons encore :

Pois Zi=X(o0 )+ 2T,
@ X(NH=2Z+22,

les sommations s’¢tendant aux divers groupes de racines, caractérisés par la quantité
w, (qui ne différe des racines du groupe envisagé que par un facteur constant) ou
plus simplement par l'indice p.

Envisageons le second membre de (7); nous voyons que Z9 est une fonction al-
gébrique des v, et que chaque terme Z% dépend d’une transcendante unique e™“r et
tend vers zéro pour o , = —oo. Il est clair que X; ne peut ére décomposé que d’une
seule manidre en une somme de termes satisfaisant 4 ces conditions. Il vient ensuite :

(8) (X,X) =D (2t ZD,
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les indices p et ¢ pouvant prendre sous le signe > toutes les valeurs possibles, y
compris la valeur zéro. Les divers termes du second membre de (8) peuvent étre al-
gébriques (si-p = g = 0), ou dépendre d’une transcendante unique (si p = o, ou

g = o0, ou p == gq), ou dépendre de deux transcendantes e™¢, e™*

7. Ceux qui dépen-
dent d’une ou de deux transcendantes tendent vers zéro, quand I'une ou l'autre de ces
transcendantes tend vers - co. Ici encore cette décomposition n’est possible que d’une
seule maniére.

Si alors dans Iéquation (4) nous remplacons (X, X,) et X, par leurs valeurs (8)
et (7), les deux membres de cette équation se trouvent décomposés en termes satisfai-
sant aux conditions que nous venons d’énoncer.

En faisant dans cette équation (9) toutes les transcendantes ¢~7 infinies, il vient:

) (ZZ) = 2 ca, AR
La (9) nous apprend que les opérateurs
Z:()
définissent un groupe isomorphe au groupe donné.
Etudions le groupe des Z°(f); nous avons:

Zr = X0, /) + 2 T".
X, (o, f) nous est donné par la formule (2), et nous en concluons que c’est une som-
me de termes rationnels et homogénes de degré

0, I, 2, ..., —1I

par rapport aux v (@ est le degré de multiplicité de la racine o); le terme de degré
o subsiste seul si les diverses racines nulles se comportent comme des racines simples.
Quant aux T?, ce sont des sommes de termes de la forme R_; ils sont donc algébri-

ques et homogénes de degré 1 par rapport aux v.
Je puis écrire alors:

Z=U4U 4 --- + U
U étant homogene de degré k.
De 14 les identités:

(TP U) =0,
() UD+ (VU )+ - - + (U U (U =2 6, U @—1£),
U+ UUT) + - +UT U+ (Ut U =o (@ —1>))
En particulier, si les racines nulles se comportent comme des racines simples (ou
tout au plus comme des racines doubles), on a X =1, doui:

(Ul° UJ(: =o,
(10%%) U+ (U U =D U,
(U0 =2 cUs;

ce qui montre que les opérateurs U} définissent un groupe isomorphe au groupe donné.
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Pour aller plus loin, reprenons les relations de structure, ou figurent, comme nous
Pavons vu, 4 cOté de fonctions algébriques des v, un certain nombre de transcen-
dantes indépendantes e~®r. Dans ces. relations, remplagons chacune des transcendantes
"¢ par \,e"“¢; ), étant une constante quelconque, ces relations ne cesseront pas
d’étre satlsfaltes

Soient donc
@ (X X)) = 2 X,
ces rehtlons Soit 7, ce que devient X; quand on y change e~ par %,e™». Jobserve:

° Que le crochet (W, W,) n’est autre chose que ce que dev1ent le crochet X, X,
quand on y remplace ¢™» par X, e™7. En effet, on a par définition:
(X,X,) = thi_)g dX, dX dX,
' dv, dp, dp, dv,’
aw.dw, dWw.dW,

W)= 2 0 35— T, o
. : df
en écrivant pour abréger p, au lieu de qv.

Cela posé, observons que X, dépend des v de deux manieres ; d’abord algébri-
quement, ensuite par lintermédiaire des exponentielles e™¥#; c’est ce que jexprimerai
en écrivant:

X, =F.(p,, v, ),
F, devant étre une fonction algébrique des p,, des v, et des J ,==¢?. On a alors:
. W.=F.(py, vy, 2 e_wp)'
Il vient alors:
dX,
do, av,, Z 0 ] J, d vh
en représentant’par des 9 les dérivées prises en regardant les v, et les J, comme des va-
riables indépendantes. On a de méme:
aw, _aw, W, , do
il R A Z _.__‘._]P __P’
dv, dv, a9/, tdv,
d’oti:
0X,dX, 09X,dX, do,/3X,dX, 3X,4X,
- (R4 3050 - T e (- )
(XX “~—\0Jv, dp, dv, dp, Z 207, d], dp, a]p ap,
QW dW, oW, dW, oW, dW, oW, dW,

w. = : - k t k ‘) .
7 ) Z ( dv, dp, dv, dp, ) ZZ]Pd”/ ( 6] ap, d]p ap,

On voit que la seule différence entre les deux crochets (X, X,) et (W, W), cest
que dans le 1°* on doit faire: J, = ¢™» et dans le 24: J, =2,

2° La relation (4) a ses deux membres algébriques par rapport aux p,, aux v,
et aux transcendantes ], = ¢™°#. Elle doit donc étre une identité quand on y regarde
les p,, les v, et les ], comme des variables indépendantes.

Elle doit donc subsister quand on y fait J, = )\, ¢™, Cest-d-dire que lon a:

w.w, -':;Zcihs w..

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXV (1° sem. 1908). — Stampato il 25 novembre 1907. 16
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En d'autres termes: les opérateurs W, engendreront un groupe isomorphe au groupe
des Z,.

Pour bien préciser le résultat obtenu, supposons par exemple qu’une racine o
soit égale 4 la somme de deux autres o, 4 w,. Alors les trois transcendantes

L=ty L=t =t
ne sont plus indépendantes. Si on veut les remplacer par
A e, X, e, A e
les constantes A, et X, peuvent étre choisies d’une maniére quelconque; mais il n’en est
pas de méme de X, qui est assujettie 4 la condition:
)\3 = A A,.

Le groupe des W, contient des cas particuliers remarquables. Si, par exemple, on
suppose que toutes les constantes X sont nulles, on tombe sur le groupe engendré par
les Z7; si on les suppose toutes nulles, sauf X, que 'on fait égal 4 1, on tombe sur
le groupe engendré-par les opérateurs Z° - Z7.

On a vu aussi que la définition de Z9 peut étre modifiée si l'on fait jouer le réle
de @, & —w,. Si Z7 est ce que devient Z; par suite de cette modification, le groupe
des Z? est encore isomorphe au groupe donné. Mais il rentre encore comme cas
particulier dans le groupe des #; il suffit de faire tous les » = o, & lexception de
2, que 'on suppose = co.

Le groupe des W, contient donc comme cas particulier, non seulement le groupe
donné, celui des X, mais encore les autres groupes que nous avons envisagés suc-
cessivement dans ce §. Remarquons que I'isomorphisme du groupe des W, 4 celui des
X, est en général holo&drique; en effet les /7, dépendent de certaines constantes X que
I'on peut faire varier d’une maniére continue.

Pour certaines valeurs des %, 4 savoir pour X = 1, lisomorphisme est certaine-
ment holoédrique, puisque les deux groupes sont identiques. L’isomorphisme ne pour-
rait donc cesser d’étre holoédrique que pour certaines valeurs particulieres des ).

On verrait de méme que les deux groupes sont en général semblables, au sens de
Lig, de sorte quon peut passer de I'un 4 l'autre par un simple changement de variables.

Quel est ce changement de variables? C’est ce que nous allons voir plus loin.

Quelques explications sont ici nécessaires; le groupe des X, c’est-d-dire le groupe
paramétrique, est simplement transitif, de telle sorte qu’étant donné deux systémes quel-

(o] 0 I

conques de valeurs des variables v°, %, ... % et ¥}, vi, ..., v!, il y a une
transformation du groupe et une seule qui transforme le 1° systtme dans le second.
Le groupe des 7, dont celui des X, n’est qu'un cas particulier, correspondant 4 cer-
taines valeurs particuliéres des A, devra étre encore aussi en général simplement transidf
et par conséquent semblable 4 celui des z,. Appelons v] les variables indépendantes rela-
tives au groupe des W,, pour ne pas les confondre avec les variables v, relatves au

groupe des X;. Soit v un systtme quelconque de valeurs des v, que j’appellerai le

systtme initial. Il y aura une transformation ¢ (ot ¥ = D v,X,), et une seule, qui
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changera ce systéme initial v7 en un systtme quelconque v}. Les ] sont alors des
fonctions des valeurs initiales v7° et des paramétres v, qui définissent cette transformation
¢/, et c’est 14 la relation entre les v, et les v/, le changement de variables qui fait passer
du groupe des Z; & celui des /#,. Pour certaines valeurs particuliéres des ), le groupe
des W, peut cesser.d’étre simplement transitif et semblable 4 celui des X;; nous verrons

plus loin que cela peut arriver en particulier pour le groupe des Z9.

§ 10.

Application au groupe des rotations.

Prenons d’abord pour exemple le groupe des rotations et renvoyons pour les no-
tations 4 Palerme, pages 332 et 333. Nous avons désigné par 29 ’angle de rotation et
par «, {5, y les cosinus directeurs de I'axe de rotation; et nous avons posé:

J— S — 2 2 2 2
(1) v, = af, v, = B9, ?;—-YO @ =v;+ v, + )
de telle fagon que le vecteur v, v,, v, a pour direction celle de I'axe de rotation et
pour longueur la moiti¢ de I'angle de rotation. Dans ces conditions nous avons formé
les optrateurs Z , Z,, Z, et trouvé par exemple:

af Ny g O . d
(2) Z= d—{}x[ficotg()(x—z = d—{—z[vi—l—ap(l—ecotge)]—f—- Ti[—vz+a~{(1—9cotg6)].
Pour former les W d’aprés le § précédent, il sufhit de changer cotg 6 en cotg (6 - b),

h étant une constante quelconque. Je puis donc écrire Pexpression de #7,, mais il sera
préférable de me pas confondre les variables qui figurent dans Z, avec celles qui figu-
rent dans W/ ; et pour éviter cette confusion, j'accentuerai les lettres. Je poserai donc:

t L rQr ' LY V] 2 12 2.
" . 7}1—‘“6) vz—'ﬁe7 1}3—-—')’6 (6,2:1/1_*—7/2 +'U’)
et ]auralz

W, = j,,{ [0 cotg (8" 4 h) (1 — =) + x"]+%{v;+«’6'[1 — b’ cotg (8" + M)}

(3) df
+ &y v )

Draprés le § précédent, le groupe des Z et celui des 7 doivent étre isomorphes
et méme semblables, de sorte que l'on peut passer de 'un 4 lautre par un change-
ment de variables. Il s’agit de déterminer ce changement de variables, c’est-d-dire de voir
quelles relations il doit y avoir entre les v’ et les v.

Pour cela reprenons le calcul de la fin de la page 332 et du commencement de
la page 333 (Palerme), mais en posant:

@ = a, B =0, Y=Y, 9 =06—p
(4) V=al®—h), v =B(d— ' =
: o u=B0—h, v=v0-—0h.

Nous trouverons par exemple: 04
Y y Vg
dv, = 0da+4 adb’ = 5o

"o cosHdx adX
sin* 0 )

+6
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et finalement nous arriverons 4 la méme formule définitive, sauf que A sera remplacé
par 6’ quand il est en dehors des signes trigonométriques, ou, ce qui revient au méme,
que les lettres y seront accentuées et cotg 8 remplacé par corg (6" + 5b).

Le vecteur v, v}, v} a donc méme direction que le vecteur v , v,, v, (celle de
Paxe de rotation), mais la longueur du vecteur n’est pas la méme; la différence des
longueurs est égale 4 la constante h. Ainsi se trouve definie la relation cherchée entre les
vetles v.

Mais cette solution n’est pas unique. Soit en effer

10 0 r0
vx’ vz) 'U]

un systéme quelconque de valeurs des v’ que nous appellerons le systéme initial.
Appliquons. 4 ce systéme, une rotation quelconque du groupe ¢”, caractérisée par les
valeurs
v, = af v, = §6, ;=Y9
des variables v. Aprés cette rotation, les variables v’ auront pris les valeurs

’

v, v,
et nous aurons:
(5) 'U:' :fi('";o) v'zoy 'U;uy Uy Uy Uy) (=12 3).

Si 'on -se donne les valeurs initiales v)°, les relations (§) définissent le changement
de variables qui, en passant des variables v aux variables v’, nous fait passer du groupe
des Z; & celui des W,. On voit que ce changement de variables n’est pas unique,
puisqu’il dépend des trois parameétres arbitraires v7.

La solution que nous venons d’¢tudier correspond 4 un choix particulier de ces
paramétres; une rotation nulle y correspondra 4 un vecteur de longueur b de direction
d’ailleurs quelconque; or cette rotation nulle doit d’ailleurs correspondre au systéme
initial v?°; notre solution particuliére suppose donc:

(0) + W2) + () = .

La solution la plus générale s’obtiendrait de la fagon suivante. Elle dependrait de
la constante h et de la rotation constante ¢*, ot 4 =4 X, + 2, X, + 2 X,.

Construisons avec- les variables v,, v,, v, la rotation ¢”; combinons les deux rota-
tions l'une constante e, Pautre variable ¢’ et soit

eV =ete”, U= uX,.

Construisons. le vecteur %, , u,, % , prolongeons-le d’'une longueur égale 4 b, et
nous aurons le vecteur v/, v, v;; ce qui nous donne les v' en fonctions des v.

Voyons maintenant ce qui se passe en ce qui concerne le groupe des Z7; pour
le former il faut prendre w, =19, ou bien w,=—1if; cela revient 4 remplacer cotgf
par + i, ou par — i. En effet, nous passons des groupe des Z; 4 celui des /#; en
changeant cotg 9 en cotg (8 4 h) ou €® en £¥ =%e®, ot A = ¢*.

Mais le groupe des Z} s’obtent comme nous 'avons vu quand on fait A=o0 ou
A —=co. Il faut donc faire h — oo, la partie imaginaire de h étant égale soit 4 oo,
soit 4 — oo, ce qui donne cotg(h 4 h) = 4 i.
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Il y a donc deux groupes des Z;. Nous considérerons I'un d’eux, par exemple celui
ot cotg (8 4 b)) = 1.

Prenons donc les formules de la page 333 de Palerme et remplagons-y cotg par i.

Il viendra:

(6) dv, =t [i80(1 — o) + 2]+ t,[— v, + «aB (1 — iD)] + £ [v, +ay(r —iD)];
les valeurs de dv, et dv, s’en déduiraient par permutation circulaire.

On en déduit aisément (en tenant compte de > «* = 1):
(7 d% =at, + Bt, + 14,
et

da =it (B +v) —,(y +i2B) +-1,(8 —i=y),
(8) b=t (y —iaf) it (7 +v) — (= +ibY),
dy = —t, (B +iay) + (= —iby) + i,(«" 4= £7);
et on remarquera que les accroissements des cosinus directeurs «, 8, vy, produits par
une transformation infinitésimale quelconque dépendent uniquement de ces cosinus di-
recteurs eux mémes et’ sont indépendants de f.
De plus on a comme il convient:

ada 4 Bdp 4 ydy = o,
puisque «* - B* 4 y* doit rester constant et égal 4 1. On a dailleurs:
da® 4 dp* -+ dy* = o.

Ce n’est pas tout. Si Pon regarde «, 8, ¥ comme les coordonnées rectangulaires

d’un point, on a:
4Py =1,
Cest-d-dire que le point «, B, v est sur une sphére. Cette sphére, comme toutes les
surfaces du 27 degré, posstde deux systemes de génératrices rectilignes. Je dis que les
génératrices de I'un des systsmes ne sont pas altérées par les transformations du groupe. 1l
suffira de faire la vérification pour Iune de ces génératrices
o = I, p=1iy.
Je vais vérifier que si 'on a x =1, p = iy, on aura également
da = o, dp =1idy.
1l vient en- effet:
‘diw =0,
() A =271, 4it, (v + 1) — 5,1 — 1Y),
dy = — 267, 4 £,(1 + 1) Fit, (1 — 1)
et la vérification est immédiate.

On voit ainsi que le groupe des Z%. n'est pas. transitif, puisqu’il ne permet pas de
passer d’un systéme de valeurs des variables 4 un autre systéme quelcongue, mais seule-
ment 4 un systtme correspondant 4 une méme génératrice rectiligne de la sphére. Le
groupe des: Z? n’est done pas- semblable- & celui des Z,, et il nlest pas possible de
passer d’'un groupe & l'autre par un simple changement de variables.

Nous avons vu qu’il y a deux groupes' des Z35, que' Ion obtiént en prenant



126 H POINCARE.

w, =19 ou @, = — 70, ou bien en prenant X =o0 ou A =oco. Ces deux groupes
correspondent aux deux systémes de génératrices rectilignes de la sphere.

La derniére des équations (9) montre que les transformations du groupe se ré-
duisent 4 des transformations homographiques sur chacune des génératrices rectilignes
de la sphére du 1% systéme. Quels sont les points doubles de ces transformations ?

Si nous considérons par exemple une rotation autour de I'axe des x, c’est-d-dire
si nous faisons ¢, = t, = o, nous voyons que l'on a:

da =dB =dy=o
pour
o =1, B=—1iy ou €= —1, 8 =1iy;
c’est-d-dire que le lieu des points doubles se compose des deux génératrices rectilignes
du 2 systtme qui rencontrent 'axe de rotation.

Remarquons qu’ad v, =v, =v =0, clestd-dire & une rotation nulle, correspondent
des valeurs indéterminées des ', puisque la longueur du vecteur v, v,, v] est égale
4 h, mais sa direction indéterminée. Le point v/, v;, v, est donc un point indéter-
miné d’une sphére. Une transformation infinitésimale pourra alors transformer un point
trés voisin d’un point de cette sphére en un point trés voisin d’un autre point de cette
sphére et pouvant étre trés distant du 1°° point. Donc les dv, deviennent infinies.

C’est en effet ce qui arrive: Avec le groupe des Z;, nous rencontrions 6 cotg §;
cotg f devenait infini pour 9 = o, mais O cotg ¥ restait fini. Avec le groupe des /7,
f cotg i est remplacé par 6 cotg (6 - b), qui devient infini pour § = — A.

§ 11

Extension au cas général.

Je me propose maintenant d’étendre au cas général les résultats obtenus dans le
§ précédent relativement au groupe des rotations. Considérons donc un groupe para-
métrique G quelconque, dérivé des r opérateurs

7

et la substitution la plus générale ¢’ de ce groupe. Considérons également son groupe
adjoint G,, et dans ce groupe l'adjointe de ¢”. Nous savons que cette adjointe est une
substitution linéaire qui transforme les 7 coefficients # de

U: uXXI + u2X2 +V"' + qu'f
dans les r coefhicients u' de

U= uX,

3
U =¢"U¢.
Nous savons également comment les coefficients de cette substitution linéaire dé-

pendent des v. Ce sont des fonctions algébriques des v et d’un certain nombre de
transcendantes indépendantes de la forme ¢~“».

ot l'on pose:
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Le nombre des coeflicients de ladjointe est #*, et ils se trouvent exprimés en
fonctions de r variables indépendantes. Il y a donc entre eux au moins 7* — r rela-
tions. Il y en a exactement r* — r si le groupe G est de la 1% catégorie.

Il y en a davantage, s'il est de la 2% catégorie, parce qu’alors le groupe adjoint
est d’ordre inférieur 4 r.

Dans le cas particulier du groupe des rotations, ces r* — r relations ne sont autre
chose que les relations bien connues qui lient les 9 cosinus directeurs de 3 directions
rectangulaires.

Quelle est la nature de ces r* — r relations (je me suppose ici placé dans le cas
des groupes de 1* catégorie mais si 'on voulait passer & celui des groupes de 2%
catégorie il n’y aurait rien 4 changer que le nombre des relations)? et d’abord sonmi-
elles toujours algébriques ?

Ne voulant pas aborder la question dans toute sa généralité, je me bornerai
faire observer qu’il en est ainsi dans un trés grand nombre de cas, comme le montre
un théoréme de Cartan (loc. cit., p. 133). Ce théoréme nous apprend que pour tout
groupe linéaire semi-simple, on peut choisir les paramétres de facon que les coefficients
des équations finies du groupe soient des fonctions rationnelles de ces paramétres. Les
relations entre ces coefficients sont donc algébriques.

Si ces r* — r relations sont algébriques, elles ne cesseront pas d’étre satisfaites si
dans expression des coefficients de I'adjointe en fonctions des v, expression ou figurent
d’une part des fonctions algébriques des v et d’autre part des exponentielles ™, on
considére ces exponentielles comme des variables indépendantes. Elles ne cesseront donc

pas de l'étre si on y remplace ¢™ par Xe™®, les A étant des constantes arbitraires.
Soient alors

a.,

al? (127 L re

les coeficients de I'adjointe, et écrivons
(1) @, =o,(v, ¢™),
9, étant une fonction algébrique des v et des exponentielles ™.

Si nous regardons les @, comme donnés, ces équations (1) nous donneront les v,
et elles seront compatibles, pourvu que les valeurs des a; satisfassent aux r* — r rela-
tions algébriques précitées.

Posons maintenant
(2) a, = ¢,(v, )‘e—w’)'

Les % sont des constantes quelconques, choisies une fois pour toutes; les v’ sont
des variables nouvelles, les ' sont formés avec les v/ comme les o Iétaient avec les v.

Ces équations (2) sont compatibles, car les relations algébriques entre les a, obtenues
en éliminant les v’ entre les équations (2) sont les mémes que celles que lon avait
obtenues en éliminant les v entre les équations (1), ou bien encore en regardant les
v et les ¢™ comme des variables indépendantes et éliminant 4 la fois toutes ces va-
riables indépendantes entre les équations (1).

Nous pouvons donc écrire :

() ?:(v, €)= 9,(v/, 1™,
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ce qui définit les relations entre les anciennes variables v et les nouvelles variables v'.
Considérons maintenant une autre transformation du groupe paramétrique:

0 N % 1

"¢ (= étant trés petit).

Nous aurons, comme nous le savons:

(4) dv, = ¢b,(v, ¢7),
les 6, étant des fonctions algébriques des v et des exponentielles ¢=®. Ce sont 1i les
équations différentielles du groupe paramétrique engendré par les X.

Pour obtenir ces ¢quations (4) nous aurions pu opérer de la fagon suivante:

Les deux transformations

d
BV, eV+V

ont respectivement pour adjointes les substitutions linéaires 4’ et 4’” qui changent U en
t e =V 14 1y __ =Xy -V VoeXy . ,—eX r X
U=¢"Ue, U' = e ke Ue &% = ¢k U’ ¢k
Soient: 2, 'un des coefhicients de I'adjointe A4’; a, 4 da, le coefficient correspon
dant de I’adjointe ‘4"”. On aura:

aa - q)rx ('U, e-m)

d d
= Y qka0—3 3 f e,

puisque ¢, dépend des diverses variables v,, d’une part directement et d’autre part par
Pintermédiaire des diverses exponentielles e

et

D’autre part, on passe de U’ 4 U" par une substitution linéaire infinitésimale, celle
qui change U’ en

e—eX;t U eeXk .

Cela veut dire que da, est une fonction linéaire 4 coefficients constants des a

ce que jécrirai:
da,
25 _ 5 Coot.

Cela nous conduit aux relations :

d
6) S Cun =X T — 3 St

B2

. _r dv, . .
De ces relations, on pourrait tirer les —eton devrait retrouver les équations (4).
Changeons de variables en passant aux variables v'. Observons pour cela que la

dérivée totale de ¢,(v, ¢™) par rapport 4 v, est:

d dy, ., dw
e > e

et de méme que la dérivée totale de ¢, (v, )»e“‘") par rapport 4 v, est:

do, do, —w'dw
T T L d
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En différentiant les équations (3) nous trouverons donc:
do, do, P il d@a do, —“Idﬁ: ’
(6) Zd dv, sze““‘ Z dv > > d)\e‘”')\e v dv,.
Et alors, en tenant compte des équations (3) et (6), les équations (5) deviennent:

d - d —w'd ,
@ e Xepn 2y =35 — 3 3 S0y,

dre™

Si nous comparons les équations (5) et (7), nous voyons que les 2 membres de
(5) sont algébriques par rapport aux v et aux exponentielles e™. Pour passer de (5)
a (7) il suffit de changer dv, en dv), v, en dehors des signes exponentiels en v}, et

—w' .

e en \e

La résolution des équations (5) nous ayant donné:

(4) dv; = ¢b,(v, &™),
celle des équations (7) nous donnera donc:
(® dv, = ¢, (v, xe™).

On reconnait les équations différentielles du groupe des . défini au § 9.

Ainsi, au .moins dans les cas trés généraux ol le théoréme cité de CarTan s’ap-
plique, on obtiendra ce groupe des /. par le changement de variables (3).

Cest 12 la généralisation du résultat obtenu au § précédent.

Paris, 3 octobre 1907.

H. PoiNncaRreEg.
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