
7 .  Gestalt wnd 

Die folgenden 

Gleichgew4cht der Meereswellew; 
vow W i l l y  Wiew.  

Untersuchungen schliessen sich unmittel- 
bar an die von Helmhol tz  gegebene Theoriel) von Wind 
und Wellen an. In  den dort ausgefiihrten numerischen Rech- 
nungen hatten sich Fehler gezeigt, so dass He lmho l t z  mir 
eine Priifung dieser Zahlen auftrug. Es ergaben sich hierbei 
auch in den arialytischen Entwickelungen einige Rechenfehler, 
welche die Ergebnisse in einzelnen Punkten vergnderten. 
Diese Abweichungen von seinen Resultaten erkannte He1 m- 
ho l t z  an, als ich ihm die Ergebnisse meiner Rechnungen 
vorlegte und er beabsichtigte in seinen gesammelten Abhand- 
lungen einen berichtigenden Zusatz aufzunehmen, da der Druck 
der Abhandlung selbst bereits vollendet war. Diese Aufnahme 
musste dann unterbleiben, als Helmhol tz  bald darauf er- 
krankte und sie nicht mehr selbst besorgen konnte. 

Indessen bleibt die wesentliche Folgerung der He lmho l t  z'- 
schen Untersuchung richtig, dass es Wellen gibt, die bei 
genugender Windstarke eine grossere Stabilitat besitzen als 
die Stromung bei ebener Grenzflache, denn wir kijnnen in 
der That Wellenformen finden, die einen geringeren Energie- 
vorrath besitzen, als bei ebener Grenzflache vorhanden sein 
wiirde, wenn wir auf die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der 
Wellen Riicksicht nehmen. 

Ausser den Entwickelungen, die zu diesen Schliissen noth- 
wendig sind, gebe ich noch diejenigen, welche die Abhangig- 
keh der Wellenformen von den G eschwindigkeiten der Luft 
und der Wellen und den Einfluss geringer Wassertiefe auf 
die Ausbildung der Wellen ergeben. Ein Theil dieser Unter- 
suchungen ist bereits fruher in etwas anderer Form veroffent- 
licht.2) Nicht nur in der Frage nach den bei den Wasser- 

1) H e l m h o l t z ,  Ueber atmospharische Bewegungen. Sitzungsber. 
d. Berl. Akad. p. 761-780. 1889. Ges. Abh. 3. p. 309. Die Energie der 
Wogen.und des Windes. Sitzungsber. d. Berl. Akad. p. 853-872. 1890. 
Ges. Abh. 3. p. 333. 

2) Sitzungsber. d. Berl. Akad. 14. Juni 1894; 4. April 1895. 
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wellen herrschenden Gesetzen liegt ein wesentliches Ziel dieser 
Arbeiten, sondern auch in der Anwendung auf die'dynami- 
schen Vorgange der Atmosphke. Nach der Helmholtz'schen 
Theorie miissen an der Grenze verschieden erwarmter Luft- 
schichten Wellen entstehen, sobald die Stromungen eine ge- 
wisse Grosse erreicht haben und die Wellenberge werden 
dann oft als Wolkenbildungen sichtbar. 

Man kann nun bei sehr niedrigen Wellen eine Beziehung 
zwischen den Dichtigkeiten der beiden Luftschichten , den 
Stromungsgeschwindigkeiten in grosser Entfernung von den 
Wogen und der Wellenrange ableiten, so dass eine dieser 
Grossen aus den anderen berechnet werden knnn. 

Bei hoheren Wellen treten bei verschiedener Grijsse der 
Stromungsgeschwindigkeiten merkliche Unt'erschiede in der 
Form ein, sodass es nicht aussichtslos erscheint, aus der 
Beobachtung der Wellenformen auf die Werthe der Stromungen 
zu schliessen. Sind die Luftwogen nicht zu weit von der Erd- 
oberflache entfernt, so miissen bei grossen Werthen der Wellen- 
llinge auch in der Nahe des Bodens noch die Einflusse der 
Wellenbildung merklich werden und Aenderungen des Luft- 
druckes bedingen. Auch diese Verhaltnisse werden sich durch 
die Analyse vollstandig ubersehen lassen. 

1. 
Die Voraussetzungen der Theorie sind folgende: Es sind 

zwei Flussigkeiten von verschiedener Dichte uber einander ge- 
lagert, beide stromen im unendlichen mit constanten Ge- 
schwindigkeiten horizontal. Die Fliissigkeiten sind reibungslos 
und ohne Wirbel. Die horizontale Stromung der oberen 
Fliissigkeit bezeichnen wir mit a,, die der unteren mit -a2. 
Nehmen wir beide entgegengesetzt gerichtet an, so konnen 
wir dem ganzen System eine Geschwindigkeit a2 beilegen; 
hierdurch bringen wir die tiefen Schichten des unteren Mediums 
zur Ruhe, wahrend die absolute Geschwindigkeit des oberen 
Mediums al + a2,  die der Wellen u2 ist. Das Coordinaten- 
system ist mit den Wellen als fest verbunden und ausserdem 
sind alle Bewegungen parallel der Ebene der xy zu denken. 

Fiir die Wellenformen ist das Hinzufiigen dieser gemein- 
samen Geschwindigkeit u2 von keinem Einfluss, wohl aber fur 



die Energie des Systems. Die Gestalt der Wellen hangt nur 
yon den Werthen der Geschwindigkeiten a, und a2 ab. Die 
Bewegungen des Systems sind im iibrigen in Bezug auf das 
Coordinatensysteni stationar. 

Ausser der Bedingung, dass die Flussigkeiten im Unend- 
lichen horizontal stromen, ist noch die zu erfiillen, dass die 
Trennungslinie Stromungslinie fur beide Flussigkeiten ist. Diese 
Forderung muss mathematisch genau erfiillt werden , weil 
selbst ein geringes Uebereinandergreifen der angrenzenden 
Stromlinien beider Flussigkeiten physikalisch die Bedeutung 
des Hineinpressens der einen in die andere haben wiirde, wo- 
d u d  unendliche Druckkrafte entstehen miissten. 

Die Bedingung der Gleichheit des Druckes an beiden 
Seiten der Oberflache soll dagegen nach dem Vorgange von 
H e  1 m ho 1 t z durch die Herstellung convergenter Reihen er- 
fullt werden, in denen die Coefficienten der ersten Glieder 
zum Verschwinden gebracht werden. Es werden demnach alle 
Grossen als Functionen zweier Variabeln ausgedriickt, von 
denen die eine in der Oberflache constant ist. Die verticale 
Coordinate bezeichnen wir mit x, die horizontale mit y ,  die 
Beschleunigung durch die Schwere mit 9, das Geschwindigkeits- 
potential mit 97, mit v die Function, die einer Constanten 
gleichgesetzt die Stiomungslinien angiebt und die wir als 
Stromungsfunction bezeichnen wollen. 

Der Index 1 bezieht sich immer auf die obere, 2 auf die 
untere Fliissigkeit. 

Es werden nun x + iy und tp + iy als eindeutige Func- 
tionen von 9. + iq dargestellt; 11 = h ist die Gleichung der 
Oberflache. Den hydrodynamischen Gleichungen ist hierdurch 
geniigt und es muss noch an der Oberfliiche v constant sein 
und a d ,  wo die constante horizontale Stromung stattfinden 
soll, miissen und x constant sein. Die Druckgleichung 
lau te t : 

wo N die Normale bezeichnet. Ferner ist: 
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(1) 

I n  der Trennungslinie ist T,U = const., g = h ,  also: 

2 

f 8 , e q  C O S ~  + -ezq b, cos29. +.  ,., 2 

ny = const. - 9. I e-7 sin 9. + 8, e-zq sip 2 8 + . . . , 
2 

8 
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\ . I  > . ,  
In  der Trennungslinie ist T,U = const., 9 = h ,  also: 

Der Zusammenhang zwischen den Variabeln x + iy und 
9. + ig wird durch eine dritte Variable 6 + ti vermittelt, die 
durch die Gleichung : 

definirt ist. Die Beziehung zwischen 6 + ti und 9. + Ti ist 
im allgemeinen nicht durch eine ganze rationale Function dar- 
stellbar. Um die Druckgleichung zu erfullen, muss diese Be- 
ziehung auch durch eine Reihenentwickelung dargestellt werden. 
Diese Reihe convergirt immer starker als die Reihe: 

wo F eine lineare Function von 9. + gi ist. 

der logarithmischen Reihe den Ausschlag. 
Fur die Genauigkeit der Rechnung gibt die Convergenz 

Im allgemeinen lasst sich nx auf die Form bringen: 

- 

Ferner setzen wir in den meisten Fallen: 
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also : 

% = - n z + g l e - h _ _ _ _ _  cos 4 cos 7 ) i  8, e--2h COS 2 4  COB 2 q i  

8, e2h cos 2 4  cos 2 q i  

coshi  + T cos 2hSV + ”’) 
+ const. + Bl e h  _ _ - - ~  f . . . .  

cos 4 cos q i  
coshi  + 2 cos 2 h i  

Fur g=h wird y2=0, die eine Bedingung an der Ober- 
flache ist erfullt, wenn dort g = h wird. Ferner wird: 

COB 4 cos 2 8  
1 a w z  --I + ( ~ 1 - B J ~ ~ + ( % 2 - 2 3 2 ) - -  cos 2 h i  +.... 
b, a s  

h hat immer einen positiven Werth. Die 23 sind daher stets 
erheblich kleiner als die %. Wird also das Glied mit cos 3 6  
vernachlassigt, so entscheidet die Grosse der Glieder: 

2 8, 8, %, 
cos 3hi + cos h icos  2 h i  ’ 

2 (a3 e-3h - %3 e3h) + (a, e -h  - B1 eh) (a2 e e 2 h  - B2 e2h) 

im Vergleich zur Einheit uber die Genauigkeit der Rechnung. 
Die Constante n bestimmt die Wellenlange, und zwar ist im 
allgemeinen n = 2 n / A ,  fur die Functionen. aber , bei denen 
die Coefficienten der Reihenentwickelung nur gerade Indices 
enthalten, ist die Periode n daher n = n / A .  

Fur  den Raum der unteren Fliissigkeit ist q<h, deshalb 
convergirt die Reihe (2) immer. Fur  z = - 00 wird: 

- - a2. ._ a s  - -nnb - 
b2 
% = - n x ,  -- aY 

Im Unendlichen stromt die Fliissigkeit mit der constanten 
Geschwindigkeit a2. Wir setzen nun: 

dann wird die Druckgleichung : 

Die im.Werthe von x vorkommende Constante kann noch 
zu C hinzugenommen werden und kommt daher bei der Er- 
fullung der Druckgleichung nicht in Betracht. 

Wenn 9 positiv gerechnet wird, wirkt die Schwere in der 
Richtung der negativen x, dann muss bei stabilem Gleich- 
gewicht sa >sl sein. Wir konnen aber anch die obere Flussig- 
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keit als die dichtere annehmen, wenn gleichzeitig -9 fur g 
gesetzt wird. Beziehen wir dann wieder den Index 2 auf die 
dichtere Flussigkeit, so haben wir die Indices zu vertauschen 
und erhalten dann eine Vertauschung von !$ und $2. 

Die seitliche Begrenzung des betrachteten Raumes wird 
durch zwei in der Entfernung einer Wellenlange senkrecht 
laufende Linien der xy-Ebene bestimmt. Wegen der Perio- 
dicitkt der Wellenbewegung mussen die Geschwindigkeiten an 
diesen Linien dieselben Werthe annehmen. Es wird also ver- 
langt, dass: 

av =- av 
a m ,  axy+n 

qJ'y=Yy+i, - 

sind. Diese Gleichungen ersetzen die sonst nothigen Grenz- 
bedingungen, dass entweder q~ oder d q ~ l d x  an diesen Grenz- 
linien vorgeschriebene Werthe besitzen. Die Gleichungen sind 
erfullt, wenn q ~ ,  d ~ j / d r ] ,  dxldq ,  dy/a?i, periodisch nach der 
Wellenlange sind. Wenn die Wellenform gegeben ist, so ist 
die Bewegung hierdurch vollstandig bestimmt ; wenn aber die 
horizontalen Stromungen allein vorgeschrieben sind, so konnen 
mehrere Wellenformen auftreten, von denen aber eine die 
grosste Stabilitat besitzt. Hierbei muss aber immer die Ein- 
deutigkeit aller Functionen vorausgesetzt werden. 

2. Die Energie der Wellen. 
Helmhol tz  hat in seiner Abhandlung uber die Energie 

der Wellen nachgewiesen, dass der Zustand des Gleich- 
gewichtes stationarer Wogen mit der Bedingung verknupft 
ist, dass die Gesammtenergie des Systems bei vorgeschriebenen 
Werthen der Horizontalstromung einen Grenzwerth annimmt. 
Diese Bedingung, die mit der physikalischen Forderung, dass 
der Druck auf beiden Seiten der Trennungsflache gleichen 
Werth besitzt , identisch ist , ergiebt stabiles Gleichgewicht, 
wenn die Energie ein absolutes Minimum erreicht. 

Die Werthe der lebendigen Krafte der oberen und unteren 
Flussigkeit sind 
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Wir setzen an der Trennungslinie beider Fliissigkeiten 
vl = tp, = 0, an den horizontalen Grenzlinien y, = p1 , q, = pa. 
Wir fiihren nun der Allgemeinheit wegen eine dritte horizon- 
tale Geschwindigkeit. a3 ein, um auch den Fall fortlaufender 
Wellen bei gleichzeitiger Stromung des dichteren Mediums in 
den tieferen Schichten mit einzuschliessen. 

In  Bezug auf das Coordinatensystem hat dann die obere 
Fliissigkeit die Horizontalstromung al , die untere die Ge- 
schwindigkeit a3 - a,. Geben wir dann dem ganzen System 
die Geschwindigkeit a,, so ist die absolute Geschwindigkeit 

der oberen Fliissigkeit a, + a,, 
der unteren Fliissigkeit a 3 ,  

der Wellen a2 * 

Da die Geschwindigkeiten nur als Quadrate eingehen, so 
kann a, oder a3- a, das Zeichen wechseln, ohne die Resultate 
zu beeinflussen. Wir erhalten dann Wellen, die in entgegen- 
gesetzter Richtung laufen wie der Wind. 

Bezeichnen wir die Entfernungen der horizontalen Grenz- 
linien von der y-Axe mit Ql und !ij2 und integriren iiber die 
Lange einer Welle, so findet sich 

Wir setzen nun 

(4) 

Die Glieder, die den Factor r enthalten, bedingen die Ver- 
anderung der lebendigen Krafte, die von der Wogenbildung 
herriihrt. Hierbei ist die Lage der y-Axe dadurch festgelegt, 
dass sie in die ebene OberflBche des Wassers fallt, wenn 
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keine Wellen vorhanden sind. Dies wird durch die Gleichung 
ausgesprochen : 

2n 

(5) S % x d . S I =  0.  
0 

Hierdurch wird die additive Consta.nte im Werthe von x be- 
stimmt. Die gesammten, auf der Strecke einer Welle vor- 
handenen Fliissigkeitsmengen sind dann sI h Q, und s2 I$&. 
Man kann die Gleichungen (4) auch aus den Schwerpunkts- 
satzen ableiten. Die Geschwindigkeit des Schwerpunktes der 
beiden Fliissigkeiten in der Richtung der x ist Null, in der 
Richtung der y gleich p / @ ,  die Gesammtenergie ist 

fur die obere Flussigkeit, also die lebendige Kraft der Be- 
wegung relativ zum Schwerpunkt 

Geben wir jetzt dem Schwerpunkt die Geschwindigkeit Ita 

hinzu, so ist jetzt die lebendige Kraft der fortschreitenden 
Bewegung 

durch Addiren beider ergiebt sich L, und ebenso I/, far 
a, = 0. 

Setzen wir in den Gleichungen (4) a3 = 0, so wird 

Da I;, stets positiv sein muss, so darf ra nicht negativ werden ; 
dasselbe gilt von r,. 

Setzen wir nun in (4) aa = 0, so sehen wir unmittelbar, 
dass die lehendigen Krafie durch die Wogenbildung stets ver- 
ringert werden miissen, wenn die rogen selbst nicht fortschreiten. 

Diese Folgerung lasst sich allgemein ziehen, ohne auf die 
Gestalt der Wellen naher einzugehen. Durch die Wogen- 
bildung wird aber potentielle Energie neu hinzutreten, die bei 
ebener Grenze nicht vorhanden ist, und die weitere Frage ist 
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nun, ob unter Umstanden die Verminderung der lebendigen 
Krafte grosser ist, als die gebildete potentielle Energie. 

Der Werth der potentiellen Energie ist 
2 n  

Eine Entscheidung dieser letzten Frage ist ohne naheres Ein- 
gehen auf die einzelnen Wellenformen nicht moglich. 

3. Abbildung duroh elliptische Coordinaten. 

Wir setzen 

en(z+yiJ = s + ti = 2 a [COS (I9 + q i) - cos E ] ,  

wo a und E reelle Constanten sind. In  der s t - E b e n e  sind 
die Linien 11 = const. Ellipsen, 9. = const. Hyperbeln. Der 
Anfangspunkt der Coordinaten liegt in der Entfernung cos E 

vom Mittelpunkt der Kegelschnitte. q = I& ist die Trennungs- 
linie beider Fliissigkeiten, eh + e--h nnd eh - e--h sind die Axen 
dieser Ellipse in der s t -Ebene.  

Fur  die obere Flussigkeit sei nun 

v1 + icp, = - 6,  h - ib, (9. + qi), 
wo 6, eine Constante bezeichnet. 
fur q = 00 wird 

Fur  11 = h wird I,!J, = 0, 

a1 
- l o g a + n x = q = X + h ,  - = r l b b l =  aY 

b, 8 X  

der Horizontalstromung der oberen Flussigkeit. 
11 = 0 wird 

Fur  8 = E, 

n s = l o g 2 a + l o g ( i ? - e )  +logsin&. 
Durch Bildung der logarithmischen Reihe ergiebt sich 

,a i ( s+qi )  
n(x + y i) = log a + q - i 6  - cos a 6. 

a a = l  

Berucksichtigt man die Gleichung (2) und vernachlgssigt 
alle Glieder hoherer Ordnung als e-2h, so kann man die Druck- 
gleichung auf die Form bringen 

a, + a, cos I9 + a2 cos 2 8 = 0. 
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Durch Nullsetzen der Coefficienten erhalt man die Gleichungen, 
aus denen noch die Constante C zu eliminiren ist. Setzen 
wir noch ( l / cosh i )  = j, so erhalten wir als Resultat die 
beiden Gleichungen 

(7) 
1 - j 2 C O S 2 &  - y - a(1 - i j 2 )  = 0 ,  
2 C O S 2 &  + 1 - E ( ( 4 C O S 2 &  - 5 2 )  = 0. 

Die Wellenhohe ist 

Will man Wellen gleicher Hohe vergleichen, so muss fur sie 

denselben Werth haben. 
Aus der Bedingung (5) ergiebt sich 

loga + h = 2e-2hcosZe + e-4hcos22& + . . . 
q = x = O o  

Fur 

wird 

p1 = al (Q~ - & (log a + h ) )  7 

also ist 
I r - -{2e-2hcos2& + e-4hcos22& + . . .). (8) 1 -  2 n  

Aus (2) folgt 

Der Werth der potentiellen Energie wird 

F = 2*g(s2  - 
4 ?? 

{e-zh cos2 ~ + e - ~ ~  (3 C O S ~  8 - 3  CO$ &++). . .). 
Der Unterschied im Energievorrath bei ebener Grenz- 

flache von dem bei ruhenden Wellen wird (lurch die Grosse 
bestimmt 

s, i af r, sa i a! rz - F = D .  (10) 2 + 2  
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1st D positiv, so ist der Energievorrath bei ebener Grenze 
grosser. Wir konnen in nnserem Falle B schreiben 

I fcos, & + 4 cos4 8 - 20 cos6 E f .  
- g h8 (S8 - 8,) e - e  - 

4 762 

D ist positiv, wenn cos E < 0,5875, sonst negativ. 
Nun ist aber nach (7) 

1 1 p ( C O S 2 E  - - 1 1 
$==--- 4 +-) 

Da $ nicht negativ werden darf, so muss, weil auch c2 eine 
kleine Gr6sse ist, C O S ~ E  > Q, also cos e > 0,7071 sein. Es ist 
also B bei den nach diesem System moglichen Wellen immer 
negativ ; diese Wellen besitzen einen grosseren Energievorrath. 
als die Stromung bei ebener Grenze. Der Unterschied tritt 
indessen erst bei Berucksichtigung der Glieder von der Ord- 
nnng von e- -2h in der Druckgleichung auf, bei ganz niedrigen 
Wellen fallt er fort. 

4. Lemniscatische Abbildung. 

Es sei 
f T + t i = Z = ~ w + l .  

Die Riemann’sche Flache der complexen Variabeln w ist 
zweiblattrig mit einem Verzweigungspunkte w = - 1 und einem 
w = m .  Den Kreisen in der w-Ebene entsprechen Lemniscaten 
in der 2-Ebene. Dern unteren Blatte entsprechen die nega- 
tiven Theile der 2-Ebene, dem oberen die positiven. Da 2 
eine einwerthigo Function von w sein muss, so wird es weiter 
so abgebildet, dass den beiden Blattchen ein Blatt entspricht, 
ohne dass die Beziehung zwischen Lemniscaten und Kreisen 
zu gelten aufhort. Durch die Abbildung 

g =  ___ 

wird zunachst der erste Verzweigungspunkt in den Mittelpunkt 

w + l  
w f a4 
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5 = 0 des Kreises der 5-Ebene gelegt, da den Kreisen der 
w -Ebene wieder Kreise der 5-Ebene entsprechen. Setzen 
wir dann 

so entspricht den beiden Blattern der j-Ebene ein Blatt der 
8-Ebene. Den Kreisen der 5- Ebene entsprechen wieder Kreise 
der 8-Ebene. Durch die Gleichung 6 = ei(@+iV) wird erreicht, 
dass der Geraden q = const. ein unendlich oft wiederholtes 
Umlauf des Kreises in der 5-Ebene entsprioht. 

Die Abbildung gilt aber nicht fur das aussere, sondern 
nur fur das innere Gebiet der Kreise und Lemniscaten, die 
nicht uber ein bestimmtes Gebiet hinausgehen. Es entspricht 
namlich das Blatt der 2-Ebene und das der 8-Ebene dem- 
selben Doppelblatt der w - Ebene mit dem Verzweigungspunkt 
- 1.  Aber der zweite Verzweigungspunkt liegt fur 8 bei 
w = - a4, fur 2 bei w = a. Also sind die Blatter der w-Ebene 
ausserhalb des Kreises w = - a4 nicht mehr fiir 5 und Z 
identisch und es kann demnach auch nicht Z auf 8 hierdurch 
abgebildet werden. 

Wir begrenzen somit das abzubildende Gebiet auf das 
Innere des Kreises der w-Ebene, dessen Radius u2 ist, und 
wahlen fur die Abbildung des ausseren Gebietes die Be- 
ziehungen 

Kreisen der w - Ebene entsprechen Kreise der 8 - Ebene. Der 
innere Verzweigungspunkt liegt fur 2 bei w = - 1, fur 3 bei 
w = 0 ,  also sind die Blatter innen nicht identisch. 

Dagegen liegt der aussere Verzweigungspunkt fur beide 
bei w = GO. Im Folgenden sol1 sich immer der Index 2 auf 
den inneren, 1 auf den ausseren Raum beziehen. Wir haben 
dann zu setzm 

Hieraus ergiebt sich folgende Gleichung 
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Ferner 
o l + t l i =  1 / u 4 e 2 i ( 6 + q i ) +  1 = 7 / a 4 ( X . + Y l i ) 2 + 1  

(6: + T+), - 2 (G: - ti) + 1 = a* (Xf + Y,"),. 
Fur 

1 
a2 

X,Z+Y,2=X,a+ q=- 
gehen beide Gleichungen uber in 

(02 + ~ 2 ) ~  - 2 (c2 - za) + 1 - a4 = 0 ,  

die Gleichung der Lemniscate, der Grenzcurve beider Ab- 
bildungen. Da X + Xi = ei(@ + q i )  ist, so folgt X 2 +  Y2= e - 2 7 ,  

und fur die Grenze e - z h  = 1 / a 2 ,  also a = eh.  

Wir verschieben nun in der o t -Ebene  das Coordinaten- 
system in der o-Axe urn die Winkel e-8. Wir haben d a m  

n (x, + y, i) = const. + log 

- Llog(1 - $i(6+74). 

Das innere Gebiet der Lemniscate liegt zwischen den 
Werthen q = co und q = h. 

Wir entwickeln nun 
e - i t 9 + q - 1  e - 2 i 6 + 2 7 - - 2 7  

e 4 h -  1 
-4 n (xa +y, i) = const. + i8 - q - -- 

l/e4h - 1 

Die Reihe convergirt fur positive I und q = h. 
Weiter setzen wir 

, i 6  - 7  - 1 + 2 h  
VS + 'PZ = const. + n (xa +y, i) + + + e2 i6 -2q- -21+4h  

4 

Fur q = h wird y2 constant. Fur xa = - co wird 
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Fur den ausseren Raum haben wir zu setzen 

n (x1 + y1 i )  = log [ 1/ e4h + 2i f i -27  + 1 - e - q  
~ - - -~~ ~ 

1 = const. + i a - q + f o g  {I1 + , - 2 1 @ + 2 ~ - 4 h  - e - L - i @ + ~ - ? h  

= const. + i , 9 . - r j + f e - 2 ~ * + 2 7 - 4 h . . .  + + e - 3 i S - Z t 3 , - 6 r ~ . . .  

2 . . .  - e - - t @ t ? l - - l - Z h  - L e - 2 a ? 9 + 2 p 7 - 2 h - 4 h  

Die Reihe convergirt fur positive I und r j  = h > 0. 
Fur r j  = - m wird 
n (x, + iy,) = const. + log ( e i " - 7 )  = const. + i tF - r j .  

Wir setzen 
'1 + '1 = const. + i IF - I ? ,  

bi 
also *= - n b  -- -al fur x - a. ax 1 -  1 -  

Da fur ri = h auch T/J~ constant wird, sind hiermit alle 
Grenzbedingungen ausser der Druckgleichung erfiillt. Diese 
wird in derselben Weise wie vorher mit Vernachlassigung von 
Grossen van der Ordnung e- -3h erfullt und ergiebt, wenn wir zur 
Abkiirzung eb2'& = a, e - 2 z  = setzen, die beiden Gleichnngen 

4 cs' p - 1 + (q3 + Q) (1 - 2 a p) = 0 
2 p  - 1 - p(p - 2 )  - O(3P - 2 )  = 0 (11) { 

oder 
0 = 1 - 6 m p + @  ~ ~ 

2 @ ( 1  - Z q 9 )  ' 
die Wellenhohe ist 

Wenn die Wellenhohe fiir verschiedene Wellenformen dieselbe 
sein soll, so muss 

Die benutzten Reihenentwickelungen divergiren fur h 5 0. 
Sie werden aber schon fur kleine Werthe von ?L unbrauchbar, 
wed. die vernachlassigten Glieder den ersten an Grosse nahe 
kommen. 

Ann. d. Phys. u. Chem. N. F. 56. 8 
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Wird die Einschniirung der Lemniscate so gross, dass 
der Radiusvector die Curve zweimal schneidet, so schneidet 
auch an den entsprechenden Stellen der Welle die x-Coordinate 
die Wellenlinie zweimal. Die Form der Welle ist dann eine 
iiberhangende , die nothwendig im labilen Gleichgewicht ist 
und zum Branden fuhren muss, wahrend die Wellenhohe end- 
lich bleibt. 

Fur negative Werthe von h besteht die Lemniscate aus 
zwei gesonderten , symmetrisch liegenden und geschlossenen 
Zweigen. Auch dann kann die Curve noch zur Darstellung 
von Wellen benutzt werden, wenn als innerer Raum der von 
einem Zweige umschlossene betrachtet und der aussere mit 
Hinzunahme des vom zweiten Zweige begrenzten Stuckes ab- 
gebildet wird. So lange die beiden Zweige getrennt sind, 
erhalt man dann regelmassige Wellen, sobald sie aber in ein- 
ander iibergehen, entstehen Discontinuitaten, die in Wirklich- 
keit als Brandung auftreten. 

5. 

Die beiden betrachteten Abbildungen konnen wir fur die 
Untersuchung der Einflusse, die die Gestalt der Wellen be- 
stimmen, so verwerthen, dass wir entweder % oder D in beiden 
als gleich vorschreiben und ausserdem die Hohe der Wellen 
festsetzen. Dann erhalten wir D oder '$3 in beiden verschieden 
und wir haben, da die sonstigen Bedingungen dieselben sind, 
die sich ergebende Verschiedenheit der Wellenform der Ver- 
schiedenheit der Werthe des % allein oder des D allejn zu- 
zuschreiben. 

Wenn die Wellenlange gegeben ist, so werden Unterschiede 
im Werthe des !J3 nur durch die Verschiedenheit der Geschwin- 
digkeit bedingt, mit der die Luft den Wellen vorauseilt, 
wahrend D dann nur von der Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
der Wellen abhangt. 

Einige Wellenformen, die einen solchen Unterschied er- 
kennen lassen, sind in den folgenden Figuren gezeichnet. al 
und a, sind die horizontalen Stromungen, wenn als obere 
Flussigkeit Luft, als untere Wasser angenommen wird. Dann 
ist s1 = 1, s, = 773,4, I = 1 m gesetzt. 
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a:  und a: sind dieselben Geschwindigkeiten, wenn die 
beiden Fliissigkeiten Luft von der Temperatur 10 O und 0 O sind. 

Hier ist sz / s1 = 283 I273 , h = 100 m angenommen. 
Z wei Wellen bei gleicher relativer Geschwindigkeit und 

verschiedener Wellengeschwindigkeit sind in Fig. 1 gezeichnet. 
Die zugehijrenden Werthe sind nebeneinandergestellt. 

Fig. 1. 
1 2. 

5 = 0,2502 El = 0,7660 u = L  G 4  Q = 0,6607 
cos E = 0,9926 = 0,1964 p = 4  v = 0,1964 

I i H = 0,5067 H = 0,5067 

a1=15,39m/sec a: =1,06Om/sec a,=15,39m/sec a: =1,06Om/scc 
a2 = 1,194m / sec a:  = 2,246m/ sec a2 = 1,015m /sec a: = 1,909m/ sec 

Die Curve 3 (Fig. 2) gehijrt zu zwei verschiedenen Werth- 
systemen mit gleicher Wellengeschwindigkeit, aber verschiedener 
relativer Geschwindigkeit. Sie ist mit der Curve 1 (Fig. 1 )  
identisch, passt aber auch zum Werthsystem 3, da die Unter- 
schiede hier zu klein sind, urn durch die Zeichnung noch deut- 
lich hervorzutreten. 4 hat die relative Geschwindigkeit Null 
und grosse Wellengeschwindigkeit ; wir haben hier eine ver- 
haltnissmassig grosse Verschiedenheit in der Form, wie denn 
auch diese Welle die grosste Einbuchtung von allen hier be- 
trachteten zeigt. Die Curve 3 a  zeigt eine zu 3 gehorende 
Stromlinie der Luft. 

Fig. 2. 
3. 4. 

a = 0,03482 a = 0,7660 5 = 0,3328 El = 0,9915 
@ = 1,833 '$3 = 0,0877 cos E = 0,7513 !)3 = 0 

I i H = - 0,5067 H = 0,5067 2.n 
8* 
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a,=107285niisec a~=07708m/sec  al=a:  = O  
up=  1,194m/sec a',=2,246m/sec a2=1,243m/sec ui = 2,338m/sec 

Endlich haben wir in Fig. 3 zwei Wellen von gleicher 
Wellengeschwindigkeit, von denen eine die relative Geschwin- 
digkeit Null hat. Hier zeigt sich ein nur durch den Einfluss 
des Windes lsedingter Unterschied der Wellenform. 

Fig. 3. 

5. 6. 
C O S E  = 0,884 !Q = 0,8421 u = 0,05245. '$ = 0 < = 0,288 '$ = 0,1281 = 1,300 G = 0.8421 

a, = 12,43m/sec a: =0,856 al=CZ;=O 
u,=1,146m/sec ai=2,156m/sec a2=1,146m/sec a',=2,156m/sec 

Wir sehen hieraus , dass die relakive Geschwindigkeit 
beider Medien und die Geschwindigkeit der Wellen bei ruhen- 
den tief liegenden Schichten des dichteren Mediums gesondert 
auf die Wellenform einwirken. Dabei ist ihr Einfluss ein ent- 
gegengesetzter ; der starkere E n d  bei geringerer Wellengeschwin- 
digkeit bedingt W-ellen mit runderen Klipfen, walir~nd die Wellen 
6ei schwachem K n d e  und grlisserer lk  ellengeschwinchgkeit spitzer 
werden. 

Diesen Einfluss kann man auch dadurch feststellen, dass 
man die obere und untere Fliissigkeit vertauscht, wobei auch 

und C vertauscht verden, und erhalt nun da, wo vorher 
starker Wind und geringe Wellengeschwindigkeit war , jetzt 
schwachen Wind und grosse Welleiigeschwiiidigkeit und um- 
gekehrt, wahrend die Fjguren umzudrehen sind. 

Bei Luft und Wasserwogen kommen dieselben Formen 
vor, nur sind die zugehoreiiden Stromungen verschieden. Be- 
sonders gross ist der Unterschied in der relativen Geschwin- 
digkeit beider Medien, die bei Wasserwellen , gleiche Wellen- 
form vorausgesetzt , sehr vie1 grosser ist als bei Luftwellen. 
Es ist namlich 
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a: = 0,06417 a l ,  a: = 1,881 a,, 
wenn die Wellenlange der Luftwellen hundert ma1 so gross 
ist, als die der Wasserwellen. 

Ausser den Wellenformen ergeben sich aus den durch- 
gefuhrten Rechnungen die sehr betrachtlichen Unterschiede 
der  Luft von Wellenberg und Wellenthal. Bezeichnen wir 
diese mit < und vl fur die Luft, mit V, und v2 fur das Wasser, 
so erhalten wir aus den ohen dargestellten Rechnungen 

cI1 _.__________ 

Die Geschwindigkeiten an den entsprechenden Stellen im 
Innern der Luftmasse erhalt man einfach aus den Ausdriicken 
fur < und vl ,  wenn man anstatt h das entsprechende q ein- 
setzt. Im Innern der Wassermasse erhalt man fur yZ und v, 

1 ’  1 2 e - ” +  e”2cosE x 

e l ) -  e-l) 

e - h  cos E - -  
eh + e-’ 1 1 ,v - e-71 

g.l - e-% 
,2 h - cos2e--- 

1 
e2h + &-ah 

i 
= a 2  - 1 +  J;  

___ a2 

So ergeben sich fur die Welle 1 und 3 
P; = 1,283 a, 
pZ = - 0,726 a2 

v, = 0,779 al 
v 2  = - 1,214a2 . 

Die in Fig. 2 gezeichnete Stromlinie liegt in der Hohe 
I 2 n  0,106 uber dem Wellenberg. Die Geschwindigkeiten am 
Wellenthal und Wellenberg dieser Stromlinie sind 

vl = 0 , 8 0 4 ~ ~  5 = 1,245a2 .  
Diese alsolute Geschwindigkeit des Wassers bei ruhendem 

’Tiefwasser ist 7.. + a2 und v, + a , .  Es strijmt an den Wellen- 
thalern in entgegengesetzter Richtung wie an den Wellen- 
bergen. Identische Wassertheilchen beschreiben geschlossene 
Gurven. Die absolute Geschwindigkeit ist unter dem Wellen- 
thal in einer Tiefe 

a /  2n 0,151 - 0,181 c12 
1 /2n2 ,458  -0 ,017a, .  
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6. Abbildung durch elliptische Functionen. 

Die folgenden Abbildungen stiitzen sich auf gewisse 
Eigenschaften der elliptischen Functionen, die ich voran- 
schicken will. 

li das vollstandige elliptische Integral erster Gattung in Be- 

K' dassselbe Integral in Bezug auf den Modul 1/ 1 - k 2  = k ,  

q die Grosse e . 
Wir setzen nun 

Wir bezeichnen mit 

zug auf den Modul k ,  

K' 
-x- 

2 K  
X + Yi = log sin am { n [8 + (1/1 - h) * 2 1 + 3 - ) ,  iK' 

ferner zur Abkurzung 

so folgt 

x= +log sin2 am u cos2 am i v  A a am i v  - sin2 am i v  cosz am u. A 2  am u 
[I - ka sin2 am u sin* am ivlz 

Fur 17 = h wird v =ik"/2,  sinamiv = i / l T ,  cosamivdamiu 
= (1 + k)/P und 

Ferner wird die Function 

1 
logsinam/$(tF + . l j i ) + i r  =log  2 K  I ksinam-(tt f q i )  

Fur 8 = 77 =: 0 unendlich wie 

wie aus der bekannten Potenzenreihe folgt. Also wird der 
reelle Theil gleich 

1 1 1 log - + log zK + log ____ 
E ~ ) G K p  * 

n 
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Endlich wird die Function 
2 K  log sin am ~ (8 + qi) 
n 

fur 9 = q = 0 negativ unendlich wie 

(14) 
2 K  log 7 + log(8  + qi). 

Wir setzen nun zungchst 
212 

n(z + yi) = log (c + ti) = log sin am 

b, 

b, 2 

Dann ist fur q = h nach (12) I,O, = I,O~ = 0. 
Setzen wir nun 

(9. + qi) + log co 

1 1  
vl f iq l  =logsinam s + ( q - h j i ) + - p  ;K1 ] --log- 2 k, 

v2f iq ,  =logsinam 

K 7  
K,K' 2 K, - __- - K, h + - - K, , d. h. qe-2" = K n  2 

so wird nach (13) fur 
K' 7c 

K 2 '  
q = - -  # = O  

2 K  
122 = - logk - log- - 1og1/-c9.2+ (q - K')2 + log co 

7c 

*=-- 2 K1 l o g k ,  - log- - log162 + (11 - Ki)2. 
b1 2 m 

Es ist also 

K' 7c 
K 2  x = m .  -=nb,  d Y  = a ,  fur $ = O ,  q = - - ,  

a m  

Wir setzen weiter 
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Es ist also 

a2 fur A = 91 = 0 ,  .?: = - a. - = b n = -  aY ’‘ 

ax 2 

Aus der Druckgleichung folgen dann unter Vernachlassig- 
ung von Grossen von der Ordnung von 

e - 6 h ,  pe-zh, 4 3 e G h ,  q 2 e 2 h  

die beiden Gleichungen 

1 - 4 e - 4 h  + 1 2 g 2 e 4 h  - ye4h + 4 p 3 e s h  - 1 2 p  
- (2p + 2 a ) ( 1  - q e d h  - 8g + 8g2e4”) = 0 

Diese Gleichungen bleiben auch fur negative q gultig 
Setzen wir 

(15) 
($ - 2 q 3 ~ ) ~ ~ 4 h  + (3 - 2 ~ )  = 0 .  

L‘ 
-,z - 

- 97 Q ! = k ’ K ,  Q’= k ’ ( K - i K ’ ) ,  q = e  P = 

so ist der zu 9 gehorende Modul iklk‘.  Nun ist 

k‘ sin am ($, k )  
s i n a m ( v , $ ) = - -  

Aam (+, k )  

also 

[ “,“ 1 2P sinam-(9 + qi) = cosam -(I? + qi j  - K . 
n 

Negative q ergeben also die durch die Function cosam 
bedingten Wellenformen. Dabei bleiben q1 und pz unverandert. 
Die Wellenhohe ist 

2K 2 K  
cos am -- i h  A am i h  i n 

n 1  
1 - kB sin* am ~ i h  m 

H =  -log 

Fur die Berechnung der Energie ergiebt sich 

D = a Q1 - log-’- 1JFh; + logc,] b, 
1 1  [ kh’ 

logc, = - h + (e--4h - p 2 e 4 h  ) + 1(e -8h  1 - q 4 e 8 h )  

-!-I2= - a 2 & -  [log[+-] K, Vk- - logc,]b,. 
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Also 

r1 = 
- { log--- y2 + log co} 
n 

(16) 

(18) 

Die durch Gleichung (10) definirte Grosse B, der Unter- 
schied zwischen ebener Oberflache und Wogenbildung, ist, wenn 
wir noch q e 4 h = s  setzen 

( lob)  
RSg (s - sl) e-8h - 21 ( 1  - e6) + 1 4  (e2 - + 2 5 ( ~  - e4) = ?--- -~ 

1 6 n 2  i 1 - e -  8e-4h(& - &*) 

Aus (15) folgt in erster Annaherung 
- + + * e  

E - 1  * 
2q3+2D=1, 2 $ =  

Da weder !@ noch !D negativ werden diirfen, so kann E 

nicht in die Nahe des Werthes 1 gelangen, wahrend E = 1 der 
glatten Oberflache entspricht, wobei p = p1 = q2 und vl 16, 
= v2/b2 = nx + const, werden. 

1st E klein, wo wird B negativ, ist E gross gegen 1 ,  so 
wird der Zahler positiv, der Nenner negativ, sodass sich keine 
mit (15) vertraglichen Werthe von E finden lassen, die B positiv 
machen. 



Auch hier fa,llt der Unterschied zwischen den Energien 
wogender Fliissigkeiten und ebener Oberflache in erster An- 
naherung fort und erst bei Berucksichtigung der zweiten Glie- 
der bekommt D einen von Null verschiedenen Werth. 

7. Gtleichgewicht der Wellen. 

Bus den gewonnenen Werthen fur die Energie der Wellen 
konnen wir ersehen, dass der Energievorrath ganz iiiedriger 
Wellen gleich dem bei ebener Grenzflache ist, wenn man nur 
die erste Annaherung beriicksichtigt, dass aber die weiteren 
Glieder zeigen , dass der Energievorrath der Wellen einen 
etwas grosseren Werth besitzt. Hieraus ist zu schliess'en, 
dass die ebene Grenze der Zustand stabilen Gleichgewichtes 
ist, wenn beide Fliissigkeiten stromen , gegeniiber ruhenden 
Wellen. Dies Verhaltniss kann sich aber umkehren, wenn 
wir fortschreitende Wellen betrachten. Nehmer, wir an , das 
Tiefwasser sei in Ruhe. Dann haben wir in den Gleichungen (4) 
a3= 0 zu setzen. Es sei nun D der Unterschied der Energie 
bei ebener Grenztlache von dem bei ruhenden Wellen, B' der 
Unterschied bei ruhendem Tiefwasser, so erhalten wir aus (4), 
indem wir einmal a2 = 0, a3 = a,, dann a3 = 0 setzen: 

(19) B - U'= a, 3, (sg a2 rg - s1 al TI). 

D war nun in den von uns betrachteten Fallen eine negative 
Grosse, die von den Gliedern zweiter Ordnung gebildet wurde. 
Wenn wir nun die Wellenhohe sehr klein annehmen, so konnen 
wir die Grosse B ebenfalls beliebig klein gegeniiber den Glie- 
dern erster Ordnung machen. 

Die in rl und ra enthaltenen Glieder erster Ordnung 
konnen dann bewirken, dass D' einen positiven NTerth erhiilt. 
Wie unsere Rechnungen zeigten ist fur ganz niedrige Wellen, 
bei Vernachlassigung von Grossen zweiter Ordnung r1 = r2 und 
die Gleichungen (7), (II), (15) ergeben alle die eine Gleichung: 

D' kann einen negativen Werth erhalten, wenn a, gross gegen 
a, wird. Und zwar muss mindestens: 
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sein. Hieraus folgt in Verbindung mit (12): 

Nehmen wir h= 1 m,  s2 = 773,4, sl= 1, so ergiebt sichr 

u2 = 0,04488 m/sec, al = 34,71 m/sec, 
a2 + al = w = 34,755m/sec. 

Mindestens in dieser Starke muss der Wind uber eine ebene 
Wasserfiache hinfahren , wenn er azigenblicklich Mellen von an- 
naihernd 1 m Lange erregen SOU. 

Fur  schwacheren Wind nimmt die Lange der Wellen, die 
er erregen kann, sehr schnell ab, weil die Quadrate der Ge- 
schwindigkeiten maassgebend sind. Ein Wind von der Starke 
3,415 m/sec wiirde nur Wellen von nahe 1 cm erregen konnen. 

Diese den Zustand des stabilsten Gleichgewichtes bilden- 
den Wellen sind indessen von sehr geringer Hohe. Das fol- 
gende Beispiel zeigt , wie bei einer Wellenhohe von ungefahr 
( A  / TZ) 0,07 bereits wieder grosserer Energievorrath der fort- 
schreitenden Wellen eintrjtt, weil die Glieder zweiter Ord- 
nung den Werth der Energie erhohen. 

Es ist nach den Formeln des 0 6: 

2 8  = 0,9327 T, = 0,005313 E = 4 e--2h = 0,02462 
2 0  = 0,001 rz = 0,005500 pe2h = 0,09847 q = 0,0002424 

a, = 33,62m/sec a2 = 0,03949m/sec h = 1 m 
B = - 0,08694 m4/sec2 D’- B = - 0,0001 337 m4/sec2. 

B’ hat bereits wieder erheblichen negativen Werth. Also n u r  
Wellen von ganz geringer Hohe kann ein vollkommen gleich- 
massiger Wind erregen, die dann, einmal in Bewegung, durch 
Interferenz mit anderen Systemen Wellen von grosserer Hohe 
und Fortpflanzungsgeschwindigkeit bilden konnen, wie dies von 
Helmhol tz  ausfuhrlich auseinandergesetzt ist. 

8. Wellen unter Wind auf flaohem Waeaer. 
Wenn wir in der Abbildung des $, 6 fur y, + i y ,  setzen: 
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In  dieser Entfernung L von der Nireauebene stromt die 
&ere Fliissigkeit horizontal. Ihre Geschwindigkeit ist aber 
nicht constant. Es ist namlich 

Fur 

wird 

also 
8 %  - ~ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ I  "R. bl ~ _ _  - 
8 %  1 4 -  4 E c o s 2 Y  + 4 q c o s 4 3  + ... 

nb,  = a, ist die mittlere Geschwindigkeit der horizontalen 
Stromung. (In meiner letzten Arbeit ist ein anderer Werth 
dieser Geschwindigkeit mit a, bezeichnet.) Wenn wir die Aus- 
driicke fiir L, bilden und integriren uber eine ganze Wellen- 
lange, so fallen die periodischen Glieder fort und wir erhalten 
dasselbe Ergebniss wie oben. 

Fur 1; findet sich 

Bus . der Druckgleichung ergeben sich die Gleichungen, 
wenn die Naherung ebenso weit getrieben wird wie fruher 
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Unter Benutzung der Entwickelungen des 8 6 folgt ferner: 

Die potentielle Energie nnd log co haben dieselben Werthe 
wie oben. Deshalb ergiebt sich 

1 .  - 21 - 288 + 58e2 + 16e3  + 12e5 - 37s4 
I + &  

e-81k 3 
. -~ 1. 16 n2 (sd ( (24) D = 

Fur  kleine Werthe von E ist B negativ; 8 darf nicht grosser 
als 1 werden, weil sonst die horizontale Stromungslinie die 
Wellenlinie schneidet. Fur  Werthe von E ,  die naher an der  
Einheit liegen, ist B auch negativ, wie man sieht, wenn man 
1 - S = E setzt und noch die quadratischen Qlieder beruck- 
sichtigt. Es  folgt 

Man uberzeugt sich so, dass D stets negativ bleibt. 
Negative Werthe von E sind ebenfalls ausgeschlossen. Labile 

Zustande der Stromungen bei ebener Grenzflache gegenuber 
der Wogenbildung konnen auch hier erst bei Beriicksichtigung 
fortschreiteiider Wellen entsprechend Gleichung (1 9) eintreten. 
Da wir die Hohe der Wellen beliebig klein annehmen konnen, 
so brauchen wir auch hier nur die erste Naherung zu beriick- 
sichtigen. Wir erhalten dann den Minimalwerth ron a, , der 
Wellen vorgeschriebener Lange erzeugen kann aus der 
Gleichung 

(25) a, r, s, = a, r2 s2 
in Verbindung mit 

1 + s  
1 - &  2 y3 +ea=1. 

Wie wir oben gesehen haben, konnen wir die obere und 
die untere Flussigkeit vertauschen, wenn wir !$3 und 0 ver- 
tauschen. Wir haben dann die Grosse !$3 auf das T;cTasser, 
G auf die Luft zu beziehen. In  unserem Falle erhalten wir 
ddiiri eine Wassermasse. die in endlicher Entfernung von den 
Wellen durch festen Boden horizontal begrenzt wird, wahrend 
die Luftmasse sich ins Unendliche ausdehnt. Dann ist a, die 



126 V. Wien. 

PGeschwindigkeit der Wellen bei ruhendem Tiefwasser , a, die 
Luftgeschwindigkeit relativ zu den Wellen. Wir erhalten aus 
,(25) und (23) in erster Naherung 

l f - 8  71. a ; s ,  . n a i  s, 
1 - &  2cp--+2cL=l,  a=---- g % (s, - SJ ’ @ = g i (sg - sl) 

Nun ist in erster Naherung die Wassertiefe 
i 1  1 
2 4  & 

= --log-, 
.also 

4 x L  _ _  

I - e  ’. 
Man sieht aus diesem Ausdruck, dass der Einfluss der 

Wassertiefe auf den Grenzwerth der Wellenlange, der von 
einer bestimmten Windstarke unmittelbar erreicht werden kann, 
sehr gering ist, da schon s,/s2 eine kleine Grosse ist. Statio- 
narer Wind wird daher sowohl auf tjefem wie auf flachem 
Wasser mit ganz ebener Oberflache Wellon von annahernd 
derselben Wellenlange erregen , auf flachem Wasser etwas 
kurzere. 

Dagegen hat die Wassertiefe bei hoheren Wellen, bei 
denen in der Druckgleichung noch die Glieder zweiter Ord- 
nung von Einfluss sind, Bedeutung fur die Stabilitat. 

Aus (23) folgt 

2a= a(l +e-+F). 
Sobald die Wassertiefe klein gegen 2. wird, ist e-(4=L/A) nicht 
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mehr gegen 1 zu vernachlassigen und zu vorgeschriebenen 
Werthen der Wellenlange und der Wassertiefe gehoren ver- 
schiedene Werthe der Luftstromung. Wenn aber die letztere 
gegeben ist, so miissen die Wellenlangen geandert werden. 
Bei geringer Wassertiefe ist El grosser als bei grosserer, sol1 
also u1 ungeandert bleiben, so muss A kleiner werden. Eine 
Folge hiervon ist die Brandung langer Wellen an den Un- 
tiefen, iiber denen immer noch Systeme kiirzerer Wellen hin- 
ziehen kijnnen. 

In  Fig. 4 sind zwei Wellenformen gezeichnet, von denen 
die eine 7 in endlicher Tiefe horizontale Stromungen besitzt, 
wahrend die andere zu den friiheren betrachteten Systemen 
gehort. Die berechneten Werthe sind folgende : 

Fig. 4. 
7. 8. 

p = 0,002 k = 0,1774 .c = 0,292 cos E = 0,8578 
e471 = 50 k =  0,9842 Cp = 0,1096 =0,8647 
q'= 0,2044 h = 0,9780 a, = 32,30 m/sec a2 = 0,413 m/sec 

A a = 0,0339 H = ; 0,2559 

Cp = 0,4125 1; = 0,5956 a 

al = 31,54 m/sec 
a2 = 0,325 

I " =  1 m .  

9. Einfluss des Windes auf die Geschwindigkeit niedriger 
Wellen. 

Die Entwickelungen des vorigen Abschnittes setzen uns 
in den Stand, die Abhangigkeit der Wellengeschwindigkeit vom 
Winde bei beliebiger Wassertiefe zu bestimmen, wenn die 
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Wellen niedrig genug sind, dass die Verschiedenheiten in der 
Form fortfallen. Setzen wir (1 + "1 - E )  = y ,  so haben wir 

a2 s y + a: s ,  = - ~ g - .  6% - s 1 a 
(26) 1 2  2 n  

Nun ist die absolute Windstarke w = a, aa , Je nachdem 
die Wellen entgegen oder mit dem Winde fortschreiten. Hier- 
nach ergiebt sich 

w - 5  7 v'(l - 5) tL(:- f +& 
82 _ _ _ ~ .  ~ _ _ _  SP a2 = __ 

S1 

F + r  
1st w = 0,  d. h. wenn die Luft absolut ruht, so ist 

ES wird also 

Dieser Ausdruck geht fur y = 1,  also unendliche Wasser- 
tiefe, in den yon Lord Kelvin1)  gegebenen iiber. Wenn der 
Wind den Wellen entgegen stromt, so verringert er ihre 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit. w darf nicht grosser sein als 

wenn die Wellen noch stabil sein sollen. 
1st w = 2$, so ist a, = a,, wenn Wind und Wellen 

gleiche Richtung haben, d. h. es ist von gleichem Einfluss 
ob die Wellen mit der Geschwindigkeit a2 der Luft voraus 
eilen oder uni ebenso vie1 zuruckbleiben. 

1st w grosser als dieser Werth, so ist die Geschwindig- 
keit der Wellen kleiner, im entgegengesetzten Fall grosser 
als bei ruhender Luft. 

1) Lord K e l v i n ,  Phil. Mag. (4) 42. p, 369. 1871. 
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Is t 

so kann a2 nicht mehr negativ werden und es existiren keine 
Wellen von der vorgeschriebenen Wellenlange, die gegen den 
Wind laufen. 

1st die Wassertiefe.klein gegen die Wellenlange, so ist y= a. 

Die Wellengeschwindigkeit ist dieselbe, ob der Wind 
gegen die Wellen oder mit ihnen lauft;. sie wird in beiden 
Fallen durch den Wind verringert. Hier muss 

sein. 
Setzen wir die Dichtigkeit der Luft s1 = 0, so wird 

Dieser Ausdruck stimmt, wenn man fiir y seinen Werth 
2nL 2 x L  

~ _ _ ~ ~  
e l  t e  

setzt, mit dem aus der gewohnlichen Theorie unendlich kleiner 
Schwingungen abgeleiteten uberein l), wo von dem Einflusse 
der Luft abgesehen wird. 

1st I/ klein gegen A, so wird 

wenn sl = 0. 

wenn s, von 

a 2 = a, = ,,,/'(I - : ) ~ g ,  

lull verschieden und w = 0 ist. Also bewegen 
sich nikdrige Wellen auf ganz flachem Wasser etwas lang- 
samer in ruhender Luft als wenn die Luft nicht vorhanden ware. 

1) Kirchhoff, Mechanik. 25. Vorles. p. 358. 
Ann. d. Phys. u. Chem. N. F. 56. 9 
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Endlich erlaubt die Gleichung (26) noch Anwendung auf 
rneteorologische Verhaltnisse. Wenn sich an der Grenze von 
verschiedenen dichten Luftschichten stationare niedrige Wellen 
ausgebildet haben, so kann diese Gleichung dazu dienen, eine' 
der Grossen aus den iibrigen zu berechnen. Die Liinge dieser 
Wellen ist oft sehr bedeutend und die Entfernung der Niveau- 
ebene vom Erdboden kann unter Umstanden nur von derselben 
Grossenordnung sein. Ihr Einfluss kann nach unseren Er- 
gebnissen beriicksichtigt werden. 

Sind dagegen diese Luftwogen sehr hoch im. Vergleich 
zur Wellenlange, so haben wir die einfachere Gleichung 

1st dann z. B. gegeben 
273 

= goom, a2 = 5m/sec ,  5 = ~- 
sn 283 ' 

so ergiebt sich a, = 4,45m/sec. 
Werden s1/s2 und a, constant gehalten, so erhalt il seinen 

kleinsten Werth, wenn al = 0, wenn keine relative Bewegung 
zwischen beiden Schichten vorhanden ist. 

Kleinere Werthe der Wellenlange konnen wir erhalten, 
wenn die untere Luftschicht nicht ruht, sondern mit der hori- 
zontalen Geschwindigkeit a3 stromt. Alsdann ergiebt sich 

1st a3 = a,, d. h. ziehen die Wellen mit derselben Ge- 
schwindigkeit wie die ganze untere Luftmasse dahin, so wird 
einfach 

In  diesem Falle kommt nun die relative Geschwindigkeit 
beider Luftschichten zur Geltung, der Einfluss der Entfernung 
vom' Erdboden fallt fort, und wir konnen aus der Wellen- 
lange und der relativen Geschwindigkeit den Unterschied der 
Dichtigkeit der beiden Luftschichten berechnen. 




