178 16. Broch, sur quelques propridtés d’un; cert, classe de fonctions transcendantes.

. . " . . » ISR B
PEPPLT IS e s E 3 : it i LA IR it

» 16, e »
Sm' quelques propne'tes Qitne certame classe de
| fonctmns transcendantes.
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Les theoremes qu& ;e vais demontret dgns le mémoire suwant sont ana-‘
logues aux théorémes que lillustre Abel a proposés dans le mémoire XV,
du premier tome de ses ouvrages completes. Ils énoncent des propriétés

remarquables des fonctions de la forme
i V'R ‘
dans le mémoire cité n'a ‘t.raxtes que pour le cas ou 7 est égal a 2.

§o lo
Théoréme I.

Soient fol@)y fi(®)y «ose fua(x) des fonctions entiéres de x, dont
les coefficiens sont des variables indépendantes. Soient de plus R(x) et
F(x) des fonctions entidres de x. Si I'on désigne par ¢,c;.... ¢, les di-

verses valeurs de f v1et que Pon suppose
1. B,(x) = ¢ fiai(x) f R@) + &7 fima (w) v R ()" eee
ceeetc, fi(x) »/(R(x))+ﬁ)(x),

2. Y(x) = B,(x).B,(x)....B,(x), |
Y (x) devient une fonction entiére de x- En la décomposant en facteurs
de la forme x—a, on obtiendra

3. Y@= A(@—2x) (@ —%) oo v o (@—2,)s
Or, en supposant:

. Seym ot { (ﬁ(x)+ﬁ(w)f(R(x))+- s i) »f(R(x)"")]
V@@ @ =@V B@) + o=@V (B))
+ z (cos——slogi Zc(ﬁ(x)f;(m) cos2”<” =)

ot 2, sin 2225 () V (B
—p—- arec ’

et

2
L — 2 sin tang =i
2' cos 222 £ (z) /(R =)
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et en désignant pai-‘ oz le coefficient de — dans le développement d’une
fonction quelconque z de i, je dis qu'on aura . f
7. all(@)+al(@) 4. 0(x) =C+F@)d@a—n (E_(?i’_(i))
gi n est un nombre.pair, et ' ; SR =
8. ¢,llx, +¢,llx, F.eve, I, = C4 F(a)¥(a)—o (f_(.:fi(ﬁ).)
si n ekt impair. e L Ty RS
Toutes les valeurs de ¢, €; ... ¢, dans P'expression de la fonotion
Y (x) doivent étre différentes entre elles, tandis que les quantités €1 60000 C,
dans le premier membre des équations (7.) et (8.) seront détermindes’ par
des, équations particuliéres, que nous presenterons dans la suite.

Démonstration. Le second membre de I'éguation (2.) est une
fonction symétrique’ des racines de I'équation y"-i—-R(w) = 0; il est done
une fonction rationelle des coefficiens de cette équatioy, et conséquement
Y (x) doit étre une fonction entiére de x. En vertu de I'équation (3.)
les quantités x;, X2y Lz cvee Ty seront des fonctions des variables indépen~
dantes qui sont les coefficiens des diverses puissances de x - dans [(x),
fi@)y ievs fia(®). Soit & une quelconque de ces quantités, on aura

; 9. V(x) =0, SRS R St
et en différentiant, on tire de 1A
10, dz/(x) = T,

—[ s L)V B@) |y 3 V@V (R
[ty 3, HAEICTD b3 2 o

. : n, ’n R(2)) o L )

23 %
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en désignant par \,b’ (x) la dérivée de \P(z') par rappoi't d x, et par la
caraotéristique & la diffiérentiation relative aux seules variahles mdependam
tes. En supposant, pour abreger

R(x
l].._ x \p(x)c :/(;(v) ( )) = p(-‘lr‘)r

: I’équatlon (lO) donne
12. d.'z: N (x}

C=—0, fis (x) C, (=) + 8for() Crz (@) - voen 8 fi(w) Oy (@) - fo(x) Co ()]

De 11 on tire, en multipliant par F(x)
T o c(x-a)f(R(x))\P’(w)
12, F(x) dx
N N T ¢(x—a) f(R(w)) . ‘
- F(x)/ {3ﬁ,_1x0_.1(a:) 8;:.‘2 (%) C,_,(x) $... (?ﬁ,(x) Co(r)}
E=aV® | or@me) ev(B) oy (R()

Maintenant, pour que I'équation (9.) pursse avoir lien, une des quantités
B,(x), By(®), <., . B, (x) doit étre égale & zéro. Soit donc '
R 14. B,(z) =0,

on trouve ¢ cpr )
. - x (R(x)
Done
. (Cp @) = R (x) (C'p-.x (#))
(. ‘ :
17 <—}— == ’P-,—l (x)'
e/ (B(@) o

En substituant ces valeurs dans I'équation (13.) on aura

o F@)dx . F(x)
18, e AT T T RN T anl C x 3!!2 Cn3
ca—a)y (Ba) ~ E—O¥ w[ Fose) Cosk) + ) o) ";v)
L wereF0fi (2) Co () 48 () =< RZ p)
Maintenant toutes les fonctioms C,., (x}, C._;(x)y ¢eeu Cy(), "“ (x)

sont des fonetions entiéres de z. Ea eﬂ'et C,,_‘(az'), Coir(2)y un. (,(x)
sont les coeffcients de §fi(x), 3]‘,,.,(@), ceos Ofy(x) dans le second
' membre de l’équnhon (12:), et on les tire de la différentiation de la
* fonotion enfidre Y () par rapport aux vatiables mdependantes, et tous les
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termes ou f,_,(x). parait dans  (x) ont towjours, comme on le voit dans
Péquation (2.), R(x) pour coefficient. Donc, en faisant pour abréger:

19. M) = F)| Curs ) ors) - Cors) @) - .
oot Co() i) ;;(“j’«m <}

ol A(x) est une fonction entiére de x, on trouve
Fxyde N

20. ) R
co—a)V(R@)  FTOVE
et en désignant par ZA(x) la quantité Aw, +Axad oo Ay
91, s F@de 5 M=)
o(x—a)V (R(x) (@—a)y'=
Si maintenant on fait A (x) = A, (x)(&—a) 4 N(@), ou \,(x) = 7\(2—2(“)
~est une fonction entiére de x, I'équation (21.) donne
F(x)dx 7\1 x 1
22, = . = =2 = —NOZ
c(x—a)y (R (x)) T (z—a)¢'w
Mais - oy .
23. = @:—5)-:57— == —— m et
7&1 M@ _ (M=) _AN@
% 20w = °U@) T Te—we@’
en remarquant que w a()\)!/ @ est toujours égal & zéro. L’équation (22.)
devient donc:
25, = F(x)dz Ma) A(x)

c(x__a) :f(R(x)) \P(a) (.’C—-a)\P(:L‘)
et en intégrant et remarquant que / s Xdy=uo / Xdy:

A
26. -—ﬂa:,-l—- H‘”2+ o+ H“'#—C+./~PEZ§ jﬁ(x-}\tf):?)(m)
A(a)

Pour trouver la valeur de 7@’ il y a & rémarquer que cette

mtegrale d laide de I'équation (19.) peut étre mise sous la forme suivante:
a7, [2@ _ |
) Y@ ®
Cn—’l 6 n-1 . Cn—3 8 n-2 Co a 1 “l - 6\ 1] )
F@f{ @)8fs(@) + Coos(a) OF <:>(~:) @)+ o r@}.




32,

st [ 29 —p@ [3, & V(R@r)if,(a) __Fa) g
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Maintenant la quantité entre les parentheses du secoud membre devant étre
intégrable, on doit avoir -
Cp(a) G, (a)
bt Al
/8 (w (a) ) ) (w(a

en remarquant que
29. n—l (a) — 1 ( a)

"R(a)
Or cela a lieu effectivement, car on a
r+1
30. Va )§,§E%‘ﬂ V@7 Bar 3, (B 5)3 (BV =
cp+r+1
— V(@) \f(R (aytrth) Ey (m )

. ‘ r+1
31. C,(a) 337‘”% V@ f(R(a)P*’*‘)E (B (a)) (B, @)

donc

gc ) v 0 3G, 10 |

\U(“) 8f r4-1 ( ) P r+l (a) f(R (a)p-l-r-i-l)z cﬂ+r+1)
fi+1(a@) ¢ (@) B;(a))’

et cela est une fonction symétrique par rapport & p et ». Le second
membre de I'équation (27.) est donc intégrable, Maintenant dans toutes
Cr—s (@) Cu-s(a) Cn-i(a)
y@ * ya 77" R(a)y(a)’
ne contienne toutes les quantités f,(a), fi(a), fi-1(@) ....: on conclura

donc que k( y 6‘f( )
a a
8. [ =raf i

ou, en substituant la valeur de C,_;(a) donnée par I'équation (ll.):

les fouctions il n’existe aucune partie qui

@ 5@ yaw e

Si n est pair; f v'1 a deux valeurs réelles +1 et —f-i, et
n—2 valeurs imaginaires de la forme eos?--n'?-’—t v —1 sing—f{—‘, en don-
pant & p successivement toutes les valeurs enticres renfermées entre les
limites 1 et —;f-—-l;' Si n est impair," ynf v 1 a une valeur réelle +1 et

. . . : 3 ) 2 . :
n—1 valeurs imaginaires de la forme (ms-«"-';—"3 Ty —1 smiii;"_ﬁ » en don-
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nant d p successivement toutes les valeurs entiéres renfermées entre lgs

limites 1 et ";1.
(@+by—1)log(e+dv'—1) + (a—b y"—1) log(c— dV"—1)
= alog(c’+d*)+ b arc(tang = -f—)
on trouve aisément, si 1 est pair:
"N(@)
35
V(@)

En vertu de cela et en remarquant que

= F(a)3(a),
et si » est impair:
(a) —_ F /
36. @ F(a) & (a).
Donc, en substituant cela dans l’equation (26.) on a
1 1 1 F(x) 3
37. o H.z',-{—a Mz, +.... E; Nz, = C+F(a)3(a)—mo (__%%__;‘@)

si n est pair, et

1 1 1 —_ / F(x)d'(a)
R C—I-F(a)&(a)—w(?—r)

. . - 1 ® n
si 7 est impair; ou parceque . est aussi une valeur de y'y'1, en posant
1

. 1
¢, au lieu de o

39. ol e Uz, +..e.clla, = C+F(a)&(a)_.m(’7_'_<m"i_i.§£”l)
si 7 est pair, et si n est impair ]
40. ¢z, +c,Ma+....c, Mz, = C+ F(a)d'(a)— (B (:Z:_sa(‘”)

Les valeurs de ¢, ¢,, ¢;, .... ¢, daus le premier membre des équations
(39.) et (40.) seront déterminées par les équations:

C,(@) = V(B(@,) C (@),
41, ¢, Co(@) = v (R(2,)) Cpi(22)s
c.C(z) = :/‘(R (@u) Cos(®4)s
que P'on tire aisément de I'équation (17.).

§. 2.
En supposant plusieurs des quantités 2y, &2, .... x, ¢égales entre
elles, par exemple o, = ,, on aura en vertu des équations (41.):
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42. ¢, C,, () = :/(R (x)) bp—l (#) = ¢, Cp (@),

et cela donne, en supposant que C,(z,) et :/'(R(w)) C..(x), ou, ce qui
est la méme chose, C,(7) et R(x) C,_,(x) n'ont pas £~z, pour diviseur

commun:
€, = 6y

On aura dono le théoréme suivant,
Théoréme 11,
Etant donné I'équation
43. J(@) = Ad@—a)"(@—T)™ .0 (2—2,)",
ou les fonctions C,(x) et R(z)C,_,(¢) nont pas de diviseur commun,
on aura -
44, com et em a4 mlle, = C+F(q) S@@)—w (—f—fﬁ‘?—)
si n est pair, et 5
45, c¢;m 2t c,m g, 4000 cy ”‘ﬂn‘rﬂ = C+F(“>3’(0) - (%?)
si n est impair, ‘
§. 3.
Si 'on suppose F'(x) divisible par (x—a), F(a) devient == (0. Oa
aura done, en mettant (x — a) F'(x) a la place de F(z) le théoréme que voici:
Théoréme III,

Les choses étant supposées les mémes que dans le théoréme II., si

Yon fait 46. o= F(a:) da:
v (R(Z'))
ou F(x) est une fonction entiére queloonque de x, on aura
47. Olmln-’v"*- 02m2n‘1"2 vreCy m,un = C—G(F(Z‘)S(‘T))

8i # est pair, et
48, ctmlnwl"l' e (1,400 cym,,u-’t‘,, = C—-G(F(w)e"(x))
si-# est impair,
§, 4.
Si dans les formules (44.) et (45.) on suppose le degré de F(2)
moindre que celui de v (R(ar)), on aura
F(z‘) 3 (x)
\ ¢*—a

« o(FO2D)

On aura donc:
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Théoréme 1V,

Les choses étant supposées les mémes que dans le théoréme (2.),
si le degré de (F'(x))* est moindre que celui de R(x), on aura

49. em o, +e;m w4 ...ocum, 12, = C+4 F(a)3(a)
si » est pair, et
50. eom 1o+ eymllw,+.icie,m, e, = C+ F(a)9 (a)
si n est impair.
§. 5.

Sx dans le théoréme précédent on suppose F'(x) divisible par x— a,

on aura F'(a) =0, et en mettant (x—a) F'(x) au lieu de F'(x), on aura
le théoréme suivant

Théoréme V.
Les choses étant supposées les mémes que dans le théoréme (2.),

si on feit
51. Tla __fF(x)d:c
V(Bx)
ou le degré de F'(x)" augmenté de 7 unités est moindre que celui de R (x),
on aura

52. emIla,+e;mIlx,+4....¢,m, Mz, = C.

§. 6.

Ea différentiant les équations (44.) et (45.) 5—1 fois de suite par
rapport & a, on aura le théoréme suivant.

Théoréme VI.
Faisant
F (w) dx
(x—a) V(R (2))
les autres choses étant supposées les mémes que dans le théoréme (2.),
on aura '

53, Il(x) =

54, em eyt eom M40 icym, Iz,

1 dk-'(F @R@)_ _(F@=)? (3‘)
=C + da*t " (w—a)f

si » est pair, et :
Crelle's Journal d. M. Bd XX. Hft. 2, 24
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55, eym oy +emeydcc.e,m, 2,
—or 1 A F@Y @) F(w)&’(w)

| da! T(w—a)
8i n est impair, I'k deslgne comme de contienne le produit 1.2.3....(k—1).

5. 7.
Soit §(x) .une fonction rationelle quelconque de =z, on peut tou-
jours faire :
56. {f(w)—-F(w)-{-(x__a)h+(x___a2)k7+ . (x-——(l)k"

on F(x), F,(x), .... F,(x) désignent des fonctions entiéres de x. On
aura donc en vertu des théorémes IIL. et VL. le théoréme qui suit.

Théoréme VII

Mo = f F () (l:v
v (R(w))
& (x) étant déterminé par P'équation (56.), on aura

58, emIla + cymIla,4-...0c,m,]lx, = ,
1 dh—-l Ip . \ ky—1 , 3
C—o(F@3@) + - T2 @) . L L (2)%(%)

Faisant

dd— - TR T da +e
1 4% (F, (a,)&(a,))
ek P T

si n est pair, et . ?
59. clmlnw1+c§m2nw2+loo 0 m nx i
} -1 F‘ . / ) ka—1 " A / )
C—o(§@)9 @) + g <“’9<">>+f1]_% & F @) @) |

da 1—1 dakz—h-l
‘ +__}_ d"r“(F,(ay)S’(a,))
. Tk, da’;”—‘

si n est impair,

§ 8.

En considérant un certain nombre’ - des quantntes Lyy Xry e T,
comme variables mdétermmees, ‘les coefficients de x dans les fonc-
tions f3(x), fi(x), ««++ [ia1(x) seront des fonctions de celles-ci et-déter-
mindes par m des équations (41.). Le plus grand nombre des variables



16. Broch, sur quelques propriétés d’'une cert. classe de fonctions transcendantes. 187

indépendantes est donc égal au vombre des coefficiens de x dans f(x),
fi(@)s oo oo fira(x), et la somme d'un nombre quelconque de fonctions
de la forme (57.) sera dohe réduite & I'aide des équations (58.) et (59.)
& un nombre déterminé y de fonctions de la méme forme, suivie d’'une ex-
pression algébrique, logarithmique ou citculaire. Pour trouver ce nombre v,
soit le dégré de R(x)= p, et:de f,_i(x) = r: la moindre valeur de
est évidement = nr--(n—1)p.. On trouvera donc en ayant égard i la
forme de la fonction W (x):

Le degré de f,((®)== ¢ o ¢ « ¢ ¢« ¢« « « « o Pj

Le degré de f,_.(x) égal au.nombre entier que contient 7 - —:—;

Le degré de [.—3(x) égal au nombre entier que contient r+%’3;

- Le degré de f;(x) égal au nombre entier que contient r—]—(——":Q)p 3

Le degré de f(x) égal au nombre entier que contient r-- @:’—1—1—)2.
Donc le nombre des coefficiens est égal & la somme de nr-4-n—1 et des

nombres entiers que contiennent les fractions - 2p .. @=2p ("—1)1’;
n ’ n 4 n 4 n

en remarquant qu'en vertu de la forme des équations (41.) un des coef-
ficiens doit étre arbitraire. En retranchant ce nombre de nr4-(n—1)p,
on trouvera v. On a donc le théoréme suivant.

Théoréme VIIL

Soit [Tx = ’,‘,—(}Lwﬁ'f, ou F(x) est une fonotion rationelle quel-

V(R (x))
conque de x, et R(x) une fonction entiére du degré p: la somme d’un
nombre quelconque de fonctions de cette forme sera toujours réductible a
une expression algébrique, logarithmique ou circulaire, et { un nombre v
de fonctions de la méme forme. Ce nombre y est égal & la différence
entre (n—1)(p—1) et la somme des nombres entiers que contiennent les

. 2 —1 . . .
fractions -z—, -—;’3, (—"—';——)-B. Si x,, #;, «ev. 2, sont les variables in-

dépendantes, les variables dans les v fonctions de la forme (57.) sont les
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racines de Péquation:

oo, Y@ -

A(@— @) (T —5) s o0+ (@)

=0

§o . 9-

Si plusieurs des quantités »,, x,, e x, sont égales entre elles,
m des équations (41.) me suffisent pas pour déterminer les coefficiens des
fonctions f;(®), fi(x)s ++++ fua(®). Dans ce cas, en faisant pour abréger

| 6. 0.C,(@) —V(R()) Cpi() = p(a),
et en supposant x, =¥, =3 ==....==x;, O aura les équations:
62. p(x)=0, ¢®)=0, ¢"(@)=0, .... ¢(x)=0.
Christiania en Norvegue le 1 Aout 1839,
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