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Sttr quelques propri&es d^une certaine classe de

fonctions transcendantes.
: · - , , ' . " : , > · ' · ' , · ' * ' · , ' V ί -.. · . · , ' · ' · - i , i ' ' ' . - " ' · . . . / - . · , » . ' ;· · : . - · " · - - f . .; ·· .

(Par Mr. Q. J. Brock 9 Caiidiciaius pbilosophiae a Cbrisliauia.)

4.

theoremes que , je vais demontrer dans 10 memoire suivant sont ana*
logues aux theoremes que l'illustre Abel a proposes dan& le memoire XV«
du premier tome ^e ses ourrage^ con pletes. 11$ enoncent des proprietes

/

F d 3?~—, fonctions dont M. Abel
VR

dans le memoire cite n'a traites que pour le oas ou n est egal 2·

§· 1.
Theoreme I.

Soient /o(#)* . fid3*)9 ··.·· fn-i(&) des fonctions entieres ^e x, dont
les coefficiens sont des variables iudependantes. Soient de plus R (00} et
F(x) des fonctions entieres de x. Si l'on designe par cLc2.... cn les di-

fl

verses valeurs de /"/Ί et que Γόη suppose

1. Bv(x) = c

et
2.

φ(χ) devient une fonction entiere de oc. En la decomposant en facteurs
de la forme x — xv on obtiendra

3. Ψ(Λ?) = A(x—χά(& —#2) ··*·(#—Λ>).
Or, en supposant:

:*))+...·+£-1(*)/(**(*)η-ϊ)ΐ

t

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 5/30/15 7:28 PM



16. Ar00ft* §w gadlgwes 'proprif s d'wte oert.classe

= |S, suVfe^fr)foB(f)QJ||

"|^w^/i<^)|r(iwj ('
, Q · v r , - ·: /'

- \jv·—-wy v v"·"^// .
et en d&ignant par**''1e ooeffident de - dans le deVeloppement d'une
fonction quelconque z de or, je die qu'on a«ra

7. ^Π(.0 + ̂ Π(*0^«^(*ί·^^^^-"(^^)
' " · : ' ' — · ' ' ! ' ' " ' ' *si n eat n iiojpabre -pair, et

s. «n* + ^ ^ -....^
si Λ eit impair.

Toutes les valeurs de' e, c,..',. e, dan|, frexpiiswon de la fonotioa
ψ(χ) doivent otre diflFerentes entre elles, t ndis que les quantitds ̂ .r,..cf
dans le premier membre des ^quations (7.) et (8.) eeront d^termin^es par
des. equations partloulieres, que noue presebteron» da' s la suite.

Demonstration. Le second membre de l'eijuation (2.) est une
fonction sym^trique des racioes de l'e"quation yn— (o?) =0; il est doiw«
une fonction rationelle des eoefficieos de cette ^quatioa, et cons^quement
ψ O) doit etre une fonction entere de v. En vertu de l'e'quation (3.)
les quantit^e »„ *»,.,»„...... ^seront des fonction» des var^^in^pen-
dantes qui sont les coefficiens des diverses puissances de *^ dans /J(a?),
/ΐ(^), ;...fcM:' Soit χ une queleonque de oee quantjt&, on aura

9. V(») = 0,
et en differentiant, on tire de l :

10.
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9urqwlqfi€9propria<?$ d'unc ccrt. classe de fonctions transctndantes.

par ψ'(χ") la <$tiv£e de Ψ(#) par rappott & #Λ et par la
caraot^ristique <Ma differentiation relative aux seule« variables mdependan·*

s. En supposaot, pour abreger:

l'equation (10.) donne

-s _ Ufa (*) CU(tf) -f £/n-2 (#) CLa (*) +... · i/i(«) CM (ΛΤ) ̂ - ί/J (Λ?) C0 (*)].

De la on t Ire, en multipliant par

. . < '. ',.·. / i! » · , ; - ' v· ' ' · ' · , " · * ' · · ' · ' · ; " ' " ' * ' ; ' * ' · · ' · · '

12. ·,-*-

) pour que l'equation (9.) pirisse aroiir lien, une des qnaotites
B! (a?), J?a(*)> »·»· ^n(x\ doit etre ^galts u zero. S»H doac
• > : ' " " ! ;; ϊ'/^'^Μ.;';^^) = q,·;', " ' ; ,
en troure n

; u.
Donc

10.
et I ; ^· ' :':'·' ( . -

substituant ces taleurs dans I^quation (l 3.) on mira

^Ι r n

&c^
Maintenant totites le« foncfiocre €^ 2(a^ ̂ 3^ ^*. ^-(ar)

** jc
»oot des fonetion» edtieres de ̂  Ea efltet ^^(k?), CU20*Of *··· Ct>(^)
sont le» coef cieots de $/L^i(a , ^/t^i(a?)f * * · · ί/υ(^) dan» Ie seconcl
membre de l^qu tio (12.), et on les tire de la diiFerentiation de la
fonction eniiere ψ(^) par rapport ayx rafiables indepeodantes, et toua los
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16. JBr ocJif sur quelques propriAa cPune ccrt. das** defonctions iransccndantes. 181

ierma* ou fn~i(&) parait dam ψ(#) out toujours, comme o n le voit dans
Tequation (2.) > R(x) pour coefficient. Donc, eo faisant pour abr^ger:

19. M*) = ^(*)fo^<*)^

ou λ(α?) est une fonction entiere de a?, on trouve
_ λ (a?)

c(*- β)
et en designant par 2 λ (a?) la qiiantite λ.Λ?4-{-λΛ:2+..

Si maintenant on fait K(*) — K, (*)(*>— β) + λ(α), ou λ» (a?)
eet une fonction entiere de a?, l'equation (21.) donne

22. s

Mais
_ l __ l

? — ~ ψ (Λ).

?n remarquant que β ·· · _ \^'f -: es* toujours egal a zero. L'equation (22«)
devient donc:

c(a? — α)
et en integrant et remarquant quey laXdy ζ&α

(α)

Pour trouver la valeur de / v / - ? » y a remarquer que cette
integrale l'aide de l'^quation (10.) peut etre mise sous la forme suirante:

^
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182 16· Bro^A/TSHi· qitelques propridifa ifune eeri. classe de fonctions transcendantes*

Bfaintenant la quantito entre leg parentheses du secood membre devant 6tre
integrable, on doit avoir

en remarquaut que
OQ29·

Or cela a lieu effectiremeiat, car on a

donc

et cela est une fonction eym^trique par rapport a p et r. Le second
membre de Tequation (27.) est douc integrable· Maintenant dans toutes
le. fonctione ̂  , ̂  , .... ̂ ^ , U n'existe aucune partie q«i
ne cootieaiie toutes les quantit^s ft(a)9. /i (a), f»^i(«) · « · » : on cooclura
done que

33.

ou, en substituant la valeur de C^.j(a) donnee par l'equation (U.):

, ,
α, (α) /"(-Β(α)) χ *

n
Si w est pair, /"/^ a deux valeurs reelles +1 et — l, et

n.— _ 2 valeurs imaginaires de la forme cos -E— + /*— l sin -2— 5 en don-
nant έ p successivement toutes les valeurs eutieres renfermees entre les

n ~ · " n * ' ' : ',
limites l et -5·""*· ^ n est 'mPa^> /"/*! a une valeur reelle +1 et
n— l valeurs imaginaires de la forme cos --*— + /"~1 sin -^ , en don*
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« JSr o c V sur q^elqu€S propri/tfo fune cert. classe defonctions transcendantes*

nant a p successivement toutes les valeurs entieres renfermees entre

-5limites l et £-5--· En vertu de cela et en remarquant que

*-̂
ss α log (c? -f <?2) + b arc (tang = -̂ -

on trouve aisement, si n est pair:
35<

et si n est impair:
36. Γ-^ =± F(e) ̂  (α).J ψ (a) v ' ^

Donc, en substituant cela dans l'equation (26.) on a

37. cL c
si n est pair, et

38. l

l n

»i n est impair; ou parceque — est aussi une valeur de /"/^> en posant
i Ci

cy au Heu de — :

39.
si n est pair, et si n est impair

40. <

Les valeurs de c^ €?2; ^3^ ···· €μ ^ans "e Premier membre des equatioas
(39.) et (40.) seront determiaees par les equatioos:

41.

que Γόη tire aisement de Fequation (17.).
§.2.

En supposant plusieurs des quantitos a?u a?2 > · · · · a?.« egales entre
elles, par exeinple a^ssa^, on aura en vertu des equations (4L):
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184 16· Brecft, sur quefqyts propri/τά d'une cert. classe defonciions transcendantts,

42. e, C/a?,). *= ^(«(^0) C„_i(*,) = <?2 £?,(*,),.
. . . . . . · . . . . n

et cela donne, en supposant que Cp(x^) et /"(B *?)) {^(α?), ou, oe qui
est la meine ehose, (7p (or) et JR(a?) £^(0?) n'oat pas χ—χ^ pour diviseur
commun :

£A = ^2*
θα aura donc le theordme suivant·

Theoreme |If
Etant doono lequation

43. ψ (a?) =?= 4(Λ?— ν$*ι(Χ'~χϊΓ*···'(χ — ΧμΤμ*
ou les fonctions Cp(o?) et R(x}Cp^l(y)} n'ont pas de diviseur commun,
on aura
44. \ ^-^e
si n eat pair, et
45, ΐΓχίϋιΠ^+^βΗΠ^+ΜΜ ·€μιηιΜχμ β
si n est impair.

§. 3.
Si Γόη suppose J^(a?) divisible par (or — ), F(a) devient =^= p, Oa

aura dono, en mettaut (p— a) F(x) a la place de JP(o?) le tbeordme que voiei :
Theoreme III.

Les choses etant supposees les meines que dans le theprome H. , si
dfi n^ — rV(x)46. lla? S l ^

J

ou F(.r·) est une fonction entiere ^ueloooqqe de ̂  on aura
47, ^^11^+ c?m2r][^2+ ,., ·€μΐΛμΪΙχμ = C — *

ei n est pair, et
48. CimiTlx^f^m^ll^z+f^^c^m^x^ =? C— ̂

gi # est impair*
§, 4.

Si dane les formules (44.) et (45.) on suppose 10 degro de
raoiadre que celui de \T(R(x})y ou aura

Λ
α? — α

θα aura donc ;
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16. Broch, sur <jwe/gt/*$ propriMs ffune cer/. slasse defonctlons transcendante*» 185

Theoreme IV,
Les choses etant supposees les intimes que dans le theorerne ( 2.).

si le degre de (F(xff est moindre que celui de R(ai)9 on aura
49. έ?ι#ΐι nar1-f£2w2ritf2 + • ..·ϋμ9ημΠχμ = C-{*F(a)&(a)

si n est pair, et

50. c im in* t+£3ffi2n*2+....<V<j9^
si n est impair·

§. 5.
Si dans le theoreme precedent on suppose F(x) divisible par x—a,

on aura F(a) — 0, et en mettant (ar — a)F(x) au lieu de JF*(a?), on aura
le theoreme suivant

Theoreme V.
Les ehoses ^tant supposees les memes que dans le theoreme (2.),

si Γόη feit
5l.

ou le degre de F(x)n augment^ de n unitos est moindre que celui de R(x),
D aura

52. <?1ι»1ΠίΤι + <?2»»ίΠίΓ2 + . . . . .<? ι»ιΠ*, = C.

§. 6.
En differentiant les equations (44.) et (45.) k — l fois de suite par

rapport a a, on aura le theoreme suivant.
Theoreme VI.

Faisant
53.

les autres ehoses ^tant supposeee les memes que dans le theorerae (2.),
on aura

54.
_ . _

ei n est pair, et s
Crclle's Journal d. M. Bd XX. Hfl. 2. 24
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186 16k Brach, siir qneJqties propriJtJs d'une cert. classe de fonctions transctndantes.

55. c1«iiriit?i + <?:im2tla?a+'«·· < > ι η ΐ 1 χ
l < / * - F « « )

ei n est impair. T k designe comme de contienne le produit l .2. 3 «..«(& — 1).

§. 7.
Soit 5^) t«ne fonction ratiodelle queloonque de $, on peut tou-

jours faire *
«t «/^— ^/^.i.. .^(^).. 4. F'^. ι _^M_56. g(«)eF(*)+_^ + — -^ + ....^_ _.,.,

ou F*(a?)t FI(X)> . · . . FV(X) designent des fonctions entieres de T. On
aura donc en vertu des tbeoremes III. et VI· le theoreme qui suit.

Theorome VII.
Faisant

57. Π« -A* ?<*>".
•̂  v^( W)

§(jp) etant determine par Teguation (56.), ou aura
58. cl

• . · . "T"

si Λ est pair, et
59. cLn

l

• . « . ""l"*

si n est impair.
§« 8.

EU eonsiderant un certaiii noraibre f)i des qunntites
comme variables indetertninees > les coefficients de χ daos les f ne«
tions /oOr), fi(x), ····'·'fn~i(v) «eroot des fonctions de celles-ci et-d^r-
niinees par m des equations (41·)· Le plus graud nombre des variables
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16. Brdc j snr quelqnes froptiMs d'une cert. classe de f netions transccndantes·

independantes est donc ogal au nombre des coefficiettft de χ dans /ο^#Χ
/!(#), . . * . fn^iQv)) e* 'a somme d'iin nombre quelconque de fonctions
de la forme (57.) sera dofao reduite a Paide des equations (58.) et (59·)
a un nombre determine v de fonctions de la meme forme, suivie d une ex-
pression algebrique, logarithmique ©u citculaire. Pour trouver ce nombre v9

soit le degre de. (*) *=? p, et de fn~i(x) «= r: la moindre valeiir de μ
e»t evidement = nr^(η-—\}γ. On trouvera donc en ayant egard u la
forme de la fonction Φ(ΛΓ):

Le degre de /^r(*)^ . . . . . . . . . . . r;
Le degre de 'f„^ (xi) 0gal au .nombre entier que contient r 4- -^ i

Le d^gr de /^3(#) egal a^ nombre entier que eontient r-\—2-

Le degre de fL (x) egal au nombre entier que contient r-J-— - — ;

Le degre de /o (o?) egal au nombre entier que contient r+^ - ~·

Donc le nombre des coefficiens est egal a la somme de nr-\-n — l et des

nombres entiers que contiennent les fractions — . — , .... ^n~~ ·« — - — ;1 n* n y n n *
en remarquant qiren vertu de la forme des equations (41·) un des coef-
ficiens doit etre arbitraire. En retranchant ce nombre de nr^(n — 1)̂ ,
on trouvera v. On a donc le theoreme suivant·

Theoreme VIII.

/

»$(#) £χ
-_-Lj! - 9 O1\ ^(Λ?) est une fonotion rationelle quel-

conque de x, et ~R(x) une fonction entiere du degre p: la somme d'un
nombre quelcooque de fonctions de cette forme sera toujours reductible a
une expression algebrique , logarithmique 011 circulaire, et a un nombre v
de fonctions de la raome forme. Ce nombre v est egal ά la difFerence
entre (n — i} (p — 1) et la somme des nombres entiers que contiennent les
fractions -£-, -£> .... >n ~ 'P. Si xiy XD .... xm sont les variables in-n n n
depemlaotes, les variables dans les v fonctions de la forme (57.) sont leg

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 5/30/15 7:28 PM



188 16. $ro c%> sur Jwe'jHiS proprieies d'une {Μτί9βία$$β defonciions tran&ccndantes.

raclaes de · l'ecpiatioa t > i

^VI)(V^^ *

§· 9-
Si plusieurs des quantites x^ &2, .. . . xm sont egale» entre elles,

m des ^quation9 (41.) ne suffisent pas pour determiner les coefficiens des
fonctions ^(Λ?), /l(^r)> ···· //ι^ι(^)· Dans ce cas, en faisant pour abreget

: 6. . .^.Cp(ar)
et eil supposant α?λ asas j?2 1» o?3 «2= . . . . t= Λ?Α , on aura les equations s

62. ρ(*ι)=βΟ, e'(*i)s=0, g"(^)=0, ...... §*-«(*,) β G.

Christiania en Norvegue le l A out 1839. .
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