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24
Auflösung einer Aufgabe aus den Annalen der

Mathematik von Herrn Gergonne.
(Von Herrn J. Steiner. )

L
Im XVlI. Bande der Annales de mathematiyues vo$ Herrn G e r g o n n e
befindet sich S. 83. folgende Aufgabe:

„Cons t ru i r e ri g o u r e u s e m e n t la d ro i t e qu i c o u p e a la
fois q u a t r e dro i tes d o n n o e s dans l 'espace, non c o m p r i -
ses deu,x a d e u x d a n s un m ö m e plan."

Die nachfolgende Auflösung dieser Aufgabe erfordert einige Hiilfs-
sätze und Betrachtungen, die hier theils entwickelt, theils blofs angedeu-
tet werden sollen.

II.
Folgende Sätze sind leicht einzusehen: 1) Durch jeden gegebe-

nen Punct ist eine einzige Gerade möglich, welche mit einer der Lage
nach gegebenen Geraden parallel ist. 2) Alle Geraden, welche eine ge-
gebene Gerade A schneiden und mit einer anderen gegebenen Graden
B parallel sind, liegen zusammen in einer Ebene, welche mit der letz-
teren Geraden parallel ist 5 oder durch eine gegebene Gerade A ist alle-
mal eine e inzige Ebene möglich, welche mit einer anderen gegebenen
Geraden B parallel ist, vorausgesetzt, dafs die beiden G eraden A, B nicht
parallel sind. 3) Sind im Räume irgend zwei Gerade A, E gegeben, so
ist durch jede derselben eine Ebene möglich, welche mit der anderen
parallel ist (2.), und beide Ebenen sind daher mit einander parallel.
4) Sind im Räume irgend zwei Gerade und ein Punct gegeben, so ist
durch den Punct allemal eine und n u r eine Ebene möglich, welche
mit jeder der beiden Geraden parallel ist.

III.
„Sind iai Räume irgend zwei Gerade -^, B und irgend ein

Punct P gegeben, so kann durch den Punct allemal eine einzige dritte
Gerade gelegt werden, WQlche entweder 1) jene beiden Geraden schnei-

det,
Brought to you by | University of California

Authenticated
Download Date | 6/3/15 7:43 PM



J. Steiner, Auflösung einer Aufgabe aus deriAnnalm d.Mathem. von Gergonne. 269

det, oder 2) die eine schneidet und mit der anderen parallel ist/' Denn
man denke sich durch den Punct P und durch jede der beiden Geraden
insbesondere eine Ebene, so mufs jede dritte Gerade, welche durch den
Punct gehen und beide gegebene Geraden schneiden soll, in diesen bei-
den Ebenen zugleich liegen, daher giebt es nur eine einzige solche Ge-
rade, nemlich die Durchschnittslinie beider Ebenen. Liegt der gegebene
Punct P entweder in derjenigen Ebene, welche durch A geht und mit
B parallel ist, oder in derjenigen, welche durch B geht und mit A par-
all^l ist (11,3.), so findet der zweite Fall (2.) des Satzes Statt, d. h., die
dritte Gerade schneidet blofs die eine gegebene Gerade und ist mit der
anderen parallel.

IV.
„Sind im Räume irgend drei Gerade A, B, C gegeben, so giebt es

allemal e i n e und nur e i n e vierte Gerade C19 welche zwei derselben,
z. B. A, B, schneidet und mit der dritten C parallel ist" Denn man
denke sich durch A eine Ebene, welche mit C parallel ist, und ebenso
durch B eine Ebene, welche mit C parallel ist, so ist die Durchschnitts-
linie beider Ebenen die einzig mögliche Gerade C19 welche die Geraden
A, B schneidet und mit der Geraden C parallel ist (II, 2.). Man erhält
daher die Gerade Cx, wenn man z. B» durch A eine Ebene legt, welche
mit C parallel ist, und alsdann durch den Punct Ä, in welchem sie B
schneidet, eine Gerade C19 mit C parallel zieht.

V-
„Sind im Raum irgend drei Gerade A, B, C gegeben (von de-

nen keine zwei in einer Ebene liegen), so kann eine vierte Gerade A^
so bewegt werden, dafs sie stets alle drei schneidet, und dafs sie nach
und nach durch jeden beliebigen Punct geht, welchen man in einer der-
selben annimmt/' Denn durch jeden beliebigen Punct c, welchen man
z. B. in der Geraden C annimmt, kann nach (III.) eine Gerade ge-
legt werden, welche die Geraden A9 B, und welche mithin alle drei Ge-
raden A, J?, C schneidet. Und läfst man nun in der Vorstellung den
Punct c in der Geraden C sich fortbewegen, so wird auch die Gerade
AI sich bewegen, so dafs sie nach und nach längs der ganzen Geraden
C fortgleitet.

Oder um irgend eine Gerade A^ zu erhalten, welche die drei ge-
gebenen Geraden A, B, C schneidet, lege man z. B. durch C eine belie-
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270 J. Steiner, Auflösung einer Aufgabe aus denAnnalen d.Mathem. vonGergonne.

bige Ebene, so wird diese die Geraden A, in irgend zwei Puncten a,
b schneiden, und alsdann wird die Gerade ab der Forderung geniigen,
d. h., sie hat die Eigenschaft der verlangten Geraden A19 indem sie
nothwendiger Weise auch die Gerade C schneiden wird, weil sie mit
ihr in der genannten Ebene liegt. „Läfst man daher in der Vorstellung
diese Ebene sich um die Gerade C herumbewegen, so wird die Gerade
ab oder sich so bewegen, dafs sie fortwährend alle drei gegebene
Gerade A, B, C schneidet, und dafs die Durchschnittspuncte 0, o, c, in
welchen sie die letzteren schneidet, längs diesen sich continuirlich fort-
bewegen."

VI.
Mit anderen Worten folgt daher: „dafs die drei gegebenen Ge-

raden 9 5, C von einer unzähligen Schaar anderer Geraden Al9 B19

C19 Di9 geschnitten werden können, und dafs von dieser Schaar
keine zwei, so nahe sie auch immerhin auf einander folgen mögen, ein-
ander schneiden können, weil sie sonst, und folglich auch jene 3 Gera-
den mit ihnen, in einer Ebene liegen müfsten."

Fixirt man irgend drei Gerade aus der genannten Schaar, z. B. die
drei Geraden A19 Bl, C19 und nimmt sie als drei gegebene Geraden an,
so folgt also, dafs dieselben nicht allein von den drei Geraden A, JB, C,
sondern vielmehr von einer zweiten, unzähligen Schaar Geraden A, J&>
C, D, geschnitten werden können.

Es liegen aber bekanntlich die beiden Schaaren Gerader zusammen
in einer Fläche der zweiten Ordnung, nemlich im einfachen Hyperbo-
loid *)j und ferner schneiden nicht nur die drei Geraden A, B, C alle
Geraden der Schaar Al9 B19 C19 D19 , sondern jede Gerade der
einen Schaar schneidet jede Gerade der anderen Schaar, so dafs also
auch z. B. die Gerade D nothwendig die Gerade JDX schneidet, oder mit
ihr parallel ist**). Das heifst:

„Wenn im Räume drei beliebige Geraden Ay B9 C, von irgend drei
anderen Geraden AI9 B19 € geschnitten werden, so beschreibt diejenige
Gerade, welche sich durch die drei ersteren fortbewegt (V.), die nem-
liche Fläche zweiter Ordnung, als diejenige Gerade, welche sich durch
die drei letzteren.bewegt; und diese Fläche ist das einfache Hyperboloid/

*) Band L Seite 340. dieses Journals.
**) Seile 342. ebendaselbst.
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Und ferner: „Von den Beiden Schaaren Gerader, die in einer solchen
Fläche liegen, können von denen, welche zu der nemlichen Schaar ge-
hören, keine einander schneiden, dagegen aber schneidet jede Gerade der
einen Schaar jede Gerade der anderen Schaar, ausgenommen eine ein-
zige, mit -welcher sie parallel ist."

VII.
Bewegt sich nemlich die Gerade A^ durch die drei Geraden A,

/?, (7, so wird sie irgend einmal eine solche Lage haben, dafs sie mit
A parallel ist, nemlich in demjenigen besonderen Falle, wo ihr Durch-
schnittspunct mit A unendlich weit entfernt ist, und welche Lage von

nach (IV.) gefunden wird. Daher folgt:
„Dafs mi t j e d e r G e r a d e n aus e iner der be iden g e n a n n -

ten S c h a a r e n , e ine G e r a d e aus de r a n d e r e n Schaar par-
al le l ist."

Es seien die Geraden A und At parallel, so schneidet alsdann A^
jede der übrigen Geraden B, C9 / ) .« . . der ersten Schaar (VI.), und die
Ebenen durch und B, A^ und C, und D, u. s. w., sind alsdann
sämmtlich mit A parallel. Da aber durch jede der Geraden l?, (7, D....
insbesondere nur e ine Ebene mit A parallel möglich ist (II. 2.), so folgt
also umgekehrt:

„Dafs alle Ebenen , w e l c h e man du rch b e l i e b i g e Gera-
d e n B, (7, D...., die in e inem e i n f a c h e n H y p e r b o l o i d l iegen
und d ie zu der n e m l i c h e n Schaar gehören, mi t e ine r Gera-
den Ay die zu derse lben Schaar gehört , pa ra l l e l legt , e inan -
der in e iner G e r a d e n schne iden , welche zu der zwei ten
Schaar gehört , und we lche mi t j e n e r a b g e s o n d e r t e n Gera-
den A der e r s ten Schaar pa ra l l e l ist."

Ueberhaupt geht jede Ebene, welche durch irgend eine Gerade
aus einer der beiden Schaaren geht, notwendiger Weise auch durch
eine Gerade der anderen Schaar. Denn geht z. B. eine Ebene durch A,
so wird sie die Geraden B, C in irgend zwei Puncten Z>, c schneiden,
und alsdann schneidet die Gerade bc alle drei Geraden A, B9 C (V.),
und gehört also zu der zweiten Schaar und liegt .in der genannten
Ebene. Also: „Jede Ebene, welche das einfache Hyperboloid in einer
Geraden schneidet, schneidet dasselbe noch in einer zweiten Geraden^

35*
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und beide Geraden gehören, notwendiger Weise, verschiedenen Schaa-
ren an/'*)

VIII.
Durch irgend drei im Räume gegebene Gerade A, B, C, welche

nicht mit einer Ebene parallel sind, ist demnach allemal ein ein-
faches Hyperboloid bes t immt , d.h., es giebt allemal e ine und nur
e ine solche Fläche, in welcher die drei Geraden liegen. Der Mittelpunct
dieser Fläche wird, wie sich leicht beweisen läfst, und wie z.B. Ha-
che t te im vorhergehenden Bande dieses Journals bewiesen hat, auf fol-
gende Weise gefunden:

1) „Man suche diejenigen drei Geraden A^9 B19 Cl9 welche re-
spective mit den gegebenen Geraden A, B, C parallel sind, und respective
die beiden übrigen B und (7, A und <?, A und B schneiden (IV·)? und
lege alsdann durch je zwei Parallelen, also durch A und A19 B und B19
C und Cj eine Ebene, so ist der Durchschnittspunct dieser drei Ebenen
der gesuchte Mittelpunct/'

*) Wir fügen hier beiläufig folgende Bemerkungen hinzu:
1. Legt man durch A eine Ebene parallel mit B; durch E eine Ebene parallel mit C ; und

durch C eine Ebene parallel mit A, und nimmt diese drei Ebenen als Coordinaten- Ebenen an, so
ist die Gleichung des genannten Hyperboloids H;

(sc — fl)(y — Z>)(z~- c) = xyz,
welche, wenn a = 2tf , & = 2 £ , c = 2y gesetzt wird, auf die Form

gebracht werden kann, in welcher Gestalt sie die Gleichung der genannten Flache ist, wenn ihr Mit-
telpunct der Anfangspunct der Coordinaten ist, und diese letzteren mit irgend drei Geraden A, B,
C , welche in der Fläche liegen und der nemlichen Schaar Geraden angehören, parallel sind. Aus
dieser Gleichung leitet man leicht die von B inet gegebene Gleichung ab (Band I, Seite 347. dieses
Journals)«

2. Wählt man die Axen des Hyperboloids zu Coordinaten -Axen, so ist seine Gleichung be-
kanntlich:

12 C2 X2 — a*czy* — a*l>2z2 s= — a2 12 c2 ..... (#.)
Bezieht sich folgende Gleichung

£2 «,2352 _ a2c2y_ Ä2£2Z2 j— Q ..... ( ß. )

auf das nemliche Coordinaten -System, so ist letztere die Gleichung eines Kegels (zweiter Ordnung),
weicher mit jener Fläche (#.) einerlei Mittelpunct hat, und ihr A s y m p t o t e n - K e g e l ist,

Legt man nun eine Ebene so, däfs sie den Kegel (ß.) in irgend einer Kante, welche K hei-
fsen mag, berührt, so findet man, dafs diese Ebene allemal die Fläche (<x.) in irgend zwei Geraden,
z.B. A9 , schneidet, welche unter sich und mit der genannten Kante K parallel sind, und dafs
letztere in der Mitte zwischen jenen beiden Geraden liegt. Folglich ist jede Gerade, welche sich in
der Fläche (a.) befindet, mit irgend einer Kante des Kegels ( ß . ) parallel, und umgekehrt. Dem-
nach folgen nachstehende Sätze:
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Oder man erhalt daher diesen Mittelpunct am einfachsten, wie folgt:
2) „Durch eine der drei gegebenen Geraden, z. B. durch A> lege

man eine Ebene parallel mit B, welche die C in irgend einem Punct c
schneiden wird 5 und ferner lege man durch A eine Ebene parallel mit
(7, welche die B in irgend einem Punct b schneiden wird, so ist alsdapn
die Mitte M derjenigen Geraden b c, welche die beiden genannten Puncte
verbindet, der verlangte Mittelpunct/'

IX.
Nach diesen vorläufigen Betrachtungen wollen wir uns nun zu der

obigen Aufgabe (I.) wenden. Sie verlangt nemlich:
„ D i e j e n i g e Gerade in a l ler S t renge zu c o n s t r u i r e n ,

w e l c h e v i e r g e g e b e n e Geraden , von d e n e n k e i n e zwe i in e i -
ne r E b e n e l i e g e n , z u m a l s c h n e i d e t / '

Die vier gegebenen Geraden sollen A, B, (7, D heifsen.
Werden zunächst nur die drei Geraden A, B, C berücksichtigt, so

liegen diese in einem bestimmten einfachen Hyperboloid (VIII.)* welches

I. „Alle Geraden, welche in der Fläche eines einfachen Hyperboloid's liegen, sind 'mit den
Kanten eines bestimmten Kegels zweiter Ordnung parallel, d. h., zieht man durch einen beliebigen
Punct P, mit jeder Geraden, welche in der Fläche eines gegebenen einfachen Hyperboloids liegt, eine
Parallele, so liegen alle diese Parallelen zusammen in einer bestimmten Kegelfläche zweiter Ord-
nung," Oder

II. „Sind im Räume irgend drei Gerade A, B, C gegeben, und eine vierte Gerade , welche
dieselben schneidet, bewegt sich auf alle mögliche Weise, ohne jedoch einen Augenblick aufzuhö-
ren, jene drei zu schneiden, so ist sie stete mit irgend einer Kante eines bestimmten Kegels paral-
lel; oder bewegt sich eine andere Gerade , welche fortwährend durch irgend einen fixen Punct
P geht, so, dafs sie stets mit der Geraden Al parallel ist, so beschreibt sie eine bestimmte Kegel-
flache zweiter Ordnung, welche den Punct P zum Mittelpunct (Scheitel) hat."

III. „Sind im Räume irgend zwei Gerade A, B, nebst einem beliebigen Kegel P zweiter
Ordnung gegeben, so liegen alle mögliche Gerade A± , 9 C z , . . . . , von denen jede jene nei-
den Geraden schneidet, und mit irgend einer Kante des Kegels P parallel ist, zusammen in einem
bestimmten einfachen Hyperboloid; oder bewegt sich eine Gerade so, dafs sie stets mit irgend
einer Kante des Kegels P parallel ist, und fortwährend die beiden Geraden A, B schneidet, so be-
schreibt sie ein einfaches Hyperboloid»'*

IV. „ Sind irgend zwei Kegelschnitte A, B, welche in irgend einer Fläche zweiter Ordnung
liegen, nebst einem beliebigen Kegel P derselben Ordnung gegeben, und bewegt sich eine Gerade At

so, dafs sie stets mit irgend einer Kante des Kegels P parallel ist, und fortwährend durch die Pe-
ripherien der beiden Kegelschnitte At B geht, so beschreibt sie ein einfaches Hyperboloid."

Ist der genannte Kegel ein gerader Kegel, so ist das Hyperboloid dasjenige, welches durch
Umdrehung erzeugt werden kann; und tritt an die Stelle des Kegels e i n e oder z w e i Ebenen, so
wird das genannte einfache Hyperboloid, durch das h y p e r b o l i s c h e P a r a b o l o i d vertreten.
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H heifsen mag, und es giebt eine Schaar von Geraden A^ B19 C19

DI. ... von welchen jede jene drei Geraden schneidet und in der Fläche
H liegt (VI·)· Die gesuchte Gerade befindet sich daher nothwendiger
Weise unter dieser Schaar, nemlich es ist diejenige, welche durch ei-
nen derjenigen Puncte geht, in welchen die vierte gegebene Gerade D
das Hyperboloid H schneidet. Kennt man demnach einen solchen Durch-
schnittspunct, so ist auch die gesuchte Gerade als gefunden zu betrach-
ten, weil durch irgend einen Punct der Fläche H nur eine einzige,
zu der Schaar A^ Bl9 CX9 D,.... gehörige Gerade möglich ist. Daher
giebt es so viele Geraden, welche der Aufgabe Genüge leisten, als es
Puncte giebt, in welchen die Gerade und das Hyperboloid H einan-
der schneiden, mithin im Allgemeinen zwei.

X.
Die Durchschnittspuncte der Geraden D und der Fläche H, und

hernach die gesuchte Gerade, findet man nunmehr auf folgende Weise:
1) Man suche, nach (VIII.), den Mittelpunct des genannten Hyper-

boloids H, in welchem nemlich die drei Geraden A, B, C liegen; er
heifse M (Fig. 2.).

2) Durch die Gerade A lege man eine Ebene E parallel mit D,
welche die Geraden J5, C in irgend zwei Puncten b, c, und das Hyper-
boloid in den beiden Geraden A und bc schneiden wird (VII.). Der
Durchschnittspunct der beiden Geraden A, bc heifse a.

3) Durch die Gerade D lege man eine Ebene E^ parallel mit A,
welche nemlich die Ebene der Figur ist, so sind die zwei Ebenen E, Ev

mit einander parallel (II. 3.), sie schneiden folglich das Hyperboloid H
in ähnlichen, und ähnlich liegenden Kegelschnitten, deren Mittelpuncte
a, m mit dem Mittelpunct M dieser Fläche in einer Geraden liegen.
Nun ist der Schnitt der Ebene E die beiden Geraden A, bc, welche als
eine Hyperbel anzusehen siiid, deren Mittelpunct a ist. Daher wird auch
der Schnitt der anderen Ebene JBt eine Hyperbel h sein, deren Asympto-
ten md, 772^ mit den Geraden^, bc parallel sind, und deren Mittelpunct
m mit den Puncten a, M in einer Geraden liegt.

4) Legt man daher durch den Punct M zwei Ebenen, die eine durch
die Gerade A, und die andere durch die Gerade bc, so schneiden die-
selben die Ebene E^ in den Asymptoten md, mdl der genannten Hyper-
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bei h. Sind ferner bl9 c± die Durchschnittspuncte der Ebene Åô und der
Geraden B, C, so liegen dieselben nothwendiger Weise in der Peripherie
der genannten Hyperbel //. Demnach kennt» man die Asymptoten md,
mdi und zwei Puncte b19 ct der genannten Hyperbel h, und es ist nun-
mehr darum zu thun, diejenigen beiden Puncte &, â zu finden , in wel-
chen dieselbe von der Geraden D geschnitten wird.

5) Zieht man zu diesem Endzweck, z. B* durch den Punct , die
Gerade py parallel mit D, d. i., mit ddl9 so ist nach einer bekannten
Eigenschaft der Hyperbel:

Um hiernach die gesuchten Puncte a, â zu finden: beschreibe man um
ddl9 als Durchmesser, den Kreis ì, d. i., dplyldl> trage in diesen die
Sehne plyl=spy9 und nehme ñé6Ë=^ñäé9 so ist, verm ge der Potenz des
Kreises, /?1Á2.{ô1ü2 = $ä2.Ý2#1. Man nehme daher ferner:

so sind á, â die beiden gesuchten Puncte, in welchen die Gerade D die
Hyperbel A, und folglich auch die beiden Puncte, in welchen dieselbe
das Hyperboloid H schneidet.

6) Legt man nun endlich durch jeden der beiden Puncte á, â eine
Gerade A19 B19 welche z. B. die beiden Geraden A, B schneidet (III ·)>
so wird jede derselben nothwendiger Weise auch die Gerade C schnei-
den, und somit der vorgelegten Aufgabe Gen ge thun.

W re die Gerade ddt kleiner als py, so m fste man in (5.) um
den Durchmesser py, anstatt ddlf- einen Kreis beschreiben, und als-
dann f nde man durch eine hnliche Construction die beiden gesuchten
Puncte a, .
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