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24.
Auflosung einer Aufgabe aus den Annalen der

Mathematik von Herrn Gergonne.
(Von Herrn J. Steiner.)

I
Im XVIL Bande der Annales de mathematigues von Herrn Gergonne
befindet sich S. 83. folgende Aufgabe:
»Construire rigoureusement la droite qui coupe a la
fois quatre droites données dans I’espace, non compri-
ses deux a deux dans un méme plan.”

Die nachfolgende Auflosung dieser Aufgabe erfordert einige Hiilfs-
sitze und Betrachtungen, die hier theils entwickelt, theils blofs angedeu-
tet werden sollen.

1L

Folgende Sétze sind leicht einzusehen: 1) Durch jeden gegebe-
nen Punct ist eine einzige Gerade moglich, welche mit einer der Lage
nach gegebenen Geraden parallel ist. 2) Alle Geraden, welche eine ge-
gebene Gerade 4 schneiden und mit einer anderen gegebenen Graden
B parallel sind, liegen zusammen in einer Ebene, welche mit der letz-
teren Geraden parallel ist; oder durch eine gegebene Gerade A ist alle-

-mal eine einzige Ebene moglich, welche mit einer anderen gegebenen
Geraden B parallel ist, vorausgesetzt, dafs die beiden Geraden 4, B nicht
parallel sind. 3) Sind im Raume irgend zwei Gerade 4, B gegeben, so
ist durch jede derselben eine Ebene moglich, welche mit der anderen
parallel ist (2.), und beide Ebenen sind daher mit einander parallel.
4) Sind im Raume irgend zwei Gerade und ein Punct gegeben, so ist
durch den Punct allemal eine und nur eine Ebene moglich, welche
mit jeder der beiden Geraden parallel ist.

III.

»,Sind im Raume irgend zwei Gerade A, B und irgend ein

Punct P gegeben, so kann durch den Punct allemal eine einzige dritte

Cerade gelegt werden, welche entweder 1) jene beiden Geraden schnei-
det,

i
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det, oder 2) die eine schneidet und mit der anderen parallel ist.” - Denn
man denke sich durch den Punct P und durch jede der beiden Geraden
insbesondere eine Ebene, so muls jede dritte Gerade, welche durch den
Punct gehen und beide gegebene Geraden schneiden soll, in diesen bei-
den Ebenen zugleich liegen, daher giebt es nur eine einzige solche Ge-
rade, nemlich die Durchschnittslinie beider Ebenen. Liegt der gegebene
Punct P entweder in derjenigen Ebene, welche durch A geht und mit
B parallel ist, oder in derjenigen, welche durch B geht und mit 4 par-
allel ist (I, 3.), so findet der zweite Fall (2.) des Satzes Statt, d. h., die
dritte Gerade schneidet blofs die eine gegebene Gerade und ist mit der
anderen parallel.
1v. ‘

»9ind im Raume irgend drei Gerade 4, B, C' gegeben, so giebt es
allemal eine und nur eine vierte Gerade C,, welche zwei derselben,
z. B. 4, D, schueidet und mit der dritten C parallel ist.” Denn man
denke sich durch 4 eine Ebene, welche mit C parallel ist, und ebenso
durch B eine Ebene, welche mit C parallel 1st, so ist die Durchschnitts-
linie beider Ebenen die einzig mogliche Gerade C,, welche die Geraden
A, B schneidet und mit der Geraden C parallel ist (I, 2.). Man erhilt
daher die-Gerade C,, wenn man z. B. durch 4 eine Ebene legt, welche
mit C parallel ist, und alsdann durch den Punct 4, in welchem sie B
schneidet, eine Gerade C,, mit C parallel zieht.

V.

»Sind im Raum irgend drei Gerade A, B, C gegeben (von de-
nen keine zwei in einer Ebene liegen), so kann eine vierte Gerade 4,
so bewegt werden, dafs sie stets alle drei schneidet, und dafs sie nach
und nach durch jeden beliebigen Punct geht, welchen man in einer der-
selben annimmt.” Denn durch jeden beliebigen Punct ¢, welchen man
z. B. in der Geraden C annimmt, kann pach (IIL) eine Gerade 4, ge-
legt werden, welche die Geraden 4, B, und welche mithin alle drei Ge-
raden 4, B, C schneidet. Und lifst man nun in der Vorstellung den
Punct ¢ in der Geraden C sich fortbewegen, so wird auch die Gerade
A, sich bewegen, so dafls sie nach und nach lings der ganzen Geraden
C fortgleitet.

Oder um irgend eine Gerade «, zu erhalten, welche die drei ge-
gebenen Geraden A, B, C schneidet, lege man z B. durch C eine belie-

Crelle’s Journal. IL Bd. 3. Hft. 35



270 J. Steiner, Auflosung einer Aufgabe aus den Annalen d. Mathem. von Gergonne.

bige Ebene, so wird diese die Geraden 4, B in irgend zwei Puncten o,
b schneiden, und alsdann wird die Gerade ¢b der Forderung geniigen,
d. h., sie hat die Eigenschaft der verlangten Geraden 4,, indem sie
nothwendiger Weise auch die Gerade C schneiden wird, weil sie mit
ihr in der genannten Ebene liegt. ,,Lifst man daher in der Vorstellung
diese Ebene sich um die Gerade €' herumbewegen, so wird die Gerade
ab oder 4, sich so bewegen, dafs sie fortwihrend alle drei gegebene
Gerade A, B, C schneidet, und dafls die Durchschnittspuncte @, 5, ¢, in
welchen sie die letzteren schneidet, lings diesen sich continuirlich fort-
bewegen.”
_ VL

Mit anderen Worten folgt daher: ,,dafls die drei gegebenen Ge-
raden 4, B, C von einer unzihligen Schaar anderer Geraden 4,, B,,
C., D,, ..... geschnitten werden konnen, und dafs von dieser Schaar
keine zwei, so nahe sie auch immerhin auf einander folgen mogen, ein-
ander schneiden kénnen, weil sie sonst, und folglich auch jene 3 Gera-
den mit ihnen, in einer Ebene liegen miifsten.” '

Fixirt man irgend drei Gerade aus der genannten Schaar, z. B. die
drei Geraden 4,, B,, C,, und nimmt sie als drei gegebene Geraden an,
so folgt also, dals dieselben nicht allein von den drei Geraden 4, B, C,
sondern vielmehr von einer zweiten, unzihligen Schaar Geraden 4, B
C, D, ..... geschnitten werden konnen.

Es liegen aber bekanntlich die beiden Schaaren Gerader zusammen
in einer Fliche der zweiten Ordnung, nemlich im einfachen Hyperbo-
loid *); und ferner schneiden nicht nur die drei Geraden 4, B, C alle
Geraden der Schaar 4,, B,, C,, D,, .. ..., sondern jede Gerade der
einen Schaar schneidet jede Gerade der anderen Schaar, so dafs also
auch z. B. die Gerade D nothwendig die Gerade D, schneidet, oder mit
ihr parallel ist**). Das heilst:

‘ »Wenn im Raume drei beliebige Geraden 4, B, C, von irgend drei
anderen Geraden 4,, B,, C, geschnitten werden, so beschreibt diejenige
Gerade, welche sich durch die drei ersteren fortbewegt (V.), die nem-

.liche Fliche zweiter Ordnung, als diejenige Gerade, welche sich durch
die drei letzteren.bewegt; und diese Fliche ist das einfache Hyperboloid.”

*) Band L Seite 340. dieses Journals.
*¥) Seite 342. ebendaselbst.
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Und ferner: ,Von den beiden Schaaren Gerader, die in einer solchen
Fliche liegen, konnen von denen, welche zu der nemlichen Schaar ge-
horen, keine einander schneiden, dagegen aber schneidet jede Gerade der
einen Schaar jede Gerade der anderen Schaar, ausgenommen eine ein-
zige, mit welcher sie parallel ist.”

' VIL :
Bewegt sich nemlich die Gerade 4, durch die drei Geraden 4,
B, C, so wird sie irgend einmal eine solche Lage haben, dafs sie mit
A parallel ist, nemlich in demjenigen besonderen Falle, wo ihr Durch-

schnitispunct mit 4 unendlich weit entfernt ist, und welche Lage von
A, nach (IV.) gefunden wird. Daher folgt:

»Dals mit jeder Geraden aus einer der beiden genann-
ten Schaaren, eine Gerade aus der anderen Schaar par-
allel 1st.”

Es seien die Geraden 4 und 4, parallel, so schneidet alsdann A4,
jede der iibrigen Geraden B, C, D.... der ersten Schaar (VL), und die
Ebenen durch 4, und B, 4, und C, 4, und D, u. s. w., sind alsdann
simmtlich mit 4 parallel. Da aber durch jede der Geraden B, C, D....
insbesondere nur eine Ebene mit 4 parallel moglich ist (II. 2.), so folgt
also umgekehrt:

»Dals alle Ebenen, welche man durch beliebige Gera-
den B, C, D...., die in einem einfachen Hyperboloid liegen,
und die zu der nemlichen Schaar gehdoren, mit einer Gera-
den 4, die zu derselben Schaar gehort, parallel legt, einan-
der in einer Geraden 4, schneiden, welche zu der zweiten
Schaar gehort, und welche mit jener abgesonderten Gera-
den 4 der ersten Schaar parallel ist.”

Ueberhaupt geht jede Ebene, welche durch irgend eine Gerade
aus einer der beiden Schaaren geht, nothwendiger Weise auch durch
eine Gerade der anderen Schaar. Denn geht z. B. eine Ebene durch 4,
so wird sie die Geraden B, C in irgend zwei Puncten b, ¢ schneiden,
und alsdann schneidet die Gerade bc alle drei Geraden 4, B, C (V.),
und gehort also zu der zweiten Schaar und liegt .in der genannten
Ebene. Also: ,,Jede Ebene, welche das einfaché Hyperboloid in einer
Geraden schneidet, schneidet dasselbe noch in einer zweiten Geraden,
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und beide Geraden gehoren, nothwendiger Weise, verschiedenen Schaa-
ren an.”¥)
: VIIL

Durch irgend drei im Raume gegebene Gerade 4, B, C, welche
nicht mit einer Ebene parallel sind, ist demnach allemal ein -ein-
faches Hyperboloid bestimmt, d.h., es giebt allemal eine und nur
eine solche Fliche, in welcher die drei Geraden liegen. Der Mittelpunct
dieser Fliche wird, wie sich leicht beweisen lalst, und wie z. B. Ha-
chette im vorhergehenden Bande dieses Journals bewiesen hat, auf fol-
gende Weise gefunden:

1) ,,Man suche diejenigen drei Geraden 4,, B,, C,, welche re-
spective mit den gegebenen Geraden 4, B, C parallel sind, und respective
die beiden iibrigen B und C, 4 und C, A4 und B schneiden (IV.), und
lege alsdann durch je zwei Parallelen, also durch 4 und A,, B und B,,
C und C, eine Ebene, so ist der Durchschnittspunct dieser drei Ebenen
der gesuchte Mittelpunct.”

#) Wir fiigen hier beiliufig folgende Bemerkungen hinzu:

1. Legt man durch 4 eine Ebene parallel mit B; durch B eine Ebene parallel mit C; und
durch C eine Ebene parallel mit 4, und nimmt diese drei Ebenen ais Coordinaten - Ebenen an, so
ist die Gleichung des genannten Hyperboloids H

| (x—a)(y—b)(z— ) = x ¥z,
welche, wenn a=2x, b =28, ¢ = 2y geselzt wird, auf die Form
=)y —fG—y) =+ (¥ + B+
gebracht werden kann, in welcher Gestalt sie die Gleichung der genannten Fliche ist, wenn ihr Mit-
telpunct der Anfangspunct der Coordinaten ist, und diese letzteren mit irgend drei Geraden 4, B,
C, welche in der Fliche liegen und der nemlichen Schaar Geraden angehiren, parallel sind. Aus
dieser Gleichung leitet man leicht die von Binet gegebene Gleichung ab (Band I, Seite 347. dieses
Journals). )
2. Wihlt man die Axen des Hyperboloids zu Coordinaten - Axen, so ist seine Gleichung be-

kanntlich: '
b2c?2 %2 —a2c?y2 — 20222 == — a202c2 ... .. ()

Bezieht sich folgende Gleichung

b2c2x2 — a2c2y — a20222=0..... (B)
auf das nemliche Coordinaten-System, so ist letztere die Gleichung eines Kegels (zweiter Ordnung),
welcher mit jener Fliche («.) einerlei Mittelpunct hat, und ihr Asymptoten-Kegel ist,

Legt man nun eine Ebene so, dafs sie den Kegel (8.) in irgend einer Kante, welche X hei-
fsen mag, berihrt, so findet man, dafs diese Ebene allemal die Fliche («.) in irgend zwei Geraden,
z.B. 4, 4., schoeidet, welche unter sich und mit der genannten Kante K parallel sind, und dafs
letztere in der Mitle zwischen jenen beiden Geraden liegt. Folglich ist jede Gerade, welche sich in
der Fliche («.) befindet, mit irgend einer Kante des Kegels (8.) parallel, und umgekehrt. Dem-
nach folgen nachstehende Sitze: '
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Oder man erhilt daher diesen Mittelpunct am einfachsten, wie folgt:

2) ,Durch eine der drei gegebenen Geraden, z. B. durch 4, lege
man eine Ebene parallel mit B, welche die C in irgend einem Punct ¢
schneiden wird; und ferner lege man durch 4 eine Ebene parallel mit
C, welche die Bin irgend einem Punct b schneiden wird, so ist alsdapn
die Mitte M derjenigen Geraden b¢, welche die beiden genannten Puncte
verbindet, der verlangte Mittelpunct.”

IX.

Nach diesen vorlidufigen Betrachtungen wollen wir uns nun zu der
obigen Aufgabe (I.) wenden. Sie verlangt nemlich: ’

»Diejenige Gerade in aller Strenge zu construiren,
welche vier gegebene Geraden, von denen keine zwel in ei-
ner Ebene liegen, zumal schneidet.”

Die vier gegebenen Geraden sollen 4, B, C, D heifsen.

Werden zunichst nur die drei Geraden 4, B, C beriicksichtigt, so
liegen diese in einem bestimmten einfachen Hyperboloid (VIIL), welches

————

I. ,, Alle Geraden, welche in der Fliche eines einfachen Hyperboloid's liegen, sind 'mit den
Kanten eines bestimmten Kegels zweiter Ordnung parallel, d. h., zieht man durch einen beliebigen
Punct P, mit jeder Geraden, welche in der Fliche eines gegebenen einfachen Hyperboloids liegt, eine
Parallele, so liegen alle diese Parallelen zusammen in einer bestimmten Kegelfliche zweiter Ord-
nung.””  Oder '

1. ,,Sind im Raume irgend drei Gerade 4, B, C gegeben, und eine vierte Gerade 4, , welche
dieselben schneidet, bewegt sich auf alle mégliche Weise, ohne jedoch einen Augenblick aufzuhé-
ren, jene drei zu schociden, so ist sie stets mit irgend einer Kante eines bestimmten Kegels paral-
lel; oder bewegt sich eine andere Gerade a;, welche fortwihrend durch irgend einen fixen Punct
P geht, so, dafs sie stets mit der Geraden A, parallel ist, so beschreibt sie eine bestimmie Kegel-
fliche zweiter Ordnung, welche den Punct P zum Mittelpunct (Scheitel) hat.”

1II. ,,Sind im Raume irgend zwei Gerade 4, B, nebst einem beliebigen Kegel P zweiter
Ordnung gegeben, so liegen alle mégliche Gerade 4;, B, C,, . s von denen jede jene bei-
den Geraden schneidet, und mit irgend einer Kante des Kegels P parallel ist, zusammen in einem
bestimmten einfachen Hyperboloid; oder bewegt sich eine Gerade 4, so, dafs sie stets mit irgend
einer Kante des Kegels P parallel ist, und fortwihrend die beiden Geraden 4, B schineidet, so be-
schreibt sie ein einfaches Hyperboloid.”

1V, ,,Sind irgend zwei Kegelschnitle 4, B, welche in irgend einer Fliche zweiter Ordnung
liegen, nebst einem beliebigen Kegel P derselben Ordnung gegeben, und bewegt sich eine Gerade A,
so, dafs sie stets mit irgend einer Kante des Kegels P parallel ist, und fortwihrend durch die Pe-
ripherien der beiden Kegelschnitte 4, B geht, so beschreibt sie ein einfaches Hyperboloid.”

Ist der gedannte Kegel ein gerader Kegel, so ist das Hyperboloid dasjenige, welches durch
Umdrehung erzeugt werden kann; und tritt an die Stelle des Kegels eine oder zwei Ebenen, so
wird das genannte einfache Hyperboloid, durch das hyperbolische Paraboloid vertreten.
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H heifsen mag, und es giebt eine Schaar von Geraden 4,, B,, C,,
D,.... von welchen jede jene drei Geraden schneidet und in der Fliche
H liegt (VI). Die gesuchte Gerade befindet sich daher nothwendiger
‘Weise unter dieser Schaar, nemlich es ist diejenige, welche durch ei-
nen derjenigen Puncte geht, in welchen die vierte gegebene Gerade D
das Hyperboloid H schneidet. Kennt man demnach einen solchen Durch-
schnittspunct, so ist auch die gesuchte Gerade als gefunden zu betrach-
ten, weil durch irgend einen Punct der Fliche H nur eine einzige,
zu der Schaar 4,, B,, C,, D,.... gehorige Gerade maoglich ist. Daher
giebt es so viele Geraden, welche der Autgabe Geniige leisten, als es
Puncte giebt, in welchen die Gerade D und das Hyperholoid H einan-
der schneiden, mithin im Allgemeinen zwel.

X. :
Die Durchschnittspuncte der Geraden D und der Fliche H, und
hernach die gesuchte Gerade, findet man nunmehr auf folgende Weise:

1) Man suche, nach (VIIL), den Mittelpunct des genannten Hyper-
boloids H, in welchem nemlich die drei Geraden A, B, C liegen; er
heifse M (Fig. 2.).

2) Durch die Gerade 4 lege man eine Ebene E parallel mit D,
welche die Geraden B, C in irgend zwei Puncten b4, ¢, und das Hyper-
- boloid in den beiden Geraden A4 und bc schneiden wird (VIL). Der
Durchschnittspunct der beiden Geraden 4, bc heilse a.

3) Durch die Gerade D lege man eine Ebene E, parallel mit 4,
welche nemlich die Ebene der Figur ist, so sind die zwei Ebenen E, E,
mit einander parallel (Il. 3.), sie schneiden folglich das Hyperboloid H
in dhnlichen, und dhnlich liegenden Kegelschnitten, deren Mittelpuncte
a, m mit dem Mittelpunct /M dieser Fliache in einer Geraden liegen.
Nun ist der Schnitt der Ebene E die beiden Geraden 4, bc, welche als
eine Hyperbel anzusehen sir.d, deren Mittelpunct @ ist. Daher wird auch
der Schnitt der anderen Ebene E, eine Hyperbel % sein, deren Asympto-
ten md, md, mit den Geraden 4, bc parallel sind, und deren Mittelpunct
~m mit den Puncten @, M in einer Geraden liegt.

4) Legt man daher durch den Punct M zwei Ebenen, die eine durch
die Gerade 4, und die andere durch die Gerade bc¢, 50 schneiden die-
selben die Ebene E, in den Asymptoten md, md, der genannten Hyper-
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bel 2. Sind ferner b,, ¢, die Durchschnittspuncte der Ebene E, und der
Geraden B, C, so liegen dieselben nothwendiger Weise in der Peripherie
der genannten Hyperbel 4. Demnach kennt.-man die Asymptoten md,
nd, und zwei Puncte b,, ¢, der genannten Hyperbel %, und es ist nun-
mehr darum zu thun, diejenigen beiden Puncte &, 2 zu finden, in wel-
chen dieselbe von der Geraden D geschnitten wird.

5) Zieht man zu diesem Endzweck, z. B. durch den Punct 4, die
Gerade pg¢ parallel mit D, d. 1., mit dd,, so ist nach einer bekannten
Eigenschaft der Hyperbel:

pbi.gb, = da.ad, = df3.0d,.
Um hiernach die gesuchten Puncte &, 3 zu finden: beschreibe man um
dd,, als Durchmesser, den Kreis u, d. 1, dp,9,d,, trage in diesen die
Sehne p,9,=p¢, und nehme p,b,=pb,, so ist, vermoge der Potenz des
Kreises, p,b,.9,b,=05,.5,8,. Man nehme daher ferner:
o = P‘B = pb,,

so sind «, (> die beiden gesuchten Puncte, in welchen die Gerade D die
Hyperbel %, und folglich auch die beiden Puncte, in welchen dieselbe
das Hyperboloid H schneidet. ‘

6) Legt man nun endlich durch jeden der beiden Puncte a, (3 eine
Gerade 4,, B,, welche z. B. die beiden Geraden 4, B schneidet (IIl.),
so wird jede derselben nothwendiger Weise auch die Gerade C schnei-
den, und somit der vorgelegten Aufgabe Geniige thun.

Wire die Gerade dd, kleiner als pg, so miifste man in (5.) um
den Durchmesser p¢, anstatt dd,; einen Kreis beschreiben, und als-
dann finde man durch eine dhnliche Construction die beiden gesuchten
Puncte «, 3.




