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Rechteckige  Sys teme  und  Moduln in a lgebruischen ZahlkSrpern.  I. 

Yon 

Ernest STE~TZ in Breslau. 

Einlei tung.  

1. Den folgenden Untersuehungen denken wh- uns einen beliebigen 
(endlichen) algebraisehen ZahlkSrper ~ zugrunde gelegt. Wir be~raehten 
ausseMieglieh Zahlen und Ideale aus ~, und zwar~ wofern nieht ausdrtiek- 
lieh anderes bemer~ wird, ganze Zahlen und gauze Ideale. 

2. Ha~ man zwei reeh~eckige Systeme A = (as~), B = (b~) yon ganzen 
Zahlen aus ~, and ist die AnTahl tier Kolonnen yon A gleieh tier Anzahl 
der Zeflen yon ]3, so geht aus ihnen dutch ,,Multiplikation" ein-neues 

Reehteck C =  (%) hervor, wo c ~ = ~ a , b , k  ist. C ha~ so vide Zeflen 

wie A und so viele Kolonnen wie B. Far diese Ar~ der Mnltiplika~ion 
bestaht alas assoziative, aber nieht notwendig das kommutative Gesetz. 
Bes~ht zwisehen zwei Rechteeken A, B eine Relation yon der Form 

B =  P tq, 
so heist B ,,t~ilbar dureh A". Ist zugleieh A dureh B teilbar, so heigert 
A und ~ ,~iquivalen~". 

3. Wir behaude]n die Frage 
valenz zweier Sys~me A, B and m 
gehende nach den Bedingungen far 

nach den Bedingungen f~ir die Aqui- 
in elnem zweiten Artikel - -  die welter- 
die Teitbarkeit yon B dutch A. Ist 

der KSrper der ra~ionalen Zahlen, so ist die Beantwortung dieser Fragen 
bekannt. /an Falle eines beliebigen algebraisehen KSrpers sind dis sehlieB- 
lichen Ergebnisse dieselben, sofern man sich auf qua/h'atische Sys~eme yon 
nieht verschwlndender Determinante beschr~nkt. Die Herlei~ung erforder~ 
abet noeh andere l~ilfsmit~el ats die, welehe im Falle des natfirHchen 
Rafionali~ksbereiehs zum Ziele ~hren. Gibt man die BesehrS~nknng ffuf 
quadrat4sehe Systeme auf, oder 1~$t man quadra~ische Sys~eme yon der 
Det~rminanfm 0 zu~ so modifizieren sieh auch die Resulf~te. 
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4. Spezielte l~fdle der Teilbar]~eit und Aquivalenz sind die ,Links- 
(bzw. Rechts-) T e i l b a r k e i t "  und die ,,Links- (bzw. Rechts-) ~,qui~alenz". 
B heist links (rechts) teilbar durch A, wenn eine Relation B =  P A  
(bzw. B = ' A  Q) besteht; die Systeme A und B bellmen links- (bzw. rechts-) 
~lUivalent, wenn jedes clurch das andere links bzw. rechts teflbar ist. 

w 

Yorbemerkungen.  

5. Wit stetlen zun~chst einige bekmmte Tatsachen aus der Ideal- 
theorie zusammen, um zugleich verschiedene der fernerhin gebrauch~en 
Bezeichnungen zu erl~utern. Die yon 0 verschiedenen Ideale des KSrpers 
zeffallen in endlich viele Klassen, deren Anzahl h sein mSge. Die Klasse, 
zu welcher das Produkt zweier Ideale a, ~) gehSrt (K1. a-]5), . ist  dutch 
die Klassen, zu denen a und t~ gehSren, bestimmt uncl wird deshalb das 
, , P r o d u k t "  dieser Klassen genannt; in Zeichen 

(1) K1. ~. ~ = K1. ~. KL ~. 

Die h Klassen bilden eine Gruppe and zwar eine kommutative, sodal~ 
anch der Quotient zweier Klassen eindeutig bestimmt ist. Die Einheit in 
dieser Gruppe wird (lurch die ,,ttauptk]asse" dargestellt, welche die yon 

�9 e ~ den Zahlen aus ~ repr~sen~ierten Ideale, die ,,gauphd aIe,  umfaB~. In 
die h ~,~ssen reihen sich aueh die gebrochenen Ideale aus ~ ein derar~, da~ 
auch bei dieser Ausdohnung die Gleichung (1) giiltig bleib~. 

6. Irgend n ganze Ideale a l , - - - ,  a, haben einen ,grSBten gemein- 
sameu Teller" t, in dem jeder gemeinsame Teller a.ufgeht; wir bezeichnea 
ihn dutch 

Das Vorkommen yon l~ullen ist nicht ausgeschlossen; sind alle tdeale a~ 
g]eich 0, so is~ auch t = 0 zu se~en. Unter dem gr~Bten gemeinsamen 
Teller ~on n Zahlen a ~ - - - ,  a~ ist cter grS~te gemeinsame Teiler t tier 
dutch die Zahlen repr'~sen~ierten Hauptideale zu verstehen. In der Form 

a~x~ + %x~  + �9 �9 �9 + a~x~ 

werdenalleund nut diedurchtteilbarenZahlendargestellt. Ist (aj, c~,.-.,a.)=t, 

so sind die Ideale T teileffremd. Von dieser Bemerkung ausgehend ge- 

l~.ng~ man zu einer Ausdehnung des Begriffs ,,grainier gemeinsamer Te'fler ~ 
anf gebrochene ][deale. Denn anch wenn solche unter den ai vorkommen~ 

exist;ier~ ein best~mmtes Ideal t, f~m- welches die Ideale ~ - - , - . . ,  T gan~ 

und teilerfremd ausfaUen, t ist in d[esem Falle stets gebrochen.- Ffir 
gav~ze odor gebrochene Ideale gilt die Formel 



(2) a ,q) a,)q, 
sowie die altgemeinere 

(~) ( a , . - . ,  a~). (~1, "':, ~,) ---- (a ,~ ,  ~1~, .--, a ~ ,  ..-, a,~,, . . . ,  ~ ) .  

Bet Beschr~kang auf ganze Ideale ist noch zu bemerken: Auch ein 
System ~ yon unendlich vielen Idealen besitzt einen grSBten gemeinsamea 
Teller t, und man kaJan ein endliches Tefisystem yon ~ angeben, welches 
auch den grSl~f~n gemeinsamen Toiler t hat. t i s t  0, wenn alte ]deale 
aus ~ gleich 0 sin& Is~ andernfalls a ~= 0 ein Ideal aus 6 ,  sind Pl, '"  ", Pz 
die verschiedenen Primfaktoren yon a, and bezeichnet a i (i = 1, . . . ,  l) ein 
Ideal aus ~ ,  welches p~ zu miigtichst niedriger Potenz enth's so wird 
t = (a, a~, . . . ,  a,). 

7. Es seien p~, .--, p~ i verschiedene Primideale, el, . . . ,  e z ganze ratio- 
hale, nich~ negative Zahlen. Besfgmmt~ man 1 ganze Zahlen xl , - . - ,  x~ aus 

so, ~ x~ dutch OZ~, aber nicht dutch pJi+ 1 teilbar isi, ferner x den 
Kongruenzen 

x- x, (rood. ( i=  1,...,Z) 
gemii~ so enthiilt x oder aueh das (lurch x repri~sentierte Hauptideal 
jedes der Primideate p~ genau e~ real. Si~d s x, u" zwei reziproke 
Idealklassen, ist b ein Ideal aus u, ~ eia Hauptideal, welches jedes der 
Primideale p~, sowie jedes in I/aufgehende Primideal ebenso of~ entlg41t 
wie ~, so ist t) yon der Form ~ = a .  t~, wo a ein ganzes, durch p~,.. . ,  p~ 
nicht teilbares Ideal aus u bezeiclme~. Das Ideal a-~ gehSrt ebenfalls zur 
Klasse u trod enth~lt jedes Primideal p~ genau e~ real. Es gibt also in 
jeder Klasse Ideale, die gegebene Primideale zu genau vorgeschriebener 
Potenz enthalten, insbesondere also auch Ideale, die dutch ein gegebenes 
Ideal a (=~ 0) ~eilbar oder zu a relativ prim sind. 

8. Es seien al, . . . ,  a. gauze oder gebrochene Zahten aus ~ ,  aber 
nich~ siimflich gleich 0~ es set 

(a~, a~, ..-, a,) = t, 

0 "  " and es bezeichne c jede yon ~verschmdene gar~ze oder gebrochene Zahl 
aus ~. ])ann bezeiclme~ das durch c bes~imm~e Hauptideal c jedes ganze 
oder gebrochene Ideal der ttaup~klasse, das Sysf~m 

a~c, a~c, . - .~  a~c 

jedes zu a~, a ~ . , . . . ,  a ,  proportionale System und das Ideal 

(a c, . . . ,  arc) = 
jedes ganze oder gebrochene Ideal der darch ~ bes~imm~en Idealklasse. 
tr F~l~ dann und nur dan~ ganz aus, wenn die n Zablen a ~ c , . . . ,  a~,~c 
~m~lich g a ~  siad. Da es in jed~r ~Klasse Ideale gibe, die zu eiaem ge- 
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gebenen, yon 0 versehiedenen Ideal a teilerfremd sind (lift. 7), so kann zu 
jedem System a l , - . . ,  a~ ein proporCionales ganzzahliges angegeben werden, 
dessen Elemente nieht s~mtlich m i t a  einen Teiler gemein haben. 

w  

Elementartefler, Zeilen. und Kolonnenklasse. 

9. Ist A ein rechteckiges System yon ganzen Zahlen aus ~, so heit~t 
tier grSl~te gemeinsame Teller b~ der Unterdeterminanten k ~ Grades 
,rk t~ Determina~atenteiler yon A". Fiir jede ganze Zahl k, die grSfler is~ 
als die Anzahl der Zeflen oder Kolonnen yon A, sell b k = 0 gesetz~ werden. 
Aus dem Lap]aceschen De~ermin~ntensatz ergibt sich~ daft b~ in bk+ ~ auh 
geht. Is~ br+ 1 der erste versehwindende De~erminantenteiler, so bezeichnet r 
den ,,Rang des Reehteeks A" G,Rg. A"). Die ganzen Ideale 

heiBen die ,,Elemenfarteiler yon A". 
10. Ist B teilbar dureh A, 

B ~- P A Q ,  

so is~ wie das allgemeine Multiplikationstheorem der De~rminangen sofor~ 
zeig~, joder Determinantenteiler von 13 dureh den entspreehenden yon A 
teilbar. Daraus folgt welter: 

Aquivalente rech~ckige Systeme stimmen in den Determinantentei~ern, 
also auch in den Elementarteilern iiberein. (Erste ~quivalenzbedingung.) 

11. Es sei A =  (a~) ein ganzzahliges reehteekiges System aus 
yon m Zeflen und n Kolonnen~ sein Rang r ~ 1. Aus den Determinanten 
~,t~. Grades, die man A entnehmen kann, bilden wir ein rechteekiges 

System 

jede Zeile (Kolonne) yon A" die Det~rminanten aus r s Zeilen (Ko- 
lonnen) yon A enthi~It. Im F a l l e r - ~  m = n bestehi A' aus einem ein- 
zigen Element, im F a l l e r  = m aus einer einzigen Zei1% im Falle q'-----n 
aus einer einzigen Kolonne; in jedem Fatle abet is~, wie ans den Ele- 
ment~n der Determlnantentheorie bekauut~ der Rang yon A" gleieh 1. Es 
sind also die Zeilen yon A' (soweit sie nieh~ aus lau~er l~ullen bes~ehen~ 
was nich~ bei allen Zeilen der Fall sein kann) un~ereinander proport~onal~ 
mad es gehSren deshalb die grSl~ten gemeinsamen Teller, die n~an aa~s den 
E|ementea der einzelnen Zeilen yon A" bfldea kama~ einer m~d derselben 
Idealklasse ~ an (~r, 8). Ebenso gehSren die griiBten gemeinsamen Teite~ 
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der E!emeaxte der einzebaen Kolonnen zu einer Idea]~asse u'. Wit nennen 
und ~' die ,Zeflen- (,,Kolonnen-) Klasse" yon A; in Zeichen 

(4) ~ = Z k I .  A ,  z" = Kkl. i 

12. Es sei a~q irgend ein yon 0 verschiedenes Element aus A'~ mad 
es stelle a ~ = u .  v eine Zerlegung yon a,~ in zwei ganze oder ge- 
broehene ZaMen aus ~ dar. Dann gibt es m ' +  n' ganze oder gebrochene 
Zahlen ul, . . . ,  ~,,,,; vi, . . . ,  v,,, welche den Bedingungen 

r u ~ = u ,  v q = v ,  u~v~=a~k ( i = l , - . . , m ;  k = l , - . . , n ' }  

genfigen. Die Elements ether jeden Zeile yon A" sind dem System vi , . - . ,  v~,~ 
dieje~igen ether Kolonne dem System u i , "  ", u~, proportional. Setzh 
man also 

" " ,  % ,0  - -  = ' ,  
s o  wird 

r (5) K l . u ~ z ,  K ] . ~ .  
~qun ist aber 

gleieh dem grSl~ten gemeinsumen Teiler der m'- n' Zahlen u~v k = a~, d. h. 
gleich dem r ~ Debrminantentefler b~ yon A. Aus u - ~  = b, mad den 
Gleichungen (4), (5) erhalten wir den Sa~z: 

Ist  b~ der r ~ Determinantente~Ter eines rechteckigen Systems A yore 
12~ange r (r ~ 1), so i~t 

zld. A . Kk] .  A = K] .  b~. 

13. Es set jetzt B = (b~) ein dutch A links teilbaxes rechteckiges 
System: 

B = P A ,  t ) = ( p , ~  ( i ~ - l , . . . , 1 ; k ~ - l , . . . , m ) .  

Rg. B kann nicht ~ r sein; wir wollen Rg. B ~ r vorausse~zen. Aus den 
Determinanten r u~ Grades yon B bilden wir ein rechteckiges System 

hat 1 Zeflen und n Kolonnen~ die den 1 Zeilen y o n / )  und den n Kolonnen 
yon A entsprechen. Verstehen wir jetz~ unter b~ diejenige Determina~b 
r t~ Grades ans B,  deren r Zeilen den in P:l, " " ", P~,~, aufiretenden Zeilen 
yon B und deren r Kolonnen den in a~,, -, a~,~ anfh'etenden r Kolomaen 
yon A entsprechen, so wird nach dem allgemeinen Mnltiplikationstheorem 
tier Determinanten 

" Z : '  2': 5~ ~ /o ~ a~, i ~ v~ :p ~ u~. 
h = l  h = l  

Dies zeig~ dat~ die Zeflen des Reehtecks B'--~ (b~) dem System vl, . . . ,  v,,, 
propox~ional sind. Mithin ist 

Zkk B = KI. (v,, .--, v~,) = K1. t~ ~- Zkl. A~ 
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D.h.: Waben die _P~echtec~ A und B ~ PA gl~hen Rang, so habe~ sie 
diesdSe Zei~kh~sse. 

Ganz ebenso gilt natfirlic-h: Haben die P~eehteeke A und A Q gleich~ 
Rang, so haben sie dieselbe Kolonnenldasse. 

14. Es seien je~z~ A und ~ = P A  Q i~quivalente rechteckige Syst~me, 
ihr Rang r ~ 1. Dann sind ihre Determinant~n~Jler gleich; und da jeder 
Determinanten~eiler yon :PA dutch den entsprechenden yon A teilbar sein 
und in dem en~sprechenden yon ~ = (:PA)Q aufgehea muB, so hat aue~ 
P A  dieselben Determinant~uteiler wie A und B. Es sei b~ der r u Detor- 
minantenteiler yon A,  t ) A ,  B. Dann ist (Nr. 13) 

Zkl. A = Zkl. P A ,  Kkl. P A  = Kkl. 1~, 
nach Nr. 12 

K1. b~ = Zld. A- Kkl. A = Zkl. P A ,  Kkl. :PA = ZkL B-  Kkl. B, 

daher 
ZkL A = ZkL B~ Kkl. A = Kkl. B, 

also: 
Aquivalente rechteckige Systeme lmbe~ dieselbe Zeilenklasse und d i e s ~  

Kolonnenldasse. (Zwoite Aquivalenzbedingtmg.) 

(6) 

w 

Linearformcn, Gleichungen und Kongruenzen. 
15. Es seien m Lineafformen 

Yl = all xl + " " + al~ x~ 

y~ = a~x~ + . .  �9 + a ~ x ~  

.mi~ ganzzahligen Koeffizienten aus ~ gegeben; es sei t der grSgte go_ 
meinsame Teiler aller Koeffizienten a~. Se~zen wit ftir die Unbes~immf~n x 
ganze Zahlen aus ~,  die si~mflich durch ein gegebenes Ideal u teilbar 
sind, so werden alle y~ dutch tu teilbar. Wit  wollen jetz~ beweisen: 

Ist der Bang des Koeffizientensystems A = ( a ~ ) ~  2, so kann man 
fiir die Unbestimmten x solche dutch n teitbare Zahlen setzen, daft 

( y ,  y~, . . . ,  y~) = ta 
wird. 

Beweis. Da der Fall a = 0 als bedeu~ungslos aasgeschlossen warden 
kann, so en~h;41~ ta nur endlich viele Primfakf~ren. Es sei 

(7) ~,  ~ , . . . ,  ~, 
ein System yon Z verschiedenen Prim/dealen, unber denea abe~ j e d e n ~  
aUein tu aufgehenden Primfak~oren e~flaalte~a sein soItem Es b e ~ e ~  
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flit i ~ 1 , . . - ,  I p/~ die h6chste in L P[~ die hSchsb in u enthalf~ne 
Po~enz yon p~. Dann ist jeder Koeffizient a~ dutch p~ teilbax, abet es 
gibt auch wenigs~ens einen Koeffizienten, der nicht durch pi ~+l teilbar s 
Ist dies bei a~  der Fall, und w~hlen wit ~ Zahlen ~n, ~lz, "" ", ~l~ so, 
dab ~ den Fak~r  p~ genan fl real entl~t ,  w~hrend die iibrigen Zahlen ~l~ 
dutch pl 1~+I teilbar sind, so werden flit x1=  ~n , ' "  ", x~= ~I~ die zu- 
gehSrigen Werte yon Yi,  "" ", Y,~ atle den Faktor pl~+]~ enthalten, y~ aber 
wird nicht dutch pi e +/~+l teilbar sein; es wird also tier gr6Bte gemein- 
same Teiler (Yl, "" ", Y~) dieser Wer~e den P~mfaktor Pl genau e 1 q- fi real 
enthalten. In gleieher Weise lassen sich flit i = 1, . . . ,  1 je n durch p ~  
teilbare Zahlen ~l, "", ~ so bestlmmen, dab (Yi,'", Y~) f~ir x l =  ~'1, . . . , x , ,= ~,~ 
den Fak~or p~ genau e~ q-f~ real enth~lt. Bestimmt ma.n sod~nn n Zahlen 
~i, "", ~., welche den Kongruenzen 

(s) ~___-~ (~od.~l~+~) (~=i, . . . ,~;~=i,  ..,~) 
gentigen, setzt man x i :  ~ l , ' "  ", o~,= ~,,, und bezeichnet man die zu- 
gehSrigen Werte der y, mit 

(9)  v, = ~  ~,~ ~ q = i , .  �9 ~), 

so sind alle x dtu'ch tt teilbar und (*li, "" ", ~,) en~hiil~ jedes Primideal p, 
gen~u v~-b f~ mat, d. h. ebenso oi~ wie tl~. Es wird also 

( i o )  (~, ~, . . . ,  v~) = , ~ ,  
we r e i n  gauzes Ideal ist, welches keinen der Primf~k~ren (7) enth~.lt. 

Nunmehr machen wit yon der u Gebrauch, da~ der Rang 
des Koeffizientensystems A----(a,~) ~ 2 ist. Da die Reihenfolge sowohl 
der Linearformen y wie der Unbestimmten x belanglos is~, so dRrfen wir 
d ~ a n a ~ - - a ~ a ~ l  yon 0 verschieden annehmen. Ferner diirfen wit 
vorausse~zen, dat~ die in d aufgehenden Primfaktoren unter den Prim= 
idealen (7) vorkommen. Aus d ~= 0 folgt noeh, da~ eine der Zahlen 
a~l , a~ yon 0 versohieden sein mu~, mid dab man daher bei der WahI 
der nut an die Kongruenzen (8) gebundenen Zahlen ~, so verffigen kann, 
dat~ ~ ~= 0 wird. Dies setzen wit nun voraus. ~s kann anBer den Prim- 
idealen (7) noch andere q~, qs, ---  in endiicher Anzahl en~halten. Be- 
zeAchne~ jetz~ ~ eine dutch 

" = P/~+~" P / ' + ~ "  " "P/*+~--  ~" Pi" P ~ " "  P, 
teflbare, dutch die Primfaktoren q~, q~,- - ,  aber nichk bilbare Zahl, so 
enkh~lk sowohl (~, ~ )  dis auch (Fd, y~) nut Primfak-toren aus der Reihe (7). 
Man k~nn daher eine gunze Zahl er so bestimmen, dab ( ~ - b  a . /~d ,  ~s) 

keine anderen als diese Primfaktoren enth~ils Aus oal ass -- a, so ~ -~ d 
ergib~ sich nun abel-, dM~ dutch S e  Gleichungen 
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( l l )  a~l~ + a~,~ = ad ,  a ~  + a~2~ = 0 

mid �9 als ganze ZaMen bests werden. Ersetzt man nun ~1 clureh 
~ l '=  ~1 q - ~ ,  ~ dutch ~ ' =  ~ + ~,% so genfigen ~ '  and ~ '  wie vorhex 
~i und ~ den Kongruenzen (8). Das Wertsystem 

x l =  x , =  . . . ,  x . =  

besteht aus laubr  dutch u teilbaren Zahlen, mid ffir das zugahSrige Werb  
system Yl, Y~,'" ", Y~ erhalten wir, wie vorher ftir die ~, eine Relation 
yon der Form 

(Yi, Y~, "" ", Y~) = iuv,  
wo r' keinen der Primfakbren (7) enthitlt~ Nun wird aber nach (11) 

und da, wie wir sahen~ (y~, yo)-~ ( ~  + a#d,  ~.) keinen Primfakt~r aul~er- 
halb der Reihe (7) besiCzt, so wird z '=  i~ also 

(y~, y~,..-, y~) = tu .  

Damit ist der Beweis gefiihr~. 
Der Fall it = 1 liefer~ den Salz, da~ man dan Unbeslimmten in den. 

Linearformen (6), sofern das Koeffizientensystem wenigsbns veto Range 2 
ist, sole-he Werte erteilen kann, dab der griiBte gemeinsame Teller tier 
Werte, welche die Linearformen annehmen, mit dem grS~ten gemeinsamea 
Teller der Ko.efilzienten iibereinstimmt. 

16. Der Satz der vorigen Nummer gestattet mannigfache Anwea- 
d n~gen, zu deren Ableihmg wit jetzt iibergehen. - -  Es liege ein Rechteck 

A = (a,~) (i~- l , . . . , m ;  k-~ l , . . . , n }  

vet; es sei m ~ n -- 2, Rg. A = m, also der m e Determinantenteiter b 
yon A yon 0 verschieden. Wird A durch ~Iinzufiigung einer neuen Zefle 
yon n Unbestimmten x~, . . . ,  x~ zu einem Reehteck A' erweiter~, so sind 
die Determinanten (m-l-l)  u" Grades [aus A" Linearformen der Unbe- 
s t~mten  x~ deren Koeffizie~ensys~em aus den Determinanten m ~ Grades 
yon A besteht mid wenigstens vom Range 2 ist. Denn wenn (~ eine yon 0 
verschiedene De~erminante m t~ Grades aus A ist, so kam~ man wegen 
m ~ n - - 2  zwei versehiedene Determinanten 51, 8~ (m-{-1) ~ Gra~les aus A" 
angeben, welche$ als Unh~rdeterminante enth~lten. Die Linearformen di~ 8~ 
sind dann, wie man leicht sieht, linear unabh~ugig. Aus dem Satze der 
vorigen Nummer ergibt sich daher sofort: 

~i~ t~chteck aus n Kolonnen und m ~ n -  2 Zebra, dessen m ~" 1)eter- 
minantenteiler b ixt, kann durch Hi~zufiigung einer we~teren Zeile, deren 
s~mtlizhe ~lemente dutch ~in vorges&riebm~s Idea~ 11 teil~ar sirM, ~m 
einem l~e&teck erweitert werden, welches den (m "4" t )  ~ .Determinanten~_ 
b . a  hat. 
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Werclen die Etemenbe der neuen Zeile keiner Bedingung unterworfen, 
so kann man del'ar~ iiber sie verffigen, dab der (m + 1) ~ Determinanten- 
relier des neuen Rechtecks wiederum b isk Dieser Prozel~ kann wieder- 
hol~ werden, bis die Zahl der Zeflen n -  I geworden ist. Im Falle 
b = 1 ergibf danu das Hinzuffigen einex n ~ Zeile yon n Unbestimm~en 
xl, �9 �9 x~ eine Linearform mit teflerfremden Koeffizienten, der man dutch 
passende Wahl der x den Wer~ 1 verleihen kann. Dies ergib~ den Sa~z: 

FAn l~chtevk A vo~ n Kolonnen und m < n Zeile~, dessert Unter- 
de~erminanten m ~ Grades te~Terfremd sincl (insbesondere also eine Zeile aus 
tei~.remden Elementen)~ kann dutch Hinzuf'd.gung weiterer Zeilen ~u einem 
gaadratischen System yon tier 1)eterminante 1 erg~inzt werden. 

17. Es seien m Linearformen yon n Unbestimmten gegeben 

(12) V, = ~ '  ~,~ ~ (i = 1,---, ,~). 
/ r  

Dann gilt der Sa~z: 
Ist  der _Rang des Koeffizio~ten,ystems (a~) in den Linearformen (.12) 

<_~ n ~ 2, so lassen sich die Gleichungen 

y~ = 0 (i ~ 1 , . . . ,  m) 

dutch tvgerfremde Zatden befriedigen. 
Beweis .  Aus den Elemeaten der Determinan~entheorie ist bekannt, 

dab man zwei linear unabhi~ngige LSsungen a l , . . . ,  a~ und i l l , '"  ", fl~ an- 
geben kann, deren Elemente sieh rational dutch die Koeffizienten aus- 
driieken lassen und~ da es nur auf ihre Verhiiltnlsse ankommf~ als gauze 
Zahlen aus ~ angenommen werden kSnnen. Ist 

. . . ,  = t ,  . . . ,  A )  = u ,  

so kann man ein zu f l , , . . . ,  fl~ proportionales System angeben, dessen 
grSBter gemeinsamer Teller zu t rela~iv prim is~ (Nr. 8). Wir dfirfen 
daher t uud u yon vornherein rela~iv prim annehmen. Dana ist das 
Koei~zientensys~em in den Linearformen 

a ~  + flay (k -- 1,.--, u) 
vom Range 2, der gr~ilSte gemeinsame Teller der 2n Koeffizienten ak, fl~ 
isg 1, und man kann daher naeh dem Satz in Nr. 15 ~ und ~ so wiiMen~ 
dab die n Zahlen a k~ + fl~ ~eilerfremd ausfallen. Diese Zahlen sfellen 
aber eine LSsung der Gleiehungen y~ = 0 dar. Dami~ ist unser Satz 
bewiesen. 

18. 1st der ~ n g  des Koeffizientensystems ( a~) in de~ IAnearformen (12) 
~ n ~ 1, m ein van Null versehiedenes Ideal, so sind die K o n g n ~ z e n  

0 (moa. m) q = 1 , . . . , ,0  
i~ t e i l e r f rem~ Zahlen l&bar. 
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�9 Beweis.  Ztm~chs~ haben die Gleichmlgen 

y , - o  ( i =  1 , . . . , ~ )  

eine LSsung in ganzenZahlen eq~-.-~ r die nicht si~mtlich verschwinden, 
und es daft (a l , . . . ,  a , ) ~  l relativ prim zu In angenommen werden, da 
unter den proportionalsn Systemen, die ja s~mtlich die Gleichung befrie- 
digen, solehe vorkommen, doren grSt]ter gemeinsamer Teller relativ prim 
zu m ist (Nr. 8). Wenn wit nur eine Liisung der Kongruenzen (13) 
haben wollen, so diiffen wir die a dutch rood. m kongruente Zahlen er- 
setzen; der grSl~te gemeinsame Teller bleibt dann stets relativ prim zu m. 
W~ihlen wit nun eine yon 0 verschiedene zu eq kongruente Zahl at" und 
eine zu a s kongruen~e Zahl as', welehe durch keinen in a 1 und nicht zu- 
gleich in m aufgehenden Primfaktor teilbar is~, so wird 

(~1, as, ~ , "  ", ~ )  --- 1, 
und die Zahlen tq, as, as, . . . ,  ~ befriedigen die Kongruenzen (13). 

19. Ist % tier n ~ ~nentar te i ler  des Koeffizientensystems (a~k) in den 
Zinearformen (12), so besteht jede L6sung der Kongruenzen 

(18) y, ~_ o (n~od. m) (i = 1 , . - . ,  m) 
nt  aus Zatde~, die dutch (m-mT-,-~ teilbaz si~d. 

l i t  
Beweis. Im Falle e~= 0 wird ~ - - - -  1 mad der Satz trivial; wit 

setzen also jetzt e~=~ O, mithin m ~ n voraus. Es sei nun b~ tier n ~, 
b._ x der (n - -1)  ~ Determinantenteiler des Koeffizientensystems (a~), also 

e=  = b__~_~, ferner x a--- ~I, "", x~= ~,, ein LSsungssystem der Kongruenzen (13), 

sodag die Zahlen 

(14) #, = ~  a,t ~ ($ ~- 1, .-, m) 
k = l  

siiantlieh dureh m teilbar sind. Aus den m Oleichungen (14) lassen sich 

(~n) Systeme yon je n Gloiehungea herausgreifen. Unter i/men seien l, 

bei denen die Determinaute dot Koeflizienten a~k yon 0 versehieden isk 
�9 Diese Sys~eme seien mit Sx, -. ", S~, die zugehSrigen Determinauten mit 

d~, . . . ,  d~ bezeiehnek Dann ist 

( 4 , -  , d,) = b.; 
das dutch d~(q = 1 , . . . ,  l) repfftsentierte Hauptideal ha~ also die Form limb,, 
wobei 
(15) (~ ,  . . . ,  ~,) = 1 
wird. Wit greifen aus den Systemen S ein beliebiges S~, aus den Za~en 
~x," "', ~ eine beliebige ~ heraus. Aus dean Gleic~mgssystem S~ gewinnen 

Ma, thom~ti~a~ ~ ~ 22 ~ 
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wir ffir ~ einen Ausdruek in Form eines Bruehes, dessen Nenner d~ ist~ 
wghrend der Z~hler eine Linearform der (dutch m teilbaren GrSl~en) ~7 
dars~ellt, deren Koeffizienten De~erminajaten (n - -1)  ~ Grades aus dem 
Koeffizien~ensystem (a~), mithin durch b~_~ teilbar sind. Das durch 
repr~isentierte ttauptideal ~ ha~ also die Form 

tqb~_im tq . m 

Den 1 Sys~emen S~ en~sprechend erha]~en wir 1 solehe Dars~ellungen yon ~. 
t e t die reduzier~e Form des Quo~ien~en -~  (~-~1~-..,/) dar, so S~ellt nun -~- 

geht u in lh, - . . ,  u z auf~ und aus (15) folgt u = 1, 

(16) ~ ~- i-  m 
% 

Hieraus folgt welter (unter Benutz~mg der Formel (2)) 

(m, e~) 

oder, wenn das ganze Ideal (~, t ) ~  ~ gesetzt wird, 

l i t  

IR 
Es ist also ~ dutch ~ teilbar; w. z. b. w. 

20. Damit die 7wmogenen linearen Kongruenzen 

k = l  

in teilerfremden Zalden 16sbar seien, ist notwe~dig wnd hi~reivhend, daft In 
in dem n ~ ~ ' l e m ~ l e r  e, des Koeffizientensystems (a~) aufgeht. 

Beweis.  Die Bedingtmg ist notwendig. Denn nach dem Saize der 

vorigen Nummer sind die Elemente einer jeden L~Ssung dureh m reti- 
re bar, kSnnen also nut dann teilerfremd sei~ wema ~ ~ 1, (m, % ) =  m, 

d.h. m Teller yon e~ is~. ~ Der Naehweis, dal~ die Bedingluagen hinreiehend 
shad, ist i~ir den Fall e~= 0 schon in Nr. 18 enthalten. Wir set~en also 
jetzt r ~ 0 voraus und haben dman nur zu zeigen, da~ die Kongrueaxzen 

y , ~ O  (rood. e,) ( i = l , . . . , m )  

in teilerfremden Zahlen 15sbar shad; denn dieselben Kongruenzen bestehen 
daun aueh tilt jeden in e n aufgehenden Modul. Sei nun 
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die Zerlegung yon r ia Po~enzen versehiedener Primideale, so ze~gen wir 
zun~chst, da6 die Kongruenzen y , ~ 0  fiir die einzelnea Potenzen Pl%'" ", ~,n 
in teilerfremden Zahlen 15sbar sin& Um dies e~wa f4ir ~ durch~ffihren, 
bezeichnen wit mit b._ 1 and b. den (~- -1)  ~ und den ~ Determinan~en- 
~efler yon (a~), mit p l . - t  und pl I- die hGchs~e in b~_ 1 bzw. b~ en~haltene 

Potenz yon Pl, sodas e~ b,, = b~_--~ r t = f ~  --f~_~ wird. Die Linearformeny 

und die Unbesfimmtea x denken wir uns so angeordnet, da$ die Deter- 
minanto 

a~l , . . . ,  al,~_l 
07) 

an_t,l~ �9 a~_l , ._  I 

den Primfaktor Pl nut f~-i real enth'~lt, und 15sen, was nach Nr. 18 mSg- 
]ich ist, zun~ichst die ers~en n -  1 Kongruenzen 

~,_~o  (~oa. ~ )  ( i =  i , . .  . , ~ - l )  
in ~eilerfremden ZaMen ~ l , ' "  ", ~l.. Dann werden, worm wir 

Os)  ~ a , ~  ~ ~, (i ~- i , . . . , ~ )  

setzen, ~1, '" ", ~ . - t  dutch p~, teilbar sein. Bezeichnot ~ oine der Zahlen 
n, ~ + l~.  �9 m u n d  A die Determinante 

all , "" ", al,~-i , ~1 I 

~i ) �9 "~ ~2~,~_ I ~ ~ I 

so ergibt sieh aus (18) 

)all  , . - . ~ a ~ ,  
] 

(1~) A ,' - - __= 0 (~oa. ~{~). 

)a,~ , - - - , a . .  

Andererseits erhKl~ man, wenn man ~ nach den ~ ordne~, 

(20) A = ~1~, + - - .  + ~ - , V . - ~  + ~.V,. 

Nun is~ 

(2i)  ~,~ + . . .  + ~ _ ~ _ ~  =_o (mo~ p{.), 
weil ~i, "" ", ~ , - t  als Unterdefmrminan~en ( n - - l )  ~r Orduung a u s  (a,~) 
dureh p~-~ teilbar shad, w~ahrend ~ , - - - ,  ~.-i den Faklor p~ en~alten. 

,~.~, ~- o (mo~ ~ . ) ,  
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mad da ~ die De~ermiaan~e (17) darstell~, den Fak~or Pl also genau f ,-1 
real en~h~il~, so is~ ~7, dutch p~, teilbar. Da dies i~dr ~ ~ n , . . . ,  m ~1~, 
~o ergeben die Gleiehungen (18) die Kongruenzen 

X a ,  k ~,~ ~- 0 (rood. p~,) (i = 1,..., m). 
k 

Bezeichnef in gleieher Weise ~ql,'" ", ~q, ein tefleffremdes LSsungssystem 
der Kongruenzen 

y , = o  (rood. ~,)  (q= 1,..-,1), 
und bestimmt man ~i, '"  ", ~. nach den Kongruenzen 

~ , ~  ~ (mod. ~0,  (k=l , - . . , ;  q=l,.--,Z), 
so stellen ~ , . . . ,  ~ ein'e LSsung der Kongruenzen 

y, _= o (rood. e,) (i = 1,..., ~) 
dar, mad es wird (~x,'" ", ~a) relativ prim zu e~. Da man aber ~ , - - . ,  ~, 
dutch rood. e~ kongruente Zahlen ersetzen dar~ so kann man (vgl. S. 337~ 
Z. 7--1~) aa~h so verf~gen, da~ (~ , , . . . ,  ~ ) =  1 ~rd.*)  

21. Damit das System der Gleichungen 

~ a , ~ . x ~  = c, (~ = 1 , . . . ,  m) 
k = l  

in gan~en Zalden lSsbar sei, ist notwendig und hinreichend, daft das Koef- 
fizierdensystem A = (ai~ und dasjenige System A', welcl~s man aus A durch 
Hineufiigung yon c~, . . . ,  c,~ als letzte Kolonne erhaIt, denseToen Rang r u n d  
denselben r ~ Determinantenteiler b haben. 

Beweis. Wenn ~1~'" ", ~ ein gunzzahliges LSsungssystem der Glei- 
chungen (22) bilden, so is~, wie die elementare De~erminauten~heorie zelgt> 
jede Ua~erde~erminante r t~ Grades aus A', welehe die lelzte Kolonne en~- 
hiilt~ eine Linearform der ~ mit Determinanten r t~ Grades aus A als Koef- 
fizienten; sie ist also dutch b teilbar. Daraus ergibl sieh, dab beim 
Ubergange ~on A zu A" der r ~ De~erminanlentefler (ebenso jeder andere) 
erhalten bleibi. In ~hnlieher Weise zeig~ sich, dab der Rang keine Er- 
hShung erf~hr~. Die Bedingungen des Satz~es sind also no~wendig. 

Nehmen wir nun an~ die Bedingungen des Sa~zes seien erfiillt und 
eine yon ~ulI verschiedene Un~erdeterminan~e r ~ Grades aus A. Denken 
wit uns die GIeiehungen mad Unbekannten so geordne~, daft 

d 

a~,  - - - ,  a,~ t 
*) Bei diesem Seblu~ is~ n ~  1 vo~ausgese~z~. Ffir n-~- 1 ergibt sieh abet die Richt~g- 

kei~ des Sa~zes unmit~elbar, da alsdanu ~ 1 den BedSngungen der Aufgabe ent~rp~eh~. 
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wh'd. D ~ n  haben die Gleichungen 

ein gan~zahliges LSsungssystem ~1,'" ", ~. Da aber r der Rang des ganT~n 
Koeffizien~ensystems is~ so gelten die Gleich~mgen 

r 

2 = 1  

oder, wemi wir ~+1-----~+~ . . . . .  ~ = 0 setzen, die Gleichmigen 

(23) ~ a ~  ~k = ~c~ 
k = l  

F a r  i = l , . . . ,  m .  

Es seien nun I~1, P~," " ", P~ die in ~ enthalteaen Primfaktoren, pq einer 
von ihnen~. (lq eine Un~erde~ermlnan~e r ~ Grades aus A, welche den Prim- 
faktor p~ ebenso of~ enth~l~ wie b; es sei ferner bq = rq. b das darch 
~ repr~sentier~e Hauptideal, also r~ dutch pq nich~ teilbar; endlich sei gq 
eine durch ~:~ ~eilbare, dureh pq nich~ ~eilbare Zahl. Nehmen wit wieder~ 
um die Darstetlung zu vereinfachen, Gleichungen und Unbekannf~ so ge- 
ordaef~ an, da$ 

wird, so werden die LSsungen der Gleichungen 

~ a ~ i  x~ = gqc, (i  = 1, . - . ,  r) 
/ : = 1  

ganzzaMig, und wean wir die iibrigen Unbekamiten ----0 setzea, so erhalten 
wir Gleiehungen yon der Form 

(24) ~ a , ,  ~ ,  = g~r (i = 1 , - . . ,  m). 
l ; = 1  

Solche Gleichungen kSnnen wir f'tir jeden der Primfak~oren p~,. .- ,  p, her- 
stetlen. Die Zahlen d~/h~ '"  ",/~, sind dann f~ileffr~md, trod wenn wit 
a, f l~ , . . . ,  fl, so bestimmen, dab 
(25) + + - - .  + = i 

wird, mid 

(26) a ~  + ~ x ~  + " "  + &~,~ = ~ ( i  ~- 1, - . -~)  
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s~t~.en, so ~oI~ ~ s  ~ ) ,  (24), (~5), (26) 

k = t  

womi~ unser Satz bewiesen ist. 

(i ~ 1,..., n~), 

w  

Moduln. 

22. For~an vers~ehen wir under dem ,Grade eines Reehtecks ~ die An- 
z~hl seiner Kolonnen. Dies so]] aueh insbesondere ~ gel~en, wenn da~ 
Rechteck nur aus einer geLle besteh~, deren Grad somit gleich der Zahl 
ihrer Elementa zu setzen ist. Zur Bezeichnung yon Zeilen verwenden wir 
ldeine griechische Buehs~aben. Die Gleichung ~ = 0 besag~, dab aUe Ele- 
mente yon ~ gleich Null shad. Faktor einer Zeile ~ heist jedes Ideal, 
welches in allen Elementen yon ~ anfgeht; der grSl~te gemeinsame Teiler 
dieser Elemente wird als der grSfte Fak*or yon ~ bezeiehne~. [Inter a - a  
ist die Zeile zu vel~ehen, deren Elemente aus denen yon a durch Mulg- 
pli~a~ion mi~ der Zahl a hervorgehen; a + ~, 6 -  ~ (we a und ~ Zeflen 
gleichen Grades sind) bezeichnen die Zeilen, welche aus ~ und v durch 
gliedweise Addition bzw. Subtraktion en~stehen, m Besteh~ zwischen den 
(ganzzahligen) Zeilen ~, ~l, ~ , ' "  ", ~, eine Beziehung yon der Form 

mi~ ganzen Koeffizienten a, so heiI~ 6 ,,komponierbar aus ~i , .- .~ %". 
23. Moduln. ~ Ein System ~ yon (ganzzahligen) Zeilen n ~ Grades 

heifit ein ,Modul veto Grade n", wenn es folgende Eigenschaften ha~: 

1) GehSrt a zu ~ ,  so aueh jede Zeile a~,  we a ehae beliebige gauze 
Zahl aus ~ bezeichnet, 

2) GehSren ~ und ~ zu ~ ,  so auch a-i-~. 

Zur Bezeichnung yon Moduln verwenden wit grebe deutsche Buchstaben; 
eln unten beigefiig~er Index gibt den Grad des Moduls an. Die Zefle 
a ~ 0 bildet f~ir sich einen Modul, den ,,Modul 0" 

Zwei Zeilen ~, v heil~en kongruent nach einem Modul 9~, in Zeichen 

~---~ �9 rood. 9~, 

wenn ~--v dora Modul angehSr~. Der ~odul ~. hefl~t teflbar durch 
den Modul ~3. ( ~  ein Teiler oder Divisor yon ~ ,  ~ .  ein Vielfaches 
yon ~)~), wenn alle Zeilen aus ~ aueh in ~)~ enthalten sind. Eine Kon- 
gruenz, wele3ae f~r einen Modul ~ besteht, besteht auch ftir jeden Divisor 
v o n  ~ , , ,  
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24. Rang, Determinanten~eiler, Elomentar~iler eines M o d u l s . -  Es 
liege ein Modlfl ~ vor. Wir betrach~en aUe Rech~ecke A, die sieh aus 
Zefien yon ~I~ zusammensetzen.- Gib~ es under ilmen solche veto Range, r, 
aber keine veto Range r + 1, so heifi~ r der Rang des Moduts (Rg. ~[~). 
Es sei k irgend eine na~firliche Zahl. Die k ~ Determinantenteiler aUer 
R~chtecke A haben einen grSBten gemeinsamen Teiler b~, den wir als den 
k ~ Determinan~ente/ler yon ~ bezeichnen. Wit  sehen sofort, dab b~ in 
b~+ 1 aufgeht, und d ~  fin Falle Rg. ~[~ ~- r  die ers~en r De~erminanten- 
teller =~ 0, die tibrigen = 0 sin& Im AnschluB hieran definieren wit 
auch den Begriff ,Elementar~efler" ftir Moduln wie oben (Nr. 9) ftir rech~- 
eckige Systeme. 

25. Basis eines Moduls. - -  Sind ai, 6~, "" ", a~ Zeflen veto Grade n, 
so stell~ die Gesamtheit aUer aus ~l, a~ , . . - ,  % komponierbaren Zeilen 
offenbar einen Modul veto Grade n dar. Es lgB~ sich aber at~eh leicht 
zeigen, dab die s~mtJdchen Zeilen irgend eines Moduls ~ ,  aus einer end- 
lichen Anzahl unter ihnen komponierbar sin& Es sei nimlich Rg. ~ = r, 
b~ der r ~ Determinan~en~e~er. Dann kSnnen wir aus den Rechtecken 
die sich ans Zeilen yon ~ zusammensetzen ein r-zei]Jges .40 herausgreifen, 
dessen r ~ Deternainantentefler b0~ yon Null verschieden ist. Sind p~, .- -, Pz 
die verschiedenen Pr/mfak~oren yon b0,, so kSnnen wit, wie ans der 
Definition der Determinanten~eiler bei Moduln hervorgeht, 1 aus j e r  Ze~len 
yon ~ zusammengesetzte Reehtecke A1,- �9 A~ so bestimmen, da~ der r ~ 
Determinantenteiler b~ yon A~ (q = 1,.--~/) den Prhnfaktor p~ ebenso oft 
enthilt, wie er in b~ enthalten ist. Dann wird 

und das aus den ( l ~ - 1 ) - r  Ze/len yon A 0, A1 , - . - ,  A~ zusammengese~z~e 
Rech~eck hat b~ zum r ~ Determinanten~eiler. Es sei nun 

A = 

irgend ein Rach~eck, dessen Zei]en, die wit aach mi~ ~ , , - - - ,  a~ bezeiehnen, 
dem Modal 2~ angehSren, nnd (lessen r ~ Determinan~nteiler b~ isk Er- 
weitern wit dasselbe dutch Hinzuffigtmg einer beliebigen Zeile ~ a u s  9.I~, 
die aus den E!emen~en ci,.. . ,  e, bestehen m5ge, zu einem Rechteck A ;  
so kann weder der Rang r noch der r u De~ei~ninaat~n~eiler eine ~mderung 
erfahren. Nach dem Satze in Nr. 21 sind also die Gleichungen 

~ a~x~ = c~ ( k =  1 , . . . ,n )  
i : - I  

in ~ Zahlen a~, . . . ,  a~ l~isbar, und wit erhal~en die GleieJa,mg 
a = , % ~ :  + - . .  + a ~ r  
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welche aassag~, dab jeele Zefle des Moduls ~t. aus a~, ---~ ~ komponier- 
bar isk 

W/r nennen nun jedes System van m Zeflen ~i,'" ", ~ eines Moduls ~, 

aus dean sich alle Zeilen komponleren lassen, ebenso auch das aus #i,'" ", ~ 
gebilde~e Rec]rt~k A eine ,,Basis des Moduls ~,~", in Zeichen 

Die Basis heist irreduzibet~ wenn es keine andere yon weniger Zeilen gibk 
26. Es seien ~ = Md. A, ~ - ~  Md. B zwei ModuIn yore Grade n. 

Dami~ ~ dutch ~[~ teilbar sei, ist ott~nbar notwendig und hinreichend, 
dag die Zeilen yon/~  aus denen yon A komponiert werden kgnnen oder, 
ande~s ausgedriickt, dati eine Gleichung yon der Fol-m 

B---- P A  

besteht, B also links teilbar dutch A ist. Daraus fo l~  weit~r, dag fiir 
das Bestehen der Gleiehung 

Nd. B ~- gd.  A 

die Links~quivalenz yon A und .B die notwendige und hinreiehende Be- 
d~g~ang ist. 

Ist C ein a u s k  Zeilen yon 9.i~ gebildetes Ptechteck, so hat man eine 
Gleichung C = P A ,  der k TM Deterrninantentefler yon A geht also in dem 
k ~ yon C auf. Hierans und aus der Definition der Determinantenteiler 
ffir Modu!n ergib~ sich sofort~ dag die Basis A dieselben Determinanten- 
teiler~ also aueh dieselben Elementarteiler hat wie der Modul ~[~. 

Da alle Basen eines Moduls g[. iiquivalen~ sind, also dieselbe Zeilen- 
klasse und dieselbe Kolonnenklasse haben (Nr. 14), so kann man diese 
Begriffe auch auf den Modul g[, fibertragen. Von diesen beiden Klassen 
bevorzugen wir die let~tere, die wit aueh kurz als die ,Klasse des Moduls" 
bezeichnen: Kkh 9.I~ ~- K1. ~l,. Die Moduln zeffallen hiernach in .ebenso- 
viele Klassea wie die Ideale des K6rpers ~. 

27. Es sei A =  (a~k) ein Rechteek aus r~Zeflen ~ i , . . . ,  6~ yore 
Grade n, Rg. A ~- r ,  Md. A ~ g[, al, - - -, a,~ ein System teiterfremder 
Zahlen, und es werde 

gese~zt. Dann k~.n~ man ein quadratisehes System B vom Grade rn bilden, 
dessen Determinante 1 ist und dessem erste Zefle aus den Elemenfen 
a t , - - - ,  a~ bestaht (Nr. 16). Das zu P reziproke System p - i  ist dann 
ebenfalls ganzzahlig; die Systeme B ~ - P A  mad A--- -P- l IB sind daher 
links-~luivalenk M i ~  s~ell~ : B - ~ P A  wie ~[ eine ~n-zeilige Basis 
yon ~ dar, und zwar is~ ~ die erste Zeile dieser Basis. Kann man die 
teiloffremden Zahlen a~ - - - ,  a~ so bestimmen~ dag ~ ~ 0 wird, so erh~It 
man aus _B eine (m--1)-zeflige Basis yon ~I, indem man die Zeile # ~ 0 
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f o r f l ~ .  Die Basis a1~'" ", a~ ist also in diesem Falle reduzibes Nun 
besag~ aber der Sa~z aus Nr. 17, dab man im Falle r ~ m - - 2  die 
Gleichungon 

0 (k= 

odor, was dasselbo besagt, die Gleichang 

xz al + . . . + x~ a,,,= O 

durch toileffremde Zahlen befriedlgen kann. Eine irreduzible Basis eines 
Moduls yore Range r kann aIso nieht mehr als r 4- 1 Zoilen en~haltem 
Da sic offonbar auch nioht ans weniger als r Zeilen bestehen kann, so 
bleibt nur die Fr~ge often, in wolchen F~/len sio aus r,  in welchon aus 
r 4- 1 Zeflen bostehk 

Um diese Frage zu entscheiden, betraehten wir zun~ichst einen (yon 0 
versehiedenen) Modul 9/yore Range r mit einor r-zeiligen Basis A. Bildon 
wir wie in Nr. 11 aus den Determinant~n r m Gra~los aus A das rech~ 
eckige System A;  so bes~eht diesos aus einer einzigen Zeile, jede Kolonne 
aus einom einzigen Element. Der grSBte gemeinsame TeLler der Elemente 
einer Kolonne is~ also ein Hauptideal, d.h. die Klasso (Kolonnonklasse) 
yon ~ ist die Hauptklasse. Betracht~n wit anderbrseits einen Modul 9/ 
yore Range r~ yon dem wir vorausse~zen, dab or zur Hauptklasso gohSr~, 
trod bezeichnen wir mit A ~ ( a i ,  ) eine aus den Zeflen a l , . - . ,  a,, ~+I  
best~hende Basis yon 9/. Ist don, c1~-.., c,+ 1 eino nicht aus lauter 
Nullen bestehende Koloane des Rochtecks A' der Det~rminanten r ~ ~rades 
yon A,  so wird 

(29) C 1 6 1 - ~  �9 �9 �9 4 -  C r + l a r +  1 ~-- 0 

und 
(3o) 
ein ttauplidoal, welches dv, rch eine g'a.~zo ZaM a reprgsentier~ werden kanm 

Die Zahlon c~" ~ -~ (k ~ 1,--., r 4- 1) sind gamz mad toilerfromd, trod es wird 

et al + -- �9 4- c,+l ~+1 = O. 

Mithin ist die Basis al, . . - ,  a~+ I reduzibel and der Modut ~ besi~z~ eine 
r-zeflige Basis. 

Wir erhalten also den Sa~: 
~,i~e irreduzible Basis ein~es Moduls ~ yam _Range r bestekt aus r Zeilen, 

warm ~t der Haupttdasse angeM~t, sonst aus r + 1 Z e ~  
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w  

Die Aquivalenzbedingungen. 
28. In w 2 haben wit  zwei fiir die Aquivalenz rechteckiger Systeme 

notwendige Beding~ngen aufgesteU~. Jetzt  wird es sich datum handeln, 
zu zeigen, dab beide Bedingmngen zusammen fdr die ~quivalenz aueh hin- 
reichend sind. Der Nachweis beruht darauf~ dab sich flit die Basis eines 
Moduls ebae gewisse Normalform aufstellen lii~, die zwar nicht eindeutig 
fixiert, aber durch einfache Merkmale charakterisier~ ist. 

Um die I)arstellung im folgenden zu erleichtern~ stellen wir die fiir 
die Herleitung tier Norma l fom wichtigsten Ergebnisse aus den voran- 
gehenden Untersuchtmgen bier noeh eiam~l, in zum Tefl ver~mderter Form 
Z l l s a m m e n .  

Es sei 
A = ( i =  1 , . . . ,m;  k =  

ein reehteckiges System yon m Zeilen al, - . . ,  e~ uald n Kolonaen, es sei 
Md. A ---- ~ ,  Rg. A ~- r :> t,  br der r to Determinantentefler, er der r *~ Ele- 
menturteiler yon A, and es bezeichne d jede Zeile yon der Form 

wo die Koeffizienten c der Bedingung 

tmberworfen, sonst aber beliebig sin& Dann gelten die nachs~ehenden Si~tze: 
a) Der Modul 9/ besitz~ eine Basis, welehe aus ebler beliebig vor- 

geschriebenen Zeile yon der Form 6' und noch m -  1 Zeflen besteht 
(Nr. 27). 

b) L~ m >= r + 1, m ein beliebiges yon 0 verschiedenes Ideal, so gibt 
es Zeilen yon der Form ~', die den Faktor  m entaxalten (Nr. 18). 

c) Is~ ~n = r,  so ist der grS~te Faktor  t einer Zeile a" ein Teiler 
yon e~, und es gibt Zeilen e ,  fiir welche t = c~ wird (Nr. 20). 

d) FAne Zeile ~ yore Grade n gehSrt dann und nur damx deal Modal 
~n, wenn das Reehteck, welches aus A durah !:iinztmahme der Zeile 
entsteht, den Rang r nncl den r t~ Determinantenteiler b~ hat (~r. 21). 

e) Eia aus Zeilen des Moduls ~ zusammengesetztes Rechteck B 
stellt dann ma~l nur dann eine Basis yon ~ dar, wean (Rg . /~ -~  r trod) der 
r ~ Determi~ntentei ler  yon B gleich b~, ist (Nr. 25). 

29. Moduln der B~aptklasse. ~ Es sei ~I = ~i)~(~) eia Modal vom 
Range r => I, welchex der Hauptklasse angehSrt, also eine Basis A = (a~) 
yon r Zeiloa 
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b e s i ~  (Nr. 27), trod es bezeichne r den r m Elemen~arteiler yon ~('). 
Aus den Sgtzen a) und c) der vorigen Nummer folg~, da~ wir die Basis 
so annehmen kSnnen, dab der grSBte Faktor yon a, gloich r wit& Wit  
machen mm diese Voraussetzung trod se~en 

Md. (~l,"" ", a,--l) = ~r 1). 

Es istG klar, dab man aus der Basis (32) des Moduls ~I = ~ (0  wieder eine 
Basis dieses Modals erhiilt, welm man a l , . - - ,  e,-x dutch irgond eine 
Basis des Modu]s ~(~-1) ersetzk Bezeiehne~ nun er_ 1 den ( r - - 1 )  ~-~ Ele- 
mentar~eflar yon ~(~-1), so sehlieflen wir wie vorher, da~ 9J~(~-1) eine 
Basis yon r -  1 Zeilen besitzt, deren letzte er_, als grSt~ton Faktor ent- 
h~lt. Die Basis (32) kann daher so angenommen werden, dal~ e. und e~_ x 
den grSt3ten Fak~r  yon ~ bzw. ~ - 1  darsteUen. Indem wir diese ScMut~ 
weise for~setzen, gelangen wit zu folg6ndem Resulmt: 

Der Modal 9.I = ~0~(~) besiizt eine Basis 

yon der Beschaffeaheit, dab der grSi~ Faktor e~ yon a~ ( k =  1, . .-,r) 
gleich d e m k  t~ Elementar~efler des Moduls 

ist. 
Eine solche Basis setzen wir nun voraus. Sind daml ea , - - .  , c~ 

(k = 1,..., r) teilerfremde Zatden, so is~ (Nr. 28, c)) der grSi~te Faktor yon 

( 3 3 )  = + . - -  + 

ein Teiler yon e~. Ist nun abel" k > 1, uncI wircl e~_~-~ 1 gesetz~, wiiJ~rend 
die tibrigen Koeffizienben in (33) gleich 0 angenommen werden, so ist 
of' = 6~_~, ha~ also e~_~ als grSBten Faktor. Somi~ ergibt sich: 

e~_~ geht in e~ auf ( k =  2,-.-,r). 

Wir bezeichnen nun mit A~ das aus den Zeilen a~,-..~ a~ gebildeM 
Rechteck, mi~ b~ seinen k ~ trod, falls k >  1, mi~ b~_ i seinen ( k - - l )  te~ 
Determinan~entefler. Dann wird 

Da in dem Rechteck A~ (k > 1) die le~zt, e Zefle den Faktor e~, die a~s 
den k -  1 ers~n Zeilen gebilde~n De~ermi~n~en ( k -  1) ~ Grades den 
Fak~or b~_~ enthalf~n~ so folg~, d ~  b~ clurch b~_~-r mi~kin (wegea (34)) 
b~_~ durah b~_ x ~eilbar isk Anelerersei~s stelt~ b~_ x den grSBten gemein- 
samen Teiler dot Determinanton ( k ~  1) ~ Grades aus A~_ t din:, w~hrend 
b~_ z dieselbe BedeuL~ng f ~  das A~_x[umfa~seade l~chteek A~ hak Es 
mu~ also b~_x dutch b'  ~i_lbar sein. Mifflin wird 
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also 
(as) e , . . .  = I , . . . , , - ) .  

Aus dem Umsf~md% dab ek-t in r aufgeh~, fo]g~ dab irgend e/n Produk~ 
yon k Fak~oren aus der Reihe 

el, e~, . - . ,  e~ 
durch b~ f~ilbar is6 und da~ daher auch jede Determinan~e k ~ Orades 
aus A = A.  den Fak~or b k enthgl~. Da andererseits b~ schon fiir die 
Determinanten k ~e= Grades aus A~ den grSl~ten gemeinsamen Teiler dar- 
sf~lt, so ist b~ der k te De~erminantenteiler, e~ der k ~ Elementar~eiler des 
Reeh~eeks A oder aueh des Moduls ~ Die Ergehnisse dieses Abschnl/~es 
kiinnen wir nun in dem Satze zasammenfassen: 

~in Mo&d 9.I der Hau~vtIflasse yore t ~ g e  r besitzt eine Basis t~,..., a, 
yon der Besehaffenheit~ daft die gr6fite~ Fal~wren dieter Zeilen gle@h de~ 
F3vme~tarteiIern r % des Moduls sin& Von diesen geht jeder in dent 
folgendvn auf 

30. Normale Basis eLues beliebigen Moduls. - -  Es sei jetzt r  be- 
liobiger Modul veto Range r ~ 1); seine Determinan~en- und Elemen~ar- 
f~iler seien b~ find r (k ~= 1, 2,.--). 9/besitzt eine Basis yon r A- 1 Zeflen 
dl, " "', %, %+1, uad aus hTr. 28, a) und b) folgt, dab wir dieselbe so am 
nehmen kSnnen, dab die Elemente yon %+1 dutch ein vorgeschriebenes 
Ideal m ( #  0) ~eilbar sind. Wir nehmen an, da$ %+~ den Faktor 2b~ ~ 
enf.hKt~. Bezeichnen wir nun mit A, (k-~ 1, . . . ,  r-f-1) das aus den Zeileu 
6~, . - . ,  a~ gebildete Reehteek, mit b~ den k t~= Determinantentefier yon A~, 
so is~ b~ dureh b~ f~ilbar und b~ der grSSte gemeinsame Teller yon b~ und 
denjenigen Determin~.nf~n k ~= Grades aus A~+~, in welchen Elemenf~ yon 
~r+~ auf~re~en. Da aber diese alle dureh 2b~ "~ teilbar sind, also jeden Prim- 
faktor yon 2b~ oder 2b~ in einer hSheren Po~enz en~hal~en als b~ ( k ~ r  
vorausgesetzt), so mu$ b~ jeden dieser Primfaktoren geuau so oft ent- 
ha.lien wie b~. Es wird daher 

we q~ rela~iv prim zu 2b~ is~. Ist k < r, so treten bei der Bildung jeder 
De~erminaute ( k +  1) ~ Grades aus A~+~ wenigstsens b Zeilen aus A~ auf. 
Alle diese Determinanten enf~hat~en daher den Fa~or  b~ = b~. q~, weleher 
demnach aueh in b~+~ aufgehen muB. Da aber q~ zu b~+~ rela~iv prim 
is~, so fotg~ q~ ~- 1. Das ~chf~zek A~ ha~ also die Determinan~enteiler 

�9 h ,  " "  " ,  L"  
die Elementm'~eiler 

e . . . . ,  q.. 
B~un is~ ~& A~ ei~ ~odnl veto Range r re_if einer r-zeiligen Basis, also 
ein Modal der H a u l .  Nach den Ergebnisse~u der vorigen tqummer 
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geht also yon den Idealen (36) jedes im folgenden auf; und da qr ZU 
e~_l rela~iv prim ist, so geht e,_ 1 auch in. e~ auf. l~un sind e l , . . . ,  e, 
die Elementarteiler des beliebig angenommenen Moduls !~ und jedes 
Reehteek die Basis eines Moduls, welcher dieselben Elementar~iler wie 
das Reck~eck besi0z~. Mithin gilt ganz allgemein der Satz: 

Die LTementarteiler 
%, %, . . .  

eines t~ecktecks oder Moduls b'~TAen ein System yon Idealen, deren jedes 
im folgenden aufgeht. 

31. (Fortsetzung.) Wir nehmen ~etz~ mii der Basis ~,, - . . ,  ~ ,  ~,+, 
des in der vorigen Nummer behandelten Moduls eine Umformung vor~ 
indem wir zun'~ehs~ ~ l , ' "  ", 6~ dutch" eine andere r-zeilige Basis des 
Moduls Md. (6 i , . - . ,  6~) ersetzen. Da dieser Modal der Haup~Idasse an- 
geh~ir~ und die Elementar~eiler %, - .-, e,_l, r q besitz~ (wo q ftir q~ ge- 
se~zt is~), so kSnnen wit die r Zeilen der neuen Basis nach Nr. 29 so 
w~hlen, daI~ /hre gr613ten Fak~ren eben ~ese E]ementartefler werden. 
Wix bezelchnen dann diese Zeilen wieder mi~ 61, . . . ,  6~, mi~ l alas aus 
ihnon gebfldete Reehbck, mit A~+ 1 dasjenige Rech~eck, welches aus A~ 
dutch ttinzuffigung yon 6~+i als letzter Zeile hervorgeh~, sodat~ ~ = Md. A~+ 1 
wird. Is~ q' ein Ideal aus der~lben Klasse wie q und reIagv prim zu q, 
so gib~ es eine zu ~ proportionale Zeile ~,~ mit dem grSB~en F'a~or r q'. 
Erwei~ern wit Aw+ 1 dutch Hinzuffigung der ZeLle ~/  zu einem Recheck 
l~+~, so fol~o~ aus der Propor~ionali~4~ yon r und ~' ,  dab 

Rg. A,+~ = Rg. A,+~ = r 

ist. Da ferner die r -k  2 Zeilen yon A~+~ die Faktmren 

e~ , - . - ,  e~_l, %-q, b~  e,q" 

besitzen und das Produk~ yon irgend r dieser Faktoren dureh e,. e~--. e ~  b, 
%eilbar is~, so hat A,+~ wie A,+~ den r t~ Debrminan~enteiler b~. Daraus 
{olg~ (Nr. 28~ d)), dab die Zefle ~" dem Modul i~ angehiir~. Wir he- 
trach~n jetz~ das aus den r + I Zeilen 

~ ,  ~ , - . . ,  ~., 6.' 
gebilde~e t~eeh~eck A~'+l. Unter seinen De~erminan~en sin(] zu un~er- 
scheiden: 1) diejenigen, in denen sowohl ~ als 6~' auft~i~ ~ sic vex- 
schwinden s~m~lich ~ 2) die aus den ZeLlen 61, . - . ,  6, gebildeten mR 
dem grSBten gemeinsamen Tefler b~.q, 3) die aus den Zeilen ei~,..., ~ _ , ,  ~ 
gebildegen, deren grSB~er gemeinsamer TeLler offenbar b~-q" isk Hieraus 
exgib~ sich, dab das Rechi~ck A~+l den Rang r ha~, und dab sein rY ~ 
De~rminan~enh~iler gleich 

(b,.. q, b,.. q') = b,(q, q') = b, 
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wird. Daraus folg~ abet (Nr. 28, e)), dab die Zeilen 

5~, 5~,-.., 5 ,  5) 

eine Basis yon ~ bflclen, und wit erhal%en den Satz: 
d'eder Modul 9i yore 2~a~ge r mit den Elemen~teilern % , . . . ,  % be- 

sitzt eine 2~,qs yon r q- 1 Z e ~ n  

51, 5 s , "  ", %, a~" 
mit  folgenden Eigenschaften: 

1) Die Zeilen 5 1 , . . . ,  5~_ 1 haben als griiflte _~'ak~en die ~lementar- 
teiler %, �9 �9 e~._l ; 

2) Die Ze~Ten 5~ und 5,." s i~ .  proportioned, und der gr~t~e gemeinsame 
Tdler ihrer 2 n  Elementv ist %. 

Eine solehe Basis bezeichnen wir im folgenden als eine ,ruormale". 
32. Es sei wieder ~ ein Modul yore Range r ~ 1, A eine Basis yon 

~, bestehend ans den Zeilen 51,. . . ,  a~, 5~+ 1. Dann kann man r q- 1 Za2alen 
ca, . . . ,  c~+ 1 a~geben, die nich% alle = 0 sind, trod flit welehe 

(37) ci5 i + - - -  + %+15~+i = 0 

wird. Die Zahlen e sincl ikren Verh~ltnissen naeh bes~immt. Bilde~'maa 
das Reehteek der Determinanten r ~ Grades aus A, so sind die nieh~ ver- 
sehwindenden Kolonnen dem Sysbem el , . . . ,  c,+i proportional, die Klasse x 
des grSfWa gemeinsamen Tellers 

t = 
dieser Zablen ist also zugleieh die (Kolonnen-) K]asse yon 2. Ist die 
Basis A eine nornml% so sind die beiden le~zten Zeilen, die wir wieder 
mi~ e;~, 5 /  bezaichnen, proportional, und die Relation (37) nimmt die ein- 
fache Gestalt 
(3s) r 1 6 2  + r 5 , '=  0 

(39) K1. ~ = K1. (c,, 6') 

wird. Is~ e~ tier r ~ Determinanbnteiler yon 9~, also tier grS$~e gemein- 
same Teiler der 2~ Elemen~e yon 5~ and 5~, und sind ~, ~" zwei zu a~ 
propor~ionale Zeflen, ffir welehe ebenfalls der grSSb gemeinsame Tefler 
der 2n Elemen~ =-% wird, so wird 

(40) Md. (5,, 5/) = M& , 3 .  
Dies folg~ aus Nr. 28, d)), wenn man bedenlrb, dab beide ModuIn yore 
Range 1 siad, % z ,m ersten DeterminantenteiIer haben, und daft aueh das 
ans 5~, 5~', v, ~" gebfldete Reehteck den Rang 1 mad % zara ersten Deter- 
m ~ n ~ n t e i l e r  hak Aus (40) folge% dab man eine Normalbasis yon ~ ex- 
hglt, indem man 5,, e~" dutch % ~" ersef~k 
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Sind %. q und e.. q' die grGgten Fa~oren  yon a~ und a / ,  so is~ 

(41) (q, q') ~- 1, 

und die Ideale q, q' gehSren derselben Klasse Z an. Sind e r u n d  %' die 
dureh c, undc,"  repr~sen~iert~n Hauptideale, so sind e,- q �9 e, und e,-q" - c/  
die gr6$~en Fak~oren in c~a~ mad e/a,'~ und aus (38) fo l~ :  

e, .  q . c , =  e,. q' .  c / ,  q. c ,=  q'. c/. 
Hieraus und aus (41) ergib~ sieh wei~or 

c . =  c.- (q, q3 = (qc., q%) = (q'C, q ' O  = q'(c., c/) ,  
m .  c . =  KI.(c , c/} �9 KL q ' =  �9 z 

and, da C~. Haupfideal is~, 
1 K l . q = Z = - -  

oder 

K1. 2 ~ K I . ~ .  
q 

Es seien nun c und e' irgend zwei Zahlen, deren grSgger gemein- 
samer Teller it der Klasse g angehSr~ (und die wit ,  auch wenn x die 
Haup~klasse is~ als yon 0 versehieden annehmen wollen)~ c, r die dureh 
c, c" repr~sentier~en Hauptideale. Se~ t  man dann 

C' f ,  ~ C t = ~ - ,  ~ ,  

so sind t, f ganze Ideale aus der Klasse 1 -~, zu welcher auch q, q' ge- 

hSren, und es ist (t, t') ~ 1. Man kann daher zwei zu ~ proportionale 
Systeme ~, ~" mit den grSB~en Faktoren r f, e~. t' bestimmen. Die 

s Sys~eme ev und dr" haben dann beide den grSfi~en Fal~or e~---~-, sind 

also nur um eine Einheit als Faktor verschieden. Da abar die Systeme 
"6 v' fiberhaupt nut  bis auf einen Einhei~sfaktor bestimmt sind, so kanu 
man so verfiige~, (tag c v - ~ -  c'v" also 

c~ + c%' = 0 

wird. ~ D ' "  ", ~ - 1 ,  ~:, v' sgellen dabei eine normale Basis yon ~ dar. 
Wi t  erhal~n so den Satz: 

Ist  ~ ei~ Modul yore Range r, ist KL ~ = x, und sind e, c" irge~d 
~wei Zatden, deren griiflter gemd/~araer Ta2er der Klasse ~ azajehiirt , so 
liiflt sich ei~e normate _Basis 

% . . . ,  a ,  ~ '  
yon ~ so besti~men, da$ 

c~, + c'~," = 0 
wird. 

33. Der .~quivalenzsa~z. ~ Die le t~en Resul t~e  flihre~ uns nma 
unmi~fMbar zum Beweise des S a t e s :  
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Fiir die Aquivale~ zweier rechteckiger Systeme l u n d  13 ist notwendig 
h i ~ e i d ~ d ,  daft sie in i]vren .ElementartetT~, in ihrer Zeilen- und 

ihrer KolomumIdasse iibereinstimm~n.*) 
Bowels. DaB die angegebenen Bedingungem noiwendig sind, wurde 

schon in Nr. 10 tmd Nr. 14 nachgewiesem Im iibrigen sehen wir, dab 
die Bedingungen nicht unabh~ngig sind; es folg~ aus Nr. 12, daft Recht. 
eeke, welche in den Elemen~ar~eilern und der Kolonnenktasse (bzw. Zeilen- 
klasse) iibereins~immen, auch dieselbe Zeilenklasse (bzw. Kolonnenklasse) 
]aaben miissen. 

Es seien je~z~ A und J~ zwei Rechtecke (gleichen oder versehiedenen 
Grades) veto Range r ~ 1 mi~ den Elemen~arteilern r r  und den 
Determinan~enteilern bl, b~,-- . ,  ihre Kolonnenklasse sei u. Dann ist die 
~quivalenz yon A und B' nachzuweisen. Zu diesem Zweck besfjmmen wir 
zwei yon 0 verschiedene Zahlen c, c', deren grSBter gemeinsamer Teiler der 
Klasse u angehSr~ (Nr. 7), ferner eine normale Basis 

~..--, a., ~.' 

yon ~ = Md. A und eine normale Basis 

vl, "" ", v~, v /  
yon ~ = Md. B s% dab 

(42) cay+ c'a/= 0, c~y§ c'n'= 0 
wird (Nr. 32). Es seien 

A ' = ( a ~ )  ( i = l , . . . , r + l ; k = l , . . . , n ) ,  

B ' =  (bi~ ) ( i=  l, ..., r + l i k = l,. .., n') 

die aus den Zeilen a bzw. v zusammengesetzten Rechtecke. Dann sind A" 
land A links-~quivalent, ebenso B '  und .B, und wit haben nur noch 
die ~quivalenz yon A' und B '  zu erweisen. Wenn wit das Rechteck A" 
durch Hinzunahme einer Kolonne blq , - . . ,  b,+l, q yon B zu einem Reeht- 

t eck Aq erweitern, so ~olg~ aus (42), dab auch in A" die beiden lelz%en 
. q  

Zeilen proportional sincL Es ist also Rg. A~'= r. Ferner enthaI~en die 
Zeilen yon A~' die Fak~oren 

el, e~, ---~ e,., e,., 
und es werden aUe Determman~en r ~ Crrades aus A~" dutch by= %. %-.. ey 
~efibar. Daher e r f ~  aueh der r ~ De~erminauten~fler by beim Uber- 
gauge yon A' zu A~ keine Ver'~inderung. Daraus folg~ (Nr. 21), dat~ die 
Gleichungen 

*) Die Rechtecke veto Range 0 geh6ren zu kelner Zeilen- oder Kolonnenklasse. 
Man sieh~ sofor~, da$ alle diese Reehtecke, deren s~,mfliehe Elemen~e, Elemen~r~eile~, 
~.~minan~en~efler ~e/~chwinden, ~ n d e x  ~quival_~_t sineL Sie k~nnen daher 
~m folgenden au~r Aeh~ gela~en" warden. 
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Setzen wix 
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• a,~x~= b,~ ( i~  1,.- ; r  + 1) 

in ganzen Zahlen lol~,..-,/o,~ ISsbar sin& Dies gilt Nr  a l l en '  Kolonnen 
yon B '  und liefer~ ( r -b l )n"  Gleiehungen 

a ~  ~ b,~ ( i  = 1, ..., r + I ;  a ~ i , ' " ,  ~') .  

P - -  1 , . . . , . ;  

so werden die Gleichungen (43) in eine Gleichung 

A ' P ~ B '  

zusammengefa~t. Ebenso lig~ sieh das Bestehen einer Gleiehung 

B ' Q = A '  

nachweisen. Die Rechtmeke A"und B" s~nd also reehts-~luivalent ~ und 
damit is~ unsex Sa~z bewiesen. 

34. Die Elementarteiler 
el, q , " "  

eines Rechteeks oder ModMe bilden, wie gezeig~ ~ r d e ,  e/he Folge yon 
Idealen, deren jedes im folgenden aufgeht, uad yon denen nut eine end- 
liche A~zahl yon 0 versehieden is~. Umgekehr~ stMl~ jede Folge yon 
Idealen mi~ den angegebenen Eigenschaften das Elementa~Alersys~em yon 
Modula (oder Rechteeken) und zwar yon Moduln jeder gl~sse dae und 
so!/ deshalb kurz ,,]~lementarteilersysbm" genann~ werden. 

:Es seien nimlich 
el, %, . - . ,  e, 

r yon 0 verschiedene Ideale, ein jedes Teller des folgenaen, z eine be- 
liehige Idealklasse~ ~ q'-zwei ideale aus eler zu z reziproken Klasse, 
(q, q~)= 1, and es werde e t. e~-.. e~= b~ gesetz~ (k~-l , . . . ,r) .  Is~ eI~:a 
n eine na~tirliehe ZaM > r ,  so kSnnen wit (Nr. 16) ein Reehfeek 
~,~ Grades 1t, yon r Zeilen al, . . - ,  ~,. so herstellen, dag diese Zeilen die 
Fak~oren 
( 4 4 )  e l ,  "" ", e~-1, e~- q 
enthalten und das aus den ersten k Zeilen gebildete Iteehteck A~, k <: r, 
den k ~n Determinau~nteilex b~ ha~, falls der ~'~ Detmrminan~en~eil~r yon 
A.~ aber gleieh hr. q wit& I)awa sieht man sofort, d~t~ die uaf~r (44) an- 
gegebenen Ideale die Elemenlarteiler yon A r m~l ~ t e i e h  die grSflten 
Fak~oren der ei~elnen Zeilen yon A~ w e e d e ~  Da q~ q' Ideale ~ls der- 
selben Klasse sind, so I~B~ sich eine zu ~ proi~or~ionale Zeile ~" mi~ dem 
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grSl3ten F a k ~ r  e r- q" bestimmen. ])as Rechteck A~+~, welches aus den 
Zeilen ell, . - - ,  e~ e~" bes~eht> hat dann die Elementarbeiler 

e~, . - . ,  c~, 

und dasselbe gilt fB_r den Modul ~i = Md. A,+ 1 . Aus dem Ums~nde, dab 

q, q' der Klasse ! angehSren, folg~ naeh den Ergebnissen yon Nr. 32 

K1. ~ = x .  

Will man einen Modul r ~ Grades und Ranges mi~ den Elemen~r-  
teilern el, '"-,  c~ haben, so daf t  man die Klasse natfirlich nich~ vor- 
schreiben; denn da die Zeilenklasse eines solehen Moduls offenbar die 
Haup~klasse ist, so mul~ seine (Kolonnen-)Klasse ~- Kl. b, werden. Modutn 
dieser Klasse lassen sich aber auch konstruieren. Wenn man n:~llich 
(naoh Nr. 16) ein Reehteek A" aus r Zeilen yore Grade r -t- 1 so bildet~ 
dab diese Zeilen die Faktoren cl, "" ", e~ haben, und dab b~ der r ~ Deter- 
minantenteiler wird~ so hat A'  die Elementarteiler e~, . - . ,  e~ und dasselbe 
gilt F6r das Reeh~eck A s welches aus A" dutch Vertansehung yon Zeilen 
und Kolonnen hervorgeht, sowie fiir den Modul r ~ Grades 91 = Md. A. 


