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Rechteckige Systeme und Moduln in algebraischen Zahlkérpern. I

Von

ErxsT StEmrrz in Breslau.

Einleitung.

1. Den folgenden Untersuchungen denken wir uns einen beliebigen
(endlichen) algebraischen Zahlkirper & zugrunde gelegt. Wir betrachten
ausschlieBlich Zahlen und Ideale aus &, und zwar, wofern nicht ausdriick-
lich anderes bemerkt wird, ganze Zahlen und ganze Ideale.

2. Hat man zwei rechteckige Systeme 4 = (a;;), B = (b,,) von ganzen
Zahlen aus &, und ist die Anzahl der Kolonnen von 4 gleich der Anzahl
der Zeilen von B, so geht aus ihnen durch ,Multiplikation ein~neues

Rechteck C = (¢,;)) hervor, wo ¢, — Sa,b, ist. C hat so viele Zeilen
i

wie 4 und so viele Kolonnen wie B. Fiir diese Art der Multiplikation
besteht das assoziative, aber nicht notwendig das kommutative Gesetz.
Besteht zwischen zwel Rechtecken A, B eine Relation von der Form

B=PAQ,
s0 heifit B teilbar durch 4% Ist zugleich 4 durch B teilbar, so heillen
A und B ,dquivalent®.

3. Wir behandeln die Frage nach den Bedingungen fiir die Aqui-
valenz zweier Systeme 4, B und — in einem zweiten Artikel — die weiter-
gehende nach den Bedingungen fiir die Teilbarkeit von B durch 4. Ist &
der Korper der rationalen Zahlen, so ist die Beantwortung dieser Fragen
bekannt. Im Falle eines beliebigen algebraischen Korpers sind die schlie8-
lichen Ergebnisse dieselben, sofern man sich auf quadratische Systeme von
nicht verschwindender Determinante beschrinkt. Die Herleitung erfordert
aber noch andere Hilfsmittel als die, welche im Falle des nattirlichen
Rationalitéitsbereichs zum Ziele fithren. Gibt man die Beschrinkung auf
quadratische Systeme auf, oder 138t man quadratische Systeme von der
Determinante O zu, so modifizieren sich auch die Resultate.
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4. Spezielle Fille der Teilbarkeit und Aquivalenz sind die ,Links-
(bzw. Rechts-) Teilbarkeit“ und die ,Links- (bzw. Rechts-) Aquivalenz?,
B heifit links (rechts) teilbar durch 4, wenn eine Relation B= PA
(bzw. B =4 Q) besteht; die Systeme 4 und B heifien links- (bzw. rechts-)
iquivalent, wenn jedes durch das andere links bzw. rechts teilbar ist.

§ 1
Vorbemerkungen,

5. Wir stellen zunfichst einige bekannte Tatsachen aus der Ideal-
theorie zmsammen, um zugleich verschiedene der fernerhin gebrauchten
Bezeichnungen zu erldutern. Die von O verschiedenen Ideale des Korpers &
zerfallen in endlich viele Klassen, deren Anzabl % sein mége. Die Klasse,
zu welcher das Produkt zweier Ideale g, b gehort (KL a-b), .ist durch
die Klassen, zu denen a und b gehdren, bestimmt und w1rd deshalb das
HProdukt® d1eser Klassen genannt; in Zelchen

(1) Kla-6=KLg-KLS.

Die % Klassen bilden eine Gruppe und zwar eine kommutative, sodaB
auch der Quotient zweier Klassen eindeutig bestimmt ist. Die Einheit in
dieser Gruppe wird durch die ,Hauptklasse® dargestellt, welche die von
den Zahlen aus & reprisentierten Ideale, die ,Hauptideale”, umfaBt. In
die % Klassen reihen sich auch die gebrochenen Ideale aus & ein derart, dab
auch bei dieser Ausdehnung die Gleichung (1) giiltig bleibt.

6. Irgend » ganze Ideale a,,---, a, haben einen ,groften gemein-
samen Teiler {, in dem jeder gemeinsame Teiler aufgeht; wir bezeichnen
ibn durch

(ala g, =05 8,)-
Das Vorkommen von Nullen ist nicht ausgeschlossen; sind alle Ideale g,
gleich 0, so ist auch t= 0 zu setzen. Unfer dem groften gemeinsamen
Teiler von % Zahlen a,, ---, a, ist der groBte gemeinsame Teiler t der
durch die Zahlen repriisentierten Hauptideale zu verstehen. In der Form

G+ QT+ 6,
werden alle und nur die durch { teilbaren Zahlen dargestellt. Ist(a,, ap, -~ 0,)=t,
so sind die Ideale —i—" teilerfremd. Von dieser Bemerkung ausgehend ge-

langt man zu einer Ausdehnung des Begriffs ,grofter gemeinsamer Teiler”
anf gebrochene Ideale. Denn auch wenn solche unter den g; vorkommen,

existiert ein bestimmtes Ideal t, fiir welches die Ideale =, ..., ftﬂ ganz

t
und teilerfremd ausfallen. t ist in diesem Falle stets gebrochen.. Fiir
ganze oder gebrochene Ideale gilt die Formel
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&) (8,0, 050, -+ -, 0,0) = (0, &, -+ -, @),

sowie die allgemeinere

(@) (a8 - (0,0, b,) = (a0, 0,5y, --, 0,8, -+, 0,6, -+, 0,6,).
Bei Beschrinkung auf ganze Ideale ist noch zu bemerken: Auch ein
System & von unendlich vielen Idealen besitzt einen groBten gemeinsamen
Teiler {, und man kann ein endliches Teilsystem von & angeben, welches
anch den gréBten gemeinsamen Teiler t hat. t ist O, wenn alle Ideale
aus & gleich 0 sind. Ist andernfalls a 4 O ein Ideal aus &, sind p,, - -, 9,
die verschiedenen Primfaktoren von a, und bezeichnet a, (i =1,.--,7) ein
Ideal aus &, welches p, zu miglichst niedriger Potenz enthilt, so wird
t=(a,a, - a)

1. Es seien p,,---,p, | verschiedene Primideale, ¢,, ---, ¢, ganze ratio-
nale, nicht negative Zahlen. Bestimmt man ! ganze Zahlen z,,---,#, aus
& so, dab #; durch p2, aber nicht durch p%+! teilbar ist, ferner x den
Kongruenzen

2 ==z, (mod. psit?) (#=1,---,0)
gemiiB, so enthilt # oder auch das durch z reprisentierte Hauptideal z
jedes der Primideale p, genau ¢;mal. Sind ferner #x, »" zwei reziproke
Idealklassen, ist b ein Ideal aus %', ) ein Hauptideal, welches jedes der
Primidealé p,, sowie jedes in b aufgehende Primideal ebenso oft enthiilt
wie B, so ist ) von der Form y =a -5, wo a ein ganzes, durch p,,---,
nicht teilbares Ideal aus x bezeichnet. Das Ideal a-¢ gehort ebenfalls zur
Klasse % und enthilt jedes Primideal p, genau ¢, mal. Es gibt also in
jeder Klasse Ideale, die gegebene Primideale zu genau vorgeschriebener
Potenz enthalten, insbesondere also auch Ideale, die durch ein gegebenes
Ideal a (4 0) teilbar oder zu a relativ prim sind.

8. Es seien a,,---,a, ganze oder gebrochene Zahlen aus R, aber
nicht siimtlich gleich 0, es sei

(a4, 85, a,) = 1t,
und es bezeichue ¢ jede von O verschiedene ganze oder gebrochene Zahl

aus & Dann bezeichnet das durch e bestimmte Hanptideal ¢ jedes ganze
oder gebrochepe Ideal der Hauptklasse, das System

4.8, GeCy -y QL
Jedes zu @y, @y, - - -, @, proportionale System und das Ideal
(as¢, age, -+, a,0) = te
jedes ganze oder gebrochene Ideal der durch i bestimmien Idealklasse.

tc fillt dann und nor dann ganz aus, wenn die » Zablen g, ---, ac
simtlich ganz sind. Da es in jeder Klasse Ideale gibt, die zu einem ge-
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gebenen, von 0 verschiedenen Ideal a teilerfremd sind (Nr. 7), so kann zu
jedem System @, -, a, ein proportionales ganzzahliges angegeben werden,
dessen Elemente nicht simtlich mit a einen Teiler gemein haben.

§ 2
Elementarteiler, Zeilen- und Kolonnenklasse.

9. Ist A ein rechteckiges System von ganzen Zahlen aus &, so heift
der grofite gemeinsame Teiler b, der Unterdeterminanten k** Grades
L4 Determinantenteiler von A% Fir jede ganze Zahl %, die groBer isé
als die Anzahl der Zeilen oder Kolonnen von 4, soll b = 0 gesetzt werden.
Aus dem Laplaceschen Determinantensatz ergibt sich, daB 9, in b, , auf-
geht. Ist o, , der erste verschwindende Determinantenteiler, so bezeichnet
den ,Rang des Rechtecks 4% (,Rg. A“). Die ganzen Ideale

e, =10y, e°=%j“; ) er=b_}_r_1) &1 =0,¢,,=0,
heiBen die ,Elementarteiler von 4%
10. Ist B teilbar durch 4,

B=P49,

so ist, wie das allgemeine Multiplikationstheorem der Determinanten sofort
zeigt, jeder Determinantenteiler von B durch den entsprechenden von 4
teilbar. Daraus folgt weiter:

Aquivalente rechteckige Systeme stimmen in den Determzmntenteﬂem,
also auch in den Elementarteilern iiberein. (Erste Aquivalenzbedingung.)

11. Es sei A= (a;) ein ganzzahliges rechteckiges System aus £
von m Zeilen und » Kolonnen, sein Rang r > 1. Aus den Determinanten
s%» Grades, die man A4 entnehmen kann, bilden wir ein rechteckiges

System 4’ = (a;;,) von m = ( ) Zeilen und #'= (2) Kolonnen derart, da8

jede Zeile (Kolonne) von A’ die Determinanten aus r festen Zeilen (Ko-
lonnen) von A enthilt. Im Falle » = m =n besteht 4’ aus einem ein-
zigen Element, im Falle r = m aus einer einzigen Zeile, im Falle » = n
aus einer einzigen Kolonne; in jedem Falle aber ist, wie aus den Ele-
menten der Determinantentheorie bekannt, der Rang von 4’ gleich 1. Es
sind also die Zeilen von 4’ (soweit sie nicht aus lanter Nullen bestehen,
was nicht bei allen Zeilen der Fall sein kann) untereinander proportional;
und es gehoren deshalb die groBten gemeinsamen Teiler, die man aus den
Elementen der einzelnen Zeilen von 4’ bilden kann, einer und derselben
Idealklasse % an (Nr. 8). Ebenso gehoren die griofiten gemeinsamen Teiler
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der Elemente der einzelnen Kolonnen zu einer Idealklasse . Wir nennen
% und % die ,Zeilen- (,Kolonnen-) Klasse“ von A; in Zeichen
4) x» =7kl 4, » =Kkl 4.

12. Es sei q,, irgend ein von O verschiedenes Element aus 4’, und
es stelle ap,=u-v eine Zerlegung von a,, in zwei ganze oder ge-
brochene Zahlen aus & dar. Dann gibt es m'+ »’ ganze oder gebrochene
Zahlen w,, - -, %,3 9, -, v,,, welche den Bedingungen

Uy=1, V,=0, Uh=0; (i=1L--,m’5k=1,---, 0"
geniigen. Die Elemente einer jeden Zeile von A’ sind dem System v;,---,v,,,
diejenigen einer Kolomne dem System «,, .-, u, proportional. Setzt

ml
man also

. (Ugy oy ty) =85 (By,00,0,) =0,
so wird

) Klu=3s«%, KlLop=ux«.
Nun ist aber
n-p= {ul: Tt %m,>(t’1, ) ?)n,>

gleich dem groBten gemeinsamen Teiler der m'- #" Zahlen ww, = «,, d. h.
gleich dem #** Determinantenteiler b, von 4. Aus u-p=2>, und den
Gleichungen (4), (5) erhalten wir den Sataz:

Ist b, der v*® Delerminanienteiler eines rechteckigen Systems A wvom
Range r (r 2 1), so ist

Zkl. A-Kkl. 4 =K1 b,.

13. Es sei jetzt B=(b,,) ein durch 4 links teilbares rechteckiges
System:

. B=P4, P=(p,) (=1, Lik=1,--,m)
Rg. B kann nicht > r sein; wir wollen Rg. B = » voraussetzen. Aus den
Determinanten #** Grades von P bilden wir ein rechteckiges System

P’ = (p);) von I'= "\ Zeilen und m’ Kolomnen. Das Rechteck B — PA
1k r

hat 1 Zeilen und % Kolonnen, die den ! Zeilen von P und den n Kolonnen
von A entsprechen. Verstehen wir jetzt unter b), diejenige Determinante
r** Grades aus B, deren r Zeilen den in p,, - - -, p],, auftretenden Zeilen
von P und deren r Kolonnen den in a,,---, a,,, auftretenden r Kolonnen
von 4 entsprechen, so wird nach dem allgemeinen Multiplikationstheorem

der Determinanten
n w’
bl 2 r — ’
3 D=1 Pty
k=1 A=1

Dies zeigt, daB die Zeilen des Rechtecks B'= (3),) dem System v,,---, v,
proportional sind. Mithin ist
ZkL B =KL (o,,---,2,) = KL v = ZkL A.



Rechteckige Systeme in Zahlkorpern. I 333

D. h.: Haben die Rechtecke A und B = P A gleichen Roang, so haben sie
dieselbe Zeilenklasse.

Ganz ebenso gilt natiirlich: Haben die Rechiccke A und AQ gleichen
Rang, so haben sie dieselbe Kolonnenklasse.

14. Es seien jetzt 4 und B = PA @ #quivalente rechteckige Systeme,
ihr Rang » > 1. Dann sind ihre Determinantenteiler gleich; und da jeder
Determinantenteiler von P4 durch den entsprechenden von A teilbar sein
und in dem entsprechenden von B = (PA)@Q aufgehen muB, so hat auch
P4 dieselben Determinantenteiler wie 4 und B. Es sei b, der #% Deter—
minantenteiler von 4, PA, B. Dann ist (Nr. 13)

Zkl. A =7kl. PA, Kkl P4 =KXkl B,
nach Nr. 12

KL.b,=7kl. 4-Kkl. 4 =Zkl. P4 .Kkl. P4 =Zkl. B-Kkl. B,

daher
Zkl. A=7kl. B, Kkl A=Kkl B,

also:
Agquivalente rechteckige Systeme haben dieselbe Zeilenklasse und dieselbe
Kolonmenklasse. (Zweite Aquivalenzbedingung.)

§ 3.
Linearformen, Gleichungen und Kongruenzen.

15. Es seien m Linearformen
Yo =0 &+ -+ 0,5,
®) f :
Y= Op1 &y -+ -+ 0y %,
it ganzzahligen Koeffizienten aus & gegeben; es sei t der griBte ge-
meiusame Teiler aller Koeffizienten o,;. Setzen wir fiir die Unbestimmten 2
ganze Zahlen aus &, die simtlich durch ein gegebenes Ideal u teilbar
sind, so werden alle y, durch tu teilbar. Wir wollen jetzt beweisen:
Ist der Rang des Koeffizientensystems A = (a;,) =2, so kann man
fiir die Unbestimmien z solche durch w teilbare Zahlen selzen, dof
. 1 Y25 5 Ym) =t
wird. .
Beweis. Da der Fall u =0 als bedeutungslos ausgeschlossen werden
kann, so enthilt tu nur endlich viele Primfaktoren. Es sei

(7) PP py
ein System von ! verschiedenen Primidealen, unter denen aber jedenfalls
alle’in tu aufgehenden Primfaktoren enthalten sein sollen. Es bezeichne
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fir +=1,.-.-,1 p5 die hochste in t, p7/i die hichste in u enthaltene
Potenz von p;. Dann ist jeder Koeffizient a;, durch p,= teilbar, aber es
gibt anch wenigstens einen Koeffizienten, der nicht durch p,x+? teilbar ist.
Ist dies bei a,, der Fall, und wihlen wir » Zahlen §,, &, ---, £, so,
daB &, den Fakior p; genau f; mal enthilt, wihrend die iibrigen Zahlen £,
durch p,/+*! teilbar sind, so werden fir #,=£,, - -, z,=§, die zu-
gehdrigen Werte von y,, - - -, y,, alle den Faktor p,%+/ enthalten, y, aber
wird nicht durch p2* 7%+ teilbar sein; es wird also der griBte gemein-
same Teiler (y,,--,y,) dieser Werte den Primfaktor pl genau ¢, -- f; mal
enthalten. In gleicher Weise lagsen sich fir ¢=1,.-.,1 je » durch pff
teilbare Zahlen &;,,--, §;, so bestimmen, da8 (y,, -- ,ym) fi1r By=E&,, - x,=&,
den Faktor p, genau e,-- f; mal enthdlt. Bestimmi man sodann » Za,hlen
&, -, E,, welche den Kongruenzen

(8> ng g;i: (mOd‘ pz‘fﬁ-l) (Ié:l)"': Z; k=177”}

geniigen, setzt man 2, =§, .- #,—£,, und bezeichnet man die zu-
gehorigen Werte der y, mit

9 "]i=Za’ik‘§k (i=1,--,m),
k=1

so sind alle # durch u teilbar und (1, ---,1,) enthilt jedes Primideal p;
genau ¢ - f; mal, d. h. ebenso oft wie tu. Es wird also

(10) (7?17 N2y s "Ym) = tuy,
wo t ein ganzes Ideal ist, welches keinen der Primfaktoren (7) enthilt.

Nunmehr machen wir von der Voraussetzung Gebrauch, daf der Rang
des Koeffizientensystems 4 = (a,,) > 2 ist. Da die Reihenfolge sowohl
der Linearformen y wie der Unbestimmten x belanglos ist, so diirfen wir
d = @4y 09 — G138, von O verschieden annehmen. Ferner diirfen wir
voraussetzen, daf die in d aufgehenden Primfakioren unter den Prim-
idealen (7) vorkommen. Aus d-0 folgt noch, daB eine der Zahlen
dgq, Gag VOu O verschieden sein muf, und daB man daber bei der Wahl
der nur an die Kongruenzen (8) gebundenen Zahlen &, so verfiigen kann,
daf 7,0 wird. Dies setzen wir nun voraus. 7, kann auBer den Prim-
idealen (7) noch andere qy, gy, --- in endlicher Anzahl enthalten. Be-
zeichnet jetzt p eine durch

G = plfx+1. p2f2+1 .. plfz+1= L-P-Poeo Py

teilbare, durch die Primfaktoren g, q,, - - - aber nicht teilbare Zabl, so
enthilt sowohl (g, »,) als auch (ud, 7,) nur Primfaktoren aus der Reihe (7).
Man kann daher eine ganze Zahl o so bestimmen, da (n + « - pd, 1)
auch keine anderen als diese Primfakioren enthilt. Aus ay @, — 0,30, = a
ergibt sich nun aber, daf durch die Gleichungen
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(11) @6 + a7 = ad, 056 + Gy =0
¢ und 7 als ganze Zahlen bestimmt werden. Ersetzt man nun § durch
E'=E& + ou, & durch &' =&, + 7y, so geniigen £’ und £’ wie vorher
£, und & den Kongruenzen (8). Das Wertsystem

Iy = g1,7 Ty= gBI7 Ty = 537 Ty Xy gn
besteht aus lauter durch u teilbaren Zahlen, und fiir das zugehdrige Wert-
system ¥, %, - - -, ¥,, erhalten wir, wie vorher fiir die v, eine Relation
von der Form

. (Y1s Y2 5 Yu) = tUT),

wo ¢ keinen der Primfakioren (7) enthdlt. Nun wird aber nach (11)

Y=+ @ 68 + G T = Ny -+ €pd, Yo= Nzt Go 6t + GoaTP = 1)

und da, wie wir sahen, (¥, %) = (4; + ¢pd, n,) keinen Primfaktor auBer-
halb der Reibe (7) besitzt, so wird ¥'= 1, also

(yu Yoy s ym) = tu.
Damit ist der Beweis gefiihrt.

Der Fall u =1 liefert den Satz, daB man den Unbestimmten in den.
Linearformen (6), sofern das Koeffizientensystem wenigstens vom Range 2
ist, solche Werte erteilen kann, daB der grifiie gemeinsame Teiler der
Werte, welche die Linearformen annehmen, mit dem grifiten gemeinsamen
Teiler der Koeffizienten iibereinstimmt.

16. Der Satz der vorigen Nummer gestattet mannigfache Anwen-
dungen, zu deren Ableitung wir jetzt tibergehen. — Es liege ein Rechteck

A=(a’ik) (7::1:"';”7’3%721;"’7’@
vor; es sei m <n— 2, Rg. A =m, also der m* Determinantenteiler b
von A von O verschieden. Wird 4 durch Hinzufiigung einer neuen Zeile
von % Unbestimmten z, ---, 2, zu einem Rechteck A’ erweitert, so sind
die Determinanten (m -+ 1)*® Grades [aus A’ Linearformen der Unbe-
stimmten z, deren Koeffizientensystem aus den Determinanten m*® Grades
von A besteht und wenigstens vom Range 2 ist. Denn wenn § eine von 0
verschiedene Determinante m*® Grades aus 4 ist, so kann man wegen
m<n—2 zwei verschiedene Determinanten 8;, 8, (m+1)*» Grades ans 4
angeben, welche d als Unterdeterminante enthalten. Die Linearformen d,, 8,
sind dann, wie man leicht sieht, linear unabhingig. Auns dem Satze der
vorigen Nummer ergibt sich daher sofort:

Ein Rechteck aus n Kolonnen und m <n— 2 Zeilen, dessen m* Deter-
minanienteiler © ist, kanmn durch Hinzufligung einer weiteren Zeile, deren
simitliche Elemente durch ein wvorgeschricbenes Ideal u teilbar sind, su
einem Rechleck erweitert werden, welches den (m + 1)** Determinantenteiler
b hat



336 E. Sremrrs.

Werden die Elemente der neuen Zeile keiner Bedingung unterworfen,
80 kann man derart iiber sie verfiigen, daf der (m + 1)® Determinanten-
teiler des neuen Rechtecks wiederum b ist. Dieser ProzeB kann wieder-
holt werden, bis die Zahl der Zeilen n» — 1 geworden ist. Im Falle
b =1 ergibt dann das Hinzufiigen einer n'® Zeile von » Unbestimmten
Z;, -+, %, eine Linearform mit teilerfremden Koeffizienten, der man durch
passende Wahl der 2 den Wert 1 verleihen kann. Dies ergibt den Satz:

Ein Rechieck A von n Kolonnen und m < n Zeilen, dessen Unter-
determinanten m*® Grades teilerfremd sind (insbesondere also eine Zeile aus
teilerfremden Elementen), kann durch Hinzufiigung weiterer Zeilen zu einem
qzmdmtzschen System won der Determinante 1 ergiinzt werden.

17. Es seien m Linearformen von # Unbestimmten gegeben

(12) ¥ =Z @i T, (i=1,---,m).
k=1

Dann gilt der Satz:

Ist der Rang des Koeffizientensystems (a,;) in den Linearformen (12)

L n—2, so lassen sich die Gleichungen
¥,=0 (i=1,---,m)
durch teilerfremde Zahlen befriedigen.

Beweis. Aus den Elementen der Determinantentheorie ist bekannt,
daB man zwei linear unabhingige Losungen «,,- -, &, und 8, - -, 8, an-
geben kann, deren Elemente sich rational durch die Koeffizienten aus-
driicken lassen und, da es nur auf ihre Verbiltnisse ankommt, als ganze
Zahlen aus & angenommen werden konuen. Ist

(e, o)y =1, (B, B) =1,

80 kann man ein za B, .-, B, proportionales System angeben, dessen
groBter gemeinsamer Teiler zu t relativ prim ist (Nr. 8). Wir diirfen
daber t und u von vornherein relativ prim annehmen. Dann ist das
Koeffizientensystem in den Linearformen

@& + fin (k=1,---,%)
vom Range 2, der groBte gemeinsame Teiler der 2 Koeffizienten o, g,
ist 1, und man kann daber nach dem Satz in Nr. 15 £ und 5 so wihlen,
daB die n Zahlen « £ + 8,7 teilerfremd ausfallen. Diese Zahlen stellen
aber eine Losung der Gleichungen y, =0 dar. Damit ist unser Satz
bewiesen,

18. Ist der Rang des Koeffizientensystems (a,;) in den Lincarformen (12)
<n~—1, m ein von Null verschiedenes Ideal, so sind die Kongruensen
(13) ¥, =0 (mod. m) (i=1,---,m)
w Teilerfremden Zahlen lisbar.
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-Beweis. Zunichst haben die Gleichungen

¥:=0 (z'=1,-~,m)
eine Losung in ganzen Zahlen ¢,,- -+, «,, die nicht simtlich verschwinden,
und es darf (o,---, e,) =1 relativ prim zu m angenommen werden, da
unter den proportionalen Systemen, die ja simtlich die Gleichung befrie-
digen, solche vorkommen, deren grofiter gemeinsamer Teiler relativ prim
zu m ist (Nr. 8). Wenn wir nur eine Losung der Kongruenzen (13)
haben wollen, so diirfen wir die ¢ durch mod. m kongruente Zahlen er-
setzen; der groBte gemeinsame Teiler bleibt dann stets relativ prim zu m.
Wihlen wir nun eine von O verschiedene zu «, kongruente Zahl &’ und
eine zu o, kongruente Zahl e, welche durch keinen in ¢,” und nicht zu-
gleich in m aufgehenden Primfaktor teilbar ist, so wird

(“117 “2’7 gy * %y “u) =1,
und die Zahlen &, ), &, « - -, e, befriedigen die Kongruenzen (13).
19. Ist e, der n* Elementarteiler des Koeffizientensystems (a,,) in den
Linearformen (12), so besteht jede Lisung der Kongruensen

(18) #,=0 (mod. m) (=1, m)
aus Zaklen, die durch —— e 7‘) teilbar sind.
Beweis. Im Falle ¢,=0 wird — (m, o = 1 und der Satz trivial; wir

setzen also jetzt ¢,< 0, mithin m >» voraus. Es sei nun b, der »®,
9,_; der (»n—1)* Determinantenteiler des Koeffizientensystems (g,;), also
e, = b—:%l , ferner z, =§,, .-, z,= £, ein Losungssystem der Kongruenzen (13),
sodaf die Zahlen

(14‘> . N =Z ;.6 (¢=1, -, m)

simtlich durch m teilbar sind. Aus den m Gleichungen (14) lassen sich
(z) Systeme von je n Gleichungen herausgreifen. Unter ihnen seien

bei denen die Determinante der Koeffizienten a,, von O verschieden ist.
- Diese Systeme seien mit 8, ---, §), die zngehtrigen Determinanten mit
dy, - - -, d; bezeichnet. Dann ist

(1:' 1)"5

das durch d (q=1,---,1) reprisentierte Hauptideal hat also die Form u,d,,
wobei

(15) (uj:"'ﬁul)=1
wird Wir greifen aus den Systemen S ein beliebiges ), aus den Zahlen
-, &, eine beliebige £ heraus. Aus dem Gielchuugssystem 8§, gewinnen

Mathematische Annalen. LXXT. 22 s
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wir fiir § einen Ausdruck in Form eines Bruches, dessen Nemner d, ist,
wihrend der Zihler eine Linearform der (durch m teilbaren GriSen) 4
darstellt, deren Koeffizienten Determinanten (n—1)*® Grades aus dem
Koeffizientensystem (a,;), mithin durch d,_, teilbar sind. Das durch £
reprisentierte Hauptideal ¢ hat also die Form

Den ! Systemen S, entsprechend erhalten wir ! solche Darstellungen von r.
t

Stellt nun % die reduzierte Form des Quotienten % (¢=1,--.,7) dar, so
7

geht u in u,, -- -, u, auf, und aus (15) folgt u =1,

(16) p—t- 2

%

Hieraus folgt weiter (unter Benutzung der Formel (2))

[ (m’ u)]'m——(é--m,t)(me) (g’)m

oder, wenn das ganze Ideal (3, t) =¥ gesetzt wird,
£o_m

P=t ey

Es ist also £ dureh " n) teilbar; w. z. b. w.

20. Damst die homogenm linearen Kongruenzen

Y; =2”’ik9’k50 (mod. m) (i=1,---,m; m=0)
k=1

wn telerfremden Zahlen losbar seien, ist notwendig wnd hinreichend, daff m
n dem w*" Elementorteiler e, des Koeffizientensystems (a,,) aufgeht.
Beweis. Die Bedingung ist notwendig. Denn nach dem Satze der

vorigen Nummer sind die Elemente einer jeden Losung durch teil-

(’n)

bar, konnen also nur dann teilerfremd sein, wenn m =1, (me,)=m,

d.h. m Teiler von e, ist. — Der Nachweis, daB die Bedingungen hinreichend
sind, ist fiir den Fall e,—= O schon in Nr. 18 enthalten. Wir setzen also
Jetzt ¢, 4= O voraus und haben dann nur zu zeigen, daB die Kongruenzen

¥, = 0 (mOd' en) (z: 1}' hS m)

in tetlerfremden Zahlen l6sbar sind; denn dieselben Kongruenzen bestehen
dann auch fir jeden in e, aufgehenden Modul. Sei nun

€= P Py - P
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die Zerlegung von e, in Potenzen verschiedener Primideale, so zeigen wir
zundichst, daf die Kongruenzen y,=0 fiir die einzelnen Potenzen p,7, ---, p/

in teilerfremden Zahlen losbar sind. Um dies etwa fiir p, durchzufithren,
bezeichnen wir mit b, _, und b, den (» — 1)** und den #* Determinanten-
teiler von (a,,), mit p,"»—1 und p, /= die hochste in D,_, bzw. D, enthaltene

Potenz von p,, soda e, =

und die Unbestimmten z denken wir uns so angeordnet, daf die Deter-
minante

bb,, , 7y =f,—f._; wird. Die Linearformen y
n—1

; Ay 5y By a g
a7 L s :
t Cpmty1s "y Bp1,5
den Primfakior p, nur f,_, mal enthilt, und 16sen, was nach Nr. 18 mog-
lich ist, zunichst die ersten » — 1 Kongruenzen

=0 (mod. pp) (f=1,--ym—1)
in teilerfremden Zahlen £,,,---, £,. Dann werden, wenn wir
(18) Zaikgik = (i=1,--,m)
k=1

setzen, %y, - -+, 7,_, durch p) teilbar sein. Bezeichuet » eine der Zahlen
non+1,---,m und A die Determinante
‘ Qi 5 Wp1 3 T
A= - : b
1yt Oy vy M I
{ avl »T T T a’v,n—l ?
so ergibt sich aus (18)

i G 57y Bn
(19) A=E, =0 (mod. p{»).
1,17 7" "2 Upo1a

2a
|
ia’vl y T Oy,

Andererseits erhilt man, wenn man A nach den 7 ordnet,

(20) A= 61711 +- 61:-1’712—1 + 8/’77‘
Nun ist
(21) 81"?1 +--F 6a—l")n-1 =0 (mOd' pl”)’

weil &y, ---, 8, , als Unierdeterminanten (z—1)** Ordnung aus (a,;)
durch pfu~1 teilbar sind, wihrend 9, -- -, 7,_, den Fakior pj enthalten.
Aus (19), (20), (21) folgt
61121' =0 (mOA' ‘p{”))
22%
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und da J, die Determinante (17) darstellt, den Faktor p, also genau f,_,
mal enthélt, so ist 4, durch py: teilbar. Da dies fir v =%, .., m gilt,
5o ergeben die Gleichungen (18) die Kongruenzen

2“51: ;=0 (mod. pp) (G=1,--m)
3

Bezeichnet in gleicher Weise £, - -, §,, ein teilerfremdes Lisungssystem
der Kongruenzen

.= 0 (mOd p;q) (q = 1) A ‘7’))
und bestimmt man £,--- £ nach den Kongruenzen
b= qu (mod. ng)’ (k=1,--n; g=1,--,1),
so stellen &, -- -, £, eine Losung der Kongruenzen
%, =0 (mod.¢,) (i=1--ym)

dar, und es wird (&, -, §,) relativ prim zu ¢,. Da man aber &,---, &,
durch mod. ¢, kongruente Zahlen ersetzen darf, so kann man (vgl. S. 337,
Z. T—14) auch so verfiigen, daB (§,---,£,) =1 wird.¥)

21. Damit das System der Gleichungen

(22) Slayz,— ¢ (=1, m)
k=1

in ganzen Zahlen losbar sei, ist notwendig und hinreichend, daf das Koef-

fizientensystem A = (a,,) und dasjenige System A, welches man aus A durch

Hinzufiigung von ¢,, - - -, ¢, als letste Kolonne erkilt, denselben Rang r und

denselben v Determinanienteiler b haben.

Beweis. Wenn £,---, £ ein ganzzahliges Losungssystem der Glei-
chungen (22) bilden, so ist, wie die elementare Determinantentheorie zeigt,
jede Unterdeterminante 7** Grades ans A, welche die letzte Kolonne ent-
hilt, eine Linearform der £ mit Determinanten 7** Grades auns A4 als Koef-
fizienten; sie ist also durch D teilbar. Daraus ergibt sich, daB beim
Ubergange von 4 zu A4’ der #* Determinantenteiler (ebenso jeder andere)
erhalten bleibt. In Zbnlicher Weise zeigt sich, daB der Rang keine Er-
héhung erfihri. Die Bedingungen des Satzes sind also notwendig.

Nehmen wir nun an, die Bedingungen des Satzes seien erfiillt und o
eine von Null verschiedene Unterdeterminante 7%** Grades aus 4. Denken
wir uns die Gleichungen und Unbekannten so geordnet, da8

[ a'n; Y ‘flr
D=0

I Qoys * 7y oy 1!
*) Bei diesem SchluB ist # > 1 vorausgesetzt. Fiir n=~1 ergibt sich aber die Richtig-
keit des Satzes unmittelbar, da alsdann 4 ==1 den Bedingungen der Anfrabe entapricht.
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wird. Dann haben die Gieichungen
Z“s'kxk: de; (G=1--n
k=1
ein ganzzahliges Losungssystem &,, - - -, £,. Da aber r der Rang des ganzen
Koeffizientensystems ist, so gelten die Gleichungen
2“::1: & = d¢
k=1
oder, wenn wir £, =£ ., =+ - =§, = 0 setzen, die Gleichungen

@3) Zaik £, = d¢;

k=1
fir i=1,---,m.

Es seien nun p,, p,, - - -, p; die in d enthaltenen Primfaktoren, p, einer
von ihnen, d, eine Unterdeterminante 7** Grades aus A, welche den Prim-
faktor p, ebenso oft enthalt wie d; es sei ferner b, =r7,-d das durch
d, reprisentierte Hauptideal, also t, durch p, nicht teilbar; endlich sei g,
eine durch t, teilbare, durch p, nicht teilbare Zahl. Nehmen wir wieder,
um die Darstellung zu vereinfachen, Gleichungen und Unbekannte so ge-
ordnet an, daff ‘

‘?117 Tt ‘E‘lri
L S 9,
L gy oty Gy
wird, so werden die Losungen der Gleichungen
Zaik Ty = B0, (i=1,--7)
k=1
ganzzahlig, und wenn wir die iibrigen Unbekannten = O setzen, so erhalten
wir Gleichungen von der Form
24) Zaﬂc ok = M0 (i=1,..., m).
k=1
Solche Gleichungen kénnen wir fiir jeden der Primfaktoren p,,- - -, p, her-
stellen. Die Zahlen &, p,, ---, g, sind daon teilerfremd, und wenn wir
&, By, -+, B, so bestimmen, daf

(25) wd -+ By + o F By =1
wird, und

(26) ab+ Blu+ - FBE=E k=1,--,n)
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setzen, so folgt aus (23), (24), (25), (26)

k3

(27} 2“@‘1: glc =6 (?‘ =1, m)?

k=1

womit unser Satz bewiesen ist.

§ 4
Moduln.

22. Fortan verstehen wir unter dem ,Grade eines Rechtecks® die An-
zahl seiner Kolonnen. Dies soll auch insbesondere dann gelten, wenn das
Rechteck nur aus einer Zeile besteht, deren Grad somit gleich der Zahl
threr Elemente zn setzen ist. Zur Bezeichnung von Zeilen verwenden wir
Kleine griechische Buchstaben. Die Gleichung & = O besagt, daf alle Ele-
mente von 6 gleich Null sind. Faktor einer Zeile ¢ heift jedes Ideal,
welches in allen Elementen von 6 aufgeht; der groBte gemeinsame Teiler
dieser Elemente wird als der grofte Faktor von ¢ bezeichnet. Unter a-a
ist die Zeile zu verstehen, deren Flemente aus denen von ¢ durch Multi-
plikation mit der Zahl @ hervorgehen; 6 + 7z, ¢ — 7 (wo ¢ und 7 Zeilen
gleichen Grades sind) bezeichnen die Zeilen, welche aus 6 und ¢ durch
gliedweise Addition bzw. Subtraktion entstehen. — Besteht zwischen den
(ganzzahligen) Zeilen 6, 6,, 6;, - - -, 6, eine Bezichung von der Form

6=alﬁi+"'+am6m’
mit ganzen Koeffizienten @, so heiBt 6 ,komponierbar ams 6,,---, 6, %

23. Moduln. — Ein System & von (ganzzahligen) Zeilen n*® Grades
beift ein ,Modul vom Grade %, wenn es folgende Eigenschaften hat:

1) Gehort ¢ zu &, so auch jede Zeile a6, wo a eine beliebige ganze
Zahl aus ® Gezeichnet,

2) Gehoren 6 und z zu &, so auch 6 + .

Zur Bezeichnung von Moduln verwenden wir groBe deutsche Buchstaben;
ein unten beigefiigter Index gibt den Grad des Moduls an. Die Zeile
6 = 0 bildet fiir sich einen Modul, den ,Modul 0%

Zwei Zeilen 6, 7 heiflen kongruent nach einem Modul ¥, in Zeichen

¢ =rmod ¥,
wenn 6 — 7 dem Modul angehért. Der Modul %, heift teilbar durch
den Modul B, (B, ein Teiler oder Divisor von ¥, %, ein Vielfaches
von B,), wenn alle Zeilen ans ¥, auch in B, entbalten sind. Eine Kon-

gruenz, welche fiir einen Modul ¥, besteht, bestehi auch fiir jeden Divisor
von ¥%,.
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24, Rang, Determinantenteiler, Elementarteiler eines Moduls. — Hs
liege ein Modul %, vor. Wir betrachten alle Rechtecke 4, die sich aus
Zeilen von % zusammensetzen. (ibt es unter ihnen solche vom Range-r,
aber keine vom Range r + 1, so heifit » der Rang des Moduls (Rg. %). —
Es sei k irgend eine natiirliche Zahl. Die %*® Determinantenteiler aller
Rechtecke A haben einen gréften gemeinsamen Teiler b, den wir als den
ke Determinantenteiler von ¥, bezeichnen. Wir sehen sofort, daB b, in
9;,1 aufgeht, und daf im Falle Rg. %, =7 die ersten r Determinanten-
teiler 40, die iibrigen = O sind. Im AnschiuB hieran definieren wir
auch den Begriff ,Elementarteiler fiir Moduln wie oben (Nr. 9) fiir recht-
eckige Systeme.

25. Basis eines Moduls. — Sind 6, 6,, « - -, 6,, Zeilen vom Grade »,
so stellt die Gesamtheit aller aus ,, 6,, - - -, 6,, kKomponierbaren Zeilen
offenbar einen Modul vom Grade » dar. Es 148t sich aber auch leicht
zeigen, daB die simtlichen Zeilen irgend eines Moduls ¥, aus einer end-
lichen Anzahl unter ihpnen komponierbar sind. Es sei nimlich Rg. %, =,
b, der #* Determinantenteiler. Dann kdnnen wir aus den Rechtecken 4,
die sich aus Zeilen von ¥ zusammensetzen ein r-zeiliges A4, herausgreifen,
dessen 7** Determinantenteiler by, von Null verschieden ist. Sind p;,--- ¥,
die verschiedenen Primfaktoren von b,,, so konnen wir, wie aus der
Definition der Determinantenteiler bei Moduln hervorgeht, I aus je r Zeilen
von ¥, zusammengesetzte Rechtecke 4,, - - -, 4, so bestimmen, daB der r*
Determinantenteiler d,, von 4, (¢g=1,---,7) den Primfaktor p, ebenso oft
enthilt, wie er in D, enthalten ist. Dann wird

@95 Dyps - v s b,) =12,

und das aus den (I+1)-7 Zeilen von A4, 4,, ---, 4, zusammengesetzte
Rechteck hat b, zum #** Determinantenteiler. Es sei nun

A= (ay) (t=1,-,m; b=1,--,n)
irgend ein Rechteck, dessen Zeilen, die wir auch mit 4, - - -, 6,, bezeichnen,
dem Modal %, angehdren, und dessen 7** Determinantenteiler d, ist. Er-
weitern wir dasselbe durch Hmzufugung einer beliebigen Zeile 6 aus ¥,
die aus den Elementen ¢, - - -, ¢, bestehen moge, zu einem Rechteck A’
so kann weder der Rang r noch der #* Determinantenteiler eine Andenmg
erfahren. Nach dem Satze in Nr. 21 sind also die Gleichungen

Zaikxz"—"ck (k‘:l)"’:”)

i=1
in ganzen Zahlen @, - -+, @, losbar, und wir erhalten die Gleichung
6 =06, + -+ 2,0,,
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welche aussagt, daB jede Zeile des Moduls %, aus 4, - - -, 6, komponier-
bar ist.

Wir nennen nun jedes System von m Zeilen g,, - - -, 6,, eines Moduls %,
aus dem sich alle Zeilen komponieren lassen, ebenso auch das aus 6,,---, 6,
gebildete Reckteck 4 eine ,Basis des Moduls % ¢ in Zeichen

n ?
A, = Md. (6,,---,6,) =Md. 4.

Die Basis heifit irrednzibel, wenn es keine andere von weniger Zeilen gibt.

26. Es seien ¥, = Md. 4, B, = Md. B zwei Moduln vom Grade .
Damit B, durch ¥, teilbar sei, ist offenbar notwendig und hinreichend,
daB die Zeilen von B aus denen von A komponiert werden kdnmen oder,
anders ausgedriickt, daf eine Gleichung von der Form

B=PA

besteht, B also links teilbar durch A4 ist. Daraus folgt weiter, dab fiir

das Bestehen der Gleichung
Md B=Md 4

die Linksiquivalenz von 4 und B die notwendige und hinreichende Be-
dingung ist.

Ist C ein aus % Zeilen von ¥, gebildetes Rechteck, so hat man eine
Gleichung C = PA, der %* Determinantenteiler von 4 geht also in dem
k= von C aunf Hierans und aus der Definition der Determinantenteiler
fir Moduln ergibt sich sofort, daB die Basis A dieselben Determinanten-
teiler, also auch dieselben Elementarteiler hat wie der Modul ¥ .

Da alle Basen eines Moduls ¥, dquivalent sind, also dieselbe Zeilen-
klasse und dieselbe Kolonnenklasse haben (Nr.14), so kann man diese
Begriffe auch auf den Modul ¥, dbertragen. Von diesen beiden Klassen
bevorzugen wir die letztere, die wir auch kurz als die ,Klasse des Moduls®
bezeichnen: KkL %, =XKL %,. Die Moduln zerfallen hiernach in .ebenso-
viele Klassen wie die Ideale des Kdrpers &

27. Es sei A =(a,;) ein Rechteck aus m Zeilen 6, .-, 6, vom
Grade #, Rg. A=7r, Md. 4=, a,,---, a, ein System teilerfremder
Zahlen, und es werde
(28) &6, +- -+ @,6,=6
gesetzt. Dann kann man ein quadratisches System P vom Grade m bilden,
dessen Deferminante 1 ist und dessen erste Zeile aus den Elementen
g, - -, @, besteht (Nr. 16). Das zu P reziproke System P-* ist dann
ebenfalls ganzzahlig; die Systeme B= PA und A= P~ 'B sind daher
links-dquivalent. Mithin stellt B= P4 wie 4 eine m-zeilige Basis
von ¥ dar, und zwar ist ¢ die erste Zeile dieser Basis,. Kann man die
teilerfremden Zahlen a, - - -, a,, 80 bestimmen, daf ¢ =0 wird, so erhilt
man aus B eine (m — 1)zeilige Basis von ¥, indem man die Zeile 6 =0
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fortlaBt. Die Basis 6,,-- -, 6, ist also in diesem Falle reduzibel. Nun
besagt aber der Satz ans Nr. 17, daB man im Falle »r <m — 2 die
Gleichungen )

Eaikxi=0 (k”’; 1;"'7”’)

=1
oder, was dasselbe besagt, die Gleichung
2,61+ -+ 2,6,=0

durch teilerfremde Zahlen befriedigen kann. Eine irreduzible Basis eines
Moduls vom Range r kann also nicht mehr als » + 1 Zeilen enthalten.
Da sie offenbar auch nicht aus weniger als r Zeilen bestehen kann, so
bleibt nur die Frage offen, in welchen Fillen sie aus r, in welchen aus
y 4+ 1 Zeilen besteht.

Um diese Frage zu entscheiden, betrachten wir zundchst einen (von 0
verschiedenen) Modul ¥ vom Range » mit einer r-zeiligen Basis 4. Bilden
wir wie in Nr. 11 aus den Determinanten #*® Grades aus 4 das recht-
eckige System A’, so besteht dieses aus einer einzigen Zeile, jede Kolonne
aus einem einzigen Element. Der grifite gemeinsame Teiler der Elemente
einer Kolonne ist also ein Hauptideal, d.h. die Klasse (Kolonnenklasse)
von U ist die Hauptklasse. Betrachten wir anderérseits eiven Modul ¥
vom Range 7, von dem wir voraussetzen, daf er zur Hauptklasse gehort,
und bezeichnen wir mit 4 = (g,;) eine aus den Zeilen 6, -+, 6,6,
bestehende Basis von . Ist dann ¢, ---, ¢ ., eine nicht aus lauter
Nullen bestehende Kolonne des Rechtecks A" der Determinanten +*® Grades
von A, so wird

(29) 66+ +6.,46,,,=0
und
(30) (61, Coy "y cr+1)

ein Hauptideal, welches dyrch eine ganze Zahl g reprisentiert werden kann.
Die Zahlen ¢/ = %"— (k=1,---,r+1) sind ganz und teilerfremd, und es wird
¢'6,+---+¢ ,16,,,=0.

Mithin ist die Basis 6y, - -, 6,,, reduzibel und der Modul ¥ besitzt eine
r-zeilige Basis.

Wir erhalten also den Satz:

Eine irreduzible Basis eines Moduls % vom Range r bestelit aus r Zeilen,
wenn N der Houptklasse angehbrt, sonst aus r -+ 1 Zeilen.
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§ 5.
Die Aquivalenzbedingungen.

28. In § 2 haben wir zwei fiir die Aquivalenz rechteckiger Systeme
notwendige Bedingungen aufgestellt. Jetzt wird es sich darum handeln,
zu zeigen, dab beide Bedingungen zusammen fiir die Aquivalenz auch hin-
reichend sind. Der Nachweis beruht darauf, daB sich fiir die Basis eines
Moduls eine gewisse Normalform aufstellen 14Bt, die zwar nicht eindeutig
fixiert, aber durch einfache Merkmale charakterisiert ist.

Um die Darstellung im folgenden zu erleichtern, stellen wir die fiir
die Herleitung der Normalform wichtigsten Ergebnisse aus den voran-
gehenden Untersuchungen hier noch einmal, in zum Teil verinderter Form
zusammen.

Es sei

A=(azk) (i=1,---,m;k==1,~-,n)
ein rechteckiges System von m Zeilen 6, - - -, 6,, und » Kolonnen, es sei
Mda A=%, Rg. A=r2>1, 9, der r** Determinantenteiler, e, der #*° Ele-
mentarteiler von 4, und es bezeichne ¢ jede Zeile von der Form

61= 0161+ “« s a + cmﬁm’
wo die Koeffizienten ¢ der Bedingung

(31) (61,5 6u) =1
unterworfen, sonst aber beliebig sind. Dann gelten die nachstehenden Satze:

a) Der Modul 9 besitzt eine Basis, welche aus einer beliebig vor-
geschriebenen Zeile von der Form ¢° und mnoch m — 1 Zeilen besteht
(Nr. 27).

b) Ist m >r 4+ 1, m ein belicbiges von O verschiedenes Ideal, so gibt
es Zeilen von der Form ¢, die den Faktor m enthalten (Nr. 18).

c) Ist m =r, so ist der groBte Faktor t einer Zeile ¢’ ein Teiler
von ¢,, und es gibt Zeilen ¢, fiir welche t =e, wird (Nr. 20).

d) Eine Zeile 6 vom Grade » gehdrt dann und nur dann dem Modul %
an, wenn das Rechieck, welches aus 4 dureh Hinzunahme der Zeile 6
entsteht, den Rang r und den 7 Determinantenteiler 9, hat (Nr. 21).

e) Ein aus Zeilen des Moduls A zusammengesetztes Rechteck B
stellt dann und nur dann eine Basis von % dar, wenn (Rg. B = r und) der
7* Determinantenteiler von B gleich b, ist (Nr. 25).

29, Moduln der Hauptklasse. — Es sei A = M ein Modul vom
Range r > 1, welcher der Hauptklasse angehort, also eine Basis 4 = (a,;)
von r Zeilen

(32) 0y, 03, "+, 6,
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besitzt (Nr. 27), und es bezeichne ¢, den »*® Elementarteiler von IR,
Aus den Sitzen a) und ¢) der vorigen Nummer folgt, daB wir die Basis
so annehmen kinnen, daB der grofte Faktor von o, gleich ¢, wird Wir
machen nun diese Voraussetzung und setzen

Md. (61: ] 6;--1) = M-,

Es ist klar, daB man aus der Basis (32) des Moduls % = ) wieder eine
Basis dieses Moduls erhélt, wenn man ¢, ---, 6,_, durch irgend eine
Basis des Moduls IR~V ersetzt. Bezeichnet nun e,_, den (r—1)*® Ele-
mentarteiler von IMF~Y, so schlieBen wir wie vorher, da -1 eine
Basis von 7 — 1 Zeilen besitzt, deren letzte e, , als groBten Fakfor emt-
halt. Die Basis (32) kann daher so angenommen werden, daf e, und ¢, _,
den gréfiten Faktor von 6, bzw. 6,_, darstellen. Indem wir diese SchluB-
weise fortsetzen, gelangen wir zu folgendem Resulfat:
Der Modul U = M besitzt eine Basis

Gy, O3, 5 O

2 Yr

von der Beschaffenheit, daB der grofite Faktor e, von 51: (k=1,.--,7)
gleich dem Ft» Elementarteﬂer des Moduls
MO = Md. (61) h} 61:)
ist.
Eine solche Basis setzen wir nun voraws. Sind damn ¢, ---, ¢
(E=1,---,r) teilerfremde Zahlen, so ist (Nr. 28, ¢)) der groBte Faktor von

(33) ‘=6t + a0
ein Teiler von ¢,. Ist nun aber > 1, und wird ¢,_,=1 gesetzt, wihrend

die dbrigen Koeffizienten in (33) gleich 0 angemommen werden, so ist
& =6, _,, hat also e,_, als groBten Faktor. Somit ergibt sich:
e,_, geht in ¢, anf (k=2,---7).

Wir bezeichnen nun mit 4, das aus den Zeilen 6y, - - -, g, gebildete
Rechteck, mit b, seinen %*® und, falls £ > 1, mit d;_, seinen (Z—1)*
Determinantenteiler. Dann wird
(34) by=e, D=0y -
Da in dem Rechteck 4, (k> 1) die letzte Zeile den Faktor e,, die aus
den k — 1 ersten Zeilen gebildeten Determinanten (k — 1)*® Grades den
Faktor b,_, enthalten, so folgt, dal b, durch d,_,-¢, mithin (wegen (34))
5, _, durch b, , teilbar ist. Andererseits stellt b, _, den groBten gemein-
samen Teiler der Determinanten (k— 1)*® Grades aus 4, , dar, wibrend
b, ., dieselbe Bedeutung fiir das 4, ! umfassende Rechteck A4, hat. Es
muB also D,_, durch d,_, teilbar sein. Mithin wird

£
O =Dy, =D&,
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also

(35) R A (E=1,---,7)
Aus dem Umstande, daf ¢, , in ¢, aufgeht, folgt, daB irgend ein Produkt
von k Faktoren aus der Reihe

€ by b
durch b, teilbar ist und daB daher auch jede Determinante Z*" Grades
aus 4 = 4, den Faktor b, enthilt. Da andererseits b, schon fiir die
Determinanten %*® Grades aus 4, den groBten gemeinsamen Teiler dar-
stellt, so ist b, der %*® Determinantenteiler, ¢, der 4* Elementarteiler des
Rechtecks 4 oder auch des Moduls . Die Ergebnisse dieses Abschnittes
konnen wir non in dem Satze zusammenfassen:

Ein Modul ¥ der Hauptklasse vom Ramge r besitzt eine Busis 6,,--, 6,
von der Beschaffenheit, daf die groplen Faktoren dieser Zeilen gleich den
Elementarteilern ¢, - - -, ¢, des Moduls sind. Von diesen geht jeder in dem
folgenden auf.

30. Normale Basis eines beliebigen Moduls. — Es sei jetzt U ein be-
liebiger Modul vom Range r (> 1); seine Determinanten- und Elementar-
teiler seien b, und ¢, (£=1,2,---). U besitzt eine Basis von 7 + 1 Zeilen
65 * "y 6,, 6, ., und aus Nr. 28, a) und b) folgt, daB wir dieselbe so an-
nehmen konnen, daB die Klemente von ¢,,, durch ein vorgeschriebenes
Ideal m (4 0) teilbar sind. Wir nehmen an, dab ¢, , den Fakior 2p 2
enthilt. Bezeichnen wir nun mit 4, (k=1,---,7+1) das aus den Zeilen
6, - - +, 6, gebildete Rechteck, mit b; den %*® Determinantenteiler von 4,
so ist D; durch b, teilbar und b, der griBte gemeinsame Teiler von b, und
denjenigen Determinanten %** Grades aus 4, ,, in welchen Elemente von
6,4 auftreten. Da aber diese alle durch 2b,® teilbar sind, also jeden Prim-
faktor von 29, oder 2b, in einer hoheren Potenz enthalten als b, (k<
vorausgesetzt), so muf D, jeden dieser Primfaktoren genau so oft ent-

bhalten wie d;. Es wird daher

b =10 0,
wo , relativ prim zu 29, ist. Ist k<7, so treten bei der Bildung jeder
Determinante (k¥ 1)*» Grades aus 4, , wenigstens & Zeilen aus 4, auf.
Alle diese Determinanten enthalten daher den Faktor b, = b, - g,, weleher
demnach auch in 9, aufgehen wuB. Da aber g, m b, , relativ prim
ist, so folgt q,= 1. Das Rechfeck 4, hat also die Determinantenteiler
. < LPREEPS NUpS N1
die Elementarteiler
(36) €y v oy gy &0 G-
Nun ist Md. 4, ein Modul vom Range r mit einer r-zeiligen Basis, also
ein Modul der Hauptklasse. Nach den Ergebnissen der vorigen Nummer
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geht also von den Idealen (36) jedes im folgenden auf; und da g, zu
e,_; relativ prim ist, so geht e._, auch in ¢ auf Nun sind ¢, ..., ¢
die Elementarteiler des beliebig angenommenen Moduls % und jedes
Rechteck die Basis eines Moduls, welcher dieselben Elementarteiler wie
das Reckteck besitzt. Mithin gilt ganz aligemein der Sata:

Die Elementarteiler

€1y €, c 7 -

eines Rechtecks oder Moduls bilden ein System von Idealen, deren jedes
m folgenden aufgeht.

31. (Fortsetzung.) Wir nehmen jetzt mit der Basis oy, - -, 6,, 6,
des in der vorigen Nummer behandelten Moduls eine Umformung vor,
indem wir zuniichst &, --, 6, durch eine andere r-zeilige Basis des
Moduls Md. (6, - - -, 6,) ersetzen. Da dieser Modul der Hauptklasse an-
gehort und die Elementarteiler e, ---, ¢,_,, ¢.- q besitzt (wo q fiir q, ge-
setzt ist), so kOnnen wir die r Zeilen der neuen Basis nach Nr. 29 so
wihlen, daB ihre griBten Faktoren eben diese Elementarteiler werden.
Wir bezeichnen dann diese Zeilen wieder mit o, - -, 6,, mit 4, das aus
ihnen gebildete Rechteck, mit A, , dasjenige Rechteck, welches aus 4,
durch Hinzufiigong von 6, , , als letzter Zeile hervorgeht, sodal A = Md. 4, ,
wird. Ist q" ein Ideal aus derselben Klasse wie g und relafiv prim zu g,
so gibt es eine zu 6, proportionale Zeile 6, mit dem gré8ten Faktor e,- ¢
Erweitern wir 4, , durch Hinzufigung der Zeile 6,” zu einem Rechieck

A, s, so folgt aus der Proportionalitit von o, und ¢,, daB
Bg. 4, ,=Rg A4, ,=

ist. Da ferner die r 4 2 Zeilen von 4, , die Faktoren
ey s 8y €04, D7 60

besitzen und das Produkt von irgend r dieser Faktoren durch e;-¢;---¢,=d,
teilbar ist, so hat 4, 5 wie 4, ; den 7** Determinantenteiler d,. Darausg
folgt (Nr. 28, d)), daB die Zeile 6,” dem Modul ¥ angehdrt. Wir be-
trachten jetzt das aus den v + 1 Zeilen

Gy Oy "5 Oy 6:-
gebildete Rechteck 4/,;. Unter seinen Determinanten sind zu unter-
scheiden: 1) diejenigen, in denen sowohl 6, als 6, aunftritt — sie ver-
schwinden simtlich —, 2) die ans den Zeilen 6,, - -, 6, gebildeten mit
dem grGBten gemeinsainen Teiler b, -q, 3) die aus den Zeilen 6,,--+,6,_,, 6,
gebildeten, deren groBter gemeinsamer Teiler offenbar b,- §' ist. Hiersus
ergibt sich, daB das Rechteck A4/, den Rang ~ haf, und daB sein o~

Determinantenteiler gleich
(-9, 0.-9) =8,(q,¢) =,
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wird. Daraus folgh aber (Nr. 28, ), daBl die Zeilen
615 O35 * 75 Oy 6r'
eine Basis von ¥ bilden, und wir erhalten den Sata:

Jeder Modul U wvom Range v wit den Elementarieilern ¢, - - -, ¢, be-

sitzt eine Basis von v + 1 Zeden
Gyy G, 61-1

mit folgenden Eigenschaften:

1) Die Zeilen 6, - - -, 6,_, haben als grofite Faktoren die FElementar-
teiler ¢, - -, €,_y3

2) Die Zeilen 6, und 6, sind proportional, und der grofie gemeinsame
Teiler ihrer 2n Elemente ist e,.

Eine solche Basis bezeichnen wir im folgenden als eine ,normale®.

32. Bs sei wieder A ein Modul vom Range r > 1, 4 eine Basis von
9, bestehend aus den Zeilen 6,,--+,6,, 6, ;. Dann kann man v +1 Zahlen
€, *+y €, angeben, die nicht alle = O sind, und fir welche

(37) 6161+ e +cr+16r+1=0
wird. Die Zahlen ¢ sind ihren Verhiltnissen nach bestimmt. Bildet man
das Rechteck der Determinanten r** Grades aus 4, so sind die nicht ver-
schwindenden Kolonnen dem System ¢, ---, ¢, proportional, die Klasse =
des groBten gemeinsamen Teilers

t={(a," " 641
dieser Zahlen ist also zugleich die (Kolonnen-) Klasse von %. Ist die
Basis 4 eine normale, so sind die beiden letzten Zeilen, die wir wieder
mit 6,, 6, bezeichnen, proportional, und die Relation (37) nimmt die ein-
fache Gestalt

6,

(38) ¢,6,+¢/6 =0
an, sodaf
(39) Kl A =KL (c,,¢)

wird. Ist e, der »® Determinantenteiler von ¥, also der groBte gemein-
same Teiler der 22 Elemente von 6, und 6,, und sind v, 7’ zwei zu o,
proportionale Zeilen, fiir welche ebenfalls der grofte gemeinsame Teiler
der 2n Elemente = ¢, wird, so wird

(40) Md. (6,,6,) = Md. (z, 7).

Dies folgt ans Nr. 28, d)), wenn man bedenkt, daB beide Moduln vom
Range 1 sind, ¢, zum ersten Determinantenteiler haben, und daf auch das
aus 6,, 6,, 7, ¥ gebildete Rechteck den Rang 1 und ¢, zum ersten Deter-
minantenteiler hat. Aus (40) folgt, daf man eine Normalbasis von ¥ er-
hilt, indem man 6,, 6 durch 7, v’ ersetzt.
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Sind e,- q und ¢, - q" die groBten Faktoren von ¢, und 6,, so ist

(41) (o) =1,

und die Ideale q, o' gehoren derselben Klasse 2 an. Sind ¢, und ¢, die
durch ¢, und ¢, repriisentierten Hauptideale, so sind ¢,-q-¢, und ¢,-q"- ¢,
die groBten Faktoren in ¢,6, und ¢’6,, und aus (38) folgt:

r r?
er'q'cr=er'Q"cr'} Q'C,.'_—"q"cr,.
Hierans und aus (41) ergibt sich weiter
¢, =¢-(a,9) = (ac,, q'c,) = (4'¢/, ¢'c,) = q'(c, 6,
KlLe,=KL(c,,¢,) KL¢==x-1
und, da ¢, Hauptideal ist,
1
oder
(42) m%=m§

Es seien nun ¢ und ¢’ irgend zwei Zahlen, deren groBter gemein-
samer Teiler u der Klasse x angehdrt (und die wir, auch wenn x die
Hauptklasse ist, als von O verschieden annehmen wollen), ¢, ¢’ die durch
¢, ¢ reprisentierten Hauptideale. Setzt man dann

¢ s c
t='{{7 t=?:

so sind f, t ganze Ideale aus der Klasse -};, zu welcher auch q, q" ge-

horen, und es ist (1, t) =1. Man kann daher zwei zu 6, proportionale
Systeme z, z° mit den gréBten Faktoren e¢,.-t, ¢.-t bestimmen. Die

Systeme ¢z und ¢'v" haben dann beide den grioBten Faktor e, - %, sind

also nur um eine Einheit als Faktor verschieden. Da aber die Systeme
7, ¥ tberhaupt nur bis auf einen Einheitsfaktor bestimmt sind, so kann
man so verfiigen, daB ¢r = — ¢'v also

cr+eév=0
wird. &, -+, 6,_,, 7, 7 stellen dabei eine normale Basis von U dar.
Wir erhalten so den Satz:

Ist A ein Modul vom Range r, ist KL U =x, und sind ¢, ¢’ irgend
2wes Zahlen, deren grifter gemeimsamer Teiler der Klasse » angehort, so
lipt sich etne normale Basis

Gy, -, G,, 6,

von ¥ so bestimmen, dap v
ca,+ 6,/ =0
wird.
33. Der Aquivalenzsatz. — Die letzten Resultate filhren uns nun
onmitfelbar zam Beweise des Satzes:
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Fiir die Agquivalens zweier vechteckiger Systeme A und B ist notwendig
und hiwreichend, daf sie in ihren Elementarteilern, in ihrer Zeilen- und
ihrer Kolonnenklasse wbereinstimmen.)

Beweis. DaB die angegebenen Bedingungen notwendig sind, wurde
schon in Nr. 10 und Nr. 14 nachgewiesen. Im iibrigen sehen wir, daf
die Bedingungen nicht unabhingig sind; es folgt aus Nr. 12, daf Recht-
ecke, welche in den Elementarteilern und der Kolonnenklasse (bzw. Zeilen-
Ilasse) iibereinstimmen, auch dieselbe Zeilenklasse (bzw. Kolonnenklasse)
haben miissen.

Es seien jetzt 4 und B zwei Rechtecke (gleichen oder verschiedenen
Grades) vom Range r>1 mit den Elementarteilern e, ¢, --- und den
Determinantenteilern d,, b, - - -, thre Kolonnenklasse sei ». Dann ist die
Aquivalenz von 4 und B nachzuweisen. Zu diesem Zweck bestimmen wir
zwel von O verschiedene Zahlen ¢, ¢, deren groBter gemeinsamer Teiler der
Klasse % angehdrt (Nr. 7), ferner eine normale Basis

7
617 Ty 61" G,
von ¥ = Md. 4 und eine normale Basis

r
Tys " Ty Ty

von B = Md. B so, daB

(42) co,+c6/ =0, cr, 47/ =0

wird (Nr. 32). Es seien
Al=(ailc) (i=1,-~-,r+1;k=1,---,’n),
B’=(bz‘k) (i=17"')r+15k=1)“'?n’)

die aus den Zeilen ¢ bzw. v zusammengesetzten Rechtecke. Dann sind 4’
und A4 links-dquivalent, ebenso B’ und B, und wir haben nur noch
die Aquivalenz von A’ und B’ zu erweisen. Wenn wir das Rechteck A’
durch Hinzunahme einer Kolonne &,,,---,5,,,, von B zu einem Recht-
eck A erweitern, so folgt aus (42), daB auch in 4, die beiden letzien
Zeilen proportional sind. Es ist also Rg. A '=y. Ferner enthalten die
Zeilen von 4 die Faktoren

8158y B &y
und es werden alle Determinanten +*** Grades aus 4, darch b, = ¢, - e,
teilbar. Daher erfihrt auch der »* Determinantenteiler . beim Uber-
gange von A’ zu A keine Verinderung. Daraus folgt (Nr. 21), daf die
Gleichungen

*) Die Rechtecke vom Range 0 gehdren zu keiner Zeilen- oder Kolonnenklasse.
Man sieht sofort, daB alle diese Rechtecke, deren simfliche Elemente, Elementarteiler,
Determinantenteiler verschwinden, untereinander Hquivalent sind. Sie kinnen daher
im folgenden auBer Acht gelassen werden.
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Z Wk Ty = (f=1,--r+1)

in ganzen Zahlen p,,, - - -, p,, 16sbar sind. Dies gilt fir alle »’ Kolonnen
von B’ und liefert (r-+ 1)’ Gleichungen

%

(43) Zaihpkq-eb,-q G=1-r+1l;9=1,--n).
Setzen wir k=1
P=(p) G=1,-yn;k=1,--n),
80 werden die Gleichungen (43) in eine Gleichung
AP=D'
zusammengefaBt. Ebenso 1i8t sich das Bestehen einer Gleichung
BQ=4

nachweisen. Die Rechtecke 4" und B’ sind also rechts-diquivalent, und
damit ist unser Satz bewiesen.
34. Die Elementarteiler
€5 6yt

eines Rechtecks oder Moduls bilden, wie gezeigt wurde, eine Folge von
Idealen, deren jedes im folgenden aufgeht, und von denen nur eine end-
liche Anzahl von O verschieden ist. Umgekehrt stellb jede Folge von
Idealen mit den angegebenen Eigenschaften das Elementarteilersystem von
Moduln (oder Bechtecken) und zwar von Moduln jeder Klasse dar und
soll deshalb kurz ,Elementarteilersystem” genannt werden.
Es selen nimlich
Cir ey &,

r von O verschiedene Ideale, ein jedes Teiler des folgenden, % eine be-
liehige ldealklasse, o, q~ zwei Ideale aus der zu xz reziproken Klasse,
{g,4) =1, und es werde e,-¢ - -¢,= D, gesetzt (k=1,--,7). Ist damn
% eine natiirliche Zahl >7, so kénmen wir (Nr. 16) ein Rechteck
n'*® Grades A, von r Zeilen 6,, - - -, 6, so herstellen, daB diese Zeilen die
Faktoren

(44) SRR AT |

enthalten und das aus den ersten k Zeilen gebildete Rechteck 4, k <7,
den %** Determinantenteiler b, hat, falls der +%* Determinantenteiler von
A, aber gleich b,- q wird. Dann siecht man sofort, daf die unter (44) au-
gegebenen Ideale die Elementarteiler vor 4, und zugleich die gréfiten
Faktoren der einzelnen Zeilen von A, werden. Da q, ¢" Ideale aus der-
selben Klasse sind, so 158t sich eine zu o, proportionale Zeile 6 mit dem

Mathomatische Annalen. LXXE. 23 ’
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groBten Faktor ¢,-q" bestimmen. Das Rechteck 4, ,, welches aus den
Zeilen 6,, - - -, 6,, 6, besteht, hat dann die Elementarteiler

€, &,
und dasselbe gilt fiir den Modul ¥ = Md. 4, ;. Aus dem Umstande, daf
4, ¢’ der Klasse —:— angehGren, folgt nach den Ergebnissen von Nr. 32

KL A = .

Will man einen Modul #** Grades und Ranges mit den Elementar-
teilern e, ---, ¢, haben, so darf man die Klasse natiirlich nicht vor-
schreiben; denn da die Zeilenklasse eines solchen Moduls offenbar die
Hauptklasse ist, so muf seine (Kolonnen-) Klasse = KL b, werden. Moduln
dieser Klasse lassen sich aber auch konstruieren. Wenn man n#mlich
(nach Nr.16) ein Rechteck A" aus » Zeilen vom Grade » + 1 so bildet,
daB diese Zeilen die Faktoren e, ---, ¢, haben, und daB b, der »* Deter-
minantenteiler wird, so hat 4’ die Elementarteiler ¢, - - -, ¢, und dasselbe
gilt fiir das Rechteck A, welches aus A" durch Vertanschung von Zeilen
und Kolonnen hervorgeht, sowie fiir den Modul #** Grades ¥ = Md. 4.



