
Ueber die Convergenz unendlicher Producte. 

Von 

ALFRRD PmNGS~r~ in Manchen. 

Die Haupts.~tze ~ber die Convergenz uneudlicher Producte s'md 
zuerst yon Cauchy*) mit H~ilfe der Theorie der Logarithmen uud 
der lo~rithmischen Reihe bewiesen worden. So bequem die~es Aa~- 
kunftsmittet auch erscheinen mag --  denn in der That wird dadurch 
die gauze Theorie der unendlichen Producte mit ~ m  Schlage auf 
diejenige der unendlichen Reihen zur~c~gef~hrt- so kann daaselbe 
doch da, wo es sich um einen wirklich methodischen Aufbau dot 
Analysis handelt, schwerlich als ein befriedigendes gelten: vielmehr 
blieb es --  bei der Stellung, welche die unendlichen Producte al~ 
vSilig gleichberechtigte analytische DarsCetlungsformen neben den uno 
endlichen Reihen einnehmen --  durchaus wRaschenswerth, jene 
unmittelbar aus der Definition des Productes abzuleiten, ohne die 
Heranziehaug yon T r a ~ ,  welche mit dieter Definition gar 
niehts zu thun habea, glelchwie es wold 1~'mm~dem einfaUen wird~ 
die elementaren S~tze tiber ~ c h e  Producte mit H~|fe der Log~ 
rithmen aus den entsprechenden Additionssiitzen herzuleiten. In Folge 
dessen er~cheint es sehr begrefflich, dass Herr WeJeratras~, g~ 
legentlich seiner Bearbeitung tier Theorie der analytischen Facul~n**), 
sein Augenmerk u. a~ auch darauf gerichtet hat, das fandamentale 
Criterium fdr die Convergenz unendlicher Produ~.e rein elementar zu 
begrRnden. Dasselbe sagt a~s, dass das unendiiche Product r f ( t + a , )  
stets convergirt, wenn die unendliche Reihe ~ mz/~c~z~ convergh% 
und e~ hat keinerlei Schwierigkeit, dizen Satz ~ ~ vervoilo 
s:tRndigen, dass das obige Product dann a~ch ~ convezgirt. 
Da siclx hiernach die unbedingte Convergenz jener Reihe als eine 
re/chew~ Bedingung far diejenige des Prod~tes ergiebt, so ent~eht 

") Cours d'~_,,s!yae alg&br. (tS'zl) p. ~ 
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sofort die Frage, ob sich diese n~mliche Bedingung auch als eine 
~ e ~ d i g e  erweist. D i e s e -  weder yon Cauchy, noch yon Herra 
Weierstrass erSrterte - -  Frage ist erst yon Herrn Dial*)  im bejahenden 
Sinne beantwortet worden~ und zwar wiederum unter Anwendung jener 
~Iteren Cauchy'schen Methode~ mit HRlfe der Logarithmen. Dagegen 
ist die e.~v~tare Theorie der unendlichen Produete nach dieter Seite 
bin bisher unvollst~ndig gebIieben. AIlerdings wird in tier k~z|ich 
pul)licirten ~tTheo~e d~r ana[yiischen F u ~ z c t ~ "  des Herrn Bier .  
mann auf Grdnd einer rein elementaren Deduction der Satz yon der 
~rothz~u~/9]~ jener Bedingung ebenfalls ausgesprochen (p. 58): der 
dort versuchte Beweis ffLr diese Behauptung ist abet schtechthin un. 
brauchbar, wie ich sogleieh zeigen werde. 

Herr B. forint zun~chst das endtiche Product: 
P .  = (1 + al) (1 + a~) . . -  (1 § a~) 

(wo die a~ reelle oder complexe GrSssen mit Aussehluss des Werthes 
1 bedeuten) in die fo]gende Reihe urn: 

= go + g~ + g= + - - .  + g,, (g~ = (1 + ,z,) . . .  (1 + a~_~) a~), 
~o 

worauf dann das unendtiche Product ~ (1 - ] -a~  als Summe der 
1 

unendlichen Reihe ~ , g ,  de~nirt wird. Nun heisst es (a. a. O. 

w 56, letzte Zeile) weiter: 

So~ ein solehes Product unabhSngig yon der Anordnung 
der Factoren cnd~ch sein, so muss die unendliche Reihe 

Um die.sen dutch kein weiteres Wort begriindeten Ausspruch~ in 
welchem oifenbar der Kern des ganzen Beweises steckt, richtig zu 
verstehen~ muss vor allen Dingen festgestellt werden, was hier mit 
dem Worte ~c~d~/c/~" gesagt sein soU: Herr B. operirt nKmlich in 
seinem Buche je nach Bedarf mit zwei ganz verschiedenen Endlichkeits- 
begriffen mad ~berl~sst es im AUgemeinen dem Leser, zu ermthen~ 
welcher yon dlesen belden gerade gemeint ist~ Er definirt zun~chst 
(S. 19 if.) nach dem Vorgauge des Herrn Weierstrass die Irra~ional- 
zahlen als S~mmen nnendlich vie]er Elemente und sagt atsdann (S. 28): 

Eine aus unendlich vielen positiven und negativen Eie- 
menten zusammengesetzte GrSsse ~z heisst endlich, wenn eine 

Vorlesuugeu ~ber aug. Arithme~, BcL 1I, p. 



positive G ~ s e  existi~ die ~ ist ds  dee a ~ u t e  B e t ~  
irgend eines ~ d t h e ~  ~ a. 

l>s hiex tier Ausdruek , , ~ d t h d l  ~' aaeh dee ~ ,% 19 8e~ 
gdbenea De~uit~a jede ~ r l s  ~ beseb~_nk~ & ~ h l  heraa~ 
geg~_ffener ~emeute be~Jtet, ~ ~ offeabex ateh ~ ohigea 
~ m ~ m g  i ~  die ~ ~  dner ~lehea ~ e f f ~ e h ,  
da~s. die Sum~e jeder herausgegriffeaen Aright v~m 
positiven mad ebenso yon ausseMiesslich negafiven Elemeaten,-,, 
~Jat/irlich absolut genommen ~ unterha~b einer festen posRiven Za~! 
liegt, sodass man jane Defialtion folgenderm~een in die gew~hnliche 
Sprache der Analysis fibersetzen k~rmte: 

Eine dureh elne unend!iehe Reihe de, nitre Zahl heis~ 
nut dana, wean diese Reihe ~ --  also ~u~h * ~  

~ -  eonverg~ 
Dass man mit diesem ~wiss r~ehtigen, abet n ~  den heate 

~Ib]ichen A~xchauung~ viel zu engen Endl iehke i t~r~e  nicht aus- 
reich~ l~egt auf tier Hand, and so f ~ r t  auch Herr I3. neben der eben 
erw~thnten Deletion der trrationalzaMen aueh noah die Heine-  
Cantor 'sche d m ~  sog. ,Faudamentalreihen" (Zahle~o|gen) ein 
(S. 33 e.), bei wetcher an eine demrtige Einschr2nkung des Endlieh* 
keitsbegr~e~ gar aicht geda~t warden kann; denn bier dei~L,t die 
.Fundamentalreihe": 

1 I 1 l 1 I 

gerade so gut eiue best~mmte ~ Zahl, wie die folgen&: 

obschon bei unendlieh wachsender S t e ~  d~e de6nL--enden Terme 
der.er~teren nsch der ursprfmgl~ehen Definition gsr mcht meh~ ale 
,,endlieh" zu batrachian wfiren. In der That sprieht aaeh Herr B. 
sp~terhin urpflS~zlich yon den Euratom bed/~ufl c~nvergenter Reihen 
(S. 55~ 62), deren blosse F~xistenz auf Gru~d der erst g ~ , u t e n  Deft- 
nitlon deer ,,endlichen" Gr~sse ~cMeehthin u n v ~ e h  erscheinen 
mtlss teo  

l~a es nun sber He~ 13. vSlllg unterli~t, ~esen Z ~ t  a~ 
irgend einex Stelle a ~ f f z u ~ ,  be~w. sidx fCtr ejne best'mature d i e ~  
grundverschiedellen Definitiosen zu eu~heiden, so bleibt sehlies~ieh 
nichte anderes fibr~g, als die Riehtigkeit des obe~ dtir~n A ~  
mit Raeks~eht auf je~e ~ ]~dlichkeitebegdffe ~ prfls 

I)a~i zei~ ~dch dean sofo~, dau bd Zugrandelegung der emten 
De-6~t~on sieht das Geriaf~te gegen die iil jenem 8~t~ ~ e ~ p ~  
Sehiaesfolgerung einzuwende~ i~t - -  aur ~ diesetbe d a ~  leide~ ab~let 
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werthlos: dean wenn man alas unendfiche Product zan~chst dutch eine 
gewisse unend|iche R e ~ e  d e ~ i r t  mad diese wiederum nu t  dann endti~ 
nennt~ wenn sie unbed/ngr c o n v e r g ~  so wird eben bei der ganzen 
Saehe ~ r / u ~  ~ , ~  bewiesen*). 

Fasst man dagegen den Endlichkeitsbegriif in der sonst ilblichea 
Weise, so en th~t  der in Rede stehende Sclduss geradezu eine pe~itio 
principii: es w~re n~mlich sehr wold denkbar~ dass das Product un. 
abh~ngig yon der Anordnung der Factoven der~/ben endlichen Werth 
liefert, auch wenn die Reihe 2~g~ nut bedinefl convergirt. Denn be- 
zeichnet man etwa mit al~ a2~ a 3 ~ - . ,  irgend eine neue Anordnung 
der GrSssen a 1, a~, a ~ , . . ,  und setzt:  

1 

(we die g~' gerade so aus den a~" gebildet sein sollen, wie die gk aus 
(ten a~)~ so erfordert die Existenz eines yon der Factorenanordnung 
anabhiingigen~ endlichea Productwerthes ledig]Sch die Convergenz und 
Gleich~eit der beidea Reihensummen 2~g~ und 2:g~': diese ]etztere 
kSnnte aber sehr wohl gedacht werden, auch wenn diese beiden Reihen 
lmr bedingt convergiren, indem ja die Reihe der g~" keineswegs eine 
blosse Umordnung der Glieder g~ darstellt, sondern aus gauz neuen, 
in anderer Weise aus den a,  zusammengesetzten Termea besteht. 

Hiernaeh kann ieh in keinem Falle den bezfiglichen Ausffihrungen 
des Herrn B. irgead welche Beweiskraft zaerkennen. Da mir abet 
auf der andern Seite der vollst~ndige Ausbau eiaer elemen~area Theorie 
der unendlichen Produete yon prindpieller Wichtlgkeit zu sein schien, 
so babe ich im Fotgenden den Versuch gemacht,  nicht ntu~ die oben 
angedeutete Lficke auszuffilten, sondern aueh die Theorie der bedingten 

2) Uebrigens ist Herin B.'s Beweis, selbst bei dieser Auffassung, in seinem 
weiteren Verlaufe noch nicht einmal einwurfsfrei. Denn sell nun ~ worauf es 
ja ankommt ~ welter gefolgert werden, da~s zur unbedingt~u Convergenz yon 
2:g~ sehlie~lich diejenige von ~% no~hwendig ist, so erscheint alas ofl[~nbar nut 
dann zal'~sig, worm yen vornherein angenommen wird, class die P ,  nicht nut 
en~/~h schleehthin, sondern auch um ein angebbares yon N ~  ~ersvhieden seJa 
sollen (also lira P~ ~ == 0). Da~s abet Herr B. n~ch~ - -  wie man ja allenfalls 

zu seinen Gunsten aauehmen kGnnte - -  diese weitere Einsch~nkuug des~Wor~ 
,eadlich" stitlschweigend gemach~ w~en will, geht zur Evidenz daraus hereof, 
class er alas Result, at tier geda~ten Deduction auf S. 58 d~ .~  zusammenfass~: 

,,Die ~h~c~ige  und ~rdehendr  Bedingung daffir, da~ ein yea 
tier Anordnung tier F~ctoren unabl~ng~ges Product end~h ist, beste~h~ 
in tier Convergenz tier Reihe ]a~l-~- Ia~I -~- Ia~] . . . . .  

wf~hrend er, vollkommen hiervon getrennt, erst gauze 4 Seiten sparer nachwe~, 
d a ~ -  ha Falte der Convergenz yon ~[a~I --  alas betreffende Produc~ ~/c~ vet- 
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Convergenz weni~tens f~r P-roducte mit reelien Faeteren elementtr 
za beg~aden. W e ~  ieh dabei ia den e ~ e a  drei ~ p h e a  
wesentlich bekanute Dinge vorausschicke, so geschieht ~es theRs des 
be~eren Zusamme~ahmages wegea, theils aber auch in de~ Hoffaung~ 
dass die in w 1 an die Definition der Productr~nvergen,z gekn~]pfte~ 
Bemerkungen immerhin etwas zur Beseltig~g yon maucherlei Unklar- 
heiten beitragen kSnnten, und class aach die ia ~ 2 w d  3 gegebeue 
Darstellung bekannter S~tze vor den sonst fiblichen Darstetlungen 
vielleieht manehe Vorz~ge besltzt. F~ neu mSchte ieh hingegen 
trotz ihres elementaren Charakters -- die in w 4 a~s~Itea Betl~ch- 
tungen halten, deren Result~t sodnnn imw 5 zum Bewei~e des oben 
urgirten Hauptsatzes verwendet wird. Ieh sehtlesse darma ira w 6 ge- 
wisse -- wie ich glaube, ebenfalls noch nieht bekannte- HQlfsr~tze 
fiber endliehe Produete; dieselbea dienea da, m i m w  7 dazu, die be- 
dingte Couvergenz reeller Produete zu behaudelm Was die Theorie 
der bedingten Convergenz eomplexer Produete betrifft*) --  der ich 
iibrigens, analog wie bei den unmad]iehea Reihea, nur eine securad~re 
Bedeutung zuerkeanen kann -- so muss /eh leider gestehen, da~ es 
mir bizher nieht gelun~en isL dieselbe rein elementar darzustel|en~ 
uud da~ ieh sogar bezfiglieh der MSgliehkeit einer solehen Behandlung 
starke Zweifel hege. Dabei verstehe ieh unter einer ,,rein elemeutm'ea" 
Darstelhmgsweise eine solehe, bei der nieht nur die Benatzung dex 
Logaxithmen, soadern aueh die EinfCdarung der sogenanaten trigono- 
metriscbeu Form tier eomplexen Zahlen prineipieU ~usgesehlos~n ist. 
In der That shad dieze beiden Hillfsmittel dem Wesea naeh gar nieht 
versehieden, und m~al wird da, we e~ sieh ura die Uatersuehung ganz 
elementarer gigeasehafteu yon Zahle~ der Forra a + bi handelt, bel 
einigem Sinne fftr Reinheit der Methode deren trmancendente Form: 

b b / / ~ b 2  {cos arctg -ff + i sin aretg -if}, soweit alas irgend angeht, za 

verraeiden suehen (wie dies z. B. auch Herr Weie r s t r a s s  in seinen 
Vorlesungen fiber analytise~ Ftmetionen zu than pflegt). Da dleser 
Standpunkt in den folgenden Betrachtungen streng festgehalten wird, 
so mSge, um sp~.r  den Gaag der Un~ersuehung nieht za unterbree~hen, 
bez~glieh der eomplexen GrSssen an dieser Stelle noeh Folgenden ein- 
get .a l te r  werden: 

Neaat man, wie fiblieh, den positiven Wexth yon l/a~-"~-b ~ den 
ab~obl~, J~rag tier eomptexen Zabl a + bi und setzt 

I/a" + b ~ , ~  ia  + bi  •, r ,  

*) u ~  v e r ~  hieraber - -  a~.~,er &m obeu citirten A ~  de~ 
Dini -- noeh: Stot~, a. a. O. p. 245 if., howls den Excm/fber uuendlicb~/?ro~ 
ducte ia me~ner Abhandlung: .Ueher die W ~ v e r ~ t u ~ u  ~ cou- 
v e s t a l "  ~ e~c.% Math. Aan. ~ XY~LI, p. i~ ff~ 



124 A~ P~as~ 

so hat man 
a. . b  

complexe Zahl mit dem absoluten Betrage I ~st -- die 67~ara'~te~,~stfl:*) 
der coraplexen Zahl a -}- b g nennen. Darnaeh kann also eine eomplexe 
Zahl stets zertegt werden in das Product ihres absoluten Betrages und 
ihrer Charakteristik. Diese Zerlegang ist offenbar nut  auf eine einzige 
Wdse mSglich, und umgekehr~ ist eine complexe Zahl durch ihren 
absolut~n Beirag und ihre Charaks eindeutig bestimmt. 

Ferner ergeben sieh dann olme Weiteres die fotgenden S~itze: 

Multiplldrt man eine compIexe Zahl m~ einem beliebig, en 
positSven Factor, so wird die Charak%eristik hierdurch nieht 
ge~nderk 

Wie der absolute Betrag eines Produetes (Quot/enten) 
complexer Zahlen gteich ist dem Produete ~Quotienten) der 
absoluten Betrgge, so ist aueh die Charakterist'~k eines Pro- 

ducfes (Quo~den~en) ghich dem Producte (Qaotien~en) der 
einzelnen Charakteristikem 

w  

Definition dot Convergonz eines unaudlichen Product,s und Aufst~llang 
dot nothwendigen und hinreichenden B~dingungen. 

Es sei ~ ,  p~, . . .  p . . . .  eine unbegrenz~ fortsetzbare Folge 
reeller oder eomplexer GrSssen yon der Beschaffenheit, dass zu jedem. 
end~iv~en Index ~ ein e i ~  b e s ~ r ~ e r ,  end~icher, f[ir's erste aueh 
v ~  N ~ I  v~s~36edener Werth p~ gehSr~**). Setzt man dann 

�9 ) Ida f~hre die~en Ausdruck ein, da eine edlgvmc/n acceptirte Bezelchnung 
f~r den fraglich~n Begriff nicht exists und die allenfalls daffir gebrauchten 
Aasdrficke, vale 2~icht~t~gscovf~i~vtt, ~@htungsfactor (bei Hankel, S~olz u. a~ 
nach dem Vorgange Argand's) wegen ~hres rein geometzischen Ursprunges mir 
l~icht recht zusagt~u, wRhrend die Cauehy'sche Bezeichnung ,ax~re.~-/o~ #'dd~'~ ~ 
(Anah ~lg4br. p. 183) mir zu ums-t~udlich un4 dabei wenig charak~ristisch 
er~hien. 

~*) Ich sage keinesweg~, dass die absoluten Betr~e der Pa d ~ e ~  eudlich 
und yea Null vemc~edea sein solleu, & h. genauer gesagt dass IPal fftr jedes 
(noch so grease) n sowohl ~ als ~ e r  einer fester endlichen Za~l liegen soU. 
Vielmehr~ k~nen die |:p,,!, wema ~ ~iber alte Grenzen w~ch.~, se~r wohl ~m~/ich 
Met zum Theft unter jedc Grenze hinab~ken ode~ fiber jede Grenze ~ u s  
w~hse~, ~.~.~s also ~ Werth ode~ ~euig~e~ ~ r  de.r Wer~he you lira 2'= ff~r 

~ ~ Null o~l~r ua~ch gro~ sda kSaute. 
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I 

1 

so soil der Grenzwerth von Pm fQr ~ =~ w a h  der Werth des tntmd. 
~ h e n  Productes:  

I 

bezeichnet werden. Das |etztere heisst ~ t v e r g e ~  , wenn P~ ftlr n ,Rc~  
einen bestimmten ~ ,  insbeso~dere attch volt ~ r ~  ~ ~  
Wer th  P besitzt*),  und man ha t  in diesem FMte: 

I 

~) Die~e Definition der Converg~nz eines nnendliehen Productet ist froiticb 
noch aicht allgemein acceptirt: den ~treitigen Pankt  bildet dae Aut~eten doi 
Grenzwerthes P ~  == 0, welches yon manchen M~thematikem a b  ein Fall you 
Co~vergen~ augesehen wi~d, z. B. yon tterrn S to l z  (a  a~ O. Bd. ll, p, 23t) und 
Cam. J o r d a n  (Cours d'Analyse, T. I, No. l~tS). Herr T h o m a e  - -  in Jeiner 
,,Elementareu Theorie der analytischen Functionen" - -  ~ eine Art Mit~elweg 
ein: ,N~hert  eich mit wachsendem ~ P~ h~mer mehr der.Nult, ~ i~t damit die 
Cor~rgenz des Prodactes ausge~proehen" ~ hei, st  e~ zun~chst a~ a. O. p. 2~. 
Daun wird abet hinzugef~!gt; .Allcin eolche Producte, wetc~v gegen Null con- 
vcrgiren, otme dase ein Factor Null i~t, verhalte~ sich aaders ale so lve  Prod~e~  
die gegen eine bestimmte vr Null ver~hiedeue Zahl convergiren, und ~ ~olI 
daher der Bequ~n~/ehk~ halber angenommen werden, da~  em P r ~ u e t  nttr da~u 
convergir~ wenn es gegeu einen v~n ~uJJ v e r ~  endl~chenWerth converglrt~ "~ 

Andere Schrift~teiler (wie Herr W e i e r s t r a ~  und Din i  a. a. O,) sprechen 
wohl ausdrfic.kl.ich yon Producten, die unter gew~men B ~ i n g u n g ~  r and 
yon .Null ve'mchiedene Werthe beai t~n,  ohae ~ den Begrdf e in~  am ~ 
v e r g ~ t ~  Productes ~tberhaupt su deKuiren; vr~khrend noch andere (vgL Lip~�9 
Grundlagen der Analysis, Bd. I, p. bO$; b l i ~ a g - L e f f l e r  in den Ac~. Math. T. IV, 
p. :~) die im Texte a,~ . ~ e , ~  u , ~  h/.~r,e/dum4:b~ Bediagung i ~  die Con- 
vergenz aufgestell~e U~3b~r3w~3 (3) geradezu ale D ~  zu Grrmde legen. 
(NB. Die yon Herin L i p s c h i t z  ~. a. O. noch hinzugefflgte Bed_t~ag~ e~ mtimtea 
~us~rdem die P .  f~r jedee n o ~  so groese ~ unter einer fe~ten ~ Greeze 
hegen,  let in Wahrheit  ~ r f ~ s ~  - -  ein ,,b~ i~ idem" - -  wie die hn Texte an 
die U~gL (s) gekn~ipfl~ Discussion lehrt~. Die~e letz~ere D e f i ~  ~t  otfe~bar 
yon der bier gegebenen nut de~ ~m~erem Form mw.b ver~J~ieden~ end i~ m~te 
dieser lediglich a~s dem Grunde den Vorzug geben, w~41 e~ mir uatilrlicl~r er- 
~ e ~ t ,  e~en  neu einzufllhrenden Begriff~ wenn irgeud ~,hualich, du,rch c, harak~ 
t e ~ e ,  ~ m ~ t t e l b ~  ~aeliche E i g e ~ c ~ e n  zu defiairea and da~m emt deren 
Einkleidmsg in a n a ] y t ~ e  Zeichen vorzunehmen, ale umsekehrt. 

Was nun a~er ferner die Ausw~l~e~ueg der unendlichen Produete mlt dem 
Gre~wer the  Nail a w  tier Zahl der ~is ~ r ~  zn bezei~_ne~e~ be t r i~ ,  t~ 

ee mi~ er~einen, da~  ee ~ hiexbei nicht blosa - -  wie Herr Thomae ~ieh 
-- um ~ S a ~ e  der grSsseren ~ ~ ,  soudem ~dd~ht~- 

um eiee direete ~ ~ ; ~  lumde~ Man hat da~ei ~ re, t- 
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In jedem anderen Falle wit8 das unendliche Product d ~  
genannt, und zwar sagt man: dasselbe diver~dre nach 0 bezw. ~o 
oder werde u n b e ~ m m t ,  je  nachdem tim P~ ffir ~ -~- c~ versehwinde~, 
bezw. in  best im~ter  Weise unendlich wird, oder aber innerhalb end- 
lieher oder unendlich grosset Unbestimmtheitsgrenzen oscillirt. 

L~sst man jetzt  auch zu, dass unter  den GrSssen 1 ~, solehe mit 
endlichem Index vorkommen, welche Null oder unendlich gross sind, 
(was ~ B. in dem Falle, wo die i~ Functionen einer oder mehrerer 
Variablen sind, ffir gewisse Werthe dieser Variablen eintreten kann)~ 
und sind solche Factoren nur in be~re~r Zahl vorhanden~ so soll 
fiber den Charakter des unendlichen Productes die Be~.chaffenheit des- 
~enigen Productes entseheiden ~ welches nach Ausschluss jener kri~schen 
Factoren zur~ickbleibt. (Man kSnnte hierbe~, im Falle der C o ~ r g ~  
des yon Null-  und Unendlichkeitsfaetoren befreiten Producte% das 
Gesammtproduct~ s~att es schleehthin ats c o ~ g e ~  zu bezeichnen, 
vieUeicht nicht unpassend hebb~r div~ge~t, nennen) .  

zuhalten, dass es bier nicht sowohl darauf ankommt, die Convergenz irgend elner 
GrSssenfolge _P~, ~P2 . . . .  P ~ . . .  im Altgememen zu defmizen, dass vielmehr die 
Frage lautet- Was soll rn~ under einem co~erg~e~ ~ e ~ a ~  Pro~ucte 
verstehen ? d. b. der Nachdruck ist darauf zu legen, dass die P~ durch eine un 
begrenz~ for~Hbare Reihe yon Mulf~plicat~onen entstehen. Wenn man nun ~ber- 
haupt das Resulta~ einer unbegrenz~n Reihe yon ~chnun~soperationen als 
~ e r ~  einffihrt, so geschieht das ste~s auf Grnnd des Principes, dass die ~ -  
~ir~t~ ~zu~ge~chaf~  welche das Result~t einer begrenzten Anzahl jener 
Operationen charakterisir~, erhalten bleibt. 

So erschein~ z. B. die Summe B s einer endlichen Anzahl (~) yon Summanden 
steH ats eine eindeutig besthnmte endliche Zahl, r d~r ~ :  dem- 
gem~ss w~d die Summe einer ~ / r ~  Reihe yon Summanden co~v~rg~;~ ge. 
n~unt, wenn lira S~ flit n = c~ einen bes~mmten endlichen Grenzwerth hat, der 
auch Null ~ein daft. 

Dagegen ist es die ~ ~ e e s ~ e  E~genschaf~ des Productos einer 
endlichen AnzaId yon ~ac~oren, von deRen keiner vers~windet, einen bestimmten 
end.lichen, tinter allen Umst~den ~o~ Null ~r~edo'~e~ Werth zu haben: diese 
Eigenschaft ist in dem Grade mit dem Begriffe eines solchen Productes verkn~pft, 
dass ~ darauf geradezu den Charak~r unseres ~omplexen Zahtensystems als 
eines in s~ch abgese.~oasenen, nich~ mehr erwei~erungsf~Rgen begr~den ka~n 
(vgL z.B. Hanke l ,  VorL 6bet compl. Zahlen, w Stolz,  a.a.O. Bd.H, w 10; 
Weierstrass~ ,,Zur Theorie der aus ~ Haupteinheiten gebilde~n eompt. Zahlen"~ 
GStt. Naehr. ~8S4, p. 410). 

Hierna~ erscheint es mir abet geradezu als eine ~c~z~a~o i~ a~j~o,  yon 
einem n a ~  iV~  co~vergirenden Prodnete zu sprechen; und wenn solche Produete 
mit dem Grenzwerthe Null sieh, wie Herr Thomae ansdr~cklieh hervorheSt, ganz 
a ~ ' ~  verhalten wie die gegen einen featen endliehen, yon Null verschiedenen 
Werth convergirenden Producte, so m~ichte ich daraus folgern, "da~s es nicht nur 
~b~L~m~ sondern geradezu ~ o ~ f i ~  ist, die~elben als convergent za bezes 
(Man vergie~che hierzu auch noe~ die Randbemerkung des w 5). - -  
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Enth-Zlt dagegen dss betraehtete P-rod'~ct Faetor~ dieser Art in 
,unbe~en.e, er Anzah], sodass eine deraa't.ige R e d ~  des~lbe~ ~z,e,lz 
Ausschlua~ einer endliehen F a c t o ~  nicht mehr m~glich ers~e~n% 
so wird dasselbe eia ~ Mlemal als #~,rge~ arumsehen sein: eein 
W erth ist wie der jedes ~aderen divergenten Produet~ O, oo oder 
u n i t  

Hiern~h wird es i~x die weitere Untersueheng der Couvergenz- 
und Divergenzbedingungen ei~es unendliehen Productes bei der er- 
s pr3ngtich eingeFfihrten Annahme sein Bewenden haben d!trfea~ 
die p,, fi."ir jeden eudliehen Index endlieh und yon Null versehiedeu 
sein sollen. 

Die oben gege'bene Defiaxi~ion der Convergenz eines unendlidaeu 
Productes Igsst sich -- un~_r Zugrundelegung der fiblie.hen Definition 
eines Grenzwerthes ~berhaupt ~ fo|gendermm~en analytiseh formuliee.: 
Es muss sich eine positive G r ~ e  g und zu einer beliebig klein vor* 
gelegten positiven GrSsse ~ eine positive ganze Zahl ,At fixiren hu~n~ 
sodass gleiehzeitig: 

(2) (b) I P,+e - - ~ I  < ~ \~ ~ ~r 

Es ist ohne Weiteres kla.r, daas aus diesen br Gleichungen, 
welehe zasammen die nothwmldi#e u~d h~re~zade Bedingung for die 
Convergenz des unendliclaen Productes darste|len) -- unter Ber~Ick- 
siehtigung des Umstandes, dass vermSge der UngL (~) auek itmbesondere 
IPji > g -- sieh stets eine Ungleiehung yon der Form 

[p,~= 1,2 ,3 , '" 

ableiten Igsst, we �9 eine positive GrSsse yon eb~falls vorzuschreibender 
Kleinheit bedeutet. 

Um aber aueh einzusehen, dass umgekehrt die Ungleichung (3} 
sehon die be/den Ungleiehungen (2) zu ersetzen geeig~et i~ 

hat man offenbar nut nachzuweisen~ dass unter der Voraused~ung~ 
welehe dureh Ungl. (3) au~.gesproehen wird, P~ f~r n ~ 2V stets so- 
wohl oberhalb als untertmlb einer festen endl~.chen Gren~ liegt; denu 
die erstere dieser Eigensehaften s%~t offenbar im Wesent~ehen dasselbe 
aus~ wie d~ Ungleiehtmg (2a), w~rend die zweite es ermSglieheu 
wilrde, die Ungleichung (3) dutch Mw~rdplication mit ~ ohne Weiter~ 
in eine Ungleichung yen der Form (2b) ilberzufllhren. 

Man denke sieh nun �9 als positiven ~hten Brae]x, im 0brigen 
bdiebig f~drt, und d~ie endliehe, positive, g~ze Z~bl ~ ,  welehe z~r 
UngL (3) gehSrt~ ~ d  bestimmt. Alsdann ~ in~d~umdere: 
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mid daher, wenn man n ~at t  N + 0 schreibr und den --  sieher be. 
s t a m e n ,  endlichen und yon Nutl verschiedenen - -  absolu~en Betrag 
yon P~ mit A bezeichnet: 

- - ~ <  I~ l  1 < + 8  (~>N)  
A 

oder: 

d. h. ~/~J - -  and folglieh aueh ]P,[ - -  bleibt in der That durchweg 
endlich und yon Nall verschieden. 

Die Ungleiehung (3) siellt somit ffir sieh allein die nothwendige 
und hinreichend, Bedingnmg f'~ die Convergenz yon P= dax. 

Hieraua ergiebt sieh insbesondere als eine nothwendige Bediagung 
fifr die Convergenz die Beziehtmg: 

d. h. es muss, falls iiberhaup~ Cbnvergenz mSglieh sein soll: 

~Sm l p . -  11 = o (n = oo) 

sein, oder aueh, wenn man 

p . - - - l + ~ .  
setzt: 

l i m u ~ = 0  ( n = ~ ) .  

Daraus foigt~ dass in einem eonvergenten Producte yon der Form 
FI'(I + u~) die absoluten Be/a~e der GrSssen u, yon einer bestimmten 
~ / c t ~ a  Stelle ab iiehM Brfiche sein miissen. 

w  
r 

Producte dor Form ~- / (1  + a,), wo ~ ~ O. 
1 

L e h r s a t z :  Die noH~wendi#e und hinreichende Bedinffu~ fiir die 
ao 

~verg~  des .P.rodue~ H ( 1 - - ~  a,), wo die a~ reelle, 
1 

positive Gr~ssen bedeu~, bes~td in der Cxmverge~ dex 

P, eilce ~ a.. L.~ diese2be erfii~, so eonveryirt das fP~oduct 
1 

u~abMb~fig con tier An~dnu~  der F~toren geger~ densest 



WO 

I + ~ a , a , . . ~  
1 

Beweis: Man hat hier: 

,, > l z~ --~(I +a,)  

I--x/-.~t"~ _ I I = (I +a,,+,) (:+a,,+,) � 9  0 +a..~) - -  x > s,,w, 

Soll Lun das Produet A~ eonveegiren, also ~ -  I] dutch A~ 

Wahl yon n ~ ~r beliebig klein werden, so ist nach d~r obigea Un- 
gleieha~g hierzu vor Mlem eribrderlich, dass aue.h s.r dutch Wahl yon 

> 2V beliebig ldein g e m ~ t  werden "lama - -  & h. die Coavergeaz 

der R e i h e ~ a .  ist eine n o t ~ / g e  Bedingung f ~  diejenige dee 
1 

Product~. 

Angenommetl jetzt, es convergire ~ a., so lgsst sich, wentt t 
g 

einen beliebig klein emzanehmeaden, po~. gchten Bruch bedeutef~ eine 
pos. ganze Zahl ~ so beetimmen, class s.~ < s wird flit # >. 2g and 
joden Werth you r A/sdama ergiebt sich: 

- - ~ - -  ,,= m,+, 

+ a~,a,+~ + a.+,~+~ + . . .  + a,+e+,a,,~ 

< s,,~ + s,,r + .." + sl.t 

< - i - : ? i  

and es wird daher, wenn $ beliebig klein vorgelcgr wird: 

t 

~ a~.hm, xxgtrL 
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genommen wild, was bel der Convergenz der Reihe 2:a, ste~s mSglieh 
~ :  die letztere erscheint also auch a~ hinre/r~nde Bedingung ffir die 
Convergenz des betrachteten Productes. 

Man ha~ nun ferner: 

Ao ~- 1, 

A I ~ 1-{-a  1 - ~ A o . - ~ - a l A o ,  

.d e ~ (lnt-a~)A~ .~- A 1 2 c- a e A l ,  
�9 ~ �9 . , , . . , o ~ . 

and hieraus dutch Addition dieser Gleichungen: 
# 

I 

folglich: 

(4) 
1 1 

Dass die aus laoter positiven Glledern bestehende Reihe 1 -{- 2 a~A,_:  

absoh~ and unbeding~ eonvergir~, folgt ohne weiteres aos der voraus- 

gesetzten Convergenz der Reihe ~ ]  a~ und der bewiesenen Endlichkeit 
1 

der Gr'dssen ~ .  Da aber: 
a.A~_, = (:+~,) (:+a~) �9 �9 - (: +a~_,)a. 

nach Ausfiihrung der angedeuteten Multiplication wiederum aus lauter 
positiven Bestandtheilen and zvrar solchen yon der Form a~, a~ a~, 

a ~ a ~ a ~ . . ,  besteht, so bleibt die obige Reihe auch noch unbedi~/ t  
convergent, wenn man jedes Glied in diese einzelnen Bestandtheile 
zerlegt und nun diese selbst als die Glieder der Reihe auffasst. 

Se~zt man e~wa zur Abkfirzung: 

1 z 

u. s. f. 
so  hat  man i~sbesondere :  
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~tt  

§176 +2'o.o o, 
oder auch als Doppelreihe g~t r ieben  

(~? ~(~+~,) 
I 
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1 + a ,  + a~ + a~ + . .  �9 

"4" a~ a~ + al a~ + ~ ~ + . . .  
"Jr" a la ,  a3 -t" a l~a~ + ota~s~ "t- a, atat  + . .  �9 

wo dann,  na~h dem gesagten,  diese Dopi~treihe in j ~ e r  belieb~Ten 
Anordnung convergiren muss. 

Hieraus folgt nun aber ohne weiteres, dass'das betr~chtete un- 
endliche Product urwht~.~n~ yon der Anordnung der Factoren gegen 
denselben Werth convergirt. Denn, denkt man sich die Fa~toren in 
irgend einer Weise umgeordnet, so kSnnen -- gleiehg~lltig ob bei dleser 
Umordnung nur ~actoren mit endlichem index ihre Stel[en vertau~cheLt 
oder ob auch solche mit unendlich gross~m Index t~r andere mit end- 
liehem Index treten (dutch Herausheben yon uncndlichen Partialpro- 
ducten und nachherige Vereinigung derselben)--schliesslich doch 
immer nur die Glieder der unbedingt convergirenden Doppelreihe (6) 
in irgend einer wiIlkiirlichen Anordnung zum Vor~chein kommen, 

*) Die Convergenz dieser Re~e kann auch un~bhtLnglg yon den angewtellten 
Betrachtungen folgenderma~en einge~=ehen werden, gezeichnet'man d,e Semme 

tier ~l~ convergent vora~uegesetzten R ~ i h e ~  a++ mtt s, ~o i~t: 
t 

z/+ 

folglich: 

Jr+~ x,++u 

und allgemein: 
S t ~> nI+~a~+ a~., �9 �9 + ax. 

Jr J~" ' +'r 

Es ilt da~er die Smnme der Reihe 

z x2  x ~  

kleiner Ms diejenige y o n :  

1 + T +  ,-;F, +~F  +- '"  
und die fragliehe Rethe mon~ convergent~ 

9* 



sodass also das unendliehe Product dutch die gedachfe Operation ia 
der That keine Werthvergnderung erleidet. 

Hiarmit is~ abel" der ausgesprochene Satz in allen seinen Theilen 
bewiesen. - -  

e~ 

Zusatz.  Ist ~e Rei/ae g~a ,  divergent, so muss das Product 
1 

H ( l q - a ~ )  obigen d/verg//ren (wie unmittelbar nach dem sich auch 
l 

aus der UngleiehtmgH(1-~-a,) > I - t - ~  a~ ergiebt) und zwar be- 
1 I 

stgndig zunehmead gegen -~-oo. 
Definit ion.  Ein unendliehes Produet~ welches unabhgngig yon 

der Anordnung der Factoren convergir~ heisst urd~dincfl convergent. 
Hiernaeh ergiebt sieh tier Satz: 

2~n unendliches Product, dessen 2Faetoren ree~ und ~ 1 
sind, ist, wenn iiberhaupt~ stets u n b e d i n g t  convergent. 

w 

Absolute Convergenz eines reellen oder complexen Productes als 
hinreiehende Bodinguag der tmbedi~gten Convergonz. 

Lehrsatz:  Sind die Gv6ssen u, bdiebig reell oder complex und 
c~ 

t~ t  ~-" a~, so convergirt mit dem /arodueteH(1-.~-a. ) auch 
1 

r 

stets alas ~ProductH(1 q-u,) und zwar u n b e d i n g t  9egen 
1 

den ngmlic~n Werth wie die --  auch in ihren einfav~ten 
Be.stan~hdlen unbedi,~gt convergirende tteihe 

I 

n 

/70 ~= I u n d  f~r n > 1 U, ~ H ( I - k u ~ )  
l 

Beweis: Soi wiederam A~ ~ - H ( t  q-a@ so folgr aus dex Con- 
I 

vergenz yon ~ ,  dass bei beliebig klein gegebenem ~ dureh Wahl 
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- ~ < ~  (~,-o,1,~, .) 

gemacht werden kamL Andererseits hat man: 

- ~ -  1 =, (I+~,+~) (] + u , + , ) . . .  (i + ~ .  d _ 

; - - 8 ~ - -  1~_ a,+~ . . .  
d .  h ,  

J 

wird (f~ir ( ~  2r O, 1 , 2 , - . .  ), ~d somit 

/;/(1 +~)  
1 

convergirt. 
Ferner ergiebt sich --  genau wie im vorigen Paragrsphen --  die 

IdentitY: 

1 

und es ist leicht zu sehen, da~ die rech~e Seite f6x n - =  oo in eine 
unbedingt convergdrende Reihe tibergeht: denn die GnXssen U,~.t sind 

o t  

f~- jedes ~ e~dlich~ und die R e i h e ~  eonvergirt absoht u~d m~- 
1 

bedingt, da die voraasgesetzte Convergenz des ProductesH(l  + a , )  
t 

diejcaige der Roihe~- ~ a , - ~ - ~ ] ~  mit sich bringt. 
1 l 

Hiernada wird nun wiederum: 

(7) H(i +u,)-- 1.4-Z~ U,,-t 
1 1 

und zwar bleibt die rechts stehende ReC~he auch absoht mad unbed/ggt 
convergent, wenn man die ein_~en ~ d t h d l e  jedes Gliedes, 
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als Glieder der Reihe auffassL Denn die absoluten Betr2ge dieaer 
Bestandtheile stlmmen genan liberein mit den einzelnen Termen der 
im vorigeu Paragraphen angef'uhrten Doppelreihe (6)~ welehe ~ wegen 

der vorausgesetzten Convergenz des Productes H ( 1  + a , ) ~  wiederum 
t 

unbedingt convergirt. :Man kann d a h e r -  unter Ein~hrung der 
analogen Abkiirzungen wie in w 2 ~ die Reihe (7) aueh folgender. 
ma88en: 

oder in Form der absolut und unbedingt convergirenden Doppelreihe 
sehreiben: 

(9) H ( 1  + u,) 
1 

= l -.~- u 1 .+.eft  -.]- u 3 + . . . 

+ u,u~ + u, u3 + u , %  + . . .  

+ u,u~un + ulu,~u ~ + u t % u  ~ + .  �9 �9 

woraus d a n n -  d~eh wSrtlieh dieselben Sehlfiss% wie im vorlgea 
Paragraphen-  folgt, dass das vorliegeade Product unbedingt con- 
vergirt. --  

Def ini t ion.  Das uaendtiche Product 1/(1-{-u~) solt aSsoZut con- 
vergent heissen, wenn//(1 + I u~I ) convergir~: dass das ers~ere Product 
in diesem Fatle stets .~berhaupt convergirt, und die gegebene Definition 
demgem~s wirklich einen Sinn hat, folgt aus dem eben bewiesenen 
Satze. 

Man kann nunmehr das Haup~resultat der beiden letzten Para- 
graphen auch folgendermassen aussprechen: 

1)ie nothwendige und 7~inre{c~ule :Bedlngung fiir die 
abso lu te  Convergenz des unendliehen Produvtes H(1 + u , )  
besteht in der a b s o l u t e n Conver genz der unena~ichen Reihe Xm. 

Das abso lu t  canvergente Product convergirt auch stets 
unbed ing t .  (Die Umkehrbarkeit dieser letzten Aussage 
bleibt noeh zu beweisen). 

Zusatz.  Ist die Reihe 2:u, absolut convergen% so gilt das Gleiche 
yon der Reihe Xu, x fiir jedes endliche x; folgtich ist das unendliche 
Product 

f(:~) = ~ ( 1  + u.~) 

absolut and unbedingt convergent und kann daher in die Form der 
best~ndig eonvergirenden Potenzreihe: 
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+ 

ge~tzt werden, d. h. f(:~) ist eine transceadeute g~ze  Vtme~on. 
(Ueber die Erwea'terung aliases Satzes sad d~n Begriff der #/*~m&~d~ 
Convergenz eines tmendlichen Product~ vgL S to lz ,  ~t, a. O. p.24~--245; 
M i t t a g - L e f f l e r ,  Acta Math. T. IV, V 31). 

Besondere Producte, wetche fiberhaupt nicht anders als a l e u t  und 
~t~dingt t o n y - - .  

Die ia w 2 betrachteten auendlichen Producte voa der Form 
H(1 + a ; ) ,  wo a, > 0, convergLren and diver~ren gldchzeitig mit der 
Reihe ~a~; sie conver~reu also entweder absolut und unbedingt oder 
~ar nicht. Es ist nul~ fllr das folgende wichtig, nachzuwei~a, dass 
die analoge Eigeaschaft allen uaendlichen Producten yon der Form 
H(l+p)-{-q,)) zukommt, wo die reellea GrSssen p, unter sich and 
die q, unter sich -- aber nicht aothwendig die p, mit ,den q, 
gieiehes Vorzeichen besitzem Und da nachw 3 eia solches Product 
stets absolut und unbedingt convergh't, we~m die Reihe 2~ip,+q,i i 
convergirt, so wird nur zu zeigen seLn, da~ dassolbe auch gleichzeitig 
mit der Reihe I~ip,+g, il- oder, was hier auf dasselbe hinaa~- 
kommt, mit der l~.ihe 2?(~p,+q,~ - -  divergi~ Hierzu betrachte ich 
ztmgchst unendliche Producte yon der ~pecielleren Form: / / ( 1 -  a,), 
f/(1 + a.i) ,  /-1(I-- a~i), wo a, > 0, lira a~ - -  0, unter der Voraus- 
setzung das 2?a~ divergirt: aus den Ergeb~/ssen dieser Special.Uuter. 
suchungen wird sich dman das gewt~uschte Resaltat feint ztum~men- 
~etzen lassen. 

I. Es sei 
.a. = ( i - , ~ , )  (i--~)... O - a ~ , ) .  

Man hat dann -- da man die positiven GrSssen av wegen lira r  0 
ohne Beschriukaug der Allgemeinheit < I a~nehmen kav.u -- 

O <  l --  a.,:~ ~ 1 
also a a ~ :  

1 
o <  i - a .  GT+--~, 

und somit 
t I 

a .  < o + a o . . .  ~1+(,,) < "i+%';q:~,~=,%-~= 

sodass, im Falle der Divergenz yon 27a~, sich ergiebt: 
A |  

cL h. das obige Product divergirt in dieaem Fal|e nach NaB 
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IL Sei jetzt 

A,, ~-1710 + ~.a,i) 
1 

wo e bes~ndig die positive oder best~ndig die negative Einheit be- 
deuten soil Der absolute Betrag yon A~ geaiigt alsdann der Gleichung 

m 

1 

und nimmt somi~ mit wachsendem n bestS~dig zu. Daraus folgt aber, 
dass der absolute Betrag yon A~ entweder bestimmt endllch und yon 
Null versehieden (n~m~llch :> 1) oder posifiv unendlieh sein muss. 
Insbesoadere wird IA~ [z und daher aueh A~ bestimmt und e n d l i c h -  
und zwar unabhSn~g yon der Anordnuag der Factoren M sobatd 
2~a, 2 convergirt~ mag dabei auch ~a~ divergent sein. Dass hieraus 
noch nieht die Convergenz des unendlishen Productes A~ i b l ~ ,  ist 
klar~ indsm hier~u ausser der Endlichkeit des absoluten Betrages yon 
A~ aueh die Bsstimmtheit dsr Charakteristik erforderlieh ist. Ich 
behaupte nun, dasa disse Charakteristik, wslehe ffir 

.,~ ~.B,, + c,d 
dargestellt wlrd dutch den Ansdruek: 

r  + + c ,  
bei unendlich wachsendem ~ stets u~bes~imml wird, wean Z a, dlvergirt, 
mag nun .~a, 2 ZU gleieher Zeit convergiren oder divergiren.*) 

Sollte ns der obige Ausdruck fiir n '-- oo einen bestimmte~ 
Werth habea~ so mfisste zum mindesten dne der GrSssen /~| C| 
welche w e g e a / ~  -~ C~ ~ IA| ~ > 1 niemals gleichzeitig verschwinden 
kSnnen, entweder einen festen endlichen, yon Null verschiedenen 
Grenzwerth haben odsr in bestimmter Weise unendlich werdea; es 
miis~e sieh demnach sine positive ganze Zahl 2V fixiren lassen, sodass 
ffir n ~_ N mindestens dne der GrSssea ~B~, C~ absolut genommen 
//bet einer festen end|ichen Zahl g liegt und best~ndig dasselbe Vor- 
zeiehen besitzt. Um die Hinf~lligkeit diessr Annahme zu beweisen, 
bilde ich: 

woraus: 
(lOa) 

OOb) 
*) Die No~ 2)/vcrgt~ des betrazJateten Procluebes flit den Fall der 

Diverge nz yon ~ liesse sich bei weitem hL-zer beweisen; des folgenden wegen 
kommt e~ aber wesentlich auf die beso,m~e ~ dieser Divergeaz a~. 
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folg't, und welter, wean man Kier fflr # der Reihe mt~  

s - l - l ,  n-l- 2 , . . . s + @ - -  1 
setzt uad die result~readen Gleicbuagen addlrt: 

( I lb )  C~+e ffi= C. q- ~(a~tB~q-a~B,,+~+...+a~B-,..~_~). 

Aagenommea arm, es ware far n ~ N .B. best~dig po6i6v o&r 
besffmdig negativ mad L~ge, absolut genommea, stern oberhalb dner 
gewissen endiichen Zahl g. Dann will ida -- um die beiden mSg. 
lichen F~lle eines positivea und eines negativen B, gemeinsam be- 
handeln zu kSnnen -- unter g die Einheit mit dem Vor~idaen wn 
J~ verstehen, sodass also g B .  f~r s ~ N wesentlich positiv and zwar 

,(./~,, > g (n>N) 

ist. Mit Berficksichtigung dieser Ungleichung w~de die mit sg multi- 
plieirte U.ngleichung (11b), n~mlich: 

~gC.+e = ~gC. + {a.+~' /L+a.+=g/3.+,+. .-+a.+eg/~.+~-~} 
ergebeu: 
(12) ~ ' 0 ~  > ~g6'. + g -  
sofern, wie fr~her, 

a.+x + a.+, + �9 -- + a.+e --  s~e 
gesetzt wird. 

Da abet die positive GrSsse s ~  ~ wie auch n fixirt sei~ m a g -  
wegen der vorausgesetzten Divergenz der Reihe 22a. dareh Wahl yon 
0 beliebig gross gemaeht werden kann, so l~sst sich @ so bestimmen, 
dass die Uagleichung (12) fibergehen wtlrde in: 

wo g' eine beliebig grosse, endlieh% positive Zahl b~leutet. 
Da feraer nach Gleichong (10b) - -  wean man &melb~t s-t-@ 

statt n schreibt 

so folgt damns in Verbindtmg mit Ungleichung (13), da~ altg~mein : 

04) ~gC.+e+, > ~(C.+e > a" (~=1,  2, 3,...). 
Schreibt man jetzt in Gleiehmag (I1 a) ~ q-O statt n mad # start O, 
so njmmt dieselbe, wean man aoch mit g multiplieirt, die Form an: 

g/~.+~,  ~ gB.+e -- { a - + e + : g C - + ~ + ' " + a ~ , ~ g C . + e e ' - d  
and folglieh mwla (14)= 

( /~ .+ r~  < / B ~ v -  ~' ,s.+e.,- 

Nun kaan man aber wieder s~+e.~ dutch Wahl yon �9 beliebig gro~ 
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maehen, jedenfalls also so gross, dass der absolute Betrag yon g' .s ,%~ 
die positive GrSsse d2~,~+e beliebig viel fiberstei~, und daher 

t'.B~e+o < 0 
wird. Das hiesse aber, dass B~+e+a das entgegengesetzte Vorzeichen 
wie ~ ,  besitzen mfisste - -  die Annahme, dass B= flit n ~ 2r das 
Zeichen nicht mehr wechselt, war somit unzul~sig. 

Dutch die n~mlichen $chltisse 15~st sieh zeigen, dass die analoge 
Annahme ftir C, auf den gleichen Widerspraeh fiihren wtirde. Hier- 
durch erscheint dann zugteieh auch d/e MSglichkeit ausgeschlossen, 
dass etwa die eine der beiden GrSssen 2,,, C~ fiir n ~ ~ gegea Null 
eonvergiren kSnnte (in welchem Falle sie ja flit n ~ ]g das Zeichen 
betiebig oft wechsela diirfte): denn alsdann mfisste ja ,  nach dem 
gesagten, die arMere fi irn ~ - ~  bestimmt endlich oder unendlich sein, 
was unmSglich ist. 

Als Resultat dieser Betrachtung er~ebt sich somit der Satz: 
])as unena~iche _Product H(1 -}- ~a~i) - -  wo a, > O, 

e ~ + l oder ~ 1  ~ d i v e r g i r t  stets mit der Beihe 
2Ja,, und zwar in der Weise, dass die Charakteri~tik un -  
b e s t i m m t  wird (gleichgiiltig ob tier absolute Betrag endlich 
oder unendlich gross wird, was yon der Convergeuz, bezw. 
Divergenz der Reihe 2:a~: abhiingt). 

III. Sei jetzt end]ich 

P~ ~ - - - H ( l + t a , + t ' b , i )  
1 

wo z, e' die positive oder die negative Einheit bedeaten sol|ca (sodass 
e ' ~  ~ ,) ,  und die wesentlieh posifiven, fiir v ~--oo versehwindenden 
GrSssen a,,  b, wiederum ohne Beschr~nkung der Allgemeinheit durch- 
weg < 1 angenommen werden diiffen. Zerlegt man alsdann jedea 
Factor in folgender Weise: 

db,, \ 
l + e a , + d b , i - - ~ ( l + , a , )  i + ~ i ) ,  

so wird die Charakteristik dieses Ausdruckes, weft 1 + ea, > O, nur 
yon dem Theilfactor 

1 t'b, \ 

abh'~gen, und es wird daher auch die Charakteristik des tmendliehen 
Productes _P~ ausschliesslich durch die Gesammtheit jener Theilfactoren 
bestimmt werden. Daraus fol~ aber --  nach II - -  dass die Chaxak~e- 
ristik yon _P~ u~es t immt  werden mfisste, falls das Product 

I i  t'b~ .\ B~ 
1 
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diver~irlc - -  & h. die C o ~ v ~  dieses Produete~ i~t sicherlieh eiae 
~u~hwr Bedfl~gung ffir diejenige yon P~. Angenommea nan 
convergire B~,  so ergiebt sict b wenn gesetzt wlrd: 

P . ~  A. . /L ,  
W O  

A . =  ( l+Ea,) ,  ~.~-  I + ::~;,,, 
1 I - -  / 

~ls weitere ,wthwoMiVc (und, wie mau sofort ,ieht, dann auch hia- 
reichende) Bediagm,g ffir die Convergenz yon 1 ~., dass auch ~aoch A.  
conver~rea muss. Die Con~ergenz vott A. ,  23~ erfordert abet (da 

die ea. uuter ~ieh wad ebenso die -lq-'i~. uater sich gtelehes Zelchclt 

haben, stets die Convergenz der beiden unendliehen l~ihe~ Xa. ,  

~ + ~a, . Da aber die letztere Reihe wegen lira a, ~ 0 ~tets gleich- 

zeitlg mit Xb, convergirt uud divergir H ~ |iis~t ~ieh die obige Be- 
din~mg auch ersetzen durch die Coavergenz der Reihe ~(a ,+b , i )  
odor aueh ~ ' ~ a , + d b ,  i), sodass man den tb|geuden ~ t z  erh~lt: 

Dic nothwendige (umt hinreiclw~Mc) 13edi~tou 3 ['h:r 

die (~nccrgcn: des l~roductvsFI (l + p , + q . i )  --  wo die p, 
1 

u ~  ~ich, de*gt, die q, u ~ r  sid~ gteits VorzeM~en ~-  

, sitzen, bestdd in de.r Convergem der Aelhe ~ ,  (P, + fl, i) 
t 

oder, was au dasseY~e h~wm~mn~, do" lkqlwn ., , . 

Dn diese Reihen aleht anders als ab~olut ut~d uabedingt con- 
vergiren kSanen, uad in Folge dessea naeh w 3 dan vorliegende P r~  
duet ebenfalls absolut and uabedingt eoaver~,dren mann, ~o kann maa 
hiazuffigen: 

.Ein I?roduct der be&acMeto, Art ist, wean ii~rl~a,q,t, 
stets absolui und unbedlngt eonvergenL 

A u m e r k u n g. Selbst~-er~t~ndlieh l~st sieh die_~r ~ auf wdchem 
der Hauptsehlu..~ de~ folgeiide~l P~ragraphen beruht, etwas kiirzer 
beweisen, sobald m~a yon der trigoaometrisehen Form der complexen 
Gri~ssen Oebraueh maeht, ladesseu wKre die~e Abk~rzm,g nur eine 
seheinbare, dean ia Wahrheit wtirde bier a~ die Stelle tier obea an- 
gestelltea elementarea Betraehttmg eiu nieht unerhebliehes Stiiek yon 
der Theorie der trigoaometrisehen und eyklometrisehen Faaetionea 
treten. 
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w 

Die absolute Convergenz eines lmendlichen Productos als no thwend ige  
Bodingung f~r die unbedingto Convergenz. 

Essei 

~ F / ( 1  +~,) 
1 

ein un~din4fl convergen~s Produe~. Zerlegt man dann die unhegrenzte 
Reihe der GrSssen u~ in zwei derartige Reihen, deren Glieder resp. mit 
v,~ w, bezeichnet werden mSgen, und setz~ 

1 ~ ( l + v . ) ~  g..,  ( l+w. )  ~ W.~. 
1 1 

so erheiseht die un~edinf~ Convergenz des gegebenen Produetes, da~s 
lira V~,. W~ ~ U 

w ird, wenn nj und n~ u~bh~ingi# yon eina~ter ins Unendliehe waehsen. 
Mit anderen Worten: es mlissen sich dann zu jeder beliebig klein 
vorgelegten positiven GrSsse ~ zwei ganze positive Zahlen NI, ~2 
flTiren lassen, dergestalt class 

welln: 

~1 ~_~1 ,  ~ 2 ~ N 2  
w~rd. In Folge dessen bestehen insbesondere aueh die fotgende~ U~- 
gLeichungen - 

~v~, w:-vl<,L 

and es m~ssen somit, da V#,, W.~, (als endliche Produete) und 17 
(nach Voraussetzung) bestimmte endliche GrSssen und yon Null ver- 
schieden sind, V~, W: ebenfalls bestimm~e, yon Null verschiedene 
Werthe besitzen~ dergestalt, dass also die betreffenden unendlichen 
Producte co~erg/ren miissen. 

Da im fibrigen aach die Convergenz eines solchen Producte~ 
welches etwa dutch Ausseheidung einer nur endlichen Anzaht yon 
Factoren aus U| gebildet werden kann, evident ist, so lr~sst sich jef~t 
zur n~aheren Charakterisirung der unbedi~flen Convergenz eines unend= 
lichen Prodnctes folgendes aussprechen: 

~ i  clnera unb edi~9t ~verg~ Produ~ rz~v~gir~ 
auch-jedea l ~ i e ~  l~raus~e~be~ ~ar~ialwoduct~*) 

*) F_~ ~erhalten ~ieh also in dieter Beziehung unbedin~ converg~rende Pro- 
ducte gan__z analog, wie unbedingt r Reihen. I)iese Analogie wixd 
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Halten wir  ~etz~ die Aunahme yon dex uubedingt~ Ceavergeaz 

des P r o d u c t e s ~ ( l  ~t-u,) fest (wo die eb beHebige eomplexe Grf~aen 

bedeuten mSgen), so l~sst sieh dasselbe hn edlgemeinsten Falle in vier 
Part ialproducte yon folgender Form zerlegen: 

(wo die a~, b~ wesenflich positiv d a d ,  zum Theft aueh Null sein kSnnen, 
und wo einzelne dieser Producte aueh yon endlicher Factoren~_b! seia 
oder ga~z fehlen k~nnen); jedes dieser Theilproducte muss dann na~h 
dem eben gesagten convergirea. Hierzu is t  aber nach w 4 ~ * ~ / b  3 
(und hinreichend),  dass die Reihea 

~fort hinf~]t~, 6obatd man auch ~olehe Producte ~ ~ v ~ y ~  bezdc~net, 
welche den Grenzwer~ NuU haben, oh~e dn~s ein ~ r  ver~hwindet. 

Bedient n~n ~ich nS~lich dieser Terminologie, so mti~t~ man ~uv~rdemt em 
unendliches Product der Form H(1--%) ~ wo die B~he der po~itiven G r e e n  
~ ~ divergent, l ima.  ~ 0  vorau~gesetzt wird - -  rmch al~ ~**~//~fl  
r e r ~ "  bezeichnen: denn wie man die Fa~toren such a~ordnet, m~m wh-d ,tet~ 
den Betx~g des Productee einer hinh~mgl/ch groesea Anzahl yon Factoren belioblg 
klein machen kSanen. Uebrigens w~irde dieees Product auch noch die fragliche 
Eigenschaft unbedi~t convergenter Producte hubert, dram jede~ her~usgegriffene 
Theilproduct ,,convergirt" - -  in diesem Falle uat~lich gegen emea eud~ichen 
Werth oder gegen Nufi. 

Sei nun aber ferner Zb,, elne divergente Reihe positiver GrSm~n yon de~ 
Be~cbn~enheit, da~ ~b.  z convergirt, ~ diverg~ nach ~ 4, II d ~  unendliche 
Pr~uct  H(1-~t-b~O in der Wdse~ da~ ~ m  absoI~ter Bet~ag ~ 9 i 9  ~ d~r 
Anord**u~s d~r F ~ r e n  endli~ und bestimmt, die Char~terltt~ ~ e n  t~- 
bestimmt wird. Vereinigt man daher die beiden uneudlichea Produ~e H(I~%)~ 
H(~-~b,0 zu einem einz/gen, so w6rde dieses u ~ a b / ~ 9  vo~ tier A~d~um3 
de~ Facto~ot dea Werth Null be~itzea~ M~0 wiedemm al~ .t~tb~i~9~ ~ r ~  ~ 
zu bezeic~nen seirb oh~ dass bier j ed~  P~alproduct  convergirt, d~ ja ,  wie be- 
markL H(t-~-b.i) ianerhMb endlicher Grenzeu oedlltrt, a l~ divergLrt~ 

In der That, wenn: 
~,~ r .  w., - o  

seh~ solt, wean r~, ~, uv~b~ yon eiaaader in* Unendii~he w~h~n ,  ,o 
b ~ t  nut r der beiden Grenzwerthe ~ ,  I ~  zu veri~winden~ wfthrend 
der andere ~iberh~upt gar uicht be~timmt gu ~ b~aeht,  eondem inn~haJb eud~ 
licher Grenze~ o,~l_li.rea duff. 

Betrachtung tehrt, class bei der Zulsmuug de~ Wertir~ NuIl f ~  ~in 
~ ~  Product. der ~d~ Cl~akter der ~ ~  Co~verge~ gm~z vet- 
Iorea gt~e.  
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r 

b,(~) (x-~ 1, 2, 3, 4) 
1 1 

convergiren, und, da deren Coavergenz diejenige yon 2 ]uvl nach sich 
1 

zieht~ so ergiebt sich schliesslich: 
Die no thwend ige  (und nachw 3 auch h i n t S )  

Bediz~gung f~r die unbed ing te  Converge~ des t)roductes 

( t + u , )  besteht i~ &~r Convergem der / ~ e / h e 2 t u ,  I. 
I 1 

Oder aach, da nach w 3 die Convergenz yon 2~tu, t die absolute 
Convergenz des gegebenen Productes zur Folge hat: 

Jedes u n b e d i n g t conver gente t)roduct muss auch a b s o l u t 
CO~gi~. 

]~iermit ist ~ in Verbindtmg mir dem Resultate des w 3 - -  die 
volls-t~mdige identit~ zwischen absoluter mid unbedingter Convergenz 
eines unendlichen Produc~es erwiesen: es findet also in dieser Hinsicht 
vot]st~dige Anato~e mit den unendlichen Re~en start. 

Zusa tz .  Warde vorhin erkannt~ d~s die Convergenz jedes heraus- 
gegriffenea Partialproductes eine nothwendige Bedingung fiir die un- 
bedingte Convergenz eines tmendlichen Productes bildet, so zeigt die 
zuletzt a~gestellte Betrachttmg nebenbei auch noch, dass diese Be- 
dingung sich stets auch ats hinreichend erweist. 

w  

HG~f~t~e fiber g e ~ e  endliche Producte. 

Es seien al~ a ~ . . .  a~ beliebige positive GrSssen, so ist: 

1-1 ( l + a , )  = ] + Z('~ + Z(*~ + . . .  + 8~) 
1 

wean S~*) die Summe aller Combinationen yon eh, a 2 . . . .  a~ zur z*'* 
C I ~  bezeichnet~ Setzt man: 

1 

sodass also: s~ - -S( t ) ,  so hat man ffir u > 2 offenbar: 

s~ > u! S (*) 
da s~ jedes Gliecl yon ~(*) . !  real ausser a~deren positiven Gliedern 
enih~lr In Folge de~en hat man: 



Ferner ist~ wenn b einext positiven eehten B r u ~  p e i~  helle~g gt~se 
positive gaaze Za~ hedeatet: 

1 ~ 1 + b  +/,~ + . . .  + ~ , + . i ~  ~ 

> ~ + b + b ~ + - , - + V ,  

Seien nun bl, b~, . . .  b, lauter positive ecrate Brtlche, so folgt zungehst~ 
1 1 wenn man ~ and T--~-  tinter Aawendung der |etzten Unglei. 

chung multiplieirt uad die resultirende Ungleichung noch dadarcJ~ 
ver~grkt, d ~  man die Glieder yon hSherer als der p~  Dimension 
fort~gast: 

and dutch For~se~ung dieses Veffahrens: 

w e I l l l :  
i 

Z b, =~ t, 
1 

g~s~tzt wird, sodass also: 
m 

(16) Ff l - (1 -  ~) < 1 

(f~r ]ede beliehige posit/re gvmze Zahl s Dutch Verbindtmg der 
Ungleichungen (15), (16) erg/ebt sich uun: 

Lst nun s .N~.  d. h. 

z 1 

So folgt, da, man g ~ 2> r4 nehmen kann, class: 

1 

Ds femer: 
t ~ I  a, t b. +,,. ~+ . .  ' T - ~ C "  1 + i=~;- 



1 4 4  .~  P ~ - ~  

so e~gie]st sich mit  Benut~ung yon (18), d a ~ :  

1 < 1  

WOMB: 

& h. rosa hat: 

weIlll  : 

_ - -  a , ,  - -  

1 1 

" 2 l + a ,  - - ~ - C ~  O" 
I t 

und man erh~lt somit den folgenden Sa~z: 

(I)  Bind c~, c , . . .  v~ ~sitive und negative Gr6ssen yon 
der ]~esdmffentMt, dass I -{- a, > 0 ist, so wird: 

{ , < 1, wenn:~.c.~O, 
' ~ i + c > o . ,  ) t ,  wenn: c, 

1 

Z u s a t z .  Setzt m a n a c l e s , ,  so ergiebt  sich ~ wegen 
1 

~ . ~ c ,  ~ s~ == 0 ~ sot)aid 1 ~ s ,  > 0 d. h. sobald s~ bd /dgg  negah'v 
l 

oder e i a / ~ i e e r  e~der ~ is~: 

F~(l+e,)  ( l -s , )  < I. 
1 

Rs gil~ mithin die Beziehung: 

*) Setat rna~ 1-1- c~ = = ~  so ~dmmt d~eser Satz die fotgende Form an= Sind 
d~e point, yen GrSs~en ~ ,  la~ . . . .  ~ n~cht ~mm~ich ~-~ 1~ so ha~ man st~ts 

1, we.D: ~ p ; - 1 ~ , .  
1 
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(191 1-Jr c,) < "l --~s~- 
1 l 

(Diese Beziehung stellt eine nicht unerhebliche Erweiterung tier beideu 
hekannten Specialf~lle (lax: 

I It 

/~(1 --a.) < hi-q_,, + ,~+...+,. (] +a.) < ................. L . . . . . . . . .  

wo die ~ positive echte 13rilche bedeuten und im zweiten Falle attch 

~ a~ ein echtex Bruch sein muss 1. 
I 

Weiss man nut,  class s. die positive Zahl 9 nicht ttberschreitet~ 
sodass also ~, ~ 9,  so hat man sieher 

m 

1 

oder auch, wenn ra eine beliebige, oberhalb g gelegene gauze ZaJal 
bedeutet- 

I 

In Folge dessen ergiebt sieh aber wiederum: 

t 

d . l~  es wird: 

a W~ 

(19a) H(l'at'C.)<(~-9) f~ls: S.--~C,~9<', 
I I 

und i~be~ndere ,  wenn 9 ein r ~ t e r  tlruel~ oder Null ist, ~ d ~ s  m -,, 1 
gesetzt werden kann: 

Um auch die zweite Ungleiehung des S~tzes (r) in ~hnlielaer Wei~ zu 
verwerthen, setze ma~: 

c ,  t s 

1 

sodsss also: 
s .  t. - ~ -  T-+--~.- 
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s l sd~n folgt aug: 

- ~ 0  

~ (1--k c,) ( l + t,) > 1 falls: 1 -k t. > o .  

1 Da aber 1 ~ ~, ~ -i-~S~- > 0 wird, wenn l -~- S~ > 0, so ergiebt sich 

schlie~lieh: 

(20) ~(l-{-c.)>l-{-~., f a l | s : - - l < ~ q . = ~ 1 ~ ' c .  <-[-~ 
I 1 

Weiss man nur soviel, class B~ unter eine gewisse Zahl ( - - G )  nicht 
hinabsinkt (wo 0 > 0), sodass also sicher: 

2. 2. % c~ ~ - - 0  > 0 ~L§ " + G= ;+~, + M .  a 
1 i 1 - k  J ~ / - - G  

(wo M eine ganze positive Zahl > G bedeuten soil), so ergiebt sich: 

1 

d, h. so ist: 

(20a) (1-bc,) > ~ falls: i §  = 
1 1 

and speciell, wema O e/n echter Bruch oder Null ist: 

2 ~ (~ob) ( 1 + r  > 1 - - O  falls: ~+---~ >__-- G > - - ] .  
1 1 

Ffir die ira folgenden Paragraphen anzustellenden Convergenz- 
Untersuchungen r#iehen die soeben entwickelten Relationen, welche 
s~mmtlieh auf der Ungteichung (17) basiren, noch nieht vollst~ndig 
aus. Vielmehr erscheint es zweckm~ssig, die obere Grenze, welche 
dutch Ungleichung (17) fiir ein Product der betrachteten Art statuir~ 
wire], noch in s Weise zu erniedrigen. 

Aus tier Identitrit: 

folgt fflr ta I < l :  

~+~> 0 +  ~-) < ~ + ~ + 2 
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z + ~,-.t~ ~ ~ " 

l + a <  t + - ~  

Sind jetzt a~, ~ , . . . a~  positive echte Br~che, ~o ergiebt sieh zuui~hst: 
, +c~ + ~ + �88 ~-..+-.'~ + -~ (~.,.+,,..'~+ § 

(: +o,)(~ +a~) < 
+7" (a~ + ~ ) + i ~  ~ 

l 1 
~ t z t  wird - -  ~ fo r t i o r i :  

(t + (t,) (: + a~) < t 

Da nun allgem~in 
l l a t  

' ~ , + . . . +  ~ e ) ( , + ~ , + ,  + u :+3 (z + s ,  + : f  

:~ ,+ . . .+  
und 

weDn 

I 1 x+1) 
0 § u 1 7 6  + : ~' 

! d f 

so ergiebt sich: 

TSv I +m,, ,+~;r  ~., + . . -  + 

(~) l , l  O + a,) < ~+• - f -  

Man hat ferner far jeden pos. ~hten Braeh b, bei beliebigem~ 
pos. ganz~hllgem p:  

! 

b j 

> 6+ 
und daher: ! 

~g~t " ' 
> ( : + ~ + : r  37 

b,, b~, . . .  b. po~ ichte Brflche bedeuten, und ~ b~ w t., 
l 

gesetzt wird. Darmm ergiebt sich abet, da~ 

IO w 
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~ + t ,  e : t ] + . . , + ~ i - t  ~ I + E ,  . 

mad in Verbindung mit Ungl. (21): 

z 1 

1 1 .2m 

< 
1 g 1 1 

Is?: nun wiederam s~ g t.~ so erh~lt man durch Wahl der be- 
tiebig gross anzuaehmenden pos. ganzen Zahl p > 2 m :  

(24) ~ / ( 1  -~ a,) ~ (1 - -  b,) 
1 

< < 
, % ) ( ,  1 

und man kann daher den folgendea Satz aussprechen: 
(II) Sind cl, ce . . . .  c~ positive und negative 5~chte Briiche und 

~ c~ ~ ~ e~ SO man hat 8tet8 : 
1 

1 We'~n: c,. g O. 
i + ~  % I 

itierau~ l~sst sich wiederum noch scMiessen - -  falls 

2 , e ,  ~< g < m 
i 

(wo g positiv und m eine gauze Zahl) -- dass: 

I:]  (i + ~.) (1 - ~)" < " '( < 
I l +  E ~,, 

(~5a) ]7~(1 + ~,) < 1 
T 

und daher speciell~ wenn g ein ~r Bruch ist: 
s 

(25 b) ~ / ( i  + c.) < 

1 
1 --1- T 6,, 

1 

1 

(,-g)(1 + u  ~. < g < l  
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Bedir~ Coavergeaz r~fllar P~act~ 

~iad ~ a , ,  ~ b ,  zwei divergente aaeud|i~he Ibfihe~, d~re~ Glider  
f f r  v = ~ der Null zustreben~ so kann ._m~_~ nach einem bekanat~a 
Riemann'sehea Satze aus den GrSs~a a,  und den neg~tiv &~nommene~ 
GrSssen by unendlich viele bed/~fl convergdrende Reihen rait b~liebig 
vorgeschriebener Summe B bilden. Mit ~deren Worten: raan ~nn 
zwei Systeme you uiemals abnehmende~, positivea~ gau~.en Zahlen m 

und m" einander so zuordnen~ dass lira a . -  b, ~ S filr 
1 

Ds unter den beziiglieh der GrSssea a,, b, gera~a~hten Voraus- 

1 

div~rgirt, so ~ t  sich offenbar dutch e~n - -  dem Bewei~ des o!mn 
angefffl~g~en Riemsnn'schen Satze v'611ig ana|og~ Verfahrea zeigen, 
da~s man dutch ~de FAnschMtung yon Fa~toren der Form (l--b.) 
iu eiu Product yon Factoren (l + a,) ein e~//che~ Product hi|den 
kann, dessen Werth sich yon einer beliebig vorgesct~-iebenen Zahl P 
betiebig wenig unterscheidet and zwar um so weniger, je weiter man 
den gedachten Process fortsetz~ Darnach kanu man sagen, dass bei 
unbegrenzter Fortsetzung dieses Verfahrens ein aus Faetoren der Forra 
~I-~ a,), (1 ~b.) zusammenge~etztes unend~/c/~s Product entsteht~ 
welches in dieser Arwrdnung, ~ .bedi~j~' gegen den W'erth P con- 
vergirU Bezeichnet man also die Folge der GrSssen a~, - -  b, in tier 
betreffenden Anordnu~tg mit c~, c~, c~ .... und ist dana etwa: 

so kann mau den Inhalt des eben Gesagten auch folger~m__s~a fornm- 
tiren: es lassen sich stets der unbegrenzten Reihe be~nd ig  ab- 
~,ehmender und sehliesslich gegea Null r positiver Zahlen 
~(~-~ 1, 2, 3,...) zwei Reihen niemals sbnehmender~ mit ~ ilber 
alle Grenzen wa~hsender, pos. ga~zer ZaAlen ~, ~" zuordnen, tier- 
gestalt da~: 

also 

wird. 
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Es entsteht nun die Frage: Entsprich~ hierbei.einer solchen An. 
ordnung der GrSsaen a , , -  ~ ,  ritz welche di~ nach der oben ein- 

r 

gef~hr~en Bezeichnung dutch ~ -  c~ darges~ellte Reihe co~vergi~, such 
J 

stets eine convarge~e Factorenanordnung H ( 1 - ~ - c , ) ?  Die An~wort 
1 

hierauf giebt der folgende - -  yon Cauchy*) mit Hiilfe der logarith- 
mischen Reihe bewiesene ~ Satz~ der an dieser Stelte mit H~lfe der 
im vorigen Paragraphen abgeleiteten Beziehungen rein elementar sich 
ergeben wird: 

die P~ihe ~ c, bed i ng t  i~ do" cTurch Co~verr d~ In- 
1 

vorge~hHebene~ A~u~r dnu~g, so c o n v e r g i r t H(1-{-c,) dices 
1 

oder d i v e r g i r t  nach  Nul l~  je navhdem ~ c. ~ 
1 

oder divergirt. 

Beweis: Es werde zun~chs~ angenommen, dass ausser der Reihe 
l c , ,  such die Reihe 2~r ~ --  ]etztere eo ipso unbedi~gt - -  convergire: 

alsdann convergirt such die Reihe 1 - ~  und folglich auch: 

Cu 

(le~ztere Reihe natiirlich wieder nut bedingt). In Fo]ge dessen ~.sst 
sich, wenn �9 einen beliebig klein vorzuschreibenden, pos. ~hten Bruch 
bezeidhnet~ eine-Zahl LV so bestimmen~ dass ffir jede pos. ganze 
Zahl O: 

e. < ~ ,  ~+~. < ~, ( ~ > ~ )  

und man finder daher mit Ben~itzung der Ungleichangen (19b)~ (20b): 

l ~ x  
sodass: 

c . -  ~ _ ,  (n>~)  

wird, und somit das unendliche Product C| ~ ( 1 - [ -  c~) 
1 



C o u v ~  ~ Produc~, 

gent, und es bleibt daher (in Fo|ge der Convergenz yon 2 ~ )  nl~r die 
erste der eben ben~ltzten Ungleiehungen beatehen, nltlnlich: 

woraus siela nut  so vie! emehen l~sst, class alas betr~..eht~ unendliehe 
Product nicht ins Unendliche waehsen k ~ n :  es kSnntc daun immer 
noeh convergiren, innerhalb endlieher Grenzen oscilliren oder nach 
Null divergiren. Zum Beweis% da~ stets der letzte Fall eintrit~ 
dient der Satz (|I) des vorigen Paragraphen. 

Hat man n~'~in~ch z u n ~  die Zab] ~ wie erforderlich besthnmt, 
so ~ s t  sich jetzt noch eine Zahl ~ als unt~re Grenze fllr @ 
stimmen, so class: 

wird, wo A in Folge der Divergenz yon I t 2  bd/d~/9 9 ~ s  angenommen 
werden kann. Alsdaun erh~lt man abet unter Anwendung der Un- 
gleiehung (25b) : 

(I q- c,,) < 0 - ~) (z + a) 

und da die reehte Seit~ dutch Wahl yon A d. h, ~ehliesslieh dutch 

Wahl yon @ beliebig klein wird, so folgt dass 1 3  (1 ,a t- c.) nach Null 

divergirr,. - -  
Zusa tz  I. Die D / v e r ~  des betmchteten Prodactes ~ Ar~// 

bleibt auch bestehen, wean 2~e~ 2 d/verg/rt und ~c,  so ~ / ~ d ,  daw die 
obere Unbestimmthei~grenze eiaen endlichen Wertb hat (Nil. die ~ e  
daft dagegen beliebig, auch negstiv unendlieh sein), l)a man n~mlich 
in diesem FaUe tilt jedes endliche oder tmendliche n setzen Imun 

2 , ~ ,  < ~  (a_>o), 
1 

so ergiebt sieh n~eh Ungl. (25a): 

- - - -  + u  ) 

w o m  eine beliebige, lX~ g~,_z~ Zabl > 9 bedeutet: di9 reeltte Sei~e 



dieser Ungldchung wird bdiebig klein, wenn ~ dutch Wahl yon n 
gross genug gemacht wird, mithin hat man wiederum: 

] ~ 0  + e,) ffi o. 
Wen~ andererseits ZC,'-" co~verqir~ und 27e, wieder so osc~r~, dass 

fiir jedes n 

~ e , < g  
1 

gesetzt werden kann, so lehrt die ehen ben/itzte Ungleichung (25a) im 
wesent~chea nichts anderes, als die einfachere Ungleichtmg (19a): 

1 

~Rmlich, dass ffir dieses Product eine endliche obere Grenze existirt, 
w~hrend die untere Greaze offenbar auch Null sein kann. 

Besitzt j e d o c h ~ c ~  auch eine endliche untere Grenze, und be- 
1 

achier man, dass dann auch: 
S 

gesetzt werden kann, so fotgt aus UngL (20a), dass 

1 

d. h. das Product besitzt in diesem Falle eine yon Null verschiedene, 
uni te  Grenze. 

Zusatz H. Auch wenn die Reihe Zc.  divergirt, lassen sich ge- 
wisse Criterien beziiglich des Verhaltens yon I~(I + c~) angeben 
(natarlich immer unter der Voraussetzung dass lira c~-~-0). Divergirt 
ngmlich die Reihe ~c., nach ~ oo, so kann man eine pos. g~nze Zahl 
N'so bestimmen~ dass filr ein belieblg gross gegebenes positives .4: 

s,-----~,,, < - -  a (~>~  
1 

wird, Alsdann ergiebt sich abet nach Ungl. (19), dass. 

~ /  (n ~ ~) 0 + ~ )  < ~_--:~ < ~ ~+a  

dutch Wahl yon A bezw. yon n beliebig klein gemacht werden kman. 
a ~  

H( 1 +c,) d/v~9/rg also in diesem Fall nach h~ Das unendliche Product 



d~,egea ~ ' ,  c, ~ + ~ ,  so be~w~te man 
1 

I 

' = N O  *" 1+%)"  u 

H (l + 
1 

Da hier das ~r  stehende Product f~r n ~ ,~ nach dem eben 
Gesagten gegea Nail dirergiren wird, soba]d 

1 

so folg~, class / ~  (I • c.) na,'~ Unendlivh dio~rgirt , ~obald au~er 
! 

Z- -Y** der Reihe a, auch noch die Reihe l + % nach + r divergirt. 
1 

Hierzu ist vermSge der Beziehang: 

~ 
( + %  ~ Cv'~ I +% 

; 1 1 

c l 
hinreiche~ (abet nicht nothwendlg), dass die Reihe ~ l +r  ' al~o 

schliesslich die Reihe 27c2 e~nverg/rt. 

Ist hingegen Z'r also auch ~ . ~  + ~  diverge~t (und zwax dann 

stets ~--- -~- ~ ) ,  so kann die Raihe -i-+-r ~ wie die obige Zerlegaug 

lehrt, zwar ebenfalls noeh ~ -~- ~ divergiren, ale k~na aber aueh 
efonvergirem, oscilliren and sogar ~e2~ - - ~  d'/~erg/rer6~ Hierbd wird 
nun -- im F',dle der Cvnvergenz and der O~2h~ion mit endticher u~crer 
Unbestimmtheit%o~enze - -  daa betra~htete Product wieder n a ~  @ 
divergiren (der erste TheiI dieser Behauptaag folg~ au~ dem Haaptsa~ 
dieses Paragraphen, der zweite a~s Zusatz I ,  wena man nut heachtet, 
dass die zungch~ in Betracht kommende obere Uabestimmtheit~greaze 

identisch mit dex m~,~ren v o n ~  f ~ .  ist). Welm V O t l  

"ed ~ c~ j och~_jT~--~ die u~ere Unbestimmtheitsgren~e - - ~  be~t~t e~ler 

aach ~ - - o o  d/verg/rt, ~o l ~ t  s i~  ~tber de~ Werth y o u  H(1-ke~) 
allgemei,~ nichts bostimmtes aassagen: das Product kana dann aod~ 
jeden Werth, einschliesstich yon 0 und oo~ anne.ham~s~ be~w. ianerlmlb 
der Orenzen 0 und oo oscilllre~ 



154 A. PjLmc~a~. Ceuvergenz unendHc~her Producte. 

E8 erscheint vielleicht nicht iiberflfissig, an einem Beispiele zu 
. % 

zeigen, dass, mater der Voraussetzung ~c~ ~ + av, die Reihe~l~-~,__ 

wirklich auch eo~werg/~en oder ~wh - - c ~  d/verg~re~ kann, mid dass 
insbesondere in diesem letzten Falle der Werth des fraglichen Pro- 
duc~s l T ( l + c , )  wiederum noch co, end]ich oder 0 sein kann. 

Ich setze 
1 1 ( x  > O) 

a2~-~ = y---~L-~_ z , a~,= ;G+x 

und w'~hle, um im Falle eines ganzzahligen x den Werth v ~- x 2 (ffir 
welchea c~,_l ~ c~ werden wfirde) yon vornherein auszuschliessen, als 
niedrigstea Sammationsindex eine Zahl m > x :. Alsdann hat man: 

= ;/;-x ~+x~= .-x~ = + cr 

and ferner: 

]i-~,-- ;g-x+i ;G+x-i~ ~-(x-i)~ 

Diese letztere Reihe divergirt nun, wie die Reihe 2~c, nach + co, so- 
bald x > 1 ; sie conver~rt hingegen (nach t~ull) ffir x ~ 1, und sie 
divergirt naeh --  c~ ffir x <: 1. In den beidr ersten F~llen wird also 
das correspondirende unendtiche Product 

nach + c~ divergiren, und man hat somit zun~hst :  

B ~ c ~  ffir x > _ l .  
Um nun auch den Werth dieses Produetes ffir den dritten Fall ( x <  1, 

% 
~ ~  zu bestimmen, bringe man auf die Form: O0) dasselbe 

/:/ O( 
und man erkennt sofort, dass gerude wie fdiher: 

~=~ f-ur x > � 8 9  
wird ~ da~ dagegen: 

- P ~ - I  fib x ~ - � 8 9  

(d. h. das Product conver~irt in diesem Falle, obsc;hon die entspreehende 
Reihe d/verg/r 0 and scblie~slich: 

B - = 0  fiir x < � 8 9  
aich ergiebt. - -  

B e r l i n ,  ira April I888. 


