Ueber die Convergenz unendlicher Producte.
Von

Aregep Pringsaeix in Miinchen.

Die Hauptsitze itber die Convergenz unendlicher Producte sind
zuerst von Canchy*) mit Hiilfe der Theorie der Logarithmen uud
der logaritbmischen Beihe bewiesen worden. So bequem dieses Aus-
kunftsmittel auch erscheinen msg — denn in der That wird dadurch
die ganze Theorie der unendlichen Producte mit einem Schlage auf
diejenige der unendlichen Reihen zurfickgefihrt — so kann dasselbe
doch da, wo es sich um einen wirklich methodischen Aufbsu der
Analysis handelt, schwerlich als ein befriedigendes gelten: vielmehr
blieb es — bei der Stellang, welche die unendlichen Producte als
vbilig gleichberechtigte analytische Darstellungsformen neben den un-
endlichen Reihen einnehmen ~ durchaus wiinschenswerth, jene Sgtze
unmittelbar aus der Definition des Productes abzuleiten, obne die
Heranziechung von Tramscendenten, welche mit dieser Definition gar
nichts zu thun haben, gleichwie es wohl Niemandem einfallen wird,
die elementaren Sitze #ber endliche Producte mit Hilfe der Loga-
rithmen aus den entsprechenden Additionssitzen herzuleiten. In Folge
dessen erscheint es sehr begreiflich, dass Herr Weierstrass, ge-
legentlich seiner Bearbeitung der Theorie der analytischen Facultiten®*),
sein Augenmerk u, a. auch darauf gerichtet hat, das fundamentale
Criterium fiir die Convergenz unendlicher Producte rein elementar zu
begriinden. Dasselbe sagt aus, dass das unendliche Product TI(1--ay)
stets convergirt, wenn die unendliche Reihe Za, unbedingt convergirt,
und es hat keinerlei Schwierigkeit, diesen Satz dahin zu vervoll-
stindigen, dass das obige Product dann auch unbedingt convergirt.
Da sich hiernach die unbedingte Convergenz jener Reihe als eine Ain-
reichende Bedingung fir diejenige des Productes ergiebt, so entstebt

*) Cours d’Analyse algébr. (1821) p. 562 £
%) Journal fir Mathematik Bd, 51 (1856}, p. 18 £
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sofort die Frage, ob sich diese nAmliche Bedingung auch als eine
nothwendige erweist, Diese — weder von Canchy, noch von Herrn
Weierstrass exdrierte — Frage ist erst von Herrn Dini®) im bejabenden
Sinne beantwortet worden, und zwar wiederum anter Anwendung jener
dlteren Canchy'schen Methode, mit Hiilfe der Logarithmen. Dagegen
ist die clemeniare Theorie der unendlichen Producte nach dieser Seite
hin bisher unvollstindig geblieben. Allerdings wird in der kilrzlich
publicirten ,,Theorie der analylischen Fumctionen des Herrn Bier-
mann auf Grand einer rein elementaren Deduction der Satz von der
Nothwendigkeit jener Bedingung ebenfalls ausgesprochen (p. 58): der
dort versuchte Beweis fir diese Behauptung ist aber schlechthin un-
brauchbar, wie ich sogleich zeigen werde.
Herr B. formt zunfchst das endliche Product:

Pi=Q1+a)(l+a) - (14 a)
(wo die a, reelle oder complexe Grossen mit Ausschluss des Werthes
— 1 bedeuten) in die folgende Reihe um:

Po=1+4g FaP+---+a.P,
=gtou+ g +-+o (9k=(1+a,) ca (1+ak_1)a;.),

worauf dann das unendliche Product H(l + @) als Summe der
1

unendlichen Reihe >3y, definirt wird. Nun heisst es (a. a. O,

1
§ 56, letate Zeile) weiter:
Soll ein solches Product unabhingig von der Anordnung
der Factoren endlich sein, so muss die unendliche Reihe
S+ 9+ 9.+ - - - unbedingt convergiren.

Um diesen durch kein weiteres Wort begriindeten Ausspruch, in
welchem offenbar der Kern des ganzen Beweises steckt, richtiy zu
verstehen, muss vor allen Dingen festgestellt werden, was hier mit
dem Worte ,endlich” gesagt sein soll: Herr B. operirt nimlich in
seinem Buche je nach Bedarf mit zwei ganz verschiedenen Endlichkeits-
begriffen und iberlisst es im Allgemeinen dem Leser, zu errathen,
welcher von diesen beiden gerade gemeint ist. Er definirt zunichst
(8. 19 ) nach dem Vorgange des Herrn Weiersirass die Irrational-
zahlen als Summen unendlich vieler Elemente und sagt alsdann (S, 28):

Eine aus unendlich vielen positiven und negativen Ele-
menten znsammengesetzte Grosse « heisst endlich, wenn eine

¥) Anpali di Matematica, Ser. II, T. If (1870}, p. 35, Vgl. aneh: Stolz,
Vorlesungen idber allg, Arithmetik, Bd. II, p. 238,
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positive Girdsse existirt, die grieser ist als der absoluts Betrag
irgend eines Bestandthells von o.

Da hier der Ausdruck ,Bestandtheil® nach der sof 5. 19 ge
gebenen Definition jede willkiirliche, aber bestbrankie Anvshl baraus-
gegriffener Elersente bedeutet, so ist offenbar nach der obigen Begriffa
bestimmung fir die ,,Endlichkes einer solchen Grisse erforderlich,
dass die Summe jeder herausgegriffenen Anwzahl von ausschlissslich
positiven und ebenso von ausschliesslich negativen Elementon - letztere
unatiirlich absolut gemommen — unterhalb einer festen positiven Zabl
liegt, sodass man jene Definition folgendermassen in die gewBShaliche
Sprache der Analysis Gbersetzen kénnte:

Eine durch eine unendliche Reihe definirte Zabl heisst
endlich nur dann, wenn diese Reihe alsolut — also auch wn-
bedingt — convergirt.

Dass man mit diesem gewiss richtigen, aber nach den heute
iblichen Anschavungen viel zu engen Endlichkeitsbegriffe nicht aus-
reicht, liegt auf der Hand, und so fithrt auch Herr B. neben der chen
erwihnten Definition der Irrationalzablen auch noch die Heine-
Cantor’sche durch sog. , Fundamentalreihen® (Zablenfolgen) ein
(S. 33 ), bei welcher an ecine derartige Einschriinkung des Endlich-
keitsbegriffes gar nicht gedacht werden kann; denn hier definirt die
nFundamentalreihe®:

1 $ 1 t 11
1 -5 l=g+yg I—gt+g—g--
gerade so gut eine bestimmte endliche Zahl, wie die folgende:

2 4 3
patd 5@ 1@ HE
obschon bei unendlich wachsender Stellenzahl die definirenden Terme
der ersteren nach der urspringlicher Definition gar nichi mebr als
endlich® zn betrachten wiren. In der That sprickt anch Herr B,
spiterhin urplotzlich von den Summen bedingt convergenter Heiben
(S. 55, 62), deren blosse Existenz auf Grusd der erst genannien Defi-
nition einer ,endlichen? Grdese schlechthin unversidndlich erscheinen

milsste.

Da es nun aber Herr B, vollig unterlisst, diesen Zwiespali an
irgend einer Stelle aufzakliren, bezw. sich fiir ejne bestimmte diewer
grundverschiedenen Definitionen zu entscheiden, so bleibt sehliesslich
nichts anderes fibrig, als die Richtigkeit des oben citirten Ausspruches
mit Riicksicht auf jene beiden Endlichkeitsbegriffe za prifen.

Dabei zeigt sich denn sofort, dass bei Zugrundelegung der ersten
Definition nicht das Geringste gegen die if jenem Salze wusgesprochens
Schlussfolgerung einzawenden ist — nur ist dieselbe dann Jeider absclut
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werthlos: denn wenn man das unendliche Product zondchst durch eine
gewisse unendliche Reihe definirt und diese wiederum nur dann endlich
nennt, wenn sie unbedingt convergirt, so wird eben bei der ganzen
Sache dberhaupt nichis bewiesen®).

Fasst man dagegen den Endlichkeitsbegriff in der sonst iiblichen
Weise, so enthilt der in Rede stebende Schluss geradezu eine petitio
principii: es wire nimlich sehr wohl denkbar, dass das Product un-
abhingig von der Anordnung der Factoren demselben endlichen Werth
liefert, auch wenn die Reihe Xg, nur bedingt convergirt. Denn be-
zeichnet man etwa mit a,, a,, @5, - .. irgend eine neue Anordnung
der Grossen a,, @, a,, ... und setzt:

Po=[J0+a)=0/+9 + - +9:
1

{wo die g, gerade so aus den @, gebildet sein sollen, wie die g; aus
den @), so erfordert die Existenz eines von der Factorenanordnung
unabbiingigen, endlichen Productwerthes lediglich die Convergens und
Gleichkeit der beiden Reihensommen Xyg, und Zg,': diese letztere
konnte aber sehr wohl gedacht werden, auch wenn diese beiden Reihen
uur bedingt convergiren, indem ja die Reihe der g, keineswegs eine
blosse Umordnung der Glieder g, darstellt, sondern aus ganz neuen,
in anderer Weise aus den @, zusammengesetzten Termen besteht.
Hiernach kann ich in keinem Falle den beziiglichen Ausfithrungen
des Herrn B. irgend welche Beweiskraft zuerkennmen. Da mir aber
auf der andern Seite der vollstindige Ausbau einer elementaren Theorie
der unendlichen Producte von principieller Wichtigkeit zu sein schien,
s0 habe ich im Folgenden den Versuch gemacht, nichi nur die oben
angedeuntete Licke auszafiillen, sondern auch die Theorie der bedingten

#) Uebrigens ist Herrn B.s Beweis, selbst bei dieser Auffassung, in seinem
weiteren Verlaufe noch nicht einmal einwurfsfrei. Denn soll nun — worauf es
ja ankommt — weiter gefolgert werden, dass zur unbedingten Convergenz von
Xg, schliesslich diejenige von Za, nothwendiy ist, so erscheint das offenbar nur
dann zoldssig, wenn von vornherein angenommen wird, dass die P, nicht nur
endlich schlechthin, sondern aunch um ein angebbares von Null verschieden sein
sollen (also lim P, nicht = 0), Dass aber Herr B. nicht — wie man ja allenfalls

R

zu seinen (unsten annehmen konnte — diese weitere Einschrinkung des Wortes

»endlich“ stillschweigend gemacht wissen will, geht zur Evidenz daraus bervor,

uass er das Resultat der gedachten Deduction auf 8, 58 dahin zusammenfasst:

nDie nothwendige und hinreichende Bedingung daffir, dass ein vou

der Anordnung der Factoren unabhingiges Product endlich ist, besteht
in der Convergenz der Reihe lay] -~ [aa] + [Gy) - - -%

wiihrend er, vollkommen hiervon geirennt, erst ganze 4 Seiten spiter nachweist,

dass — im Falle der Convergenz von Zja,| — das beweffende Product nicht ver-

schioinden kann,
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Convergenz wenigstens fir Producte mit reellen Fuactoren elementar
za begriinden. Wenn ich dabel in den ersten drei Paragraphen
wesentlich bekannte Dinge vorausschicke, so geschieht dies theils des
besseren Zusammenhanges wegen, theils aber auch in der Hoffnung,
dass die in § 1 an die Definition der Productconvergenz gekniipfien
Bemerkungen immerhin etwas zur Beseitigung von mancherlei Unklar-
heiten beitragen kdnnten, und dass auch die in §§ 2 und 3 gegebene
Darstellung bekannter Sdtze vor den sonst #blichen Darstellungen
vielleicht manche Vorziige besitzt. Fiir neu mochte ich hingegen ~—
trotz ihres elementaren Charakters — die in § 4 angestellten Betrach-
tungen halten, deren Resultat sodann im § 5 zum Beweise des oben
urgirten Hauptsatzes verwendet wird. Ich schliesse daran im § 6 ge-
wisse — wie ich glanbe, ebenfalls noch nicht bekannte — Hulfssitze
iber endliche Producte; dieselben diesen dann im § 7 dazu, die be-
dingte Convergenz reeller Producte zu behandeln. Was die Theorie
der bedingten Convergenz complexer Producte betrifit®) — der ich
tbrigens, analog wie bei den unendlichen Reihen, nur eine secundire
Bedeutung zuerkeunen kaon — so muss ich leider gestehen, duss es
mir bisher nicht gelungen ist, dieselbe rein elementar darzustellen,
und dass ich sogar beciglich der Moglichkeit einer solchen Behandlung
starke Zweifel hege. Dabei verstehe ich unter einer oréin elementarent
Darstellungsweise eine solche, bei der nicht nur die Bentitzung der
Logarithmen, sondern auch die Einfibrung der sogenaunten trigono-
metrischen Form der complexen Zahlen principiell ausgeschlossen ist.
Tu der That sind diese beiden Halfsmittel dem Wesen nach gar nicht
verschieden, und man wird da, wo es sich um die Untersuchung ganz
elementarer Eigenschaften von Zablen der Form @ - ¥ handelt, bei
einigem Sinne fir Beivheit der Methode deren transcendente Form:
Y@ b foos aretg 4 icin aretg 2}, soweit das irgend angebt, zu
vermeiden suchen (wie dies z. B. auch Herr Weierstrass in seinen
Vorlesungen itber analytische Functionen zu thun pflegt). Da dieser
Standpunkt in den folgenden Betrachtungen streng {festgehalten wird,
so mdge, um spater den Gang der Untersuchong nicht zu unterbrechen,
beziiglich der complexen Grbssen an dieser Stelle noch Folgendes ein-
geschaltet werden: _

Nennt man, wie iblich, den positiven Werth von Va* 4 5 den
absoluten Belrag der complexen Zabl & + bi und setzt

Vo b == ia bi =7,

‘)ergleichehierﬁberwawerdemabencimnamdwﬁm
Dini — nock: Stolz, & a 0. p. 245 £, sowie den Excurs dber aneadliche Fro-
ducte iz meiner Abhandlang: ,Ucber die Werthverinderangen bedingt con-
vergenter Reiben ete., Math Apn, Bd. XX, p. 478
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s0 hat man
a+bi=r(2+i2)
Ich will alsdann den Factor (—;’ff + ¢ %) — welcher offenbar eine

complexe Zahl mit dem absoluten Betrage 1 ist — die Charakieristik*)
der complexen Zahl 4 -- 37 nennen. Darnach kann also eine complexe
Zahl stets zerlegt werden in das Product ihres absoluten Betrages und
ihrer Charakteristik, Diese Zerlegung ist offenbar nur auf eine einzige
Weise moglich, und wmgekehrt ist eine complexe Zahl durch ihren
absoluten Betrag und ihre Charakteristik eindeutig bestimmi.

Ferner ergeben sich dann ohne Weiteres die folgenden Sitze:

Multiplicirt man eine complexe Zahl mit einem beliehigen
positiven Factor, so wird die Charakteristik hierdurch nicht
getindert.

Wie der absolute Betrag eines Productes (Quotienten)
compleser Zahlen gleich ist dem Producte (Quotienten) der
sbsoluten Betriige, so ist auch die Charakteristik eines Pro-
ductes (Quotienten) gleich dem Producte (Quotienten) der
einzelnen Charakteristiken.

§ 1L
Definition der Convergenz eines mnendlichen Preductes und Aufstellung
der nothwendigen und hinreichenden Bedingungen.

Es sei 2, 2y, ... Px ... eine unbegrenzt fortsetzbare Folge
reeller oder complexer Grbssen von der Beschaffenheit, dass 2o jedem.
endlichen Index n ein eindeufig bestimmier, endlicher, fir's erste auch
von Null verschiedener Werth p, gehort™). Sefzt man dann

*) Ich filhre diesen Ausdrnek ein, da eine allgemein acceptirte Bezeichnung
filr den fraglichen Begriff nicht existirh, und die allenfalls dafir gebrauchten
Ausdriicke, wie Richtungscoefficient, Richiumgsfactor (bei Haxkel, Stolz u a.
nach dem Vorgange Argand’s) wegen ihres rein geometrischen Ursprunges mir
vicht recht zusagten, wihrend die Canchy’sche Bezeichnung ,.expression réduite
{Anal. algébr. p. 183) mir zu umstindlich und dabel wenig charakieristisch
erschien.

**) Ich sage keineswegs, dass die absoluten Betrige der p, durchwey endlich
und von Null verschieden sein sollen, d, h, genaner gesagt dass [p,| fir jedes
(noch so grosse) n sowohl dber als unter einer festen endlichen Zahl Hegen soll,
Vielmehr kdnnen die |p,], wenn % Hber alle Grenzen wichst, sehr wohl simmilich
oder zum Theil vnter jede Grenze hinabsinken oder fiber jede Gremze hinaus
wachsen, sodass also der Werth oder wenigstens einer dex Werthe von lim p fiir
== @ Null oder unendlich gross sein konute.
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el
n PiPr-Pa pr, = P,
3

so soll der Grenzwerth von P, flir n == o0 als der Werth des wnend-
tichen Productes:

F»

3

bezeichnet werden. Das letztere heisst convergent, wenn P, fir neso0
einen bestimmien endlichen, insbesondere auch von Null verschiedonen
Werth P besitzt*), und man bat in diesem Falle:

o

Hp,w?aml’.

1

*y Diese Definition der Convergenz ¢ines nnendiichen Productes ist freilich
noch nichi allgemein acceptirt: den streitigen Punkt bildet das Aufireten des
Grenzwerthes P, = 0, welches von manchen Mathematikern als 2in Fall von
Convergens angeseben wird, z. B. von Herrn Stolz {a. a. 0. Bd. I, p. 231) und
Cam. Jordan (Cours d’Analyse, T. I, No. 133). Herr Thomae — in weiner
..Elementaren Theorie der analytischen Functionen™ — schiigt eine Art Mittelweg
ein: ,Nahert sich mit wachsendem n P, immer mebr der Null, so ist dawmit die
Convergenz des Productes ausgesprochen® —— helsst es zunlchst o a. Ov p. 23,
Dann wird aber hinzugefigt: ,,Allein solche Producte, welche gegen Null con-
vergiren, obne dass ein Factor Null ist, verhalten sich anders als solche Products,
die gegen eine bestimmte von Null verschiedene Zabl convergiren, usd e soll
daher der Beguemlichkeit halber angenommen werden, dass ein Product sur dsan
convergirt, wenn es gegen einen von Null verschiedenen endlichen Werth convergirt.”

Andere Schriftsteller (wie Herr Weierstrass ond Dini a. a. 0.) sprachen
wohl ansdriicklich von Producten, die unter gewissen Bedingungen endliche und
von Noll verschiedene Werthe besitven, ohoe indessen dem Begnff eines oow
vergenten Productes iberhanpt zu definiren; wihrend noch aadere (vgl Lipachits,
Grundlagen der Analysis, Bd. I, p.508; Mittag-Leffler in den Act. Math, T. IV,
p. 29) die im Texte als nothwendige und hinreichende Bedingung fir die Con-
vergenz anfgestellte Ungleichung (3) geradezu als Definition zu Grande legen.
{NB. Die von Herrn Lipschitz & & O. noch hinzagefiigte Bedingong: es miuten
susserdem die P, fiir jedes noch 0 grosse » unter einer festen endlicken Grenze
hegen, ist in Wahrheit sberflissig — ¢in ,bis in iden™ — wie die im Texte ua
die Ungl. (3) gekntipfte Discussion lehrt), Diese letutere Definition ist offenbar
von der hier gegebenen nur der Zusseren Form nach venchieden, und ich michis
dieser lediglich aus dem Grunde den Vorsug gebenm, weil os mir natirlicher or-
scheint, einen neu einzufiihrenden Begriff, wenn irgend thunlich, durch charak~
teristische, uvnmittelbar fassliche Eigenschaften zn definiren und dann erwt deren
Eiskleidung in analytische Zeichen vorzupehmen, als umgekebrt.

Was nun aber ferner die Ausschliessang der unendlichen Producte mit dem
Grenzwerthe Null ags der Zahl der als compergent zn beseichnenden betrift, so
will es mir scheinen, dass es sich hierbei nicht bloss — wie Herr Thomae sich
ansdrickt — wm eine Sache der grosseren Bequewlichkeit, sondern schiechter-
dings um cine directe logische Nothwendigheit handelt. Man bat dabei nor fest-
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In jedem anderen Falle wird das unendliche Product divergent
genannt, und zwar sagt man: dasselbe divergire nach O bezw. oo
oder werde unbestimmt, je nachdem lim P, fir % = co verschwindet,
bezw. in bestimmter Weise unendlich wird, oder aber inmerhalb end-
licher oder unendlich grosser Unbestimmtheitsgrenzen oscillirt,

Lisst man jetzt anch zu, dass unter den Grissen p, solche mit
endlichem Index vorkommen, welche Null oder unendlich gross sind,
{was z. B. in dem Falle, wo die p, Functionen einer oder mehrerer
Variablen sind, fiir gewisse Werthe dieser Variablen eintreten kann),
und sind solche Factoren nur in begremster Zahl vorhanden, so soll
iiber den Charakier des unendlichen Productes die Beschaffenheit des-
jenigen Productes entscheiden, welches nach Ausschluss jener kritischen
Factoren zuriickbleibt. (Man kbnnte hierbei, im Falle der Convergens
des von Null- und Unendlichkeitsfactoren befreiten Productes, das
Gesammtproduet, statt es schlechthin als comvergemi zu bezeichnen,
vielleicht nicht unpassend hebbar divergent nennen).

zuhalten, dass es hier nicht sowokl daranf ankommi, die Convergenz irgend einer
Grbssenfolge Py, P,,... P, ... im Allgemeinen zu definiren, dass vielmehr die
Frage lautet: Was soll man unter einem convergenten umendlichen Producte
verstehen? d. b. der Nachdruck ist darauf zu legen, dass die P, durch eine un
begrenzt fortsetzbare Reihe von Multiplicationen entstehen, Wenn man nun iber-
haopt das Besnltat einer unbegrenzten Reibe von Rechnungsoperationen als con-
vergent einfiibrt, so geschieht das stels auf Grund des Principes, dass die defi-
nirende Haupteigenschaft, welche das Resultat einer begremzten Anzahl jeper
Operationen charakterisirt, erhalten bleibt.

So erscheint z. B. die Summe S, einer endlichen Anzah! (n) von Summanden
stets als eine eindeutig bestimmte endliche Zahl, einschliesslich der Null: dem-
gemiiss wird die Swmme einer unendlichen Reihe von Summanden convergent ge-
nannt, wenn lim S, fiir # = o einen bestimmten endlichen Grenzwerth hat, der
anch Null sein darf.

Dagegen ist es die erste wnd wesentlichste Eigenschaft des Productes einer
endlichen Anzahl von Factoren, von denen keiner verschwindet, einen bestimmten
endlichen, unter allen Umstiinden von Null verschiedenen Werth zu haben: diese
Eigenschaft ist in dem Grade mit dem Begriffe eines solchen Productes verkniipft,
dass man darauf geradezu den Charakter unnseres complexen Zahlensystems als
cines in sich abgeschlossenen, nicht mehr erweiterungsfilhigen begréinden kana
(vgl. z. B. Hankel, Vorl. dber compl. Zahlen, § 29; Stolz, a.a O. Bd. II, § 16;
Weierstrass, ,,Zur Theorie der aus » Haupteinheiten gebildeten compl. Zahlen*—
Gott. Nachr, 1884, p. 410),

Hiernach erscheint es mir aber geradezn als sine eondradictio in adjecto, von
einem nach Null convergirenden Producte zn sprechen; und wenn solche Producte
mit dem Grenzwerthe Null sich, wie Herr Thomae ausdriicklich hervorhebt, ganz
anders verhalten wie die gegen einen festen endlichen, von Null verschiedenen
Werth convergirenden Producte, so michte ich darans folgern, dass es nicht nur
unbeguem, sondern geradezu unlogisch ist, dieselben als convergent zu bezeichnen.
(Man vergleiche hierzu auch noch die Randbemerkung des § 5), —
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Enthilt dagegen das betrachtete Product Factoren dieser Art in
unbegrencler Anzahl, sodass eine derartige Reduction desselben durch
Ausschluss einer endlichen Factorenzahl nicht webr mdglich erscheint,
50 wird dasselbe ein fiir allemal als divergent anzaschen sein: sein
Werth ist wie der jedes anderen divergenten Productes 0, oo oder
unbestimmt,

Hiernach wird es fiir die weitere Untersuchung der Couvergenz-
und Divergenzbedingungen eines unendlichen Productes bel der ur-
spriinglich eingefiibrten Annahme sein Bewenden haben diirfen, dass
die p, fir jeden endlichen Index endlich und von Null verschieden
sein sollen.

Die oben gegebene Definition der Convergenz eines unendlichen
Productes liisst sich — unter Zugrundelegung der itblichen Definition
eines Grenzwerthes Giberhaupt — folgendermassen analytisch formuliren:
Es muss sich eine positive Grosse ¢ und zu einer beliebig klein vor-
gelegten positiven Grosse & eine positive ganze Zahl N fixiren lsssen,
sodass gleichzeitig:

{(ﬁ} [Pl > g gmi,i’,ﬁ-uininf.)
®) [ Pare~ Baj <8 W2 N :

Es ist ohue Weiteres klar, dass aus diesen beiden Gleichungen,
welche zusammen die nothwendige und hinreichende Bedingung for dic
Convergenz des nuendlichen Productes darstellen, ~ unter Bertick-
sichtigung des Urnstandes, dass vermoge der Ungl. (&) auch insbesondere
‘P, > g — sich stets eine Ungleichung von der Form

@

P p==1,2,3, -
@ i“ﬁ%“‘)“‘ n> N )

ableiten lisst, wo ¢ eine positive Grdsse von ebenfalls vorzuschreibender
Kleinheit bedeutet.

TUwm aber auch einzusehen, dass umgekehrt die Ungleichung (3}
allein schon die beiden Ungleichungen (2} zu ersefzen geeignet ist,
hat man offenbar nur nachzuweisen, dass unter der Voraussetzung,
welche durch Ungl. (3) ausgesprochen wird, P, fir n 2 N stets so-
wohl oberhalb als unterhalb einer festen endlichen Grenze liegt; denu
die erstere dieser Eigenschaften sagt offenbar im Wesentlichen dasselbe
aus, wie die Ungleichung (2a), wahrend die zweite es ermﬁgi%chen
wiirde, die Ungleichung (3) durch Multiplication mit B, ohue Weiteres
in eine Ungleichung von der Form (2b) Gberzufithren. )

Man denke sich nun & als positiven dchten Bruch, im Ubrigen
beliebig fixirt, und die endliche, positive, ganze Zubl N, welche zur
Ungl. (3) gehort, passend bestimmdt. Alsdann ist insbesondere:
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y <z (¢6=1,2,3,-.4)

und daher, wenn man % statt N -4 o schreibt und den — sicher be.
stimmten, endlichen und von Null verschiedenen -— absoluten Betrag
von Py mit A bezeichnet:

el

m&<%i~1<+s m=N)

oder
11— A< |Pl<(1l+4 > N)

d. b. | Fy| — und folglich auch |P,| ~ bleibt in der That durchweg
endlich und von Null verschieden.

Die Ungleichung (3) stellt somit fir sich allein die nofhuendige
wnd hinreichende Bedingung fiir die Convergenz von P, dar.

Hieraus ergiebt sich insbesondere als eine nothwendige Bedingung
fiir die Convergenz die Beziehung:

B =1 <e 2N

8 i

d. h. es muss, falls tiberhaupt Convergenz mdglich sein soll:
limjp, ~ 1] =0 (n=o0)
sein, oder anch, wenn man
Po=1-}Fu,

lim thn =0 (1 = o).

setzl:

Daraus folgt, dass in einem convergenten Producte von der Form
(! 4+ w,) die absoluten Betrige der Grossen u, von einer bestimmten
endlicken Stelle ab Hchie Briiche sein miissen.

§ 2.
Products der Form ﬁl(l + @), Wo a, > 0.
Lehrsatz: Die na#swmdigelemd hinreichende Bedingunyg fir die
Convergens des Productes ﬁ(l 4+ @), wo die a. reelle,
positive 0:S:”ré‘ssez'za bedenten, b:*siekt in der Comvergens der

RBehe v a,. Ist dieselbe erfille, so convergirt das Product
Y
unabhingig von der Anordnung der Factoren gegen denselben
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Werth, wie dic — awch in ihren zinfachsien Bestandtheilon —

unbedingt convergirende Rethe
14 Mad,
(100 ‘

Ao =1 wnd fir 221 du=]]01+0a)
3

24 selven i3t),
Beweis: Man hat hier:

wo
Sug == Guiz F Gait + - 0 0t Gupe-

Soll uun das Product A« convergiren, also lt"ﬁ - ll durch

Wahl von 5 > N beliebig klein werden, so ist nach der obigen Un-
gleichung hierzu vor allem erforderlich, dass auch s, durch Wahl von
n > N beliebig klein gemacht werden kann — d. h. die Convergenz

der ReiheZa, ist eine nothwendige Bedingung ftir diejenige des
Productes. ‘
Angenommen jetzt, es mnvergireEa,, #0 lisst sich, wenn &
3

cinen beliebig klein anzunehmenden, pos. Achten Bruch bedeutet, eine
pos, ganze Zabl N 80 bestimmen, dass 5., < & wird filr 8 > N und
jeden Werth von ¢. Alsdann ergiebt sich:
4
§.._;i§_.,. 1§“M:+M+"‘+M

4 GusrGats F Gnpilas + o0 F OuieriGuty

..i,.....,.,........a
- Gugilats * ¢ Gute
<31,e+3:.9+ o sne
<t @2N)

18

nnd es wird daber, wenn & beliebig klein vorgelegt wird:
Aete g
l e —1y<e

sobald ,

o <cd dh < TEh

s
Maihamatischs Aounies. XXXIIT
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genommen wird, was bei der Convergenz der Reibe Fa, stets moglich
ist: die letztere erscheint also auch als hinreichende Bedingung fir die
Convergenz des betrachteten Productes,

Man hat nun ferner:

4, =1,
4y = 1+4a, =4, + a, 4,,
Az *‘(l‘f‘“z)fi =4, +%An

A-» == (1 +az) An-—-l = A,, "}" ay An——i

und hieraus durch Addition dieser Gleichungen:

Ay =1+ N4y,
I
folglich:

4) ]3:[(1-;-«,) =4, =1 +§3aya,~;.

Dass die avs launter positiven Gliedern bestehende Reihe 1 -+ 2 ay Ay
1
absolut und umbedingt convergirt, folgt ohne weiteres aus der voraus-

gesetzten Convergenz der Reihe 2 @, und der bewiesenen Endlichkeit

der Grissen A,. Da aber:
@ dyr = (14a) (1+4a,) - - - (1 +-a,)a,
nach Ansfiihrung der angedeuteten Multiplication wiederum aus lauter
positiven Bestandtheilen und zwar solchen von der Form a,, ax a2,
@y 43 Gy, - . . besteht, so bleibt die obige Reihe auch noch wnbedingt
convergent, wenn man jedes (lied in diese einzelnen Bestandtheile
zerlegt und nun diese selbst als die Glieder der Reihe anffasst.
Setzt man etwa zur Abkiirzung:

Stec=Slee,
1 b4
2 m"axaz =2’ax&z (<),
2

2 3 x®
222 @ Q10 ~2a,‘ wa,  {(r<i<<y)
XA
w s f

80 hat man inshesondere:
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(5) ﬁ{1+av} == 1 +2¢; 4+ a,a; +Za,, @ma, + - - -*
1 » xd

g

oder auch als Doppelrethe geschrieben

©® [la+a)=14+a+a+a+- -

+ a0, + 6.0y + ayay + - -
+ 4,6,8; + a, a0, + 0,0,6, + aya38, 4 - - -
o T T P

wo dann, nach dem gesagten, diese Doppelreihe in jeder beliebigen
Anordnuug convergiren muss.

Hieraus folgt nun aber ohne weiteres, dass das betrachtete un-
endliche Product unabhingig von der Anordnung der Factoren gegen
denselben Werth convergirt. Denn, denkt man sich die Factoren in
irgend einer Weise umgeordnet, so kOnnen — gleichgitltiz ob bei dieser
Umordnung nur Factoren mit endlichem Index ibre Stellen vertauschen
oder ob auch solche mit unendlich grossem Index vor andere mit end-
lichem Index treten (durch Herausheben von unendlichen Partialpro-
ducten und nachherige Vereinigung derselben) — schliesslich doch
immer nur die Glieder der unbedingt convergirenden Doppelreihe (6)
in irgend einer willkiiriichen Anordnung zum Vorschein kommen,

*) Die Convergens dieser Reihe kann auch unabbingig von den angestellten

Betrachtungen folgendermassen eingesehen werden. Beseichnet ‘man die Summe
&

der als convergent voransgesetzten Reibe Mxa, mit s, so ist:

1
== »al42 Ela,ai>2 E!awa‘1
xi
22 E!a,a,"g!a#)?-:s- E’a,aiaﬂ
xi

Xip

vl
F>n! E‘a,‘ Gy, Oy,

KMy by

Es ist daher die Summe der Beihe
1 +2a, -4 a, a4 ayma, -
= xd

*ip

folglich :

und allgemein:

Kleiner als diejenige von:
5 s st
TRyttt

and die fragliche Reihe somit convergent.
9‘
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sodass also das umendliche Product durch die gedachte Operation in
der That keine Werthveriinderung erleidet,

Hiermit ist aber der ansgesprochene Satz in allen seinen Theilen
bewiesen, ~—

Zusatz. Ist die ReiheZa,. divergent, so muss das Product
1
H{i -+a,) nach dem obigen divergiren (wie sich auch unmittelbar
1

aus der Ungleichungﬂ(l-}-a.) > 1 +2a., ergiebt) und zwar be-
1 1

stindig zunehmend gegen -- oo.

Definition. Ein unendliches Product, welches unabhangig von
der Anordnung der Factoren convergirt, heisst umbedingt convergent.
Hiernach ergiebt sich der Sats:

Ein unendliches Product, dessen Factoren reell und > 1
sind, ist, wenn iberhaupt, stels unbedingt convergend.

§3
Absolute Convergenz eines reellen oder complexen Productes als
hinpeichende Bedingung der unbedingten Convergenz.

Lehrsata: Sind die Grissen u, beliehig reell oder compler und
|} = ay, s0 convergirt mit dem ProducteH(l-{-a,) auch
i

slets das PmdactH(l-i—u,,) und zwar unbedingt gegen

3
den niimlichen Werth wie die — auch in ihren einfachsten
Bestandtheilen wnbedingt convergirende Reihe

1 +$% Ups
{200 '
Ug==1 und fir n2>21 U, wﬁ(i—%m}
2y selzen ist). '

Beweis: Sei wiederom 4, =H(l—i—a.,), so folgt aus der Con-

3
vergenz von A, dass bei beliebig klein gegebenem & durch Wahl
vor 8> N
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e _1<s (em0,1,3,.. )

Aﬂ

gemacht werden kann. Andererseits hat man:

7,
Tt = L= (I then) (o thga) - -+ (Lo tha) — 1
== thats b Uugs F Unprthape 0o

P Dere |
/A fm“»-l-l"}‘a-n*}*a..;.;w-;-”.

d. h.
!
sodass auch: iy
U ,
gwf."’ff__1§<3

VU,
wird {fir (s > N, 0,1,2,-..), und somit

Fo+w
convergirt. ‘
Ferner ergiebt sich — genau wie im vorigen Puragraphen — die
Ydentitst:
Uu == 1 +2“v UMI
1

und es ist leicht zu seher, dass die rechte Seite fiir 5 == 00 in eine
unbedingt convergirende Reihe iibergebt: denn die Grissen U,., sind

fir jedes » endlich, vnd die Reihegu, convergirt absolut vud un-

1

bedingt, da die vorausgesetate Convergenz des Productes -] (1 + a)
3

diejenige der Re:heZa,-—Elu.! mit sich bringt.

Hiernach wird nnn wxederum

M H(i Fuw)=1 +2”u,z:rm
1 1

und zwar bleibt die rechts sichende Reihe auch absolut uud unbedingt
convergent, wenn man die einzelnen Bestandtheile jedes Gliodes,
imlich
Uy Uy == thy 4 thythy S thythy - Gy thytiy + - - thy sy ety
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als Glieder der Reibe auffassf. Denn die absoluten Betriige dieser
Bestandtheile stimmen genan fberein mit den einzelnen Termen der
im vorigen Paragraphen angefiibrten Doppelreihe (6), welche — wegen

der vorausgesetzten Convergenz des Productes H {1+ a,) — wiedernum

%
unbedingt convergirt. Man kanu daher — unter Einfiihrung der
analogen Abktrzungen wie in § 2 — die Rethe (7) anch folgender-
massen:

& H(l +uy) =1 -)—Zu, +2ux w +2u Uz Uy

xdu

oder in Form der absolut und unbedingt convergirenden Doppelreihe
schreiben:

©) 1_[<1+uv>-1+u1 +u Fu e
+owe A+ wuy Fuuy 4
o+ Uty thy Uy Uy Uy - U Uy -
+ - -
woraus dann — durch wortlich dieselben Schliisse, wie im vorigen
Paragraphen — folgt, dass das vorliegende Product wnbedingt con-
vergirt, —

Definition. Das unendliche Product 17{1+4-%,) soll absolut con-
vergent beissen, wenn JI(1-|w,|) convergirt: dass das erstere Product
in diesem Falle stets iiber}metpt convergirt, und die gegebene Definition
demgemiss wirklich einen bmn hat, folgt aus dem eben bewiesenen
Satze.

Man kann nunmehr das Hauptresultat der beiden letzten Para-
grapben auch folgendermassen aussprechen:

Die nothwendige und kinreichende Bedingung fir die
absolute Convergenz des unmendlichen Productes IT(1-+u,)
besteht in der absoluten Convergenz der unendlichen Reihe Zity.

Das absolut convergente Product comvergirt auch stets
unbedingt. (Die Umkehrbarkeit dieser letzten Aussage
bleibt noch zu beweisen).

Zusatz Ist die Reihe Zu, absolut convergent, so gilt das Gleiche

von der Reihe Zw,z fiir jedes endliche z; folglich ist das unendliche
Product

f(z) =H(1+m$)

absolut und unbedingt convergent und kann daher in die Form der
bestindig convergirenden Potenzreihe:
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f(z) =1 +(2&)x+(2mm)xz+
L4 xx

gesetzt werden, d. h. f(z) ist eine trauscendenie gauze Fusction.
(Ueber die Erweiterung dieses Satves und den Begriff der glaichmiissigen
Convergenz eines unendlichen Productes vgl. Stolz, a.a. 0. p. 2432453
Mittag-Leffler, Acta Math. T. IV, p. 31).

§ 4
Besondere Producte, welchs iberhaupt nicht anders als absolut und
unbedingt convergiren.

Die in § 2 betrachteten unmeundlichen Producte von der Form
H(l+4-a,), wo a, > 0, convergiren und divergiven gleichzeitig mit der
Reihe Xa,; sie convergiren also entweder absolut und unbediogt oder
war piecht, Es ist pun fUr das folgende wichtig, nachzuweisen, dass
die analoge Bigenschaft allen unendlichen Producten von der Form
I(1 4-p,+q,7) zokommt, wo die reellen Grdssen p, unter sich und
die g, unter sich — aber nicht nothwendig die p, mit.den ¢, ~
gleiches Vorzeichen besitzen. Und da nach § 3 ein solches Product
stets absolut und unbedingt convergirt, wean die Reihe Zip,--g.¢;
convergirt, so wird nur zn zeigen sein, dass dasselbe auch gleichzeitig
mit der Reihe Zip,-g,i| — oder, was hier auf dasselbe hinsus-
kommt, mit der Rethe E(p,44,¢) - divergirt. Hierzu betrachte ich
zundchst unendliche Producte von der specielleren Form: HI(1 - 4,),
(1 4 ayi), (1~ a,i), Wo &y >0, lim g, =0, unter der Voraus-
setzung das Fa, divergirt: aus den Ergebnissen dieser Special Unter-
suchungen wird sich dann das gewiinschte Resultat leicht susamwen-
setzen lassen.

I Es sei

Ay = (1—a)(l—a)...{l—a).
Man hat dann — da man die positiven Grossen a, wegen fim g, == 0
ohne Beschrinkung der Aligemeinheit < 1 annehmwen kann —
0<l—ar<l
also anch:
0<1—a Symgr
und somit
Ao < e e e
T day. L idtey Tt et hat te,
sodass, im Falle der Divergenz von Xa,, sich ergiebi:
Ay == O
d. b. das obige Product divergirt in diesem Falle nach Null
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1. Sei jetzt
A, mI:I(l +&.a.8)
Y

wo ¢ bestindig die positive oder bestindig die negative Einheit be-
denten soll. Der absolute Betrag von A. geniigt alsdann der Gleichung

[4a)2 =[] (14 a2
3

und nimmé somit mit wachsendem # bestindig zu. Daraus folgt aber,
dass der absolute Betrag von 4. entweder bestimmt endlich und von
Null verschieden (namlich > 1) oder positiv unendlich sein muss.
Insbesondere wird |4 |? und daher auch 4. bestimmié und endlich —
und zwar unabhingig von der Anordnung der Factoren — sobald
Xa,® convergirt , mag dabei auch Za, divergent sein. Dass hieraus
noch nicht die Convergenz des unendlichen Productes 4. folgt, ist
klar, indem hiersu ausser der Endlichkeit des absoluten Betrages von
A, auch die Bestimmtheit der Charakteristik erforderlich ist. Ich
behanpte nun, dass diese Charakteristik, welche fiir

Ay = B:t + Cui
dargestellt wird durch den Ausdruck:

B, C,i

V}nz + (}”z + V B: + C:

bei unendlich wachsendem % stets unbestimmt wird, wenn Zq, divergict,
mag nun Xa,® zu gleicher Zeit convergiren oder divergiren.*)

Sollte néimlich der obige Ausdruck fiir n = oo einen bestimmien
Werth haben, so miisste zum mindesten eine der Grissen Bw, Ca,
welche wegen B2 - CZ = | 4_|* > 1 niemals gleichzeitig verschwinden
kinpen, entweder einen festen endlichen, von Null verschiedenen
Grenzwerth haben oder in bestimmter Weise unendlich werden; es
miisste sich demnach eine positive ganze Zahl N fixiren lassen, sodass
fir # > N mindestens eine der Grossen B,, 0, absolut genommen
@her einer festen endlichen Zahl g liegt und bestiindig dasselbe Vor-
zeichen besitzt. Um die Hinfalligkeit dieser Annahme zu beweisen,
bilde ich:

Anya = Byyy -} Coqai = (By -+ Cod) {1+ zax19)

woraus:
(10&) ‘BI-H = B,, = &gy Cs;
(10b) g = Oy 4 2ay1Bs

*) Die blosse Divergens des betrachteten Productes fiir den Fall der
Divergenz von Za, liesse sich bei weitem kiirzer beweisen; des folgenden wegen
kommt es aber wesentlich auf dis besondere Art dieser Divergenz an,
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folgt, und weiter, wenn man hier fiir » der Reihe nach

41, 94+2,...94¢—1
setzt und die resultirenden Gleichungen addirt:

(113) Byyp = B, — £(8s11 0+ tn3s Copr -+ Gaie Cogpa)s
(Ilb) C“H == C‘ + é(d.&.;B.+G.+:Bﬂ.;+-"+a.,HB.+f_.l).
Angenommen nun, es wire fir » > N B, bestindig positiv oder
bestindig negativ nund lage, absolut genommen, stets oberbalb einer
gewissen endlichen Zahl g. Dann will ich — om die beiden mdg-
licken Fialle eines positiven und eines negativen B, gemeinsam be-
handeln zu konpen — unter & die Einbeit mit dem Vorzeichen von
B, verstehen, sodass also £ B, fiir » > N wesentlich positiv und zwar
£B.>g n>N)
ist. Mit Beriicksichtigung dieser Ungleichung wilrde die mit z&" muiti-
plicirte Ungleichung (11b), niwmlich:
e Cope=2¢£C0 + {Gut1 & Bt duiz& Bagat -+ Guge& Bugps}
ergebeun:
(12) 8 Ce1o > 680+ 9 - Snpe
sofern, wie friiher,
Guigs F Guis *F 7+ Gugp == Sup
gesetzt wird.

Da aber die positive Grosse s, — wie auch # fixirt sein mag —
wegen der vorausgesetzten Divergenz der Reihe X, durch Wahl von
o beliebig gross gemacht werden kann, so lisst sich ¢ s0 bestimmen,
dass die Ungleichung (12) iibergehen wiirde in:

(13) e6Cue> 9
wo ¢ eine beliebig grosse, endliche, positive Zahl bedeutet.

Da ferner nach Gleichung (10b) — wenn man daselbst » 4 ¢

statt » schreibt —

SE'C,H.‘H.], = 56’0..1’,9 + a%‘&'li'm

> 6800
so folgt daraus in Verbindung mit Ungleichung (13), dass allgemein:
(14) §8 Crioin > 68 Cape > 9 (x=1,2,3,...).

Schreibt man jetzt in Gleichung (11a) n 4 ¢ statt n und o statt ¢,
so mimmt dieselbe, wenn man moch mit ¢ multiplicirt, die Form an:
& Burore = & Buto — [antet128 Carpt -+ 0uieres € Cotoren}

und folglichk nach (14):
& Bupoia < £ Buyo — ¢ Snig.0-
Nun kann man aber wieder s, durch Wahl von o beliebig gross
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machen, jedenfalls also so gross, dass der absolute Betrag von ¢'.5,;, ,

die positive Grosse & B,y beliebig viel tbersteigt, und daher
£’B,,+e+q <0

wird. Das hiesse aber, dass B,i,;, das entgegengesetzte Vorzeichen

wie B, besitzen mtisste — die Annahme, dass B, fiir » > N das

Zeichen nicht mehr wechselt, war somit unznlissig.

Durch die nimlichen Schlisse lisst sich zeigen, dass die analoge
Annahme fiir C, auf den gleichen Widerspruch fihren wiirde. Hier-
durch erscheint dann zugleich auch die Moglichkeit ausgeschlossen,
dass etwa die eine der beiden Grossen B,, C, fiir # = co gegen Null
convergiren konnte (in welchem Falle sie ja fiir » > N das Zeichen
beliebig oft wechseln dirfte): denn alsdann miisste ja, nach dem
gesagten, die andere fiir n == oo bestimmt endlich oder unendlich sein,
was unmbglich ist.

Als Resultat dieser Betrachtung ergiebt sich somit der Satz:

Das unendliche Product H(14sa,i) — wo a, >0,
e=+1 oder. = — 1 — divergirt stels mit der Reihe
Za,, und zwar in der Weise, dass die Charakteristil wn-
bestimmi wird (gleichgliltiz ob der absolute Betrag endlich
oder unendlich gross wird, was von der Convergenz, bezw.
Divergenz der Reihe Xa,* abhingt).
III. Sei jetzt endlich

P, =H(1+ sa, -+ & by 1)

wo ¢, ¢ die positive oder die negative Einheit bedeuten sollen (sodass
& == 4 £), und die wesentlich positiven, fiir » = oo verschwindenden
Grossen a,, b, wiederum ohne Beschrinkung der Allgemeinheit durch-
weg < 1 angenommen werden diirfen. Zerlegt man alsdann jeden
Factor in folgender Weise:

1+ ea, + &byt = (14 &a,) (1 —!—T%"a—i),

so wird die Charakteristil dieses Ausdruckes, weil 1 -+ ¢a, > O, nur
von dem Theilfactor
(1 +iTea 1 —!-sa )

abhingen, und es wird daher auch die Charakteristik des unendlichen
Productes P ausschliesslich durch die Gesammtheit jener Theilfactoren
bestimmt werden. Daraus folgt aber — nach II — dass die Charakte-
ristik von P. unbestimmt werden miisste, falls das Produet

B ”'H(l TiF 1+sa )
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divergirte — &, h. dle Convergens dieses Productes ist sicherlich eine
nothwendige Bedingung fir diejenige von P.. Angenommen nun o8
convergire Bo, so ergiebt sich, wenn gesetzt wird:

P » = Ay Bu

A wEI (1+:a), B ”H (1+, : )

als weitere nothwenddige (and, wie mau sofort sieht, dann such hine
reichende) Bedingung fiir die Convergenz von P, dass such noch 4.
convergiren muss, Die Convergenz von As, Bw erfordert aber (du

wo

. . . &, . . .
die £a, unter sich end ebenso die 'x"—f»}r}; unter sich gleiehes Zeichen
¥
haben, stets die Convergenz der beiden unendlichen Reihen Xq,,
b!’
5 3 " 2t by T, M Fats a3 -~
2 | i, ° Da aber die letetere Reihe wegen lim a4, == O stets gleich
geitiy mit Xb, convergirt und divergirt, so lisst sich die obige Be
dingung auch ersetzen durch die Convergenz der Reihe X(ay+byi)
oder auch Xiaa, -4 &b, 1), sodass man den folgenden Satz erhilt:
Die nothwendige (und hinrgichende) Bedingung fir

die Concorgens des Pmdudcslf](l Ay b gyt — wo die py
1
ander sich, desgl. die q, wnder sich fleiches Vorzeichen be-

sitzen, besteht in der Convergenz der Reihe E( Pt a8
1

* S
. . B Y
oder, was auf dasselbe hinnuskowmt, dor Reihen 2* Do ;’v g 1

Da diese Reiben uicht anders als absolut und mlzbefiingxt con-
vergiren konnen, und in Folge dessen nach § 3 das vorliegende Pro-
duct ebenfalls absolut und unbedinygt convergiren muss, so kavu man
hinzufiigen:

Ein Product der belrackicten Art ist, wenn iberhaupt,
stets absolut und unbedingt convergend,

Aumerkung. Selbstverstindlich lisst sich dieser Sats, auf welchem
der Hauptschluss dus folgenden Paragraphen berubt, ctwas kiirzer
beweisen, sobald wan vou der trigonometrischen Form der complexen
Grossen Gebrauch macht. Indessen wire diese Abkilrzoug nur eine
scheinbare, denn in Wahrheit wirde hier an die Stelle der oben an-
gestellten elementaren Betrachtang ein picht nnerhebliches Stiiek von
der Theorie der trigonometrischen und cyklometrischen Fusctionen
treten.
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§ 5
Die absolute Convergenz eines unendlichen Produetes als nothwendige
Bedingung fiir die unbedingte Convergenz.
Es sel

U——-*I:T(l-i-u-)

ein unbedingt convergentes Product. Zerlegt man dann die unbegrenzte
Reihe der Grossen u, in zwei derartige Reihen, deren Glieder resp. mit
,, W, bezeichnet werden mdgen, und setzt

l':"]’-(l’l’%) = Vu, I;I(l‘!'wv) = W,

5o erheischt die unbedingte Convergenz des gegebenen Produectes, dass
lim ¥V, - Wy, =U

wird, wenn w, und %, unebhdngig vor einander ins Unendliche wachsen.

Mit anderen Worten: es miissen sich dann zu jeder beliebig klein

vorgelegten positiven Grisse & zwei ganze positive Zahlen N, N,

fixiren lassen, dergestalt dass

1 Va Wa, — Ul <@
n >N, n, 2N,

wird, In Folge dessen bestehen insbesondere auch die folgenden Un-
gleichungen:

wenn:

Vi We —U|< 9,

und es miissen somit, da Vy, Wy, (als endliche Producte) und U
(nach Voraussetzung) bestimmte endliche Grossen und von Null ver-
schieden sind, V., W, ecbenfalls bestimmte, von Null verschiedene
Werthe besitzen, dergestalt, dass also die betreffenden unendlichen
Producte comvergiren miissen.

Da im idbrigen auch die Convergenz eines solchen Productes,
welches etwa durch Ausscheidung einer nur endlichen Anzahl von
Factoren aus U. gebildet werden kann, evident ist, so lisst sich jetzt
zur naheren Charakterisivung der unbedingten Convergenz eines unend-
lichen Productes folgendes aussprechen:

Bei einem unbedingt convergenten Producte convergirt
auch jedes belichig herausgehobene Partialproduct.®)

*) Es verhalten sich also in dieser Beziehung unbedingt convergirende Pro-
ducte ganz avalog, wie unbedingt convergirende BReihen, Diese Analogie wird
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Halten wir jetzt die Annahme von der unbedingten Convergeaz

des I’rodactesH(l+u,) fest (wo die u, beliebige complexe Grissen
)

bedeuten mogen), so lhsst sich dasselbe im allgemeinsten Kalle in vier
Partialproducte von folgender Form zerlegen:

Ila+ao+309, [la-a+um),

Fla+eo —uoy, [:I (1—a, — bvi)

1

{(wo die a,, b, wesentlich positiv sind, zam Theil auch Null sein kbunen,
und wo einzelne dieser Producte auch von endlicher Factorenzabl sein
oder ganz fehlen konnen); jedes dieser Theilproducte muss dann nach
dem eben gesagten convergiren. Hierzu ist aber nach § 4 nofhsendiy
(ond hinreichend), dass die Reihen

sofort hinfalliy, sobald man auch soiche Producte als comvergent beseichset,
welchs den Grenzwerth Null haben, ohee dass ein Facter verschwindel

Bedient man sich nimlich dieser Terminologie, so misste man zuvirdent am
unendliches Product der Form II(1-a,) — wo die Reihe der positiven Grissen
Za, als divergent, lim a, == 0 vorausgesetst wird — auch als o, unbedingt cn-
vergent< begeichnen: denn wie man die Factoren auch anordnet, man wird stets
don Betrag des Productes einer hinlinglich grossen Anzabl von Factoren beliobig
klein machen kbnuen. Usbrigens wiirde disses Product auch nock die fragliche
Figenschaft unbedingt convergenter Prodncte haben, dass jedes berausgegrifiens
Theilproduct ,,convergirt” — in diesem Falle natiirlich gegen einen endlichen
Werth oder gegen Null,

Sei nun aber ferner Zb, eine divergente Reihe positiver Grdwen von der
Beschafferheit, dass Zb,* convergirt, se divergirt nach § 4, II dus unendliche
Product JI(14-b,5) in der Weise, dase sein absoluter Betrag unadhdngig von der
Anordnung des Factoren endlich und bestimmt, die Charakteristik dagegen un-
bestimmt wird. Vereinigt man daher die beiden unendlichen Producte ZI(1—a,)
H{1-43,4) zu einem einzigen, so wiirde dieses unabhdngig von der Anorduwumg
der Factoren den Werth Null besitzen, also wiederum als ., unbedingt conoergent®
2u bezeichnen sein, ohse dass hier jedes Partialproduct convergirt, da ja, wie be
merkt, IT(1-4b,4) innerhalb endlicher Grenzen oscillirt, also divergrt.

In der Tha$, wean:

Hm F’”& W‘! s
sein soll, wenn =, , unabhbiagig von einander ins Unendliche wachsen, so
brancht por eimer der beiden Gremswerthe ¥, W, zn verichwinden, withrend
der andere tberbaupt gar nicht bestimmt zo sein braucht, sondern innerbalb end-
licher Grenzen osciiliren darf.

Diese Betrachtang lehrt, dass bel der Zulassuog des Werthes Null fir gin
conoergentes Produet, der wahre Charakier der unbedinglon Convergens ganz ver
loren ginge.



142 A. Prisgsmen,

2%&), 260(") (x=1,234)
X 1

convergiven, und- da deren Convergenz diejenige von 2 |4y} nach sich
1

zieht, so ergiebt sich schliesslich:
Die nothwendige (und nach §3 auch hinreichends)
Bedingung fir die unbedingie Convergenz des Productes

FT -+ w) vesteht in der Convergens der Beihe DY |u,).
1

1

Oder anch, da nach § 3 die Couvergenz von Zju,| die absolute
Convergenz des gegebenen Productes zur Folge hat:

Jedes unbedingt convergente Product muss auch absolut
CORvergiren.

Hiermit ist — in Verbindung mit dem Resultate des § 3 — die
vollstindige Identitit zwischen absolufer und zmbedmgter Convergenz
eines unendlichen Productes erwiesen: es findet also in dieser Hinsicht
vollstindige Analogie mit den unendlichen Reihen statt.

Zusatz. Wuarde vorhin erkannt, dass die Convergenz jedes heraus-
gegriffenen Partialproductes eine nofhwendige Bedingung fir die un-
bedingte Convergenz eines unendlichen Productes bildet, so zeigt die
zuletzt angestellte Betrachtung nebenbei auch noch, dass diese Be-
dingung sich stets anch als hinreichend erweist.

§ 6.
Hiilfsefitze iiber gewisse endliche Produete.
Es selen ay, a,, . . . a, beliebige positive Grossen, so ist:

Flota)=14s0 5044 5o

wenn S® die Summe aller Combinationen von a,, a,, . . . @, zur '
Classe bezeichnet. Setzt man:

So.—
1

sodass also: s, = S®, so hat man fir = = 2 offenbar:
Sm > 21 8™

da sa jedes Glied von 8™ x!mal ausser anderen positiven Gliedern
enthdlt. In Folge dessen hat man:

15 H€1+as}<i-§-§;sm-§-§;s§+m-§~;§,—sm.
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Ferner ist, wenn b einen positiven echten Bruch, p eine beliebig grosse
positive ganze Zahl bedeutet:

R
>l b b
>ldpdate+o

Seien nun &y, by, . . - by lauter positive echie Briiche, so folgt zuniichst,
wenn man -7 _‘_ 5 und ~ i W unter Anwendung der letzien Unglei-

chung multiplicirt und die resultirende Ungleichung noch dadurch
verstirkt, dass man die Glieder von hoherer als der p* Dimension
fortldsst:

1

1 1
(e e B R CR AL U N IR L A
und durch Fortsetzung dieses Verfabrens:
1 — 2 A O L
aomasn sty > VT bkt gk

wenu:
*
g by = 1,
1

gesetzi wird, sodass also:
> 1
(16) H 1—b) < : T .
Y 14 i t‘+§~f§*.§....+p!,, g;

(fiir jede beliebige positive ganze Zahl p). Durch Verbindung der
Ungleichungen (15), (16) ergiebt sich nun:

s 1
m o "‘i“s‘i'tg{si*““-i—;xjg L
11y LIO+a) FJi—8) € — e 3h S 202
“ H{ ')I:I Vbt gy, Gt gt
Ist nun s, <4 d. b
% »
e—2bs0
H 3
so folgt, da man ja p > m nehmen kann, dass:
(18) Ila+ay[la-by <1
i B !
Da ferner:
t a, 1 by
EE TRkl oLt A £ 2
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so ergiebt sich mit Benutzung von (18), dass:
1 <1

f[ (1+4,) Igl(i-b,}

é}’ p— --2 g0
EIU‘F“J I{]a-—b,) >1
Zm" T “2 T 20

und man erhilt somit den folgenden Satz:

wenn:

d. bh. man hat:

wenn:

(I) Sind ¢,, ¢, .. . cn positive und negative Grossen von
der Beschaffenheit, dass 1 - ¢, > 0 ist, so wird:

< 1, wems:}c,gﬁ,

[]o+e .
i €
>1, weam:Z gy =>0.%)
1

»
Zusatz  Setzt wan Zc, == 84, s0 ergiebt sich — wegen
1

»

Doy~ 5, =0 — sobald 1 — 5, > 0 d. h. sobald 5, belichig negativ
3

oder ein positiver echier Bruch ist:

Flo+éaa—sy<.
1
Es gilt mithin die Beziehung:

) *):S.et.zt man §-}-¢, ==p,, 50 nimmt dieser Satz die folgende Form an: Sind
die positiven Grdssen py, 2y, ... 2, oicht sfanotlich = 1, so hat man stels

E 3
< I, wepn: Erp,gn,
Pipr. .. P, !

=

> 1, wenn: Erp:"g‘ﬁ»

1



Convergens unendlicher Producte, 145

(19) H(1+‘f)<"?}q falls: — 0 < sy De <l
3 3

{Diese Bezichung stellt eine nicht unerbebliche Erweiterung der beiden
bekannten Specialfille dar:

Tooare oot Tn 1
H(l &) < ST I;I(l+a')<**{“x+%+"'+“.3’
wo die a, positive echte Briiche bedenten uud im zwsiten Falle auch
2 a, ein echter Brach sein muss).

1

Weiss man nur, dass s, die positive Zahl g nicht Gberschreitet,
sodass also s« < g, so hat man sicher

oder anch, wenn m eine beliebige, oberhalb ¢ gelegene ganze Zahl

bedeutet:
Z:c, — % < 0.
1

In Folge dessen ergiebt sich aber wiederum:

E]u-y e (1-L)y<t

d. b, es wird:
(19a) H(1+c,)<(;g;_?m falls: s = P <g<m,
H L

und insbesondere, wenn g ein ichter Brueh oder Null ist, sodass m e 1
gesetzt werden kann:

asy Jla+ea)< Tg; falls: soom= Dve, <g < L.

3 3
Um auch die zweite Ungleichung des Satzes (I) in dhnlicher Weise zu
verwerthen, setze man:

2 €, ty
“ A -i——www B LDy W MTM.@;:,’
sodass also:
8,
£ s TEE

Mathematische Anusien, XXXIIT. W
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alsdann folgt aus:

< c’ tﬂ
2 1+e, +17e =0
)

dass:
Fla+e)a+ty>1 fals: 1+4>0.
1
Da aber1 44, ""_Tf}-i'g" > 0 wird, wenn 1 4+ S, >0, so ergiebt sich
schliesslich: *

@) [Ja+e)>148, fls —1<8=Dl <t
! 1

Weiss man nur soviel, dass S, unter eine gewisse Zahl (— @) nicht .
hinabsinkt (wo & > 0), sodass also sicher:
G

S R I WG
21-}—::, +(,=__.ZZ iFe + M- g =0
1 1 4 1 + M_ G
(wo M eine ganze positive Zahl > G bedeuten soll), so ergiebt sich:

Flo+a)(+525) > 1

d, h. so ist:

@0a) FJa+e)>(ZZ9)" fas: D> 2G>~ M
1 1 4
und speciell, wenn @ ein echter Bruch oder Null ist:

» . c,
(20b) I{[(1+c.)>1-e flls: S>> 1.
1

Fir die im folgenden Paragraphen anzustellenden Convergenz-
Untersuchungen reiehen die soeben entwickelten Relationen, welche
simmtlich auf der Ungleichung (17) basiren, noch nicht vollstindig
aus. Vielmehr erscheint es zweckmissig, die obere Grenze, welche
durch Ungleichung (17) fiir ein Product der betrachteten Art statuirt
wird, noch in folgender Weise zu erniedrigen.

Aus der ldentitit:

W+a(+9)=1+a+ 5+ 2
folgt fir ja} < 1:
t+a)(1+ ) <14a4+ &
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1+a+~§~

at

i
Sind jetzt ,, a,,.., 0 positive echie Briiche, so ergiabt sich suniichst:

14{a +a)+ {; (ot +ah + % @ltoytaa’)+ *} a'at
14 4 @t ot + i obey

14+a<

(1+a)(1+a) <

x x
und wenn jefzt Ea,azs,, 2“’2“0" (xwm2,3,<--m) ge
setrt wird — a fortiori: !
Lok st oy 8y 8 e

1-}-7:«:, )

(I+a)(lday<
Da nun allgemsin
(tstdat o+ 5+ o+ Fal,)

H
<1+s,“+.§»§ ‘.{...m}.(pww;).},sﬁ’f"’f
und

(1+1a) (x ++a,)

‘“1+ o, +a +:)+ 15 x+i>i+ Frtar
so ergiebt sich:

1
- R L e
ey  [Flo+ey< B
t L ™
Man hat fermer fiir jeden pos. fichten Brach &, bei beliebigem,
pos. ganzzahligem g:

~“:‘“g>3+b+52+”'+§”’
>(+r+ G+ + 5+

und daher:

u-—-b,}{x-;,}m(xmé‘;
Sttt g+ + 58 (1+7),
wenn by, b,, ... b pos. #chte Briiche bedeuten, und Z&,«t.,
26’»:. gesetzt wird. Daraus ergiebt sich aber, dass

0
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1 . 1
x+t,‘+-§1€-tﬁ+.,.+—é!~tﬁ 145+,
und in Verbindung mit Ungl. (21):

23) ﬁ(i +a)- ﬁ{z —b)

148, -+ ,,5;,‘4' +“";'"7)';' & f
g it (i re)(+Ee)

Ist nun wiederum s, <fa; so erbilt man dorch Wahl der be-
liebig gross anzunehmenden pos. ganzen Zahl p > 2m:

(24) H (1 + a.)H (1—1b)
< 1
( +5 m)(l+ n) (et

und man kann daher deu folgenden Satz aussprechen:
(L) Sind ¢, ¢, ... ¢a positive und negative dchte Briiche und

22) ﬁ{: —b)<
1

<

%
E’ ¢t = G,, 50 hat man stels:
1

2

25 S0 +6) < —L—  wenn: e, < O
(25) H(+> i PITE

T 0

Hieraus lisst sich wiedernm uoch schliessen — falls

Z’vcﬁygg<m

1
(wo g positiv und m eine ganze Zahl) — dass:

I:](l—f—cv)(lwf;)"k L <1
* 1

+—i~(c,,+m(—§;)2) 1'?*11“’3
also:

(25a) H(i + ) < (
1 1w

1
%)m(1+%6,)

und daher speciell, wenn g ein Zchter Bruch ist:

25b) J-JQ1 <
@v [la+e Py o )(Zc,

<9’<1)




Convergens unendlicher Producte. 149

§ 7
Bedingte Convergenz reeller Producte.

Sind Ya,, £b, zwei divergente uneudliche Reihen, deren Glieder
fiir v == oo der Null zustreben, so kann man nach einem bekanoten
Riemann'schen Satze ans den Grbssen ¢, und den negativ genommenen
Grossen b, unendlich viele beding? convergirende Reihen mit beliebig
vorgeschriebener Summe S bilden. Mit anderen Worten: man kann
zwei Systeme von niemals abnebmenden, positiven, gauzen Zahlen m

- Ll
und m’ einander so zuordpen, dass !im{ zv ay E'b.} ws S flir
3 i

Blowm 00, W == 00,
a unter den bezﬁglieh der Grossen gy, b gemachten Voraus-

setzangen das Produet H(l 4 a,) nach co und H(l — by} nach O

divergirt, so lisst sich offenbar durch ein — éem Beweise des oben
angefiihrien Riemann'schen Satze véllig analoges Verfabren zeigen,
Jass man durch passende Einschaltung von Factoren der Form (1-—3,)
in ein Product von Factoren (1 - a.) ein endliches Product bilden
kann, dessen Werth sich von einer beliebig vorgeschriebenen Zahl P
beliebig wenig unterscheidet und zwar um so weniger, je weiter man
den gedachten Process fortsetzt. Darnach kanu man ssgen, dass bei
unbegrenzter Fortsetzung dieses Verfahrens ein aus Factoren der Form
(14 @), (1 — &) zusammengesetzies unendiiches Product entsteht,
welches in dieser Anordnung, also ,bedingt” gegen den Werth P con-
vergirt. Bezeichnet man also die Folge der Grossen a,, — b, in der
betreffenden Anordnung mit ¢, cz, €4y « » . und ish dann etwa;

H(i + ) ===H<1 +a)- H(l — b, Ha +¢)=P,

so kann man den Inhalt des eben Gesagten auch folgermassen formu-
liren: es lassen sich stets der unbegrenzten RBeibe bestindig ab-
nebmender und schliesslich gegen Null convergirender positiver Zahlen
Se(x=1,2,3,...) zwei Reihen niemals abnehmender, mit x Uber
alle Grenzen waahsender pos. ganzer Zahlen my, m, zuordnen, der-

gestalt dass: ‘ ,
Ho+elJa-w -2/ <a
[ ]

lim H(i o+ a,}H{i —b)=P

21

also

wird.
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Es entsteht nun die Frage: Entspricht hierbei-einer solchen Ap-
ordnung der Gréssen a,, — b,, fiir welche die nach der oben ein-

gefthrten Bezeichnung durch 2’ ¢, dargestellte Reihe convergirt, anch
X

stets eine convergente Factorenanordnung H(I -+ 6)? Die Antwort

1
hierauf giebt der folgende — von Cauchy®) mit Hiilfe der logarith-
mischen Reihe bewieseme — Satz, der an dieser Stelle mit Hiilfe der
im vorigen Paragraphen abgeleiteten Beziehungen rein elementar sich
ergeben wird:

Convergirt die Reihe D, bedingt in der durch die In-
1
dices vorgeschricbenen Anordnung, so convergirt H(H—c,)
3

oder divergirti nach Null, je nachdem 2@? convergirt
1

oder divergirt.
Beweis: Es werde zuniichst angenommen, dass ausser der Reihe
Ze¢,, such die Reihe Xe¢,® — letatere eo ipso wnbedingt — convergire:

alsdann convergirt auch die Reihe 2—1—_;}— and folglich auch:

21«?: 26' 21-{—\:

(letztere Reihe natiirlich wieder nur bedingt). In Folge dessen Jisst
sich, wenn & einen beliebig klein vorzuschreibenden, pos. dchten Bruch
bezeichnet eine~ Zahl N so bestimmen, dass fir jede pos. ganze

Zahl o:
nep i
20’ <& %Si 1+c

Lo i1
und man findet daher mit Bentitzung der Ungleichungen (19b), (20b):

ﬁ(iw){ T YD oy

>1—z¢

<& (Bz=2N)

(n2 N)
wird, und somit das unendliche Product C_ =H (14 ¢} comvergirt.
e see—e. 1

#) Cours d’Anal. algébr. p. 563,
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Sei zweitens Xe,? divergent, so wird jetet auch 2 1;3; diver-
gent, und es bleibt daher (in Folge der Convergenz von 2¢,) ;mr die
erste der eben benfitzten Ungleichungen besteben, nimlich:

c »
_gff.mﬁ(1+o,}< S B2 N),

woraus sich nur so viel ersehen lHsst, dass das betrachiete unendliche
Product nicht ins Unendliche wachsen kann: es kSunte daun immer
noch convergiren, innerhalb endlicher Grenzen oscilliren oder nach
Null divergiren. Zum Beweise, dass stets der letste Fall eintritt,
dient der Satz (II) des vorigen Paragraphen.

Hat man piinlich zunichst die Zahl N wie erforderlich bestimmt,
so lisst sich jetzt noch eine Zahl R als untere Grenze flir ¢ be-
stimmen, so dass:

Stersaa 02p

wdl

wird, wo 4 in Folge der Divergenz von X¢,? beliebig gross angenommen
werden kann. Alsdann erhilt man aber unter Anwendung der Un-
gleichung (25b):

1
[+ &) < gogaF D
und da die rechte Seite durch Wahl von 4 d. h. schliesslich durch
Wahl von ¢ beliebig klein wird, so folgt dass J»] (1 + ) nach Nuil
%

divergirt. —

Zusatz I. Die Divergenz des betrachteten Productes nack Nudl
bleibt auch bestehen, wenn Xe,? divergirt und Ze¢, so oscillirl, dass die
obere Unbestimmtheitsgrenze einen endlichen Werth hat (NB. die unfere
darf dagegen beliebig, auch negativ unendlich sein). Da man nimlich
in diesem Falle fiir jedes endliche oder unendliche n setzen kann

e (420,

1

so ergiebt sich nach Ungl. (254):

» . ‘, .
H(}“f‘e-)‘( (l-—-%)'(l%--}s) (‘& ZG):

wo m eine beliebige, pos. ganze Zahl > g bedeutet: dig rechte Seite
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dieser Ungleichung wird beliebig klein, wenn 6, durch Wahl von %
gross genug gemacht wird, mithin hat man wiederum:

]}:](1+e,)=o.

‘Wenn andererseits Ze,* convergirt ond Ze, wieder so oscillirt, dass
fiir jedes n

»

sy

1
gesetzt werden kann, so lehrt die eben beniitzte Ungleichung (25a) im
wesentlichen nichts anderes, als die einfachere Ungleichung (19a):

H (14e) < (-—”3—;—”—)“ (wo m eine pos. ganze Zahl > g¢)

viamlich, dass fiir dieses Product eine endliche obere Grenze existirt,
wihrend die untere Grenze offenbar aweh Null sein kann.

Besitzt jedoch 2@, auch eine endliche wunmfere Grenze, und be-

1
achtel man, dass dann auch:

St Se- SEs—e @0
i 1 1

gesetzt werden kann, so folgt aus Ungl (20a), dass

H(I + &) > (ﬁ,ﬁﬁ " (wo M eine pos. ganze Zahl > G)
1

d. h. das Product besitzt in diesem Falle eine wom Null verschiedeme
unlere Grenze.

Zusatz II. Auch wenn die Reihe Z¢, divergirt, lassen sich ge-
wisse Criterien beziiglich des Verhaltens von TT(1 + ¢,) angeben
(natiirlich immer unter der Voraussetzung dass lim ¢, = 0). Divergirt
nimlich die Reihe X'¢, nach — o0, 50 kann man eine pos. ganze Zahl
N so bestimmen, dass fiir ein beliebig gross gegebenes positives A:

8u = 2 &< —4 (22N
1
wird. Alsdann ergiebt sich aber nach Ungl. (19), dass:
= 1 1

H(l +c,)<!—_;—s;~ <3xz B2N)
durch Wabl von 4 bezw. von n beliebig klein gemacht werden kann.
Das unendliche PrcductH{l-{—c,} divergirt also in diesem Fall nach Null.

1
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Ist dagegen Z&a -+ o, so betrachie man zunichst

Hfu-c,) (l o)

Da hier das rechis stehende Product fiir % == ~ pach dem eben
Gesagten gegen Null divergiren wird, sobald

o«
(=5
Ty — » o
14e, )= %
X
Rl

so folgt, dass |-] (1 + &) nack Unendlich divergirt, sobald auseer
:

£ hiad

der Rethe 20, auch noch die Reihe 2 ‘j_'“ nach 4 oo divergirt.

1 i
Hierzu ist vermdge der Beriehung:

2144 “‘2‘*”2 x+c

¥
hinreichend (sber nicht nothwendig), dass die Reihe > l_‘;-c . abo
schliesslich die Reibe X¢,? convergirt. ’
Ist hingegen Xe?, also auch Z dwergmt {und zwar dann

stets == 4~ o), 50 kann die Ruihe 1+

lehrt, zwar ebenfalls noch nach - oo dwefgaren, sie kann aber anch
convergiren, oscilliren und sogar nach — oo divergiren. Hierbei wird
pun — im Falle der Convergenz und der Oscillation mit endlicher unierer
Unbestimmtheitsgrenze — das betrachtete Product wieder nack + oo
divergiren (der erste Theil dieser Behauptung folgt aus dem Hauptsatse
dieses Paragraphen, der zweite aus Zusatz I, wenn man nur beachtet,
dass die zunﬁchst in Betracht kommende obere Unbestimmtheitsgrenze

vonz — —-_;_—w- identisch mit der wnleren vonz e xst). Wenn

jedocbzf:}—_—;; die untere Unbestimmtheitsgrenze — oo besitzt oder

auch nack — oo divergirt, so lisst sich fiber den Werth von TT(1-}¢)
aligemein nichts bestimmtes aussagen: das Product kann dann noch
jeden Werth, einschliesslich von O und oo, annehmen, bezw. innerhalb
der Grenzen O und oo oseilliren,

-, wie die obige Zerleguuy
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Es erscheint vielleicht nicht iiberfliissig, an einem Beispiele 2u
zeigen, dass, unter der Voraussetzung Z¢, = -+ oo, die Reihe ¥ i _:_*c

wirklich auch comwergiren oder nmach — oo divergiren kann, und dass
insbesondere in diesem letzten Falle der Werth des fraglichen Pro-
ductes TT(1+4-¢,) wiederum noch oo, endlich oder O sein kann.

Ich setze

1 1
62%—1=V;_x7 czv—--—V;”l"z
und wiahle, um im Falle eines ganzzahligen x den Werth » = 22 (fur
welchen ¢;,_, = oo werden wiirde) von vornherein anszuschliessen, als
niedrigsten Summationsindex eine Zahl m > 2% Alsdann hat man:

Se=Jpm-rml- D=t

und ferner:

IR < S _ ! 1 NY _2&—1)
2 L+e¢, "‘2 { Vo—z+1 V;+x—1)-g v —(x—1)*
Diese letztere Reihe divergirt nun, wie die Reihe X¢, nach 4 oo, so-
bald z > 1; sie convergirt hingegen (nach Null) fiir z = 1, und sie
divergirt pach — oo fiir z << 1. In den beiden ersten Fillen wird also

das correspondirende unendliche Product

P+ %) (- )

nach -+ oo divergiren, und man hat somit zuniichst:
P=oc fir z>1.
Um nun anch den Werth dieses Productes fiir den dritten Fall (2«1,

2 S S oo) zu bestimmen, bringe man dasselbe auf die Form:

14¢,
- H Ut _H(1+ =)

und man erkennt sofort, dass gerade wie frither:
P=oo fir =>4

{(x>0)

wird, dass dagegen:
' N P=1 fir z—4

(d. h. das Product convergirt in diesem Falle, obschon die entsprechende
Reihe dwcrgzrt) und schliesslich :

P=0 fir z <}
sich ergiebt. —

Berlin, im April 1888.



