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0 b a r  die Zer l eguug  de r  ganzen  Zahlen  in sieben Kuben .  

Von 

W. S. BAER in G6t~ingen. 

E i n i e i t u n g :  Herr Wieferich*) hat bewiesen, dab sieh jede g a n z e  
positive Zahl als Summe yon h~ehstens neun Kuben ffanzer p o s i t i v e r  
Zahlen darstellen lii$~; diese Anzahl 1~1]~ sieh nieht waiter ve rk le ine rn~  
da z. B. die Zahl 23 mindestens neua Kuben erforder~. Dieses V e r h a l t e n  
zeigen abet, wie Herr Landau**) naehwles, jedenfalls nur endlich v i e l e  
Zahlen: yon einer gewissen Stelle an gentigen f~ir jede Zahl bereits a c h t ;  
Kuben. Insbesondere besitzt also die Anzahl***) Cs(x) der ganzen p o s i -  
tiven Zahlen ~ x, die in acht oder weniger Kuben zerlegbar sind, g o w i B  

die GrSgenordnung x in dem Sinne, dab der Quotient 6:a(x) yon e i n e n l  

gewissen x an unterhalb einer endliehen und oberhalb einer p o s i t i v e n  
Schranke verbleibt. Bisher war nicht bekannt~ ob das entsprechende a u c h  
ffir die Anzahl CT(x ) richtig ist; ieh weiss nun in meiner demn~chst e r -  
saheinenden Dissertation t )  im Kapitel fiber Kuben unter anderem die Gff5B e n -  
ordnung z yon CT(x ) nach, und ieh will hler in dieser kleinen A r b e i t ,  
um sine Probe der Beweismethoden and Resultate meiner Dissertatior~ z u  
geben, einea in dieser Formulierung dort nicht enthaltenen Satz - -  d e r  
tibrigeas noah etwas mehr als diese GrSSenordnung x besagt - -  ( f / : i r  
einea Laser, tier jene gr~$ere Arbeit nicht zu kennen braueht, d i r e k t )  
beweisen. 

Satz:  Die Zah l~  4096. u, wo u > 0 ungerade ist, lassen sich in ~ i e b e n  
Kuben zerlegen, deren s~mtliehe sieben J~asen sine betiebig vorgegebene p o s i t i v e  
Zahl g yon einer Stalls an, d. h. fiir alle u >*~o == Uo(g), iibersteigen. T ~ ' )  

*) Math. Ann. 66 (1909), S. 95--101. 
**) Math. Ann. 66 (1909), S. 102--105. 
***) Allgemein bezsichne C~(x) die Anz~hl der ganzen positiven Zahlen ~ ~c, die 

in v oder weniger Kuben zerlegbar sind. 
#) BeitrRge zum Waringschen Problem, Diss. G~ttingen~ 1913. 

##) Der Satz gilt nat~irlich aueh filr alle Zahlen 4096.cs.~, wo c ~ l  ganz i s t .  



512 W.S. BAIlR. 

Beweis: Sei zunRehst 

(1) u ~ ( 6 . 2  ~ + 2 s ) . 2 8  = 1 573 376, 

so gibt es zu jeder solchon ungeraden Zahl u eine gauze Zahl v ~ 1, 
sodag 

( 6 . 2  ~s + 2G). 2 ~, __< u < ( 6 . 2  ~5 + 26).  2~(,+~) 
is~; wird 
(2) u - 6 �9 2 ~5. 2 ~ = t 

geso~zt, so genfig~ diese ungerade Zahl t den Ungleichungen 

2 ~ ' + 6 ~  t ~ ( 7 . 6 - ~ 1 5 + 8 . 2 6 )  �9 2 8 ~ <  43 �9 215, 2 ~ ' =  43 �9 2 ~ '+~.  

Wei~er sei der reelle Weft  yon 

gesetzi, so wir& wegen q----- ~/t_~ 2 "+~ 

0 --, t - -  O ~ ___ t --  [q]~ <: t - -  ([(~]-- ( 3 .2 " - -  i ) )  ~ <~ t - -  (q -- 1 - -  3.  ~'  -k 1) ~ 

=~ t - -  ~a -b 3 " 3 " 2 " ' ~  ~ -  3 . 9 . 2 ~ . q  q- 2 7 . 2 ' "  

= 9 - 2 " .  ~/~ - -  2 7 . 2 ~ ' .  (q--  2") < 9 .2" .  ~/4-g~. 2 " + "  < 147 .2"+ '~  

fiir die wegen O ~ 2'+* s~tm~lieh fiber 2" gelegenen, 3 .~"  konseku~iven 
ganzen Zahlen 

- - -  [e] ,  [e] - 1, �9 .., [~] - ( 3 . 2 - -  1) 

0 <: t - -  n s ~ 147 . 28"+1~ 

wegen (4) 

(5 )  

wobei 

(6) 
gesetzt ist und M wegen 

(7) 

t - -  (~s ____. 3.2,.-1.(2. t'+ 1) = 3.2~-2.M, 

M = 2. (2 .  t '  -1- 1) ~- 2 (rood. 4) 

(3) unct (5) den Ungleiehungen genilgt 

0 ~  M ~  49 .2  *'+1~. 

gilg also 

(3 )  

Die Kongruenz 

(4) v = t --  3 . 2 " -  ~ .~ a a (mod. 3.2")  

besitzt rood. 3 . 2  ~ mindes~ens eine LSsung a; denn jede Zahl is~ kubiseher 
Rest rood. 3 uncl sogar aueh rood. 6, was dem F a l l e v  = 1 en~spriehg; 
ferner ist ftir ~ ~ 2 die mit t ungerade Zahl v kubiseher Rest mod. 2', da 

ja  nach dem Fermatschen Satze v - -  v 1+~'-1 ~- v 1+~'~'-1 (rood. 2 ~) und 
einer der beiden letzten Exponenten yon v durch 3 teilbar is~. Von den 
3 .2"  konsekutiven ganzen Zahlen n ~ 2 ~, die (3) befriedigen, genfig~ also 
mindestens eine, etwa n - - - - - a>2  ~, auch (4); ffir dieses a ist mi~hin 
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Wegen (6) lii~t sich bekanntlich M in drei Quadrate ganzer Z a h I e ~  

zerlegen 
$ 1  = x~ ~ + x~ ~ + x~ ~, 

wobei wegen (7) 

O ~ x k ~ V M < ~ 7 . 2  v+s ffir ~ = 1 , 2 , 3  

gilt. Durch Zusammenfassung yon (2) und (5) ergibt sich nunmehr 

4096.u = 212-(6.215 �9 2a~+ t) = 21~. (6 �9 215- 2s"-[ - a s +  3 . 2  "-~ .M)  

= (2". a)a+ 6.2a~+~7-l- 6.2,+~. (x~..t-x~..t-x8 s) 
= (24. x y  + + 

+ + -x3) 
we s~mtliche sieben Basen der rechts stehenden Kuben naeh dem V o r a n -  
gehenden gauze Zahlen > 2 ~+4 sin& D a v  mit u unbegrenz~ w~ehs~ k a n ~  
man also, wenn man u grol~ genug wiihlt, aUe sieben Kuben griil~or a l s  
eine beliebig vorgegebene Zahl g machen. Mithin is~ unser Sa~z zun~ichs~ 
fiir alle ungeraden u ~ 1 573 376 bewiesen. 

Nach den v. Sterneoksehen*) Tabellen is~ weiter fiir jede Zahl s d e s  
betreffenden Intervalles 

(8) s ~ K 7.*) ffir 455 ~< s _~ 40000, 

(9) s ----- K s fiir 8043 _< s _< 40000. 

Sei zuniichst 1 000 000 ___< u < 1573 376, so is~ die ungerade Zahl u k u -  
bischer Rest rood. 2 e, also u - -  a n .=. 64 .m,  we m ganz und a rood. 64 b e -  
s t immt  ist; ftir 0 < a ~ 64 wird daher 737 856 ~ u - -  a a -  64-m < 1573 37 6~, 
folglich 11000 < m < 25000, also ergibi sich naeh (9) m = K~, und m i t h i n  
erhiilt man u=a3-4 - 64.m = K  t § 2s. Ks ~ KI-+. K s == Kv. Sei n u n m e h r  

welter 40000  < u < 1 000000 ,  so wird flit z = I / u - -  8043 > 0 

8043 --  u - -  ~ s ~  u - -  [z] 3 <  u - -  ( z - -  1) 3 = u - -  z a +  3 . ~ - -  3 . z  + 1 

< 8044 + 3 .  ~ /~  < 38044, 

also naoh (9) u - -  [z] a = Ks ,  u ~ [z] a -k- Ks = KT. Daher sind wegen ( S )  
alle ungeraden u im Intervalle 455 <:: u < 1 573 376 gewiB K, ,  also sind e s  
filr c~ese u auch die Zahlen 4096.u = 168.u. Fiir die Zahlen 8 <~ u < 4 5 5  
gil t  weiter 512 _~ 64. u < 64. 455 < 30 000, also ist naeh (8) ffir s i e  
4096.u=2e.64.u-=2~.K~ - -Kv .  Ftlr die ungeraden Zahlen u ~ 1, 3, 5, 7 
endlich folg~ direk~ 4096 .u = .K,  indem man 4096.  u aus lau~er g l e i c h e n  
Summanden 4096 = 16 a zusammensetzt. 

Damit ist unser Satz allgemein bewiesen. 

�9 ) Si~zungsberichte der K. Akademie der Wissenschaften in Wien, Mtr~h.-lqa~ur- 
wissensch. Kl~sse, 112, Ab$. 2a (1905), S. 1627--1666. 

�9 *) Allgemein bedeute s ~ K~, dal~ sieh die gauze Zahl s in ~, ocler wenige~c 
Kuben ganzer Zahlen > 0 zerlegen lasse. 

~a~hematische Annalen, LXXIu 34 
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F o l g e r u n g :  C~(x) ha~ die Gr~flenordnung x. 
Denn naeh dem vorangehenden Satze kann yon 2. 4096 ~ 8192 suk- 

zessive aufeinander folgenden ganzen positiven Zahlen stets mindestens 
eine, n~imlich die, die ~ 4096 (rood. 8192) ist, in sieben Kuben zerleg~ 
werden; daraus folgt, da CT(X ) ~ [x] is$ und 1 auch gewiB in sieben 
Kuben zerlegt werden kann, 

8192 < I f~r x ~ 1, 

d. h. CT(x ) besitzt die Gr~Benordnung x oder, um es noch anders aus- 
zudriicken: Der prozentuale Anteil der dutch sieben oder wen]get Kuben 
darstellbaren Zahlen <: x liegt f~ir alle x :~ 1 oberhalb ether positiven 
Schranke. 

~brs h~itte fiir diese Folgerung offenbar bereits der zuerst be- 
wiesene Teil des vorangehenden Satzes genilgt, dab niimlich alle groBen 
Zahlen 4096-u, wo u ungerade ist, K 7 sind. 

G~t t ingen ,  den 24. Juni 1913. 


