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Uber die Zerlegung der ganzen Zahlen in sieben Kuben.
Von
W. 8. Bagr in Géttingen.

Einleitung: Herr Wieferich*) hat bewiesen, daB sich jede ganze
positive Zahl als Summe von héchstens neun Kuben ganzer positiver
Zahlen darstellen liBt; diese Anzahl liBt sich nicht weiter verkleinerm,
da z. B. die Zahl 23 mindestens neun Kuben erfordert. Dieses Verhalten
zeigen aber, wie Herr Landau®*) nachwies, jedenfalls nur endlich viele
Zshlen: von einer gewissen Stelle an gentigen fiir jede Zahl bereits acht
Kuben. Insbesondere besitzt also die Anzahl™*) (y(z) der ganzen posi-
tiven Zahlen <z, die in acht oder weniger Kuben zerlegbar sind, gowif

die GroBenordnung z in dem Sinne, daB der Quotient 0"55@ von einem

gewissen z an unterhalb einer endlichen und oberhalb einer positiven
Schranke verbleibt. Bisher war nicht bekannt, ob das entsprechende auch
fir die Anzahl C,(x) richtig ist; ich weise nun in meiner demniichst exr-
scheinenden Dissertation{) im Kapitel tiber Kuben unter anderem die Gr5Bexn -
ordoung z von C;(#) nach, und ich will hier in dieser kleinen Arbeit,
um eine Probe der Beweismethoden und Resultate meiner Dissertation. =zu
geben, einen in dieser Formulierung dort nicht enthaltenen Satz — dex
Ubrigens noch etwas mehr als diese GroBenordnung z besagt — (fiir
einen Leser, der jene groBere Arbeit nicht zu kenmen braucht, direkt)
beweisen. ‘
Satz: Die Zahlen 4096 -u, wo u >0 ungerade ist, lassen sich in sieber,
Kuben gerlegen, deren similiche sicben Basen eine beliebig vorgegebene positive
Zahl g von einer Stelle an, d. h. fir alle u > u, = uy(9), wbersteigen. +-)

*) Math. Ann. 66 (1309), S. 956—101.
**) Math. Ann. 66 (1909), S. 102—105,
***) Allgemein bezeichne C,(x) die Anzahl der gaozen positiven Zahlen < &, Qie
in v oder weniger Kuben rerlegbar sind.
1) Beitrige zum Waringschen Problem, Diss. Géttingen, 1918,
TF) Der Satz gilt natirlich auch fiir alle Zahlen 4096-¢u, wo ¢=1 ganz jst,
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Beweis: Sei zunichst
1) u> (6218 4 26).2% — 1 573 376,
so gibt es zu jeder solchen ungeraden Zahl u eine ganze Zahl » > 1,
sodaB (6 . 918 + 26) L98v é w < (6 .915 4 26) L9980 +1)
ish; wird
2) w—6-21.2% =¢
gesetzt, so gentigt diese ungerade Zahl ¢ den Ungleichungen
23v+6§ t<<7_6.215+8.26) . 28v< 43 . 215. 23v= 43 . 231‘-&»15.
Weiter sei der reelle Wert von
Vi—e
gesetzt, so wird wegen ¢ = J/Z>> 2v+?
0mt— o' St —[o]' <t~ (o]~ 2—DP<t—(p—1=3.2+1)
=f—0"+3-3.2V.02—~3.9.2%v.9 4 27.2%
=9.20. /P —27.9%. (g—2) < 9.2 /452 v +10 £ 147 . 0+ 10,

fir die wegen o > 2v+? gimtlich tiber 2* gelegenen, 3.2" konsekutiven
ganzen Zahlen

n={o], [eJ—1, -y [e]—(3-27—~1)

gilt also

(3) 0Lt —nd <147 . 28710,
Die Kongruenz

4 v=1¢—23-2""1=¢%(mod. 3.2%)

besitzt mod. 32" mindestens eine Losung «; denn jede Zahl ist kubischer
Rest mod. 3 und sogar auch mod. 6, was dem Falle » = 1 entspricht;
ferner ist fiir v > 2 die mit ¢ ungerade Zahl v kubischer Rest mod. 2*, da
ja nach dem Fermatschen Satze v = ol+¥ 'z yl+2 2! (mod. 2”) und
einer der beiden letzten Exponenten von v durch 3 teilbar ist. Von den
3 -2 kongekutiven ganzen Zahlen » > 2¥, die (3) befriedigen, geniigt also
mindestens eine, etwa 7 =a > 27, auch (4); fiir dieses « ist mithin
wegen (4}

® fmod = 3-2-1 (2 £ 1) = 3. 2-0 M,
wobet
©) M—2.(2-'+1)=2 (mod. 4)

gesetzt ist und M wegen (3) und (5) den Ungleichungen geniigt
(M 0< M <49, 28+13,
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Wegen (6) laBt sich bekanntlich M in drei Quadrate ganzer Zahlem
zerlegen
M=z2+ z,? + x,2,
wobei wegen (7)
0L, VM <T-2+% fir k=1,2,3
gilt. Durch Zusammenfassung von (2} und (3) ergibt sich nunmehr
40964 = 212.(6 - 20. 2%y - ) = 212. (6. 21°. 2%  * 4 3. 2% . )
— (2 a)s_*_ 628+ L G . Q0. (xlz_i_xgz_l_xgs)
=2 P+ @ a )P+ (20— )P4 (27404 ay)* - (204° “xa)s
+ (2v+9 +xs)3 + (2v+9 "xs)s:

wo sémtliche sieben Basen der rechts stehenden Kuben nach dem Voram-
gehenden ganze Zahlen > 2v+* sind. Da » mit » unbegrenzt wichst, kann
man also, wenn man « groB genug wihlt, alle sieben Kuben groBer als
eine beliebig vorgegebene Zahl g machen. Mithin ist unser Satz zunichst
fiir alle ungeraden « > 1573 376 bewiesen.

Nach den v. Sterneckschen*) Tabellen ist weiter fiir jede Zabhl s des
betreffenden Intervalles
(8) s= K, *) fir 455540000,
9) s = K fiir 8043 < s < 40000.
Sei zundchst 1000000 < u < 1573376, so ist die ungerade Zahl u ku-
bischer Rest mod. 25 also # — a® = 64.m, wo m ganz und @ mod. 64 be-
stimmt ist; fiir 0 < a <64 wird daher 737856 <u —a®=64-m < 1573376,
folglich 11000 < m <C 26000, also ergibt sich nach (9) m = K, und mithin
erhilt man u=a%+ 64.m =K, + 28 K, = K + K, = K;. Sei nunmehr
weiter 40000 < u < 1000000, so wird fir z =}/u—8043 > 0

83 =u - <u—~[P<u—(t—1pP=u—2"4+3.2—-3.241
< 8044 + 3 - V/u? < 38044,

also nach (9) u — [¢]* = K, u = [#}* + K; = K;. Daher sind wegen (8)
alle ungeraden « im Intervalle 455 < u << 15733876 gewi K,, also sind es
fiir djese « auch die Zahlen 4096.u = 16%.u. Fiir die Zahlen 8 < u < 455
gilt weiter 512 < 64-u < 64-455 < 30000, also ist nach (8) fir sie
4096-4=2%-64-4=2% K, = K, Fiir die ungeraden Zahlen v = 1,3,5, 7
endlich folgt direkt 4096 -4 = K, indem man 4096 -u aus lauter gleichen
Summanden 4096 = 16° zusammensetzt.

Damit ist unser Satz allgemein bewiesen.

*) Sitzungeberichte der K. Akademie der Wissenschaften in Wien, Math.-Natax-
wissensch. Klasse, 112, Abt. 2a (1908), 8. 1627—1666,

*) Allgemein bedeute s = K, daB sich die ganze Zahl s in » oder weniger
Kuben ganzer Zahlen >0 zerlegen lasse.
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Folgerung: C;(x) hat die Grifenordnung x.

Denn nach dem vorangehenden Satze kann von 24096 = 8192 suk-
zessive aufeinander folgenden ganzen positiven Zahlen stets mindestens
eine, nimlich die, die = 4096 (mod. 8192) ist, in sieben Kuben zerlegt
werden; daraus folgt, da C;(x) <[] ist und 1 auch gewif in sieben
Kuben zerlegt werden kann,

1 C, (%)
5192 < &

L1 firz>1,

d. h. C,(z) besitzt die GréBenordnung x oder, um es noch anders aus-
zudrticken: Der prozentuale Anteil der durch sieben oder weniger Kuben
darstellbaren Zahlen < z liegt fiir alle # > 1 oberhalb einer positiven
Schranke. ’

Ubrigens hitte fiir diese Folgerung offenbar bereits der zuerst be-
wiesene Teil des vorangehenden Satzes gentigt, daB nimlich alle groBen
Zahlen 4096-u, wo u ungerade ist, K, sind.

Gottingen, den 24. Juni 1913.




