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Hilbert als Analytiker.

Von R. Courant, (Gittingen.

Die Bedeutung wissenschaftlicher Leistungen
liegt oft nicht allein in dem Material an neuen
Tatsachen, welches zu dem schon vorhandenen hin-
gefiigt wird; nicht minder wichtig fiir die Ent-
wicklung der Wissenschaft kann eine Einsicht
sein, wenn sie Ordnung, FEinfachheit und
Klarheit in ein vorhandenes aber schwer zuging-
liches Gebiet bringt und so die Ubersicht, Erfas-
sung und Beherrschung der Wissenschaft als
einer Einheit erleichtert oder itberhaupt erst er-
moglicht.

Man darf bei den Hilbertschen Arbeiten auf
dem Gebiete der mathematischen Analysis auch
diesen (esichtspunkt nicht vergessen, wenn man
threr Bedeutung nach allen Seiten hin gerecht
werden will. Hilberts Untersuchungen itber Va-
riationsrechnung und das Dirichletsche Prinzip
sowie die Arbeiten itber die Theorie der Integral-
gleichungen zeigen alle das bewufite Bestreben, an
der Losung neuer Probleme Methoden zu finden,
welche das ehedem Schwere leicht machen, neue
Zusammenhinge in vorhandenen Materien er-
schliefen und den sich veristelnden Flufl von Ein-
zeluntersuchungen in ein gemeinsames Bett zu-
riickleiten.

Schon in den Anfangsstadien der modernen
mathematischen Entwickelung haben Fragen der
Variationsrechnung die Aunfmerksamkeit der Ma-
thematiker auf sich gezogen. Die Nafur selbst
dringte zum Ausbau dieses Wissenszweiges. Frith-
zeitig bemerkte man, daB irgendwie bei den Ge-
setzen der Physik stets ein Minimumprinzip zu
walten scheint. Xin Lichtstrahl liuft in einem
unhomogenen Medium so, dall er in einem mbg-
lichst kleinen Zeitabschnitt von einem seiner
Punkte zu einem spiiteren gelangt; diese Tatsache
ist der einfachste Awusdruck des Brechungs-
gesetzes. FEine Membran aus Seifenlésung spannt
sich unter der Wirkung der Kapillaritit in den
Rahmen einer gegebenen geschlossenen Raum-
kurve so ein, daB sie einen mbglichst kleinen
Flicheninhalt einnimmt; ein elektrischer Strom
durchflieBt bei gegebenen Spannungsverhiltnissen
an der Oberfliche einen leitenden Korper derart.
daB dabei die entwickelte Wirmemenge ein Mini-
mum wird. Man lernte bald, daB sich durch #hn-
liche Minimalforderungen die allgemeinsten Ge-
setze der Mechanik, ja der Physik tiberhaupt, aut
die kiirzeste und prignanteste Form ausdriicken
lassen. Unbeschadet der mnaturphilosophischen
Frage, ob wir in diesem Faktum mehr zu sehen
haben als eine sonderbare dankbar hinzunehmende
Msglichkeit, verwickeltere Gesetze einfach wund
handlich zusammenzufassen, oder ob diese Mini-
malprinzipien der Physik uns auf tiefere Zu-
sammenhiinge hinweisen — der mathematischen
Anslysis als der Wissenschaft von den mathemati-

schen Formen des Naturgeschehens erwichst da-
raus die Aufgabe, Minimumprobleme der geschil-
derten Art systematisch zu untersuchen; und
diese Fragestellung bedeutet den Ausgangspunkt
der Variationsrechnung. Es handelt sich dabel
nicht um solehe Maximum- oder Minimumpro-
bleme, wie sie urspriinglich mit den AnstoB zur
Ausbildung der Differentialrechnung gegeben ha-
ben und wie sie heute vielfach in den Schulunter-
richt tibergegangen sind. Bei diesen elementaren
Minimumsaufgaben soll, anschaulich gesprochen,
auf einer gegebenen Kurve oder Fliche ein hich-
ster oder tiefster Punkt gefunden werden. (Der
Mathematiker darf dabei vor einem ,Raum mit
vier und mehr Dimensionen® und darin liegenden
Gebilden nicht zuriickscheuen.) In der Varia-
tionsrechnung dagegen wird nichi ein einzelner
Punkt auf einer Kurve oder Fliche gesucht, son-
dern der Gesamtverlauf einer solchen Kurve oder
Fliche ist das unbekannte, anfzusuchende Objekt.
So z. B., wenn auf einer gegebenen Fliche, etwa

dem Erdellipsoid, zwischen zwei Punkten die kiir-

zeste (geoditische) Verbindunglinie gezogen oder
in eine geschlossene Raumkurve die Lamelle klein-
sten Fliacheninhaltes eingespannt werden soll. Wie
die elementaren Minimumprobleme direkt auf den
ProzeB der Differentiation hinfithren, so erhilt
man aus den Variationsaufgaben Differential-
gleichungen, und es ist daher kein Wunder, wenn
die wichtigsten Theorien iiber die Differential-
gleichungen, soweit sie in der Physik von Bedeu-
tung sind, eng mit der Variationsrechnung zu-
sammenhingen. Trotzdem hiernach die Varia-
tionsrechnung eine so zentrale Stellung innerhalb
der mathematischen Analysis einzunehmen be-
rufen scheint, trotzdem fast alle grofen Mathema-
tiker des 18. und 19. Jahrhunderts an ihrem Auf-
bau mitgewirkt haben und noeh in der vorigen Ge-
neration durch die Untersuchungen von Weier-
strafl neue bedeutende Fortschritte erzielt und
mannigfache Anregungen hinausgetragen wurden,
ist diese Disziplin bis in die jiingste Zeit hinein
in den Augen vieler Fachgenossen und noch zahl-
reicherer Physiker nur ein Spezialgebiet, und
nicht einmal ein besonders zugingliches, gewesen.
Wenn diese Auffassung sich in den letzten Jahr-
zehnten griindlich gedndert hat, wenn allmihlich
die iiberall klirend und vereinfachend wirkenden
Gesichtspunkte der Variationsrechnung Gemein-
gut der mathematischen Kreise geworden sind, so
ist das nicht zuletzt dem Impuls zu danken, wel-
cher von den Hilbertschen hierhergehtrigen Ar-
beiten und seinen personlichen Anregungen aus-
geht., Mag er mun fiir alte Theoreme neue strenge
und durchsichtige Beweise geben, oder wie im
Falle der — heute im Anschlufl an die Quanten-
theorie auch bet den Physikern so saktuellen
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e Hamilton-Jacobischen Theorie schlagende Fox-
mulierungen finden, welche die vielfachen schein-
bar vereinzelt und zusammenhanglos nebenein-
anderstehenden Tatsachen mit einem Griff zu-
sammenfassen und in ein gemeinsames Licht stel-
len, so dal munmehr der Weg fiir weitgehende
Verallgemeinerungen frei wird, oder mag er
schlieBlich, wie in den Arbeiten iiber das absolute
Minjmum der wissenschaftlichen Fragestellung
eine ganz neuartige und hochst fruchtbare Wen-
dung geben — stets ist mit dem Irgebnis dev
Arbeit zugleich etwas fiir die Einfachheit und
Einheit der mathematischen Wissenschaft iiber-
haupt gewonnen. Unter allen hierhergehiorigen
Hilbertschen Abhandlungen hat wohl die iiber das
,,.Dirichletsche Prinzip* den groBten Einfluf aus-
geiitbt und ist fiir die Hilbertsche Denkart am
meisten charakteristisch.

Um diese Leistung dem Verstindnis niher
zu bringen, ist es motig, mit einigen Worten auf
den Entwicklungsgang unserer Wissenschaft in
der neueren Zeit einzugehen. Mit der Ausbildung
der Differential- und Integralrechnung im 17.
Jahrhundert setzte eine glinzende Epoche mathe-
matischen Lebens ein; in raschem Fluf bis tief
hinein ins 19. Jahrhundert folgten sich die wich-
tigsten Entdeckungen; ein gigantischer, fast un-
ibersehbarer Wissensstoff tiirmte sich zu einem
Gebirge, das auch heute noch keineswegs einge-
ebmet ist. Aber bei dieser stiirmischen Entwick-
lufig gingen die MaBstibe mathematischer Strenge
und Klarheit vielfach verloren, welche von den
Griechen iiberkommen waren. Die ,hohere Ma-
thematik“ wurde wirklich eine Art Geheim-
wissenschaft, wo man sich auf einen guten wissen-
schaftlichen Instinkt ebenso verlassen mullte wie
auf klar prizisierbare Einsicht, wenn man bei der
Handhabung der neuen Methoden nicht vom rich-
tigen Wege abirren wollte. Allez en avant, et
la fol vous viendra®, dieses Motto ist recht be-
zeichnend fiir den unkritischen Geist dieser, wie
pine Naturkraft hervorbrecheuden, mathemati-
schen Produktivitit. Die Reakfion in Gestalt
kritischer Selbstbesinnung konnte nicht aushlei-
ben; ein grofler Teil der mathematischen Arbeit
im 19, Jahrhundert ist der Aufgabe gewidmet,

fiir das frither Geschaffene die tragfihigen Fun- -

damente zu finden und die Mathematik wieder zu
derselben Hohe von Strenge und Sicherheit zu
fiahren, die sie im Altertum erreicht hatte. Eine
der ersten charakteristischen Leistungen in dieser
Hinsicht war die Doktordissertation von Carl
Friedrich Gaufi, dem princeps mathematicorum,
wie man spiter mit vollem Recht diesen gewal-
tigen Gelist genannt hat, In dieser Arbeit wird
zum ersten Male in bewuBter strenger Form ein
Existenzbeweis gefithrt, und zwar der Beweis des
Satzes, daf jede algebraische Gleichung nten Gra-
des auch wirklich n Wurzeln besitzt. Wihrend
man sich frither einfach naiv das Problem stellte,
die“ Wyrzeln einer Gleichung zu finden, wird
hier sachgemil: die Vorfrage aufgeworfen und in

[ Die Natur-
wissenschafter
positivem Sinne entschieden, ob itberhaupt eine
Liésung des Problemes notwendig existieren muf.
Von da ab sind zahlreiche mathematische Unter-
suchungen solchen Existenzbeweisen gewidmet;
das geheimnisvolle Wortchen ,.es gibt“ spielt in
der Mathematik des 19. Jahrhunderts eine grobe
Rolle {eine Rolle iihrigens, welche ihrerseits auch
wieder neue kritische Betrachtungen herausgefor-
dert hat). Das mathematische Bediirfnis, solche
Existenzheweise fiir die Lbsungen zu finden,
dehnt sich auch auf solche Probleme aus, welche
aus der Physik oder Mechanik entspringen.

Hier ist es ndtig, etwas {iher die Kinwendun-
gen zu sagen, welche von physikalischer Seite ge-
legentlich gegen die mathematischen Existenzbe-
weise als etwas Uberfliissiges und Wertloses er-
hoben worden sind; unter bestimmten physikali-
schen Bedingungen — so argumentiert man —
mubB ein physikalischer Vorgang in ganz bestimm-
ter Weise ablaufen, und daber miissen die ent-
sprechenden mathematischen Probleme, mégen sie
sich aunf Differentialgleichungen beziehen oder
sonstwie geartet sein, notwendig eine bestimmte
Lésung besitzen, fur die einen daritber hinaus-
gehenden mathematischen Existenzbeweis zu
{ithren, mehr oder weniger Spitzfindigkeit sei.
Dieses Argument scheint mir am Ziele vollig vor-
bei zu gehen. Abgesehen davon, dal mathema-
tische Theorien ihre Wahrheit in sich tragen
miissen und sie nicht aus den Gesetzen der phy-
sikalischen Natur entlehnen kbunen ist gerade
die TFiithrung des mathematischen Existenz-
beweises auch von prinzipiellem Interesse fiir die
Frage der mathematischen Darstellung physikali-
scher Phinomene; gewif kann deren Existenz und
Realitit nicht durch mathematische Betrachtun-
gen bewiesen werden (gegen eine solche Behaup-
tung wiirde sich der Physiker mit Recht wenden),
wohl aber bestiitigt der mathematische Existenz-
beweis, daB der mathematische Ansatz dem wirk-
lichen realen Vorgang adiquat ist; und schlieB-
lich ist vom Standpunkt der Praxis noch zu sagen,
da8 in vielen Fillen der Existenzbeweis zugleich
auch ein Mittel liefert, um die Losung in prak-
tiseh brauchbarer Form wirklich herzustellen.

Wie dem auch sei, unter den mathematischen
Existenzbeweisen, welche fiir die Entwicklung der
Mathematik im 19. Jahrhundert von Bedeutung
sind, spielen gerade diejenigen eine hervorragende
Rolle, die sich im Anschluf an physikalische Vor-
stellungen auf Betrachtungen der Variationsrech-
nung stiitzen. Insbesondere gilt dies fir den
grandiosen funktionentheoretischen Gedanken-
kreis, welcher um die Mitte des Jahrhunderts von
Bernhard Riemann, dem unvergleichlich tiefsinni-
gen Forscher, geschaffen wurde. Der gewaltige
Bau seiner Theorie der ,Abelschen Funktionen®
ruht auf solchen Existenzbeweisen, die mit Ge-
danken der Variationsrechnung arbeiten. Worum
es sich dabel handelt, 188t sich im Anschlufl an die
physikalische Vorstellung etwa so verstindlich
machen: Man denke sich irgendeine Fldache im
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aume, mige sie nun das Aussehen einer Kugel
oder eines Ellipsoides, oder z. B. eincr diesen
Flichen innerlich ganz wesensfremden Ring-
flicke oder noch kompliziertere Gestalt haben,
mige sic geschlossen sein oder Rénder besitzen.
Stellen wir uns nun diese Fliche mit ciner elek-
triseh leitenden Schicht bedeckt vor und denken
wir in zwel beliebigen ihrer Punkte Jen positiven
und negativen Pol einer elektrischen Stromquelle
eingesetzt, so wird gewil, das sagt die physika-
ilische Anschauung. ein ganz bestimmtes statio-
niares Stromungshild auf der Fliche das Ergebnis
sein, im einzelnen noch abhingig von der Natur
der Flache, ihrer Berandung, der Lage der Pole
usw. Uanz analoge Probleme ergeben sich bei der
Wirmeleitung, der Stromung von Flissigkeiten
nsw. Mathematiseh gesprochen handelt es sich da-
bel um gewisse, sogenannte Randwertprobleme
flir partielle Differentialgleichungen, und zwar
gerade um solche Probleme, wie sie sich aus der
Variationsrechnung ergeben; die entsprechenden
Variationsprobleme verlangen mndmlich in der
Hauptsache, daB bheim wirklichen Strémungsvor-
gang die entwickelte Joulesche Wirme geringer
wird aly bel anderen denkbaren Stromungen.
Wenn man es als selbstverstindlich hinnimmt, daf
eine solche Minimumforderung durch geeignete
Funktionen erfiillt werden kann, dann ist hier-
mit der Existenzbeweis fitr die Randwertaufgaben
der Funktionentheorie ohne weiteres gegeben;
Riemann verfuhr so und gab dieser Schlufweise
den historisch gewordenen Namen ,,Dirichletsches
Prinzip“; sein ganzes stolzes und im héchsten
Sinne geniales Gebiude, vielleicht im 19. Jahr-
hundert die groBartigste Schépfung mathema.
tischer Spekulation, ruhte auf der vermeintlichen
Selbstverstindlichkeit dieser Annahme.

Da kam die berithmte Kritik von Weierstraf,
dem Manne, der wie kein anderer als Exponent
des kritischen Geistes in der Mathematik des
19. Jahrhunderts gelten kann: Weierstraf wies
darauf hin und zeigte an ganz einfachen Beispielen,
daBl ein Minimumproblem der Variationsrechnung
tiberhaupt unter Umstédnden keine Lésung zu
haben brauncht, daB also auch fiir die Riemann-
schen Variationsprobleme die Existenz der Lisun-
gen keineswegs eine Selbstverstindlichkeit war,
sondern eines Beweises bedurfte. Weit und breit
in der mathematischen Riistkammer war aber kein
Mittel zu finden, das diesen fehlenden Existenz-
beweis liefern konnte; das ganze stolze Riemann-
sche Gebiude stand plétzlich scheinbar ohne Fun-
dament,

Ein solches fatales Beispiel eines sehr verniinf-
tig anmutenden Variationsproblemes, welches
keine Losung besitzt, ist folgendes: Man soll zwei
Punkte 4, B durch eine mbglichst kurze Kurve
ohne Ecken verbinden, welche im Punkte A4 senk-
recht auf der Geraden 4B steht. Wie die Figur
lehrt, kann man die Verbindungskurve so eng. wie
man will, an die Gerade AB anschmiegen, ihre
Linge so nahe, wie man will, an die Linge der
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~Strecka (D heranbringen, und doel kann offen-
har divse Linge nicht genau gleich der Linge
AB der kiirzesten, geraden, Verbindung sein,
sondern mufl immer etwas grofier bleiben, weil
die Bedingung des Scnkrechistehens in 4 ver-
Lictet, dafl die Verbindungslinie ganz in die
Gerade AB hineinfillt. Das Minimumproblem
hat also keine Losung. Denn es gibt unter den
zugelassenen Wegen keinen kiivzesten.

A &z

Die Folge der Weierstrabschen Kritik war,
dall man ratlos und bedaunernd den Riemann-
schen Gedankengingen den Riicken kehrte und
erst  auf auflerordentiich  mihsamen, ganz
anderen Wegen allméhlich so weit kam, die
wichtigsten Teile der Riemannschen Resultate
doch zu sichern, wobei allerdings die wunderbare
Architektonik des Baues sehr gelitten hat. Naur
wenige Mathematiker hegten die Hoffnung, daB
vielleicht in spiteren Zeiten einmal die Wieder-
belebung der nrspriinglichen Riemannschen Ideen
gelingen wiirde. Aber wie, das blieh ein Ritsel.

Es gehorte die ganze Unbefangenheit und Frei-
heit von dem Druck der Tradition dazu, welche nur
den wirklich groBen Forschern eigen ist, um das
scheinbar vollstindig unzugingliche Problem der
Rettung des Dirichletschen Prinzipes anzugreifen.
Hilbert besall den Mut, er versuchte es, und es
gliickte. Ganz neuartige, viel bewunderte Uber-
legungen von héchstem Scharfsinn mufBten an-
gewandt werden, und mithsam mufite der Leser der
Hilbertsehen Arbeit um das Verstindnis ringen,
aber das groBe cntscheidende Ziel war erreicht:
es war fiir die Analysis ein neues Hilfsmittel ge-
schaffen, welches die Miglichkeit gab, aus dem
Dirichletschen Prinzip eine wirkliche Beweis-
methode zu gestalten, Von diesen Hilbertschen
Untersuchungen sind viele anderve Forscher an-
geregt worden, und das Ergebnis aller dieser Be-
strebungen ist, dal man heute die alten Riemann-
schen Schluflweisen bei volliger Strenge mit einer

Einfachheit wnd Durchsichtigkeit handhaben
kann, welche der inneren Einfachheit des zu-
grunde liegenden physikalischen Bildes ent-
spricht.

Uber die weiteren Fortschritte zu berichten,
welche die Hilbertschen Ideen im Gebiete der
Variationsrechnung mit sich brachien, dazu fehlt
hier der Raum. Wir miissen noch einen Blick
auf ein anderes Arbeitsgebiet der Analysis wer-
fen, dem Hilbert ein gut Teil seiner Kraft ge-
widmet hat, die Theorie der Integralgleichungen.

Diese Theorie ist in ihrer jetzigen Form ein
Kind des 20. Jahrhunderts. Der schwedische
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scharfem Blick, daB gewisse wichtige ¥Funktional-
gleichungen, die zur Bestimmung von Funktio-
nen bei Problemen der mathematischen Physik
dienen, eine Form besitzen, welche eine starke
Analogie mit viel elementareren mathematischen
Aufgaben, nimlich den Aufgaben aus der Lehre
von den linearen (leichungen, zeigt; diese Funk-
tionalgleichungen, deren Form nachtriglich in
nuee schon bei zahlreichen fritheren TUnter-
suchungen erkenubar wurde, erhielten spiiter den
Namen Integraleleichungen; Fredholm gab in
seiner klassischen Arbeit eine sehr elegante Auf-
losungstheorie, und die neuen Ansitze fesselten
bald das Interesse vieler Mathematiker. Aber
man kann wohl sagen, daf erst durch das Ein-
greifen der Hilbertschen Untersuchungen die
wahre Bedeutung der Integralgleichungstheorie
herausgestellt worden ist; ihre mannigfachen Be-
ziechungen zu den verschiedensten Gebieten der
Mathematik, ihre vielseitigce Anwendungsfihigkeit
und die innere Harmonie und Einfachheit ihrer
Struktur, ihre zusammenfassende Tendenz gegen-
itber zahlreichen Iinzeluntersuchungen wurden
den Fachgenossen erst richtig offenbar aus der
Folge von groBen Abhandlungen, welche Iilbert
hintereinander seit dem Jahre 1904 versffent-
licht hat, und welche nun als Buch zusammen-
gefabt vorliegen. Wir wollen versuchen, die ge-
dankliche Tendenz dieser Arbeiten etwas niher
zu schildern uvnd damit einen Einblick in die er-
staunliche Mannigfaltigkeit des Inhaltes zu geben.
Die erste Abhandlung enthilt zuniichst eine neue
Ableitung der allgemeinen Fredholmschen Theorie,
welche den einfachen Crundgedanken dieser
Theorie bloBlegt; aber schon hier geht Hilbert
einen entscheidenden Sechritt weiter, indem er
die tiefe innere Verwandtschaft des Integral-
gleichungsproblems mit dem elementaren Problem
der Ablosung von n linearen Gleichungen mit n Un-
bekannten konsequent verfolgt., Ererkennt die be-
sonders wichtige Sonderstellung. welche vor allem
eine bestimmte Klasse von Integralgleichungen,
die sogenannten symmetrischen Integralglejchun-
gen, einnimmt; ein symmetrisches lineares Glei-
chungssystem sfeht nimlich in engster Beziehung
zur geometrischen Theorie der Flichen zweiter
Ordnung (der Ellipsoide usw.), wobei man natiir-
lich bei gréBerer Variabelnzahl in einen ,.Raum
von mehr Dimensionen® hineinsteigen mufl. Ge-
nau 80, wie es nun bei diesen Flichen zweiter
Ordnung Hauptachsen oder Fundamentalrichtun-
gen gibt, erhilt man bei den symmetrischen
Integralgleichungen entsprechende Ldsungsfunk-
tionen, Fundamentallésungen oder Eigenfunktio-
nen genannt. welche im allgemeinen in unend-
licher Anzahl vorhanden sind und sofort einen
Platz im Brennpunkt des Interesses einnehmen.
Es zeigt sich niimlich, dal diese Theorie der
Eigenfunktionen in unmittelbarem Zusammen-
hange steht mit der physikalischen Theorie der
Eigenschwingungen.  Jedes schwingungsfihige

rein periodische Eigenschwingungen auszufithren
deren Anzall je mach der Anzahl der Freiheits-
grade des Systems endlich oder unendlich ist;
s0 z. B. kann eine Saite die unendliche, als Grund-
ton und Oberténe bekannte Folge von Kigen-
schwingungen ausfithren, welche sich mathema-
tisch bekanntlich als reine Sinushewegungen aus-
diriicken lassen. Seit den Zeiten von Bernoull
hat man gelernt, eine beliebige freie Schwingung
eines solchen Systems aufzufassen als einen
Superpositionsvorgang aus einer ndtigenfalls un-
begrenzt fortschreitenden Reihe solcher mit ver-
schiedener Stirke vertretenen Eigenschwingungen.
(Man denke etwa an die Helmholtzsche Theorie
der Klangfarbe.) Das  Gebiet der har-
monischen Analyse ist nichts als eine Awusfiih-
rung dieses Gedankens. Mathematisch gesprochen
handelt es sich wm die Entwicklung willkiirlicher
Yunktionen in unpendliche nach Sinusfunktionen
fortschreitende Reihen, sogenannte Fouriersche
Reihen, Jedes andere Schwingungsproblem, so
z. B. das der schwingenden Membran oder Platte,
fithrt auf andere solche Eigenfunktionensysteme
und entsprechende Reihenentwicklungen. Die
Theorie der symmetrischen Integralgleichungen
faft nun alle diese hisher getrennt nebeneinander-
stehenden Dinge unter einem einheitlichen Ge-
sichtspunkt zusammen; sie lehrt, wie man will-
kiirliche Funktionen nach den Xigenfunktionen
einer symmetrischen Integralgleichung entwickeln
kann, und da sich andererseits alle die genannten
Schwingangsprobleme  als  TIntegralgleichungs-
probleme umschreiben lassen, so hatte man hier
einen einheitlichen Zugang zu diesem wichtigen
Gebiet der Reihenentwicklungen gefunden und
konnte auf dem betretenen Wege viel weiter-
gehende mathematische Resultate erzielen, als das
vorher gelungen war. Zahlreiche frithere Unter-
suchungen itber diese Fragen — ich nenne hier
nur die treffend erschauten, aber mathematisch
nicht geniigend begriindeten Gedankenbildungen

von Lord Rayleigh in seiner , Theorie of
sound“ -— erhielten so eine gemeinsame
Basis. Diesen Untersuchungen ist ein groler
Teil der zweiten Hilbertschen Abhandlung

sewidmet: doch ist in ihr noeh mehr enthalten:
die Anwendung der Integralgleichungstheorie auf
die Randwertanfgaben der Differentialgleichun-
gen der mathematischen FPhysik. Auch dieses,
mit dem vorgenannten in engem Zusammenhange
stehende Gebiet erfahrt hier entscheidende For-
derung.

In ein ganz anderes Anwendungsgebiet fithrt
uns die dritte Abhandlung: hier wird ein auber-
ordentlich schwieriges, bis dahin ganz unzuging-
liches Fundamentalproblem ans der funktionen-
theoretischen Theorie der linearen Differential-
eleichungen angepackt und mit kraftigen Fiausten
hezwungen, und ebenso zeigen die weiteren Ab-
handlungen in den verschiedensten Anwendungen
auf Geometrie, Funktionentheorie, mathematische
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Physik usw., wie mannigfach die nenen Ideen sich
verwenden lassen.

Von der grofiten prinzipiellen Bedeutung ist
jedoch ein allgemeiner Gedanke, der sich bei Hil-
bert aus der Integralgleichungstheorie heraus-
schilt; das ist die Idee der Lehre von Funktionen
unendlich vieler Verdnderlicher. Man kann die
Analogie der Integralgleichung mit einem ge-
wohnlichen Jlinearen Gleichungssystem am ein-
fachsten dadurch kennzeichnen, da man an Stelle
eines Gleichungssystems mit 100 oder 1000 oder
n Unbekannten durch einen kithnen Grenziiber-
gang ein solches von unendlich vielen Gleichun-
gen mit unendlich vielen Unbekannten setzt.
Welche grofien mathematischen Schwierigkeiten
hinter einer solchen Theorie unendlicher Glei-
chungssysteme stecken, laBt sich dem AuBen-
stehenden nicht so leicht begreiflich machen;
genug, dal es Hilber{ gelang, diese Schwierig-
keiten zu iiberwinden und eine Theorie der un-
endlichen linearen Gleichungssysteme sowie der
quadratischen Funktionen von unendlich vielen
verinderlichen Grollen zu schaffen, welche an
Einfachheit und Durchsichtigkeit der Ergebnisse
und Methoden den elementaren Theorien nirht
nachsteht. Aus dieser allgemeinen Theorie exr-
geben sich dann die Sitze iiber Integralgleichun-
gen und die Methoden ihrer Behandlung als fast
selbstverstiandiiche Forderungen. Aber diesn
neuen Gedanken weisen ither das hiermit cr-
reichte Ziel hinaus. Schon bei der Lehre von den
quadratischen Funktionen von wunendlich vielea
Variabeln ergeben sich, wenn man die Voraus-
setzungen nicht zu eng faBt und den Dingen tiefer
auf den Grund geht, Resultate von ganz neu-
artigem Charakter, wie sie bei der gewthnlichen
Theorie und ihrem geometrischen Bilde, der
Lehre von den Flichen zweiter Ordnung im
Raume, keineswegs auftreten; mneue KErgebnisse,
welche auch zu alten, schwer zuginglichen Theo-
rien, z. B. der berithmten Kettenbruchtheorie des
hollandischen Mathematikers Stieltjes in engem
Zusammenhange stehen und diese Dinge neu ba-
leuchten. Aber wir erheben uns erst dann zu der
ganzen Hohe der prinzipiellen Auffassung vom
Wesen der groBen Fragen aus der mathematischen
Analysis, wenn wir der allgemeinen Hilbertschen
Idee von den Funktionen unendlich vieler Varia-
beler folgen. Fiir den Physiker scheint diese
Idee etwas durchaus nicht Fernliegendes zu sein.
Thm ist es als eine Selbstverstindlichkeit bewuBt,

daB es meben den Systemen von endlich
vielen Freiheitsgraden  viele  physikalische
Systeme gibt, welche nicht endlich viele
Freiheitsgrade besitzen, d. h. deren Lage
in  einem  Zeitmoment sich mnicht dureh

Angabe einer bestimmten Anzahl von Gréflen,
der ,,Koordinaten“ oder unabhingigen Variabeln
des Systems charakterisieren 1iBt, sondern weiter-
gehende Festlegungen erfordert; so z. B. ist dis
Lage eines starren Korpers durch die Angabe
seiner Schwerpunktskoordinaten im Raume und
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der Richtungen seiner Triagheitsachsen festgelegt,
also durch endlich viele I{oordinaten, withrend die
Lage einer schwingenden Membran oder Saite
nie durch endlich viele Zahlen eindeutig charak-
terisiert werden kann, sondern stets erst durch
den Verlauf einer ganzen, von ihr eingenommenen
Flache oder Iinie, also einer Funktion bestimmt
ist. Wir haben es hier eben mit Systemen von
unendlich vielen Freiheitsgraden zn tun. In der
Tat kann man den Verlauf einer Funktion,
gleichviel ob diese nun durch eine Kurve oder
Fliche repriasentiert wird, durch Angabe eiper
unendlichen Folge von ,,Koordinaten® festlegeu,
etwa indem man die Funktion in Fouriersche
Reihen oder verwandte Reihen entwickelt denkt
und dann die Koeffizienten der Entwicklung als
die unabhingigen Bestimmungsstiicke ansieht.
Die Energie und alle sonst mit dem System zu-
sammenhingenden physikalischen GréBen er-
scheinen dann als Funktionen dieser unendlich
vielen Bestimmungsstiicke, d. h. eben als Funk-
tionen von unendlich vielen Variabeln. Mathe-
matisch stolen wir ebenfalls auf Schritt und Tritt
in der Analysis auf diesen Begriff. Uberall wo
eine GroBe von dem Verlauf einer Funktion ab-
hingt, wie die Linge einer Kurve vom Verlaufe
der Kurve oder die Hohe des Schwerpunktes
einer Fliche vom Verlaufe dieser Fliche, z. B.
iberall in der Variationsrechnung, aber auch
sonst in der Theorie der Differentialgleichungen,
in der ganzen mathematischen Physik usw. haben
wir es mit Funktionen von unendlich vielen Va-
viabeln zu tun, oder wie Volterra, der bedeutends
italienische, sich in #hnlichen Gedankengingen:
bewegende Mathematiker, sie nennt, mit ,Linfen-
funktionen®; die meisten Theorien der mathema-
tischen Analysis sind mnichts als Spezialunter-
suchungen tuber solche Funktionen von unendlich
vielen Veranderlichen.

Lassen sich nun alle diese Spezialunter-
suchungen in einer einheitlichen Theorie der
Funktionen unendlich vieler Variabler zusammen-
fassen? Im Falle der Integralgleichungen hat
sich der Gedanke aufs beste bewdhrt: aber ist das
allgemeine Ziel nicht allzaweit, allzuumfassend
gesteckt, um auch nur einige Aussicht auf Erfolg
zu bieten ? Die Frage scheint nicht richtig gestellt.
Zwar ist es wunderbar genug, daB in der allge-
meinen Theorie der Funktionen unendlich vieler
Verinderlicher, wie Hilbert in einer Arbeit ge-
zeigt hat, sich iberhaupt mathematische Sitze
aussprechen und beweisen lassen, welche nicht
trivial sind; aber fiir den Moment liegt hierin
nicht das Schwergewicht der allgemeinen Auf-
fassunmg; ausschlaggebend bleibt vor allem die
ordnende und klirende Wirkung, welche von der
Idee einer solchen allgemeinen Funktionentheorie
auf die ganze Methodik und Ideenbildung analy-
tischer Untersuchungen ausstrahlt: mit einem
Kantischen Ausdruck mdchte man sagen, daB
vorlaufig die Theorie der unendlich vielen Ver-
dnderlichen kein konstitutives, zondern ein regu-
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latives Prinzip der Analysis bedeutet, ein Weg-
weiser zur Orientierung der Gedankenbildungen
mehr als ein Forschungsmittel. Gerade in
dieser Hinsicht hat die Hilbertsche Idee schon
starke Wirkung ausgelibt und scheint dazu be-
rufen, noch reiche Friichte zu zeugen.

Wenn es auch in dem Rahmen dieses Auf-
satzes nicht moglich ist, im einzelnen ein Bild
von der Tiefe und Kraft des Analytikers Hilbert
zu geben, dessen wahrhaft radicaktives wissen-

{ Die Natur-
wissenschaften

schaftliches Temperament. mitielbar oder wun-
mittelbar die meisten Mathematiker der letzten
Generationen angeregt hat, so hoffe ich doch,
einen Findruck vermitfelt zu haben, von dem aufs
(Ganze, auf die Einheit der Wissenschaft gerich-
teten Eros, welcher der wissenschaftlichen Per-
sonlichkeit den Stempel aufdriickt und dem
Triger in einer Epoche der Einzellelstung, Zex-
splitterung und Zerfaserung in der Wissenschaft
einen ganz besonderen Platz anweist.

Hilbert und die Physik.
Von M. Born, Géttingen.

Im Jahre 1905 fanden in Gottingen Ubungen
des mathematisch-physikalischen Seminars {iber
Elektronentheorie statt, die Minkowski und Hil-
bert gemeinsam leiteten. Die Anregung zu die-
sem Unternehmen, das die beiden befreundeten
Mathematiker von ihrem eigentlichen Arbeits-
gebiet abzog und sie zu tiefem Kindringen in
die Nachbarwissenschaft veranlaBte, mag damals
von Minkowski ausgegangen sein, der von den
Geheimnissen und Ritseln der Lorentzschen
Elektrodynamik gelockt wurde und darin zu-
gleich ein lohnendes Feld der Betitigung fur
seine geometrischen und algebraischen Krifte
erschaute. Der Schreiber dieser Zeilen, dem es
vergdnnt war, an diesem Seminar als Student
teilzunehmen, erinrert sich an apregende und
aufregende Stunden, die mit Diskussionen iiber
die Fitz-Geraldsche Kontraktion, die Lorentzsche
Ortszeit und andere, damals noch ganz phan-
tastisch erscheinende Anmsiitze der Elektrodyna-
mik erfillt waren, und an denen sich auch
Hilbert hiufie klirend und auf Klarheit drin-
gend beteiligte. Diese Ubungsstunden sind be-
merkenswert geworden, weil hier die beiden
Mathematiker die Anregungen schopften die sie
spater, jeden zu seiner Zeit, zum Eingreifen in
die Entwicklung der Relativititstheorie fithrten.

Minkowskis Leistungen auf diesem Gebiete
sind bekannt genug. Zu jener Zeit, als Einsteins
erste, berithmte Arbeit erschien, die die Relati-
vierung der Zeit enthielt, hatte Minkowski die
mathematische Struktur der Feldgleichungen des
Kthers und ihre Darstellung in der vierdimen-
sionalen Raum-Zeit-Welt schon entdeckt und die
Bedeutung der Invarianz der Naturgesetze ge-
geniiber der Lorentzschen Transformationsgruppe
erkannt. Aber er trat erst 1908 mit seinen Ge-
danken an die Offentlichkeit, als es ihm gelungen
war, die Feldgleichungen {fiir bewegte, ponde-
rable Korper aus dem Relativititsprinzip abzu-
leiten.

Hilbert verfolgte damals die Untersuchungen

des Freundes mit einer Anteilnahme, die sich
oft zur Begeisterung steigerte; denn in ihm
wohnte jemer Glaube an die Einfachheit und

Begreifbarkeit der Natur, der zum Wesen des

Naturforschers gehrt, aber beim Mathematiker
durchaus nicht immer zu finden ist, und er sah
in Finsteins und Minkowskis Resultaten Er-
filllung dieses Glaubens. Aber er selbst trat zu-
n#chst nicht mit eigenen Arheiten physikalischer
Richtung hervor, auch dann mnicht. als Min-
kowsk: 1909 plotzlich starb und eine Fille von
Problemen ungelost zuriicklief. Es war die Pe-
rviode, in der Hilbert seine Theorie der Integral-
gleichungen und der quadratischen Formen von
unendlich  vielen Variabeln zum  Abschlufi
bhrachte. Wenn er auch durch diese TUunter-
suchungen ganz erfitllt wurde und nicht zu pro-
duktiver Tatigkeit auf dem von Minkowski ge-
wiesenen Wege kam, hat er doch seit jener Zeit
nie mehr aufgehdrt, sich fiir physikalische Pro-
bleme zu interessieren. Auch die Lehre von den
Integralgleichungen war ja mit den Metheden
der klassischen theoretischen Physik aufs engste
verkniipft, vor allem mit den Randwertauf-
gaben, die in der Theorie des Potentials und
vieler Differentialgleichungen der Physik auf-
treten. Die theoretischen Physiker hatten hier
zwei wesentlich verschiedene Lsungsmethoden
entwickelt, die Methode der Reihen nach dem
Vorbilde der Fourierschen Reihe und die Me-
thode der Greenschen Funktion. Man kann diese
Verfahren etwa an dem Beispiel der Wirme-
leitung in einem diinnen Stabe so kennzeichnen:
Entweder faBt man die Temperaturverteilung als
Superposition von einfach harmonischen (sinus-
formigen) Temperaturwellen auf (Reihenent-
wicklung nach Fourier), oder man denkt siech an
jeder Stelle des Stabes eine wunendlich kleine
Wirmequelle und bestimmt diese so, daf ihr Zu-
sammenwirken die tatsfchliche Temperaturver-
teilung erzeugt (Integralgleichung mit der Green-
schen Funktion .als Kern). Hilbert stellte nun
ganz allgemein die Beziehung dieser Ansitze zu
den linearen Integralgleichungen zweiter Art her.
und es gelang ihm auf diesem Wege, nicht nur
alle die mannigfaltigen Theorien der physikali-
schen Differentialgleichungen unter einen um-
fassenden Gesichtspunkt zusammenzufassen, son-
dern. auch viele Liicken auszufiillen, die der Ma-
thematiker in diesen (Gebieten schmerzlich emp-



