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Hilbert als Analytiker. 

VoT~ R. Co~.'c~d. GSttinge~. 

Die Bedeutung wissettsehaftlieher Leistm~gen 
liegt oft. nieht allein in ,dem Naterial an neuen 
Tats,aches, welches zu dem sehon vmha:ndenen hi'n- 
gefiig~ wird; nicht minder wiehtig fiir die Ent- 
wieklung der Wissensehaft kana elne Ei'nsieht 
sein, wenn sie Ordnung, Einfaeh}leit und 
Klarheit i.n ~ ein vorhand:enes abet sehwer zugiing- 
fiches Gebiet brin.gt und s.o ,die [~ersiehg, Erfas- 
suing nnd Beherrsehung tier Wissensehaft als 
eine.r Einheit erleiehtert oder iiberhaupt erst er- 
mSglieht. 

Man ,d,arf bei den Hitbertsehen ~:rbeiten auf 
dem Gebiete der ma.thema~isehen Analysis auch 
diesen G'esiehtspnnkt n.ieht vergessen, wenn man 
i.hrer Bedeutung naeh allen Seiten hin gereeht 
werde.a will. Hilberts Untersuehunge.n ii'ber Va- 
riationsreehnung u.nd das Diriehletsehe Prinzil) 
sowie die Ar,beiten iiber die Theorie der Integr,al- 
gleiehungen zeigen alle das bewugte Bestreben, an 
der LSsun,g neu:er Probleme Nettmden zu linden, 
welehe das ehedem Sehwere leieh,t maehen, neue 
Zusammenhiinge in, vorhande~en l~'[aterien er- 
sehlie~en nnd den sieh veriisteln,den Flul] yon Ein- 
zeluntersuehungen in ein gemeinsames Bett zu- 
riiekleiten. 

Sehon in den Anf.angsstadien .dep modernen 
mathemagisehen Entwiekelung haben Fragen der 
Variationsrechmmg die Aufmerksamkeit der ~la- 
thema,tiker auf sieh gezogen. Die Natur selSst 
driingte zum Ausban dieses Wissenszweiges. Friih- 
zeitig bemerkte man, dal3 irgen,dwie bei den Ge- 
setzen der Physik stets ein 1Kinimumprinzdp zu 
walten seheint. Ein Liehtstra.hl lguft in ei,nem 
unhom,ogenen 5[ediu~m so, dal3 er in einem mSg- 
lichst kleinen Zei.tabsehnitt yon einem seiner 
Punkte zu einem sp~iteren gelangt; diese Tatsaehe 
i.st de~r einfaehste Au,sdruek des Breehungs- 
gesetzes. Eine ~{em,bran aus SeifenlOsung spannt 
sieh untar der Wirkung der Kapillaritiit in den 
Rahmen einer gege.benen gesehlossenen Ilaum- 
kurve so ein, dal3 sie einen mSgliehst kleinen 
Fliieheninhalt einnimmt; ein elektriseher Strmn 
durehfliet3t bei gegebenen Spannungsverhgltnissen 
an der Oberflgehe ei.nen leitenden Kgrper derart. 
dab d;abei die entwiekelte Wiirmemenge ein 3/[ini- 
mum wird. Nan lernte bald, dal3 s.ich dureh ghn- 
liehe Ninimalforderm~gen die allgemeinsten Ge- 
setze tier )~eehanik, ~.a der P~hysik tiberhaupt, a.uf 
die kiirzeste und prggnanteste Form ausdrtieken 
la.ssen. Unbesehadet der naturphilosophisehen 
Fra,ge, ob wit in diesem Faktum mehr zu sehen 
haben als eine sonderbal, e dankbar hinzunehmende 
~{Sgliehkeit, verwiekeltere Gesetze einf.aeh und 
handlie,h zusammenzu~assen, oder ob dies.e NEni- 
malprinzipien der Physi~k uns auf tiefere Zu- 
sam.menhiinge hinweisen ~ d~r mathematisehen 
Analysis ats der Wissensehaft yon den mathemati- 

sehen Formen des Naturgesehehens erwiichst da- 
rans die Aufgabe, ~Linimumprobleme tier geschil- 
derten Art systematisch zu untersuchen; nnd 
diese Fr~g'estellung bedeutet den Ausgangspunkt 
der Variationsrechnung. Es handelt sich da,bei 
nieh~ tin1 solche ~aximum- o der )iininmmpro- 
bleme, vie sie urspriinglieh mit den Anstol3 zur 
Ausbildung der D~,fferentialr,echnnng geg eben ha- 
ben und wie sie heute vielfaeh in den Sehutunter- 
richt iibergegangen sind. Bei diesen eIementaren 
~Iinimumsaufgaben soll, a nsehaulich gesprochen, 
auf einer gegebenen Kurve oder Fl~iche ein ,hSeh- 
ster oder tiefster Punkt gefunden werden. (Der 
~[athematiker da.rf dabei vor einem ,,Raum mit 
vier und mehr Dimensionen" und darin liege'aden 
Gebilden nieht zuraekseheuen.) In der Varia- 
tionsreehnung dagegen wird n.ieht ein einzelner 
Punkt auf einer Kurve eder Fliiehe gesueht, son- 
dern. der Gesamtverlauf einer solchen Xurve od:er 
Fl~ehe ist das unbekannte, aufzusnehen:de Objekt. 
So z. B., wenn auf einer ~gegebenen Fliiehe, etwa 
dem E:sdellips.o:id, zwisehen zwei Pu,nkt.en, die kii:r- 
zeste (.geodiitisehe) Verbindungli:nie gezo,gen oder 
in eine gesehlossene Raumkurve die Lamelle klein- 
sten Fliieheninhaltes eingespannt werden sell. Wie 
die elementaren Minimu.mprobleme ,direkt auf d~en 
ProzeB der Differentiation hinfiihren, so. erhiilt 
man~ aus den Yari:ationsaufgaben Differen.tial- 
gleiehnngen, und es ist da.her kein Wunder, wenn 
die wiehtigsten Theorien tiber die Differential- 
gM'ehungen, soweit sie in der Physik yon Be.den- 
tung sind, eng mit der Variationsreehnnng zu- 
sammen'hiingen. Trotzdem hiernack die Varla- 
tionsreehnun.g eine so zentr~ale Stellung inner-ha}b 
der mat.hematisehen Analysis einzunehmen be- 
rufen seheint, trot~d.em fast alle grogen M.athema- 
tiker des 18. und I9. Jahrhunderts an ihrem Auf- 
bau mitgewirkt haben und nooh in der vorigen Ge- 
neration dureh die Untersuehungen yon Weier- 
strafi neue bedeutende Fortsehritte erziek und 
mann.igfaehe Anregungen hinausgetr,agen wurden, 
ist diese Diszi.plin bis in die jtingste Zeit tfinein 
in den Augen vieler Faehgenossen und noeh zahl- 
reieherer Physiker nut  ein Spezialgcbiet, un.d 
nieht einmal ein besonders zugiingliehes, gewesen. 
Wenn diese Auffassung sich in den letzten Jahr- 
zehnten gr[indli.eh gegnder:t h'at, wench allmiihtieh 
die iiberatl klgrend und v.erei:n.fachend wirkenden 
Ges, ieht,spu.nkte der Variatdonsreeh:nung Gemein- 
gut der mathematisehen Kreise geworden sln,d; so 
ist das nieht zu]etzt ,dem Impuls zu danken, weI- 
eher yon den Hilbertsehen hier.hergeh5rigen Ar- 
beiten und seinen persS.nliehen Anregungen aus- 
geht. Iv[a.g er naun fiir alte T,heoreme neue strenge 
und durehsiehfi,ge Beweise geben, oder wie im 
Falle der - -  heu4e im Ansehlul] an die Qu.anten- 
theorie aueh bei den Physikern so aktuellen 
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tIamilton-Jaeob.isehen Theorie sehla.geade For- 
mulierungen linden, wetehe die vielfaehen sehein- 
bar vereinzelt und zusammenh.anglos nebenein- 
an,derstehen,den T.atsaehen mi.t. einem Grill  zu- 
sammenfassen un,d i,n ein gemelnsames Lieht stel- 
len, so dab nu'nmehr der Weg fiir weitgehende 
Yerallgemeinerunger~ frei ~-ird, oder mag er 
sehliegtieh, wie in den Ar~beiten fiber das .a.bsotute 
Minimum der wissensehafttiehen Fragestellung 
eine ~anz neu'artige un,d' h5ehst fruchtbare Wen- 
6ung geben - -  stets ist mit dem Er,gebnis tier 
Arbeit zu~gleich etwas ftir die E'mfach,heit und 
Einheit der mat'hematisehen Wissensehaft iiber- 
hanpt gewonnen. Unter allen hierhergehgrigen 
Hil,bertsehen Abhandlungen hat wohl die fiber das 
,,DiriehIetsehe Prinzip" den grSgten Ein,flug aus- 
geilbt und ist fiir die Hitberts,ehe Denk.art a.m 
meisten eharakteristiseh. 

Um diese Leistung dem Verstiin.dnis n:,iher 
zu bringen, ist es n5tig, mit einigen W~rten auf 
den Entwieldungagang unserer Wissensehaft Jn 
der neueren Zeit einzugehen. Mit der Aus.bil, d~ng 
der Differential- und Integralrechnung im' 17. 
Ja~r~htm, dert setzte eine gliinzende Epochs mathe- 
m.alisch~en Lebens eiu; in raschem FluB his tier 
hinein ins 19. Jahrhundert folgten sich ,die wich- 
~igsten Entdeekmxgen; ein gigantischer, f, a st un- 
iiberseh'barer Wissensstoff tiirmte sich zu einem 
~ebirge, das auch 'h,eute noch kei~eswegs elnge- 
elmer ist. Aber bei dieser stfirmisehen Entwiek- 
lufi,g gingen .die MaBstiibe mathematischer Strenge 
uncl Klarheit vielfach verloren, welehe von den 
Griechen iiber,kommen waren. Die ,,h5here ~'[a- 
~hematik" wurde wirk]ich eine Art G.ehelm- 
wissensehaft, we man sich auf el.hen guten wi:ssen- 
seh~ftlichen Instinkt ebenso verlassen muflte wie 
auf Mar priizisierl~are Ei~asiehl, ~venn man bei der 
Hand.tin'bung der neuen )z[et, hoden nicht veto ric.h- 
glgen Wege abirren wo]lte. ,Altez en avant, e t  
la fol vous vi, endra", dieses Motto ist recht be- 
zeiehnen~d, fiir ,den unkritisehen Geist dieser, wie 
sine N,a~urkraft he~-orbrechen,den, mathemati- 
schen Froduktivitgt. Die Reaktion in Gestalt 
kritiseher Selbstbesi'nnung konnte nieht au,sb]el- 
ben; sin groller Tell der mathematisehen, Arbeit 
im 19. gahrhundert ist der Auf, gabe gewi.d'met~, 
fiir das friiher Geschaffene .die tragfiihigen Fun- 
damen~te zu linden und die Mat'hematik wieder zu 
dersel'ben tttlhe yon Strenge und Sieherheit zu 
fii,hren, :die sis im A]tertum erreieht harts. Eine 
der ersten charakteristisehen Leistungen in dieser 
t[insieht war die Do'ktordissertatio~n yon Carl 
Frie&'ich Gaufi, dem princeps mathematieorum, 
wie man spiiter mit vol]em Reeht .dJesen gewal- 
tlgen Geist gena:nnt hat. In dieser Arbeit wird 
zum ersten Male in bewuB,ter strenger Form sin 
Existenzbeweis gefiihrt;, un, d~ zwar tier Beweis des 
Sat:zes, ,&at jede al~gebraisehe Gleieh.ung nt~n Gra- 
des ,a'u~h wirklieh n Wurzeln besi%zt. Wiihrend 
man sieh frfiher e[nfaeh naiv d~s Problem stellte, 
,,die" W, urze]n einer Gleichung zu linden, wird 
hier saohgemii~ die Vorfr.age aufgeworfen und in 
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positivem Sinne entse.hi.~den, ob tiberhaupt eine 
LSsung des Problemes notwendig existieren mul~. 
Vo~ da ab siad zahlreiehe mathematisehe Unter- 
suchungen soleh.en Existen~beweisen gewi~dmet; 
das gehei,mnisvolle WSrtehen ,,es gi,bt" spiel% in 
der Mathematik ,des 19. Jahrhu'nderts ein.e grebe 
R.olle (sine tlolle fibri.gens, we]she i~hrersei~s aueh 
wieder neue krltisehe Betraehtun,gen herausgefor- 
dert hat). Das mathematisehe Bed~irfnis, solehe 
Existenzbeweise for die LSsungen zu fin.den, 
~(ehnt sieh aueh auf solche Problems aus, welehe 
a,us ,der Physik oder Meehanik entspringen. 

Hier ist es nStig, etw.as iiber die Einwendun- 
fen zu sagen, welehe yon p,hysikalischer Seite ge- 
legentlieh gegen die mathematisehen Existenzbe- 
weiss als etwas ~berflfissi.ges und Wertloses er- 
hoben worden sind; unter, bestimmten physikali- 
sehen Be.dingungen - -  so argnmentiert man - -  
lr~ul] ei'n physikaliseher ¥org~ang in ganz ~besti,mm- 
ter Weise a'bta.ufen, und daher miissen die ent- 
spreehenden mathematisehen Problems, mSgen sic 
sich auf Differentia.lgleiehun,ge~l beziehen oder 
sonstwie geartet sein, notwendig eine bestimmte 
LS.sung besitzen, fiir die einen darfiber h~naus- 
gehen.den mathema.tisehen Existen~beweis zu 
fiihren, mehr oder wenig~r Spitzfindigkeit sei. 
Dieses Argument setmint mir am Ziele ,zSllig vor- 
bei zu gehen. Abgesehen davon, dag ma~hema- 
tisebe Theorien ihre Wahrheit in sieh tra,gen 
miissen und sic nieht aus den Ge.setzen ,der phy- 
sikMischen Natur entle'hnen kSnnen, i.st gerade 
d'ie Ffihrung des mathem.atisehen Existenz- 
bew~ises auch yon prinzipiellem Interesse ffir d~e 
Frage der ma~hematlsehen D'arstellu, ng physikati- 
seher P'hiinomene; gewill kann deren Existenz und 
Realit.iit nieht dureh mathematisehe Betraehtun- 
gen bew~esen wer, den (gegen sine sole'he Behaup- 
tung wiir.de sieh der Physiker mit Reeht wenden), 
wohl aber best~itigt tier mathematisehe ~Exlsten.z- 
beweis, dag der mathema~isehe Ansatz dem wirk- 
lichen realen Vorg, al~g Miiquat ist; und sehlieg- 
lieh ist v(>m Standpunk.t der PraMs noeh zu sages, 
dab in vielen Fiillen de~ Existenzbeweis zugleieh 
auch ein Mittel liefert, um die LSsung in pra,k- 
tisch brauehbarer Form wirklieh herzustellen. 

Wie dem auch sei, unter den mathem.atisehen 
Exi.stenzbeweisen, welehe far die EntwicklurLg der 
Ma,thematik im 19. Jahrhundert yon Bedeutung 
sind, s,v~elen.gerade diejenigen einehervorr~gende 
Rolle, .die sieh im An~sehlul] an physikalisehe Vor- 
stelhmgen a.uf Betraehtungen der Varlationsreeh- 
hung stfitzen. Insbesondere gilt. dies fiir den 
grandiosen funkt~onentheoretischen Gedanken- 
kreis, welcher um dde Mitts des /Iahrh,underts voi~ 
Bernhard Riemanu, d:em unve~gleiehlieh tiefsin'ni- 
fen Forseher, geschaffen wurde. Der gewaltige 
Bau seiner Theorie tier ,,Abelsehen Funktionen" 
ru'ht a:uf so?ehen Existenzbeweisen, die mit Ge- 
dan,ken der Variationsrec.hnung arbeiten. Worum 
es sich dabei handelt, ]Rl]t sieh im Ansehlut] an die 
l~hysi.kallsehe Vorstellung etwa so verst~inAlieh 
maehen: Man denke sieh irgen.deine Fliiehe i.m 
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Raume, m[i~g'e sie nun das Ausseben either ],[ug~,l 
odor eines Ellipsoide~, ,odor z. B. einer diesen 
Fl';iehen innerlieh .ganz wesensfremden Ring- 
fliieh~e odor no.oh ko.mpliziertere Gestalt hnben, 
mhge sie geschlo.ssen sein o.der Ithnder be~itzen. 
Stellen wir uns nun diese Flliehe mit einer elek- 
~rlse]L leitenden Sehieht bedeekt ~'or and denken 
wit ~n zwei beliebigen ihrer Punkte  .d~en positiven 
and negativeu P¢JI einer elektrisehen Stromquel]e 
eingesetzb so wird gewifL d as sa.gt die physika- 
iische Ansehauung, ein o.anz bestimmtes statio- 
n~ires Strhmungsbild auf tier Fliiehe das ]t]r.Rebnis 
sei'n, im einzelnen n.oeh abhiingig wm de, r N.atur 
der Fliiehe, ihrer Berandung, der Lage der Pole 
n~w. (]anz analoge Pro:bleme ergeben sieh 5.el der 
W~rmeleitung, der Strlimung yon l?l~is~[gkeit~m 
u.sw. Mathematiseh gesproehen handelt es sic5 da- 
b.el um gewisse, sogenann.te Randwertprobteme 
ftir par[ielIe Differentialgleiehungen, and zwar 
~erade um solehe Prohl.eme, wie sie sieh aus der 
Variat ionsrecbnung ergeben; die entspreehende~ 
V~ria,tionsprobleme verlangen niimlieh in der 
Hauptsaehe, dag beim wi.rklie,hen Strhmungsvor- 
gang &ie entwiekelte Joulesehe Wiirme geringer 
wird al.~ bei anderen denkbaren Strhmungen. 
Wenn man es als selbstverstiindlieh :hinnimmt, dab 
ei~e sole:he ~i inimumfordernng dureh geeignete 
Funktionen erfiillt werden kann, dann ist h~er- 
mit der Existenzbeweis fiir die Randwertaufgaben 
der Funktlonentheorie ohne w.eiteres gegeben; 
Rieman.n verfuhr so and gab d'ieser .Sehh~13w.eise 
den historiseh gewordenen Namen ,,Diriehlets,ehes 
Pr inzlp";  sein ganzes stolzes and im hhehs.ten 
Sinne .gen.i,ales Gebiiude, v lelleieht im 19. Jahr-  
hundert  .d,ie grol~artig~te Sehgpfung mathema. 
tiseker Spekulatio.n, ruhte auf  der vermeintliehen 
Sdt)st, verstlindliehkeit dieser Anna.hme. 

Da ka,m die beriihmte Kriti.k yon Weierstrafl, 
dem Manne, der wie kein anderer als Exponent 
des krltischen Geistes in tier ~a themat ik  des 
19. Ja.hr~hunderts gelten kann:  Weierstrafi wies 
.d,ar~u,f,tt.in und zeig~e an ga'nz einfaeh,en Beispielen, 
dab ein Minimumpro.blem der Yariationsreehnnng 
iiberhaupt unter Umstiinden kei'ne Lhsung zu 
haben braueht, daft also aueh fiir die Riemann- 
sehen ¥ari,ationsprobleme die Existenz .tier Lhsun- 
geri keineswegs eine Selbstverst~.n.dliehkei~ war, 
sondern eines Beweises l)edur.fte. Welt and  brelt 
in tier mathematisehen Rtistkammer war aber kein 
~it.tel zu finden, das Jiesen %.hlenden Existenz- 
beweis liefern konnte; das ganze stolze Riemann- 
s(~he Ge'biiude st.and plgtzlieh se:hein.bar ohne Fun-  
dament. 

Ein solehes {atales Beispiel eines sehr verniinf- 
tig anmutenden Variationsproblemes, welches 
keine Lbsu~,  besitzt, ist fol.gen.des: Nan  soil zwei 
Pun~kte A, B d, ureh eine m~;~'liehst kurze Kurve 
ohne Eeken ~,erbinden, welehe im Punkte  A senk- 
reeht auf  der Geraden A B sCeht. Wie d.ie Fi.gur 
lehrt, k.ann m,a,n, diie ¥erbin.d,ungsknrve so e~g. wie 
man will, ~n die Gerade AB ansehmiegen, ihre 
Liinge so nahe, wie man will, an die Lii.n~'e der 
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Streeke .llJ l~eranbringen, mid doeh kann offen- 
l~ar (li,,se ].iinge l~ieht gellau ~qeieh der Liinge 
.,1B der kiirz-~ten, ~'eraden, \ : e rb induug sein, 
son.dern mug immer etwas gr~;13er bleiben, well 
die Bcdingung de~ Senkreehtstehens in A ver- 
hietet. (lag die Verb,indlmgsllt~e ~anz i~l: die 
(Iota(to AB hlneinf~I]t. Das Ninimumproblem 
hat also keine Lhsun~. Denn es gibt nnter den 
zuge]as.senen \Vea'en l<einen kiirzesten. 

/7 

Die Folge der W(~erstral?schen Krit ik w~ar~ 

dal~ man ratios und bedauernd den Riemann- 
seh.en Gedankengiingen den Iliieken kehrte und 
erst auf aul3ero.rdentlieh miihsamen, ganz 
anderen Wegen allmiihlieh so welt kam, die 
wiehtigsten Teile der Rfemannsehen Resultate 
doeh zu siehern, wobei ailerdings die wunderbare 
Arehitektonik des Baues sehr gelitten hat. Nur  
wenige ~'~[athematiker hegten die tIoffnu.n,g, dat] 
vielteieht in sp~iteren Zeiten eimnal .die Wieder- 
,bele'bung der urspriingliehen Riemannsehen Ideen 
gelingen wtirde. Abet wie, das btieb ein Riitsel. 

Es .g'ehi3rte ,die ganze Unbefangen~heit nnd Fre,i- 
heit yon dem Druek de:r Traditio.n dazu, welohe nut  
den wirklieh grogen Forsehern eigen ist, ~am das 
seheinhar vollstiindig unzug~ngliehe Pr.~blem der 
Ret tung des Diriehletsehen Prinzipes anzugreifen. 
IIitbert besaJ~ den Mut, er versueh.te es, u'n~ es 
gtiiekte. Oanz neuartige, viel bewundert.e [tber- 
legungen yon hhehstem Seharfs,inn mul3ten an- 
gewandt werden, und; miihsam mul3te der Leser der 
Hilbertsehen Arbeit um alas ¥erstiindnis ringen, 
abet das grol~e entseheidende Ziel war erreieht: 
es war ftir die Analysis ein neues Hilfsmittel ge- 
sehaffen, welches die M[ig.liehkeit gab, a.us dem 
Dirieh]etsehen P/'inzip eine wirkliehe Beweis- 
methode zu ges,talten. ¥ o n  diesen Hilbertsehen 
Untersuehun.gen sin,d viele a.ndere Forseher an- 
geregt worden, und das Ergebnfs aller dieser Be- 
strebungen ist, dab man heute die alten Riemann- 
aehen SehluBweisen bei vhlliger Strenge mi¢ elner 
Einfaehheit and Durehsiehtigkeit  handhaben 
kann, welehe der inneren Einfaehheit  d.es zu- 
grunde liegenden physikalisehen Bil,des ent- 
sprieht. 

[~ber die weiteren Fortsehrit te zu beriehten, 
welehe ~die Hilbertsehen Ideen im Gebiete .der 
Variationsrechnung mit sieh b~ac.hten, dazu fe,hlt 
hier der Raum. Wir miissen noch elnen ~Bliek 
auf ein anderes Arbeitsgebiet .der Analysis wer- 
fen, dem Hilbert ein gut Tell s.elner Kraf t  ge- 
a4dmet h a l  die Theorie der Inte~'al.gleiehungen. 

Diese Theorie ist in ihrer jetzigen Form ein 
Kind des 20. Ja,hrhunderts. Der sehw.edisehe 
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}lathe,ma¢iker lear Fredholm entdeekte mit 
s.eharfem Bliek, d*ag gewisse wiehtige Funktion.al- 
gleiehur~gen, die zur Bestimmung yon Funkti.o- 
nen bei Problemen der mathematisehe~a Phys~k 
dienen, eine Form besitzen, wetahe ei~e starke 
Analogie mit v/el elementareren mathemat.isehen 
Aufgaben, niimtieh .den Aufgaben aus der Lehre 
,con den lineareu Gleiehungen, zeigt; diese Funk- 
tionalgleiehun,gen, deren Form n.aehtr~gliah in 
nuee sehon bei zahlreiahen frii.heren Unter- 
suehungen erke~m'bar wurde, erhielten spiiter den 
N~men IntegrMgleiehungen; Fredholm gab in 
seiner klassisehen Arbeit eine sehr elegante Auf- 
l~sungstheorie, und die neuen Ans,~tze ~esselten 
bald das Interesse vieler ~athematiker. Abet 
man kan,n wohl sagen, dug erst dutch das Ein- 
greifen der IIilbertsehen. Untersuehungen die 
wahre Bedeutung tier Integralgleiehungstheorie 
herausgesteltt wor,den ist; ihre mannigfaehen Be- 
zlehungen zu dan versehiedensten Gebieten der 
N[,athematik, ihre vielseitlge Anwendungs~ghigkeit 
und die innere Harmonie und Einfaehheit ihrer 
Str,uktur, ihre zusammenfassen,de Ten.denz gegen- 
fiber zahlreiehen Einzeluntersuehungen wurden 
den Faehgenossen erst riehtig offenbar aus der 
Foige von grogen Abhandlungen, welehe Hilbert 
hintereinander seit dam Jahre 1904 verSffent- 
lieht hat, und welehe nun als B.ueh zusammen- 
gefagt vorliegen. Wir wollen versuehen, die ge- 
dankliehe Tendenz dieser Arbeiten etwas niiher' 
zu sehi],dern und damit einen Einbtiek in die er- 
staunliehe Mannigfaltigkeit .des Inhaltes zu geben. 
Die erste Abhandlung ent,hiiit zun~ehst eine neue 
Ableitung der allgemeinen Fred.holmsehen Theorle, 
welehe .den einfaehen Grun.d.g:ed.anken dieser 
Theorie bloglegt; aber sehon hier geht Hilbert 
einen entseheidenden Sehritt ~eiter, indem er 
die tiefe innere Verwandtsehaft des Integral- 
gleiehungsproblems mit dem elementaren Problem 
dee AblSsun.g yon n linearen Gleiehungen. mit n Un- 
bekannten'kon~,equent, verfolgt. Er erkennt.die be- 
son.ders wiehtige So.nderstellung. welehe vor allem 
eine bestimmte Klasse yon Integralogleiehungen, 
die sogenannten symmetrisehen Integralgleielmu- 
gen, einnim.mt; eln symmetrisehes lineares GI.ai- 
chur~gssystem steht, niimliah in engster Beziehung 
zur geometrisahen %heorie der Fliidlen zweiter 
Ordnung (der Ellipsoide usw.), wobei man natt'tr- 
li.eh bei grSl~erer Yarial~elnzahl in einen ,,Raum 
won mehr Dimeusionen" hineinsteigen mull Ge- 
nau so, wie as nun. bei diesen Fl~ehen zweiter 
Ordnung I[aupta&sen oder Fundamentalrlehtun- 
gen gibt, erhiilt man bei den symmetriseheu 
tntegralgleiehungen entspreehende LSsungsfunk- 
*ionen, FundamentallSsungen oder Eigenfunktio- 
hen genannt, welehe im allgem.einen in unend- 
lleher Anza,hl vorhan.den sind un4 sofort einen 
Platz im Brennpunkt .des Interesses einnebmen. 
Es zelgt si.eh niimlieh, dab diese Theorie de~ 
Eigenfunktionen in u'nmittelbarem Zusammen- 
hange stebt mlt der physlkalisehen Theorie der 
Eigensel~wingun~en. gedes ~ehwingungsf~ihlge 
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physJkalische System vermag bekanntlich gewl,ss~ 
re[,n periodische Eigenschwingungen auszufdhren 
deren Anzahl je naeh der Anzahl der Freiheil:> 
grade des Systems endlieh o.der unen.d}ich, ist; 
so z. B. kann eine Saite .die unendliche, als Ground- 
ton und ObertSne bekannte Folge wm Eigen- 
sehwingungen ausfiihren, watahe sich mathema- 
tisch bek, anntlieh als reine Sin'us'bewegungen aus- 
dlrtieken la.ssen. Seit den Zeiten vo,u Berr~oulb 
hat. man gelernt, eine beliebige freie Sehwingun.g 
eines solchen Systems .aufzufassen als einen 
Superpositionsvorgang aus einer ngtigenfalls un- 
begrenzt 5ortsahreitenden Relhe soleher mit ver- 
scliedener Stiirke vertretenen Eigensehwingu~gen. 
(~f.an denke etwa an die Helmholtzsehe Theorie 
der Kl,angfarbe.) Das Geb'iet der har- 
monisehen Analyse ist niehts als eine Ausfiih- 
rung .dieses Gedankens. Mathematiseh .gesprochen 
hm~delt es slab um die E.ntwicklung wii~kiirlieher 
Funktionen in unendliahe naeh Sinusfunktionen 
fortsehreitende Reihen, sogen,annte F.ouriersehe 
Reihen. Jedes andere Sehwingung.sproblem, so 
z. B. das der s.ehwingenden I~[embra.n oder P1Mte, 
fiihrt auf andere solehe Eigenfunktionensysteme 
und entspreehende Reiheneutwiektungen. Die 
Theorie der symmetrisahen Integra~gleiehungen 
fagt nun alte diese blsher getrennt nebenein~nder- 
stehenden Dinge unter einem einheitliehen Ge- 
siehtspunkt zusammen; sie lehrt, wie man will- 
ktirliehe Funktionen naeh den Eigenfu,nktionen 
einer symmetrisehen Integralgleiehung entwiekehi 
kann, und da~ sieh audererseits alle die genannten 
Sehwingungsprobleme als ] ntegralglei,ehungs- 
probleme umsehreiben lassen, so hatte man hier 
eineu ei~flmitliehen. Zugang zu diesem wieh~dgen 
Gebiet der Reihenentwiektungen gefunden und 
konnte auf dem betretenen Wege viel weiter- 
gehende mathematisehe Resu]tate erzielan, als das 
vorher gelungen war. Zahh'eie.be friihere Unter- 
sudml, gen iiber diese Fragen - -  ieh nenne bier 
nur die treffend ersehaut.en, aber ma~hematisell 
nieht geniigend begrtindeten Gedan.kenbitdungen 
yon Lord Rayleigh in seiner ,,Theorie of 
sound" - -  erhielten so eine gemeinssn~e 
Basis. Die~en U'ntersuehnngen: ist ein groger 
Teil der zweiten Hilbertsehen Abh~n,d,lung 
~ewldmet: doeh ist in ihr noah mehr en~halten: 
die Anwendung der Inte.gralgleiehun.gst,beorie auf  
die Randwertau,fgaben der. Di'fferentialgleiehun- 
g e n d e r  mathematisehen Physik. Aueh dieses, 
mlt dem vorgenannten in engem Zusammenhange 
stehende Gebiet erfghrt bier entseheidende FSr- 
deruug. 

In ein ganz anderes Anwendur~gsgebiet fti.hrt 
uns die dritte Abhandlung: bier wir.d eln auger- 
ordentl{eh sehwieriges, bls dabln ganz unzugiing- 
llehes Fundamentalproblem aus ,der funktionen- 
theoretisehen Theorie der linearen Differantial- 
~'leiehnr~gen angepaekt und mit kraftlgen F~usten 
bezwungen, und a.benso zeigen .die weiteren Ab- 
handlungen in den versehiedensten Anwendungen 
auf Geometrie, Funktionentheorle, msthematlsehe 
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Physlk  usw., wie mannigfaeh  die ne~len Ideen s ieh 
verwenden lassen. 

¥on  der  gr513teu prinzipiel len Bedeutu.ng ist  
jedoeh ein al lgemeiner Gedanke, der  sich bet Hil- 
bert aus der Integr.a]gleichungstheorie heraus-  
sehglt ;  das ist  die Idee der  Lehre yon Fun!<tionen 
unendl ieh vieler Ver~in.derlieher. 7MTan kann die 
Analo,gie der Integralgleiehun,g mit einem ge- 
wShuli.chen ]inearen Gleiehungssystem am ein- 
faehsten dadureh kennzelehnen,  ,da~ man an S t,elle 
eines G]eichungssystems mi t  100 oder 1000 oder 
n Unbekannten  dureh einen kiihnen G:r,en~ii,ber- 
gang ein solehes yon unen,dlieh vielen Gleiehun-  
gen mi t  unendl ieh vielen Unbekannten setzt. 
Welehe grol3en mathemat isehen Sehwierigkei ten 
h in ter  e ther  solchen Theorie  unendlieher, Glei- 
ehun,gssysteme steeken, ]iiBt sich dem Aul]en- 
stehenden n icht  so leieht  begreifl~ieh machen;  
germg, dab es ttilbert .gelan~g, diese Sehwierig-  
kel ten zu i iberwinden nnd eine Theorie der un- 
endlichen i inearen Gleiehungssysteme sowie des 
quadrat isehen Funk t ionen  yon unendl,leh vie]en 
vergnder l iehen Gr513en zu sehaffen, welehe an 
Ein ' faehhei t  und  Durehs ich t igke i t  d,er Ergebnisse  
und Methoden den e lementaren Theorien nioht 
naehsteht.  Aus dieser, al lgemeinen Theorie  er- 
geben sieh dann die S~itze iib.er Integralgle, ichun- 
~en und .d'ie ~ e t h o d e n  ihrer  Behand lung  als fast  
selbstverstiindliehe Forderun,gen. Aber diese 
neuen Gedanken weisen ti'ber das h ie rmi t  cr- 
reichte Ziel hinans.  Sehon bet der Lehre yon den 
quadratlse.hen Funk t ionen  yon unendl ieh  vielea 
Variabeln ergeben sieh, wenn man die  Voraus-  
setzungen nieht zu en,g fal3t und :den Dingen t iefer  
an t  den Grand  geht, Resul ta te  yon ganz neu- 
ar t igem Oharakter ,  wie sie bet der  gewShnliehen 
Theorie and  ihrem geometrisehen Bilde,  der 
Lehre yon den Fl~iehen zweiter Ordnung  im 
Rau,me, keineswegs au f t r e t en ;  neue Ergebnisse,  
welehe aueh zu alten, sehwer zugiingliehen Theo- 
rien, z. B. der heri ihmten Xet tenbruehtheor ie  des 
holliindisohen Mat:hematikers Stielt]es 'in en.gem 
Zusammenhan.ge stehen u'n,d diese Dinge neu be- 
leuehten. Abet  wir erheben u,ns erst  .dann zu der 
ganzen H5tle der pr inzipiel len Auffassun,g yore 
Wesen der g'roflen Fragen  au,s der ma$hematisc.hen 
Analysis,  wenn wir  .der a l lgemelnen Hi lber ts6hen 
Idee yon .den Fua 'k t ionen  unendlieh vieler  Yar ia-  
beler folgen. F i i r  den P,hysiker s eheint  diese 
Idee etwas durehaus nieht  Fer~l iegendes  zu seth. 
]hm ist  es als eine Selbstverstiind]~ehkeit bewuBt, 
dab es neJoen den Systemen yon endlieh 
vielen Fre ihef t sg raden  viele physi,kalisehe 
Systeme gi'bt, welehe nieht  endl ieh viele 
F re ihe i t sg rade  hesitzen, d: h. d eren Lagx~ 
in ei,ne,m Z e i t m o ~ e n t  rich n ieht  duroh 
Angabe einer best immten Anzahl  vonJ GrSf3en, 
der , ,Koordinaten"  oder  unabh~ingigen Var iaheln  
des Systems charakter i s ie ren  ]itl~t, sond:ern weiter-  
gehende Fes t legungen  er forder t ;  so z. B. is~ die 
Lage eines s tarren KSrpers  dureh  die AngKbe 
seiner Schwerpunktskoor&inaten im Raume and  
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der I{ichtungen seiner Tr~gheltsaehsen festgelegt,  
also dureh endlioh viele Koordinaten,  wiihren, d die  
La,ge ether setlwin,gen,d'en Membran oder Sa i te  
hie dureh en.dlioh viele Zahlen elnd,eutio- eharak- 
t e r i s ie r t  werden kann, sondern stets er'st dnreh 
den Yer lauf  elner, ganzen, yon ihr eingenommenen 
Fli~ehe oder Einie,  also einer  ~Funktion 5es t immt 
ist. Wir  haben es hier eben mi t  Systemen yon 
unendl ich vielen ]greiheitsgraden zll tun. I n  tier 
Tat  kann man den Verlau.f einer  Funktio 'n ,  
~leiehviel o5 diese nun dure~h eine Kurve  oder  
Fliiche repri isent ier t  wird,  dureh An~gabe ein~.r 
une'ndliehen Folge yon , ,Koordinaten"  festlegeu, 
etwa indem man die F u n k t i o n  in Four ie rsehe  
Reihen oder verwandte Re ihsn ent;vlckelt  denkt  
und dann die Koeff iz lenten  der Entwieklun,g als. 
dJe unabhiin~gigen Best immungsst i ieke ansieht. 
Die Energie  nnd a]]e sonst rnFc dem System zu- 
sammenhiingenden physlkal isehen GrSBen er- 
scheinen, dann als Fnnkti .onen dieser nnendl ieh  
vielen ]&estlmmun.gsstiicke, d. 11. eben sis  F u n k -  
t ionen yon nnendlieh vie]en "Variabeln. ~ a t h e -  
matisch stol]en wir ebenfalls  auf  Sehr.itt and; T r i t t  
in der Analysis  auf diesen Begriff .  lJ'berall, wo 
eine GrSl]e yon dem Yer lauf  ether Funktio.n ab- 
hg.ngt, wie die Liinge el,her Rurve  yore Yerlaufe 
der Kurve  oder die ~I~he des Se,hwerpunktes 
einer FF, ie, he yore Verlaufe  dieser Fl~ohe, z. B. 
tiberall in der Yar ia t ionsreehnung,  aber auch 
sonst in der Theorie der Dif ferent ia lg le ichungen,  
in der ganzen mathemat isehen P,hysik usw. 'haben 
wlr es mlt lVunktionen vo,n unen.dlleh, ~qelen Va-  
riabeln zu tun, oder wie Volte.rra, tier bedeutende. 
i tal ienisehe,  sieh in iihnliehen Gedanken.giin,gen: 
bewegende ~a thema t lke r ,  sie nenn,t, mit  , ,Lini ea-  
funkt lonen" ;  die meisten Theor ien  ,der mal~hem'a- 
t isehen Analysis  sind niehts  als Spezia lunter -  
suehungen iiber solehe Funk t ionen  yon unendl ieh  
viel.en Veriinderliehen. 

Lassen sigh nun alle diese Spez i ahn te r -  
suehungen in ether einhei t l ichen Theorie  der- 
Funk t ionen  unendl ieh vieler  Yariabler  zusammen- 
fassen? Im Fa l le  der In  tegra lg le iehungen hM: 
rich der C4edanke aufs beste bewiihrt;: aber is t  das 
al lgemeine Ziel ni:oht allzuweit ,  allzuumfas.senq 
gesteekt, um aueh nur  einige Aussieht  a'uf Er fo lg  
z~ bieten ? Die F rage  ,seheint nicht  r i eh t ig  gestell t .  
Zwar  i s t  es wunderbar  genug, d:aB in dler Mlge- 
meinen Theorie der  Funk t ionen  unendl ieh vieler  
Ver~inderlieher, wie Hilbert in ether Arbe i t  ge- 
zeigt  ha% sieh i iberhaupt  mathemat isehe  Sgtz'e 
ausspreehen nnd beweisen lassen, welehe nioht  
t r iv ia l  sirrdl; a'ber f i i r  den Moment  l ieg t  hier in  
nicht  das Sohwergewieht der  allgemeln,en Auf-  
fassun~g; aussehla,ggeben,d bleibt vor allem die 
ordnende und kliirende WJrku,ng, welehe yon der 
Idee e iner  solchen al lgemeinen F'u,nktionengheorie 
an t  die ganze 2V[eeuhodi'k und Ideenb i ldung  analy-  
t iseher Untersuehungen auss.trahlt~ mi t  elnem 
Xant i sehen  Ausdruek  .mSehte man sagen, dab 
v, orliiufi.g d ie  Theorie der unendl ieh vielen Ver- 
iinderliehen kein konst i tu t ives ,  s.on&ern ein regu- 
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}atives Prinzip der Analysis .bedeutet, ein Weg- 
~eiser zur Orientierung der GedankenGifdungen 
mehr a]s eln Fors.ehun~s:mittel. Gerade in 
d'ieser Hinsieht hat die Hilbertsche Idee seho, n 
starke Wirkung' ausgefi'bt und scheint daza be- 
rufen~, noch reiehe Frfichte zu zeugen. 

Wenn es aueh in dem gahmen .dieses Auf- 
satzes nieht mSglieh ist, im einzelnen ein Bird 
vor~ der Tiefe und Kraft  des Analytikers Hilber~ 
zu ,geben, dessen wahrtmft radloaktives wissen- 
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sehaftliehes Temperament. mittelbar oder un- 
mittelbar die meisten l~'[athematiker der letzten 
Generationen an;geredt lint, so hoffe ieh doeh, 
einen Eindruek vermitteit zu haben, w)n dem aufs 
Ganze, auf die E.inheit der Wissensehaft gerieh- 
tet.e~ Eros, weld~er tier wissensehaftliehen: Per- 
sSnl'ieh.keit den Stempel aufdrfickt ~md dem 
Tliiger in einer Epoehe der Einzellel.s~ung, Zer- 
splitterung und Zerfaserm~g in der Wissensch:aft 
einen ganz besonderen Platz anwei'st. 

H i l b e r t  u n d  d i e  P h y s i k .  

iron. 3I. Born., G6ttingen. 

Im Jahre 1905 fanden .in GSttin~g'en ~bungen 
des math.emati,seh-physikalisehen Seminars fiber 
l~tektronent~heorie statt, die Minko~,sk; nnd Hil- 
bert gemei,nsam .leiteten. Die Anregung zu die- 
sere Unternehmen, das die beiden befreundeten 
l~fathematlke:r yon ihrem eigentliehen Arbeits- 
gebiet abzog und sir zu ti, efem Eindringen in 
die Naehbarwissensehaft ver.anlal~t.e, man damaI;s 
von Minkowstci au.sgegangen sein. der yon den 
Geheimnissen nnd Riitseln der Lorentzsehen 
Elektro.dyna.mlk gelockt wurcle und darin zn- 
g~eieh eiu lohnendes Feld der Betiitigung filr 
seine ~geometrisc41en und .algebraisehen Kriifte 
er.sehaute. Der Sehreiber dieser Zeilen, dem es 
ver,g6n'nt war, an diesem Seminar als Student. 
teilzunehmen, erinllert sieh an anregende und 
au@esende Stunden, (lie mit Diskussionen fiber 
die Fitz-Geraldsehe K,ontraktion, d~ie Lorentzsehe 

Naturforsehers geh5rt, abet beim Mathematiker 
durehaus nieht immer zn linden ist, und er sah 
in Einsteins und Minkow.skis tlesultaten Er- 
ftillung dieses Glaubens. Aber er se]bst trat zu- 
n~ehst nieht mit eigenen Arbeiten physlkaliseher 
Riehtung hervor, aueh dann nieht, als Min- 
kowski 1909 plStzlieh starb un4 eine ]i'iille von 
Problemen ungelSst zurSeklieg. Es war die Pe- 
riode, ~n der Hilbert seine Theorie der Integral- 
gleiehungen und der quadrati.sehen Formen yon 
unendlieh vlelen Variabeln ztml Absehlu,fl 
braehte. We.nn er aueh dnreh dlese ITnter- 
sudmngen ganz erfiillt wurde und nieht zu pro- 
duktiver Tiiti.gkeit auf dem yon 3linkow.@i g'e- 
wiesenen We.ge kam, hat er doeh seit jener Zelt 
hie mehr aufgehSrt, sieh ffir physikalise'he Pro- 
bleme zu interessieren. A:ueb die Leh.re yon den 
[ntegralgleichungea war ja mit den l~.[e~hoden 

Ortszeit und andere, damals noeh ganz phan- der ,klassi'sehen theoretisehen Physik aufs engste 
tastiseh erseheinende Ans~tze der Elektrodyna- 
mik erfiillt waren, und an denen ~ieh aueh 
Hilbert hgufi~ kliirend un.d auf Klarheit dr.in- 
gem beteiligte. Diese l~bungsstun4en sin, d' be- 
merkenswert geworden, well bier .die ~beiden 
Niat'hematNer die Anregung,eu sehgpften, die sie 
spiiter, jeden zu. seiner Zeit, zmn ,Eingreifen in 
die En:tavieklung der Relativitiitst.heorie fiihrten. 

Minkowstds Leistnngen auf diesem Geblete 
sind bekannt genu,g. Zu jener Zeit, als Einste;n~ 
erste, beriihmte Arbeit ersehien, die die Relati- 
vierung .der Zeit enthielt, hatte Minkowski die 
m~themati.sehe Struktur der Feldgleiehungen des 
Nthers und ihre Darste]lung in der vierdlmen- 
sionalen Rau.m-Zeit-Welt sehon ent, deekt u~ad die 
Bedeutung der Invarianz der Naturgesetze ge- 
genfiber tier Lorentzsehen Transformatlonsgruppe 
erkannt. Abet er trat erst 1908 mit seinen Ge- 
danken an die 0ffentliehkeit, als es ibm gelungen 
war, die Feld.gleiehungen fill" bewegte, ponde- 
rable KSrper aus dem Relativit~tsprinzip abzu- 
leiten. 

Hilbert verfol.gte damals die Untersuehungen 
des Freundes mit einer Anteilnahme, die sleh 
of~c zur Begeisterun.g ,steigerte; denn in ihm 
wohnte jener Glaube an die Ein;achheit und 
~egrei~ba~keit der N,atnr, tier zum Wesen des 

verkniipft, ~,or atlem mlt den Ran.d~wertauf - 
gab.en, (tie in d, er Theorie des Potentials und 
vieler Differentialgleielaungen tier Physik auf- 
t:reten. Die theoretisehen Physiker batten hier 
zwe[ ~-esentlleh ver,sehiedene LSsungsmethoden 
entwlekelt, die Methode der Relhen naeh dem 
Vorbilde der Fourlersehen Reihe und die .,lie- 
rhode der Greenschen F.unktiom ~[an kanndiesc 
Verfahren etwa an dem Beispiel der Wiirme- 
leitung in ein.em .dfmnen Stabe so kennzelchnen: 
Entweder fagt man die Temperat,u~rverteilung als 
Superposition yon einfaeh harmonisch.en (sinus- 
fSrmigen) Temperaturwellen auf (Reihenent- 
wieklung naeh Fourier), oder man denkt sleh at~ 
:~eder Stelte des Stabes elne .unendlieh kl,eine 
W~rmequelle und bestimmt diese so, dab ihr Zu- 
sammenwirken die tats~ehllehe Temperatur~'er- 
teilung erzeugt (lntegralgleiehung" mlt .der Green- 
sehen Funkt~o'n .als Kern). Hilbert stellte nun 
~'anz allgemein die ]3ezlehung dieser Ans~tze zu 
den linearen Integra]gleiehungen zwelter Art her 
nnd es g'elang ihm auf diesem Wege, nleht nut 
alle die mannlgfalti~en Theorien der phy.sikali- 
sehen Differentialgleiehungen unter einen um- 
fassenden Gesiehtslmnkt zusammenzufassen, son- 
d'ern, aueh viele Liieken auszufiillen, die .der l~fa- 
thematiker in diesen G~bieten sehmerztieh emp- 


