
R e c h e r c h e s  sur  d e s  ggmg ralisations d 'une  
f o n c t i o n  de  L e g e n d r e  et  d'A:bel. 

(Par NmLS N,ELSE~, ~t Copenhaque.) 

§ 1. FORMULES O~N~RALES. POINTS CRITIOUES DE Ln,p (x). 

I l  est bien connu que L~E~DRE (*), A~m~ (**), SCm~EFF~aS (***), et dans 
]es dernibres anndes~ M. W. KAPTE~N (****) ont ddmontrd pout' cette fonc- 
tion transcendante 

X 2 Xa X n 
. - . ,  I x l < i  

un nombre de propridt(~s remarquab]es. Dans la communication que voici je 
me suis propos4 d'dtudier certaines g6ndratisations de cette fonction cd]~bre 
L~ (x), de ddmontrer que les fonctions en question sont holomorphes dans toute 
l'6tendue du plan des x~ h l'exception des deux points critiques transcendants 
x---- 1 et x -  ~ de plus j'ai h indiquer les branches diffdrentes des fonctions 
susdites et de donner enfin un nombre de propridtds int6ressantes des valeurs 

1 obtenues de nos fonctions en y posant x =--1, x - - - - 1  et x - - - 2  • 

Pour construir ]a gdndralisation en question de L~ (x) ddfinissons comme 
ordinairement~ ~ l'aide de cette identitd, 

x(x + 1 ) . . .  (~ + n - -  1)---- C ° x  ~ + C~x  ~- '  + C;2, x a- '  + . . .  ~- C~:- 'x  

tes coefficients de la factorielle du rang n, puts posons 

b~n--p--I -- C~ 
.-1 (n - -  1) 1' 

(*) Exercices de calcul integral, t. iI, p. 244. 
(**) (7~Tuvres completes, {. II, p, 189. 

(*~'~') Journ~zl de Crelle, ~. 30. 
("**~) Nieuw Arcldef, 2 ¢ S(~ri% t. 3, p. 225229;  1897, p. 283-284; 1898. 
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nous aurons partiarli~rement 

o _ _  1 ~ 1 1 1 ,, 1 
~o,, _ _  , = -  T + ~ + " ' "  + ,~ ,.o,, - -  n ! ' 

tandis que gOt6ratement ~ d(!signe ta somme de tous tes ( n )  
p,. 

facteurs diffdrents choisis parmi ces n nombres 

1 1 t 1 

1 ' 2 '  - 3 " ' ' ' ' '  n-' 

produits h p 

nous aurons pour le coefficient du binome cette expression 

( x - { - - n - - l )  x ( ,~ 1 xn_~ n-.. xU-, ) (1) 

tandis qu'une formule bien connue (*) s'4crira sous eette forme nouvelle 

,=oo o,~g2_,. 0~p+ "~. ] x [ < 1, (2) ( l o g ( 1 - -  x ) )~o - -  ( - - 1 ) ~ o  p ! . .~o ~, + , 

oh p d~signe un positif entier. 
Introduisons maintenant cette fonction beaucoup plus g6ndrale que L2 (x) 

,@o (p + s)~+' ' xP~ [ x l ~  1, 

nous aurons particuli~rement 

L,,p (x) --- ( -  1F . (log (1 - -  x))V; (3) p! 
tandis que nous posons 

L .  (x) = Z , ,7 '  
s = l  

ce qui donnera cette autre formule particuti~re 

Ln,i (x) ---~ Ln+t (x). (3 bis) 

Cela pos~, appliquons cette formule int4grale 
t 

j 'tq--* d t ( -  13" r !,  (log t)" 
0 

(*) Voir par exemple SCHL6~mC~, Compendium de;" h6heren Analysis, t. iI, p. 13. 
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oft r ddsigne un entier non negatif, nous aurons, en vertu de (2), eerie expres- 
sion nouvelle pour ]a fonetion L~,p (x) 

1 

Ln,p (x) (-- 1)n+~ °-, dog (l - -  t X))P (log t~ ~--' 
- -  25! ( n -  1)! I t d t, Ix l < 1, (4) 

0 

o~ le chemin d'int~gration est la parfie de l 'axe des hombres positifs situde 
entre t ==0 et t == 1. Or, cette expression int6gral que nous venons de don- 
her se transforme paL" une intdgration pal" parties; nous aurons en effet 

1 

--- (--n! (p --  1) ! 1)r'+P-~ " x .,J" (log (1 --l__txt x)P -~ (log t) n d L,~,p (x) t, 
0 

oh le ehemin d'intdgration est toujours ]a mSme partie de l'axe des nombres 
positifs. 

Il est dvident que la formule (4) nous fournit un simple moyen pour te 
prolongement analytique de la fonction L.,p (x) qui n'est ddfinie que pour 
I x f ~  1. En effet, dans ce cas l'intdgrate susdite reprdsente prgeis6ment ]a 
s@ie de puissances que nous avons prise comme dgfinition de L,,,p(x); pour 
p > 1 et ] x I > 1 la mgme int~grale a toujours une valeur finie et d~termin@. 
Ddmontrons encore que la fonetion de x reprdsent@ par cette intdgrale est 
analytique aussi. 

Or, la veritd de cette assertion est une cons6quence imm6diate de ta 
forme m~me de l'intdgrale susdite. En effet, nous aurons~ en vertu de (4bis), 
pour la d~rivde de L~,p (x) cette expression 

1 
-- • Ln_~,p (x), (5) D ~  L~,p (x) ~ x 

formule qui est certainement va]able pour une wleur  finie quelconque de x, 
les valeurs positives et plus grandes que ou ggales ~ 1 exceptdes, car dans 
ce cas ]'int~.grale figurant au second membre de (4 b~) deviendra illusoire. Ap- 
pliquons maintenant plusieurs lois la formule (5), nous trouvons 

I . L0,p (x) ~ (-" 1)p 1 . (log (1 - -  x))p, (5 bi~) D ~ L ~ , p ( x ) - - = - ~  p! • ~ , 

ce qui montre clairement que la fonction L,,,p (x) est analytique dans route 
partie finie du plan des x, h l'exception du point x ~ 1 qui est certainement 
point critique de notre fonction parce que ses ddriv~es d'un ordre tint mats 
suffisamment grand deviendront infinies pour cette valeur de x. 

Annali di Matematica, S e r i e  IIi', t o m o  I X  2 9  
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Avant  d'~tudier la nature de ce point critique introduisons les s~ries 
1 

num6riques obtenues de L~Tp (x) en y posant x ~--- 1, x ~ - -  t,  x ~ -2-' s~ries 

qui sont tr~s remarquables. Posons pour abr~ger (1) 
L,~,p (1) = s~,p, L,~,~o ( - -  1) =-  z~,p, L,~,p ~- = a,~,~, 

nous aurons partieuli~rement 

1 1 1 
- -  zm~ --= o-n+i ---~ l ~ + l  2~+1 ~ -  3~.--- q . . . .  , n => 0 

1 1 1 1 1 1 
an ,~an+~- -=- l~+~  " ~  + 2 ~ +  ~ ' 2 "-~" -~ 3n+~ " 2-Y ~ - ' ' ' '  n ~ 0 .  

La s~rie so~p est divergente;  pour z0~p et ao~p nous obtenons~ au contrair% 
en vertu de (3)~ ces expressions 

( - - l p ~ o , p = a 0 , ~ = = ~ - ( l o g 2 ) ,  ~i (6) 
a, = ~ ----- log 2. ) 

Posons encore dans (4 bi~) x---~ 1 et transformons l 'int~grale ainsi obtenue 
en inerrant 1 -  t au lieu de t, nous trouvons cette 5galitg 

s~p ~ sp~ .  (6 bi~) 

§ 2. BR~cHES DIF~RE~T~S DE L~,p (x). 

Pour d6terminer maintenant ta nature du point critique x ~ 1 de 
Ln~p (x)~ mettons dans (4) t x au lieu de t, nous aurons cefte autrc expres- 
sion intdgrale 

x 

(--  t)~+r -1 ( (log(1 - -  t))P (log t - -  logx)n- '  
L~,p (x) ~ p ! ( n - -  1)! " ~, t d t, (7) 

0 

oh le chemin d'int4gration est repr6sent6 par la ligne droite 0 A qui unit 
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les deux points t---~ 0 et t ---x.  Appliquons ensuite la formule du binome, et 
introduisons cette fonction nouvelle 

_ _  (-- 1 ) ' * + r - '  
M~,p (x) _ p !  (,, _ 1)! • f (log (1 - -  t)Ft (log t),~-, d t, 

o~t le ehemin d'int~gration est toujours ]a m~me ligne droite 0 A, nous aurons, 
en vertu de (7), eette aufre formute 

,9 

(! -7,) 

.4 

'= '~- '  Oog x>. M~_,, (~), (8) L~,~ (x) - - -  Z 8! 
8~----0 

d'oh plus partieuli~rement 
L,,p (x) = M,,p (x) ) (8 his) 

L,~,p (1) ---~ M~,p (1) : s,,,p . ) 

Inversement i il est tr~s facile d'exprimer ]a fonction Mn,p (x) sous forme 
d'une fonetion tin6aire et homogbne de 

L~,p (x), L,~-,,p (x), L , ,  ~,p ( x ) , . . .  L,,p (x). 

En effet, cette expression peut 8tre d~duite directement de (8) et des 
formutes analogues qui correspondent aux valeurs plus petites de n. 05  cette 
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identitd nous eonduira plus faeilement au but 

( s=,. (__ 1)r r ! (log x) ''-s 
tq ~ (tog t)y d t = ~,~q. ~ (r s) 1 " - -  q~+~ ; 

• . s = O  ~ * 

o 

nous aurons en effet imm6diatement, en vertu de (2), 

(-- t), (log Ln (x), M,~,p (x) == Z s! ' ~'P 
S...~O 

(9) 

formule qui montre elairement que, pour n :> 1, la fonetion M,~,p(x) est ana- 
lytique dans route t'4tendue du plan des x, k l 'exeeption des points x - - O ,  
x ~ 1, x = oo qui sont des points critiques pour cette fonetion. 

1 
Posons dans (9) x = ~ ,  nous aurons cette formule partieuli~re 

Transformons maintenant  par une integration par parties la d~finition 
intggrale de M~,v(x), nous aurons imm~diatement 

M~,p (x) - -  (-,,!p!l)''+~-~ (log x) '~ (log (1 - -  x))p -[- i 
! 

(-- ])~'+~-' |"  (log (1 - -  t))p-' (lo~ t) ~ d 
@ h i ( p - - t ) !  j 1 - - t  

o / 

d'oh, en posant dans ta nouvetle int~grale ainsi obtenue I - -  t au lieu de t, 
eette autre formule 

M,,p (x) --= (-n!p!l)'*+p-t ' (log x) ~' (log (1 - -  x))P + ) 

-t- n (-! (pl)"+r-'-- 1)! " .I (log t)p-' (logt (1 -- t))~ d t, 
1 - - x  

oh le chemin d'intdgration est la ligne droite 0 C qui unit les deux points 
t -  1 - - x  et t =  1. Or, int6grons dans le sens direct le long du p6rimgtre 
du triangle 0 C B la fonetion 

(log t)p-' (log (1 --  t)) ,, 
t 
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nous aurons~ en vertu du th6or~me fondamental de C,~vcn:; 

OC CB BO CB OB OC 

de sorte que nous obtenons pour la fonetion M,~,p (x) cette 
mentale 

M,,,p(x.) ,4- Mp,. ( 1 - -  x) - -  s.,v -1- ( -  1p4~-, . (log x) .  (log ( l __x ) i r  
n !p~  \ 1 

6quation fonda- 

dont le eas n z p  ~---1~ qui conduira ~t L~(x)~ appart ient  h LEGENDRE. 
1 

Posons particulii~rement darts (10) x ~ - - 2 - '  nous aurons, en 

(9b~), eette relation numdrique 

, ( lo)  

vertu de 

r----n--1 6, t r 1 q t  

,.~o ~ " a,~_¢,p -t- ,-=o ~.." ap _,.,,~ ~ stop n ! p ! '  (11) 

on bien, en vertu de (6), 

,'=o ~ • a,~_,.~. + 

r--~-~p r ,,~n.+p 

,~o ~-~i" a,-~,,,---~-~s,~,, -+- n!  p! ; (llbi~) 

posons encore dans (11) p - - 1 ,  nous aurons 

r ~ u - - 2  ¢~ 

~_--o an-~ + a,n-i  -~-sn ( n - ' U ! '  (12) 

dont le cas particulier n ~ 2, e'est-k-dire ta formute 

a2 ~ l 2=~ 21 (log 2) ~ , (12 bi~ ) 

appartient '~ LEGE~DRE. 
Introduisons maintenant  dans (8), au lieu des M,~p(x), les expressions ti- 

rges de (10), nous obtiendrons, d'apr~s une propridt6 bien eonnue des coeffi- 
cient du binome : 

L.,p (x) (-- 1)v 
-~ n! p (  " 

,.=,,- I (log i (log,e)" l o g O - - x ) )  = ~.! . s , , - , . w - -  

"="-~Z (log~),~ . , . !  Mr,,~ ~ (1 - -  x), f 
r--=O 

(13) 
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d'oh, en vertu de (9), cette formula plus compliqu6e 

• ( ) "='~-l(l°gx)r 
L " p ( x ) ~ - ( - - 1 ) v  (l°gx)'~ l ° g ( 1 - - x )  V+ ~ r l  

n ! p !  

s=n-l (logx)~ ,.=.-1 (-- l)r log (1 --  x)) 

- -  " 8 n - r , p  - -  

• L_v-~,n-, (1 - -  x). 

(13 Dis) 

Considdrons en particulier le cas p ~ 1, nous obtiendrons eerie 6quation 
fondamentale plus dt6gante 

,.=.-2 ( ) (logx)n / '"+'(*) = ~o= 0o~)~,.!  s ,_ , .~ ,  - -  L , , ,  ., ( 1 - x )  . . . . . .  ~! > g ( l - - x ) , ( 1 4 )  

1 
d'oh, en posant x - - ~ - ~ ,  cette formula num6rique 

,.=n-2 (__ 1)r ~ (Sn-r - -  a,,n -~-, ) --- ( -  1)'~ an ~-- ,~.=o r .' " (n - -  1)''. ~;*" (14his) 

Or, ces formules gdn6rales ddmontr6es, il est tr~s facile de construir 
routes ]es branches diff~rentes des fonctions L.,p (x) et M,~,p (x). En effet, dd- 
signons pour abr@er par [f(X)]a ce qui deviendra f ( x )  si nous raisons tourner 
dans le sens direct la variabile x autour du point x = 0  qui est point cri- 
tique de f(x), nous aurons imm6diatement, ~t l'aide de (9) et en appliquant 
l'identit6 

[log x]o --- log x + 2 r. i, 

cette premiere 6quation 

M.,p (x) ~0 s! o= - • (2 ~: i )~ .  M._~,p (x), ( ! 5 )  

de sorte que nous obtenons, en vertu de (10), eette autre formule analogue 

La formule correspondante pour [L,,~p(x)]l peut 8tre trouvde maintenant 
l'aide de (13); cependant e]le deviendra assez comptiqa~e, de sorte que 

nous nous bornerons ~ d6duir de (14) cette formule ~]dgante 

[ ] 2 ~ i  (16) - -  Ln+l ( x ) - -  - (togx) '~; L,,,,  (x) I n! " 
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c'est-h-dire que la ramification de cette fonction est d'un caract~re logarith- 
mique. 

Apr~s ces remarques gdndrales nous avons ~ eonsid~rer ]es trois s6ries 
num4riques s~,p, z~,p et a,~,p et ~ d6montrer un nombre de relations remar- 
quables entre ees nombres. 

3. SOiMMATION DE L& SERIE 8 n ~ p  & L~AIDE DES NOMBRES 8 r .  

La forme m~me de l'expression intdgrale obtenue de (4) pour s,,,p nous 
conduira naturellement h prendre pour point de d6part cette intdgrale euld- 
rienne de premier esp~ce 

1 

j t  ~-~ -~ d t - -  r (x) r (y) ~ O. (1 t)Y (x) O, (y) v (x + y) 
0 

En effet appliquons la mSme mdthode que dans ma Note prdcddent% la 
formule susdite se pr4sente sous cette forme nouvelle 

1 

f t ~-~ (1 - -  d t == e ~(x)+'t(y)-~(x+y) t)v-~ 
0 

de sorte que nous obtenons par le m~me proedd~, en diff~rentiant p lois par 
rapport ~ y, 

1 

0 

h~T 1 ~,P ( - -  1)~p! e'/(~)+'~(u)-7(~tU). Z ~U " V(x ,  y), 
1¢=1 

o~ nous avons pos6 pour abr6ger 

V(x, y ) ~  " "  
r i  . r 2  , r 3  , . • r k 

et 
u ,  (x, y ) -  s~ (y) - -  s~ (z  + y). 

Mettons maintenant dans ces expressions y = 1, et posons simplement 
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tZ,p 
V(x)  et u~(x) au lieu de 
cette formule plus partieuligre 

1 

0 

k,p 
V(x,  1) et u,(x,  1) respeetivement, nous aurons 

' ,=~ k! x 

formule que nous avons ~t diff6rentier ensuite ( n - - 1 )  fois par rapport ~t x. 
Ces ealeuls fairs, mettons ,~-~-0 et remarquons que nous aurons pour la 
fonction 

~ ( x ) = a ,  x + a~:: + a.~: + . . .  

eette identit~ 

\ ~ : - ,  ~=o n " ? ( 0 )  z ( n  - - -  1 ) t  a , ~ ,  

nous trouverons finalement, en vertu de (4), pour x z O, cette formule gri- 
n&ale 

(--1)~--' ~=~ 1 ( h,~,, s,,, , ,-- . k2=, . .  D: (1:) 

Pour effeetuer les diff&entations n6eessaires il est bon de se rappeler 
cette identit6 

U r ( X ) = S r - - S , ( I @ x ) =  1 S~+, .X--  , sr+,~'Xe@ 

4c-("+3~)s~_3.x' . . . .  i (17bi~) 

I1 est dvident que la formule (17) nous permet d'exprimer sous forme 
finie, ,a l'aide des hombres s,., ta somme de notre s&ie num~rique s,,,p. En 
effet, la formule susdite donnera ee tMori~me ggn6ral: 

La somme de la s&ie numdrique s~,p peut s'exprimer sous forme d'un 
polynome entier des hombres s,, s.~,.., s,~+p et homog~ne du ddgrg (n q- p) dans 
ces quantilds si ~ous supposons s~ du ddgrd r; les coefficients du polynome 
susdit sont des hombres rationnels. 

Consid4rer maintenant quelques cas particuliers de ce th4or~me gdn4ral. 
1 . ° / ) =  l i nous  n'avons daMs ce cas qu'~ consid4rer cette fonction 

unique 
1,l 

V (x) = u, (.~); 

nous retrouvons l'identit~ s,,~, -~-s,~,,. 
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2. ° p-----2; iei nous avons h 6tudier ees deux fonetions 

1,2 1 2.2 ( )~ 
V ( x ) = g .  u,(z);  V(x)--- u, (x) , 

ce qui donnera 

. + 1  1 (s~s, + s~s,,_,-F.., + s,s~), 

de fagon que nous obtiendrons~ en posant ( n - - 1 )  an lieu de n :  

~-~,-'~,1 + y  + ' ' "  + 7 - - - i  ~ = Y ' s " + '  ~ ,-= s , . s . ~ + ,  

formule que j 'ai  d6montrde r~eemment (*) d 'une autre mani~re. 
3. ° p ~ 3; nous trouvons iei 

113 ]. 2,3 ( )3 

ce qui donnera 

l r=nT3 
Sn : 3 - - -  6 Sn+.~ - -  ~ ,_--o_ " ' 

oh nous avons pos6 pour abrdger 

Dans le cas n ~ 7 nous trouvons par exemple 

s~,~ = 1 2  s,o - - ( T  s~ s, + 4 s, s~ + 4 s~ s4 + l s ~ ) +  

§ ~. ~kUTRES RELA.TION$ ENTRE LES B~itIES NUM~RIQUE$ 8n~p) ¢~n~p ET an~p. 

Les formules g6n@ales que nous venons de d6velopper au § 2 nous ont 
donn6 eomme des eas particuliers quelques formules eontenant les s~ries a,,p, 
tandis qua ies mgmes formules g4n6rales ne nous donnent, aueun moyen pour 

(*) Ce Journa l ,  m6me volume~ p. 195. 

Annali di Matematica, Ser ie  I tI ,  tomo IX. 30 
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introduire direetement les s~ries analogues z,~,p. Or, ]a formule (9 b~s) donne 
si nous posons respecfivement 

1 x ~ l ,  t-~-~sin~; x ~ - - l ,  t-~-~tg~.; x ~ - ,  t - ~ 2 s i n " o  

ees expressions intggrales pour nos trois sgries num4riques 
T~ 

s,~,p = (-n!l)'~+~-' " ( p  --  1)~'~+P! • .~tg~ . (log cos ~?)~ °-~ (log sin ~) n d 
0 

(18) 

( - -  1) n - ,  . 2r'+lo 

an,p~ n!(p--1)!  

an~p 
(-- l),~+v-~, sp 

,,~ (p - -  ~)! 

7g 

4 

i tg ,~. (log cos ~)p-' (log tg ~)~' d ~ (19) 
d 

7t 

0 

formutes qui nous permettent de d~duire faeilement un nombre de formules 
nou-~elles entre nos trois s~ries num~riques. 

Posons dans (18) (19) (20)p = 1, nous trouvons des expressions int~gra- 
les pour s,,.,, a,~+, et an+,. 

Consid~rons maintenant en premier lieu eette int6grale d~finie: 

A,~,p ~--- (-n!l)"÷~-' . ( p  _ • ? (log cos ?)v-* (log sin ?)~ d ?, 
0 

nous aurons, en posant 

log sin ~ = log tg ~ -I- log cos 

et en appliquent la formule du binome, ~ t'aide de (19), pour A,~.p eerie pre- 
miere expression 

r--,, ( ) A,,,p~---(--1)P- ~o ( - I ) "  p - t - r - - 1  (21) 
r ~  r " G n - r ~ P + r  * 

1 Posons ensuite dans § 2, (/3)x ~-~ff, t - ~  cos ~ ~, nous aurons 
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ce qui donner% en vertu de (9 his) et de (6)~ pour Amp cette autre expression 

"='=_~o ~ ~" (21hi,) Amp--~ _ ~. • an-r,v 

d'oh, en vertu de (21), 

'V °' =%° (22) ,~o ~ • on_,.v = ( - -  1)P ( - -  1)" P + r - - 1  
= r ,/ 

mettons partieuli~rement n ~  1, nous aurons par lg 

q ~ +  l 
a,,p == (- -  I)P a,,p - -  (P .~_ 1)!" (22his) 

Introduisons encore darts ( 1 0 ) a u  lieu de M, ,p(1)  l'expression (a), nous  

aurons 

A.,p + Ap,.-----s.,p + ~ ,  (f3) 

d'oh, en vertu de (21) et (6), ectte autre formule 

(--1)p ~o (--1), q-r--1 

r~--p--1 ('~ ~- r - - 1 ) "  ~p-r,n+r=Sn,p, 1 (23) 
+ ( - - 1 ) "  ,~o ( - -1 )"  r 

ce qui donnera pour p ~  1 et n - - 1  au lieu de n, ce cas particulier tr~s 
616gant 

Posons ensuite dans (19) 

log tg ? ~ log sin ~ - -  log cos 
et dans (20) 

log (2 sin ~ ~) ~ ~, ÷ 2 log sin ~, 

la formule du binome donner% en vertu de la d4finition de A,~w~ 

, -  ( ) ~n,p ---~ ( - -  1)~ ~ ( - -  i) r p + r r -- 1 A,~_..,p+~ (24) 

a.,p~---"="~ ~ - - a , ,  ( -  1)~ " An-,.,p+,.. (24 bi~) 
r - - 0  r .  
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Oela pos4, exprimons dans (24) bus  les hombres A,.,, k l'aide de (2tbi'), 
nous trouverons cette proposition remarquable: 

La somme de la sdrie numFrique ~ p  s'exprime sous forme d'une fonc- 
tion lindaire et homog~ne des so'ties a~,~ pour lesquelles r_<n, s ~ p ;  les 
coefficients de cette expression soar des polynolnes entiers e~ & coefficients ra- 
tionnels de ~, ~ log 2. De plus, supposons a,,~ du ddgrd (r + s) et~, du ddgrd 
1, l'expressiou susdite est ]wmog~ne du ddgrd (n ~-io). 

Exprimons, '~u eontraire, dans (24 his) tous le nombres A,.,~ k l'aide de 
(21), nous verrons que ]e thgor~me que nous venons..d'indiquer restera vrai 
encore si nous y permutons les s4ries a¢,.~ et z~,~. 

Ces th6or~mes d4montr4s, il est 4vident que pour connaltre toutes les 
s4ries a,.,~ et ~,~. il suffit de trouver ou les a,,~ ou les at,, seulement, cepen- 
dant je n'ai pas rdussi h r4soudre ce probl~me. 

Pour 4tablir quelques autres relations entre les s4ries s~,~o et a~,p consi- 
d4rons encore eette int4grale d4finie 

4 

(-- i),,-' [ 
J"  ~ (n - -  1) ' tg ? (log cos 9 + log sin ~)n., d ,% 

• 0~ 

nous aurons de (19), en posant 

log cos ~ + log sin ~ .... log tg ~ + 2 log cos ~, 

et en appliquant ensuite la formule du binome, pour J~ cette prcmi@e expres- 
sion 

1 ,.=,~-1 
J - - - - -  2 7 "  Z ( - -  i )  • • (,25) 

Introduisons ensuite dans (~) pour A~,p et Apm les expressions intdgrales 
correspondante% et posons r au lieu de p et n - - r  au lieu de % nous 
aurons 

4 

1 o  
4 

0 , 

( - ~ .  n ". ~ 2r  ~ • s ~ - r ~ .  / 
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Posons maintenant dans cette formule r ~ l ,  r - - 2 ,  r - - 3 ~ . . . ,  
r - - - n - - 1 ,  puis ajoutons routes ces ~quations, nous aurons h I'aide de la 
formule de binome, et apr~s un simple ea]cul, pour J,, eette autre expression 

j ;~  : =  _1 . ~: 1 " - ~  
2 ft~. - AV 9~+t ~ 8n-r,v,  ( 2 5  h is )  

ce qui donneva, en vertu de (25) cette nouvelle formule num6rique 

n--1 u - - I  
Z s ._ . , .  = % ( - -  1)- 2 . .  : . . , . .  (26) 
1 1 

Mettons encore dans (7) (2 n - -  1) au lieu de ne t ,  successivement r - -  l, 
2, 3 , . . . ,  2 n - -  1, puts ajouions avec des signes altern6s toutes ces 6quafions, 
la formule du binome donnera, apr~s un simple calcul et h l'aide de (19) 
pour p - - 1 ,  cette autre formule num6rique 

2n--I  
2 : , ,  ~ ~ ( ..... 1) "--~ .s~,~_,.,,, (27) 

1 

ou bien, ~. l'aide de l'identit6 s~,p ~ sp,~ 

"-' ( -  i),, 
~ , ~ =  ~ (  .... 1) "-~ s,,~ , , ,  - ~ .s,, ,~. (27"i0 

ll est digne d'etre remarqu6 que cette formule num6rique n'est au fond 
autre chose que cette tbrmule int6g'rale bien connue 

1 

j t ..-~' (1 - -  t)-~ d t ~ ~ 1 > n (x) > O, - ;  . . . . . . .  9 

Sl l l  77 ,.2: 
0 

ou, en appliquant ]a formule du binome et en intggrant terme ~. terme ]a 
s6rie infinie ainsi obtenue, ce qui est permis: 

s in=x x t- ~=1 1 . 2 . 3 . .  :-3 X + s ~ ( x ) ~  1. 

Cherchons en effet aux deux membves de cette formule le coefficient 
de x TM, nous trouvons pr6eis6rnent, en vertu de (1), la relation (27). 

En terminant ces recherches nous a~,ons encore g indiquer un autre groupe 
de formules qui contiennent les s6vies s~,p et a,,,p. 2,_ cet 6gard prenons comme 
point de d6part cette formule blen comme 

O O  

( t ' - '  (1 + t)-Y d t 1" (x) r (y  - -  x) = IL ~ (y) , ~ (x) :> O, ~ff'(y - -  x) > O, ! 

o ~ 
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puis mettons 
co 1 co 

f=f+f 
0 0 1 

1 et posons dans la derni~re des int~grales nouvelles --/- au lieu de t, nous aurons 

1 1 

[ t~- '  (1 + t)-Ydt +~tv-x - '  ( 1 -  + t)-Y d t__~eV(X)+v(y-~)-';(y). 
, J  

0 0 

Diff6rentions maintenant p lois par rapport ~ y cette derni~re formut% 
puis posons y ~  1, le proedd6 ordinaire donnera sans peine 

I tx-'(log(l + t))" 
1 .  [ d t +  
pl 1-~- t • 

) ~ t - ~  ( log t)* [ l og  (1 -~  t )~ - s  (--17 ( , (~') 
+ ~=o ~p  s ! ( p - -  s)! " J ~ T i  d t - -  

0 

k~p 

_ _  7 : x  "~--P (-- 1)k V ( - - x )  

sin = x = k! x 
lc.p 

o~ V(x) est la m~me fonction que dans la formule (17). 
Cela posd~ mettons pour abr~ger 

k,p  

~=1 k ~ "  D2 x ~=o' 

puis diffdrentions ( n - - 1 )  fois par rapport ~ x la formule ($)~ nous aurons 
finalement~ en posant ensuite x---~0 et en appliquant les deux expressions 
int4grMes obtenues pour on,p en inerrant dans (4) et (4 TM) x ~ - - 1 ~  cette for- 
mule nouvelle 

~,p  + ~._,,p~, + ( - -  1)'~. 
' = "  ( ) t *' ( - - 1 F  n ÷ r - - 1  

O n + r - D p - r 4 .  ~ ,~o r 

< ,~,--1 t ( 2 8 )  

oh nous avons pos6 pour abr~ger 2 ~o---1. 
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.La formule g~ngrale (28) est tr~s compliqu~e, il est vrai, cependant  it 
est tr~s facile de d~duire de cette formule plusieurs autres que nous venons 
de d6montrer. Indiquons quelques-uns de ees cas particuliers. 

1. ° n - - :  1;  nous retrouvons la formule (23bls). 
22 p =  1; nous aurons dans ce cas 

1,1 

B,.,, = - -  D'; V ( - -  x)),,=o, 

d'oh) en vertu de (17bi~)~ 
B~,, = r ! s¢+, ; 

ce qui donnera cette formule particuli~re 
~ . n - - I  

--- n - -  ( - -  1) n z,~,, @ 2 cos' • a,,_,,, = s,~+, -[- 2 ~ z ~ .  s . ,_ . .÷, ,  
r: .:l  

d'oh, en posant ( 2 n - - 1 )  au lieu de n, cette formule r~eursive 

n--1 1 

que j 'ai  d~montr6e r~cemment (*) d 'une autre mani~re ;  c'est la mSme chose 
pour la formule analogue que nous trouvons en posant 2 n au lieu de n. 

Copenhague, le 26 avril 1903. 

(*) Ce Journal, mSme volume, p. "196. 


