Recherches sur des généralisations d’'une
fonction de Legendre et d’Abel.

(Par Nievs Niewsex, & Copenhague.)

§ 1. Foruures efngrarks. Points CRITIOUES DE L)y ().

Il est bien connu que Lrerxore (*), Aser (**), Scuawrrers (¥**), et dans
les derniéres années, M. W. Kapreys (****) ont démontré pour cette fone-

tion transecendante
3

ai
NI ES

un nombre de propriétés remarquables. Dans la communication que voici je
me suis proposé d’étudier certaines généralisations de cette fonction célebre
L, (x), de démontrer que les fonctions en question sont holemorphes dans toute
Pétendue du plan des x, & I'exception des deux points eritiques transcendants
r=1 et x==o0, de plus j'ai & indiquer les branches différentes des fonctions
susdites et de donner enfin un nombre de propriétés intéressantes des valeurs

. 1
obtenues de nos fonctions en y posant z==1, z =1 et = -
Pour construir la généralisation en question de L, (x) définissons comme

ordinairement, & l'aide de cette identité,
z{iz4+1)...(24+n—1)=Clan 4 Clant + Clgr-? 4+ ... L Ci-lg
les coefficients de la factorielle du rang =, puis posons

52
H—p—1 Cn

I Py Y

{(*) Exercices de caleul intégral, t. 11, p. 244,
(**) Qiuvres complétes, t. 1I, p, 189.
(¥*¥) Journal de Crelle, t. 30.
(RERE) Nieww Archief, 2° Série, t. 3, p. 225229; 1897, p. 283-284; 1898.
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nous aurons partiar]iérement
1 1 1
0 ___ J— —
-&)R——l, mi_T+M§+.+;’ w” s

tandis que généralement w? désigne la somme de tous les (;) produits & p
facteurs différents choisis parmi ces n nombres
1 1 1 1

Pl ol Bl RIS B

1 2 3 7

nous aurons pour le coefficient du binome cette expression

(er-::“l)xfE (3;; - ‘+m:::12-:6"‘*+---+wn-~i)’ (1)

#

tandis qu’une formule bien connue (*) s’écrira sous cette forme nouvelle
(log (1 — @) = (— 1) p! . 3‘ 1“;: apte, |wj<l, (2)
olt p désigne un positif entier.
Introduisons maintenant cette fonction beaucoup plus générale que L, ()

) §m0 P ;~
me () = ') N f{’j‘ S g 2L ¥ ‘ < 1,

nous aurons particulierement

(1—z)p, (3)

me (%) = (";);l)p

tandis que nous posons
as

Ly () = 2‘1 =,

371
ce qui donnera cette autre formule particuliére
Linys (2) = Lins. (). (3%)
Cela posé, appliquons cette formule intégrale
1

Ju-ogty ="

0

— 1) r!
g’”—i—i

(*) Voir par exemple Scunominch, Compendium der héheren Analysis, t. 1, p. 13
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d'une fonction de Legendre et d’ Abel.

olt » désigne un entier non negatif, nous aurons, en vertu de (2), cette expres-
sion nouvelle pour la fonction L,y (x)

1
— 1)+p—1t flog (1 — ¢ &) (log ¢yn--1
an(m):(p!(n)—-l)! ’ ! t) - at, lz]<1, (4
O

ol le chemin d’intégration est la partie de I'axe des nombres positifs située
entre ¢==0 et ¢t =1. Or, cette expression intégral que nous venons de don-
ner se transforme par une intégration par parties; nous aurons en effet

1
e 1Pt — D1 n .
Linp ()= n!l()i? 5 AT
0
olt le chemin d’intégration est toujours la méme partie de 'axe des nombres
positifs.

Il est évident que la formule (4) nous fournit un simple moyen pour le
prolongement analytique de la fonction L,y (x) qui n’est définie que pour
|z < 1. En effet, dans ce cas l'intégrale susdite représente précisément la
série de puissances que nous avons prise comme définition de L,y (x); pour
p>1 et |£]>1la méme intégrale a toujours une valeur finie et déterminée.

Démontrons encore que la fonction de x représentée par cette intégrale est
analytique aussi.

Or, la verité de cette assertion est une conséquence immédiate de la
forme méme de l'intégrale susdite. En effet, nous aurons, en vertu de (4%%),
pour la dérivée de Ly, (x) cette expression

1 -
D, L"ﬂ’ (x) - e Ln*“P (%), (D)

formule qui est certainement valable pour une valeur finie quelconque de z,
les valeurs positives et plus grandes que ou égales & 1 exceptées, car dans
ce cas l'intégrale figurant au second membre de (4%) deviendra illusoire. Ap-
pliquons maintenant plusieurs fois la formule (5), nous trouvons

_(=Dbr 1 (log (1 — z))p, (5b3)

p! @

Dy Ly (#) == - Luyp (x)

ce qui montre clairement que la fonction L,y (%) est analytique dans toute
partie finie du plan des 2, & I"exception du point £ =1 qui est certainement
point critique de notre fonetion parce que ses dérivées d’un ordre fini mais
suffisamment grand deviendront infinies pour cetie valeur de z.

Annali di Matematica, Serie I, tomo IX. 29
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Avant d’étudier la nature de ce point critique introduisons les séries

L. 1 -~
numériques obtenues de L, (z) en y posant 2 =1, 2= —1, 2 = 5 séries
qui sont trés remarquables. Posons pour abréger

me (1)= Smyp LmP (— 1) ==Ampy Lﬂm (?)" Unyp

nous aurons particuliérement

1 1 1
Sn;1:371+1:1n+1“%'2n+1“f“3n+(+"'a ﬂzl
1 1 1
_0n7130n+1:1n+,“—2n+‘+3n+1*—"'3 n:>__0
1 1 1 1
Uy == Gy == Ty - ”+2ﬂ+,'”2‘2”+3n+,'“§3“+"" n=>0.

La série s,,, est divergente; pour gy, et a,,, nous obtenons, au contraire,
en vertu de (3), ces expressions

1 !
(— 1P ooy = aop = pt’ (log 29 g (6)

@, — o, = log 2.

Posons encore dans (4%%) # =—=1 et transformons I'intégrale ainsi obtenue
en mettant 1 —¢ au lieu de ¢, nous trouvons cette égalité
(()‘bis}

Snyp = Spyn

§ 2. BRANCHES DIFFERENTES DE i, (%).

Pour déterminer maintenant la nature du point critique z =1 de
Ln,p (), mettons dans (4) ¢« au lieu de £, nous aurons cette autre expres-
sion intégrale

— 1)mtp-1 log (1 — 8))p (logt—1 n—'
= o1 logi gyt

out le chemin d’intégration est représenté par la ligne droite O A qui unit
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les deux points =0 et {=1w. Appliquons ensuite la formule du binome, et
introduisons cette fonction nouvelle

_ (==t ((log il — £)7 (log fr-!
Moy () Tplm—1t f ¢ dt,
0

A

ou le chemin d’intégration est toujours la méme ligne droite O 4, nous aurons,
en vertu de (7), cette autre formule

X}

g >
h
1]
4
{r-x)
=1 (log x)¢
Ln?l’ (x)::: 3%0 ( f! } *d n—s$p (.'7/'), (8)

d’out plus particulidrement

Lyp () == M,y (%) )
Loyp (1) = Mpp (1) = Sppp. )

Inversement, il est trés facile d’exprimer la fonction M,,, (%) sous forme
d’une fonction linéaire et homogéne de

Ly (@), Ln-yyp (@), Ln-oyp (%) 5. .. Liyp (@)

En effet, cette expression peut étre déduite directement de (8) et des
formules analogues qui correspondent aux valeurs plus petites de n. Or, cette

( 8bi8)
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identité nous conduira plus facilement au but

. v (= 1! (log @)~
'tq Hlog fyr dt=at- 3 iy s

nous aurons en effet immédiatement, en vertu de (2},

s-::n'-—l I 1)3 log )¢ .
Moy () =" 3 HQEEL 1), ®)
formule qui montre clairement que, pour #»> 1, la fonction M,,,(«) est ana-
lytique dans toute I'étendue du plan des =, a I'exception des points =20,
x=—1, =00 qui sont des points critiques pour cette fonction.

1 o
Posons dans (9) @ =5, nous aurons cette formule particuliére

g=p—1 8

1 \ i is
g (5) =8, 5 oo (9%)

g8==0

O

Transformons maintenant par une intégration par parties la définition
intégrale de M, (), nous aurons immédiatement

(__ ]A)ﬂ—}-p—l

Moy (0) = T (log xy* (log (1 ~— x))P -+ 3
( (e)

(— 1)n+p—t (log (1 — )=t {log &)
n? p — 1) 11—t

dt,
/

d’oli, en posant dans la nouvelle intégraie ainsi obtenue | — ¢ au lieu de
cette autre formule

| (= L)yt ,,, \
My (2) = ATyl -(log z)* (log (1 —x)® + |

o

+

nl(p—1)! b

(— 1yt f(log p—t (100 (1~

olt le chemin d’intégration est la ligne droite O C' qui unit les deux points
t=1-—ux et t=1. Or, intégrons dans le sens direct le long du périmétre
du triangle O C B la fonction

(log #jp—* (log (1 — )"
t
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nous aurons, en vertu du théoréme fondamental de Caveny

BN

oB ac

de sorte que nous obtenons pour la fonction M, () cette équation fonda-
mentale

(— 1o

]‘[n,p (T) + -z‘[pm (1 - T) == Smyp + oy })3

- (log o)™ (log (1 —-x))p s (10)

dont le cas #—=p =1, qui conduira & L, (x), appartient & LreENDRE.
Posons particulierement dans (10) x:%, nous aurons, en vertu de

(9%is), cette relation numérique

r=n—1 G’ P=p-— Gft‘ G;H'p )
%} T *la-ryp + g i ap-a.,n—-sn,p——;ﬂ—m: {11)
on bien, en vertu de (6),
r=a Gi y G:H'p bi
D 18
g{)?” An- r7p+ Py < ldp- rm-—-—sn;p‘f“%!pia (11 )
posons encore dans (11) p==1, nous aurons
romp—2 G G
i
- a a == 8y — 12
“~, T' n- r+ {yn-1 n (n—-l)l’ ( )
dont le cas particulier » =2, c’est-a-dire la formule
=L oge 19w
Ay — —e —— — - {10 2 i3
2 12 9 ( g “) 9 ( )

appartient & LEGENDRE.

Introduisons maintenant dans (8), au lieu des My, (), les expressions ti-
rées de (10), nous obtiendrons, d’aprés une propriété bien connue des coeffi-
cient du binome :

r=n=-1 yr 3

Ly (x):%—r—— - (log w)» (log (1-—96))?%— ) O—O;*(7i—,a2~~sn-r,p- (J
= ' (13)

‘1

. 732 1 (100* )"

=0 r!

My v (1 — ),
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d’ol, en vertu de (9), cette formule plus compliquée

— r=n=—1 (] .
me(x):%% - (log x)» (log(l—x))p+ p) (Of!m)

* Sn-ryp —

(13bis)

s=0 s! =0 7!

* L})'f")ﬂ."s (1 _— x). \,

Considérons en particulier le cas p==1, nous obtiendrons cette équation
fondamentale plus élégante

Lunate) =3, QB (o Ly (1 — ) B2 g1, (14

=) "'! n! !
N 1 .
d’oli, en posant ®= cetle formule numérique

)

= X

=0 r!

(=D .

“ (Sner — Qyyn py) — 1) an, (14bis)

Or, ces formules générales démontrées, il est trés facile de construir
toutes les branches differentes des fonctions Ly, () et M,y (2). En effet, dé-
signons pour abréger par [f(x)], ce qui deviendra f(x) si nous faisons tourner
dans le sens direct la variabile # autour du point =0 qui est point cri-
tique de f(z), nous aurons immédiatement, & I'aide de (9) et en appliquant
Iidentité

flog z],=logz 4 2 =4,

cette premiére équation

o s=n:—-l {__ 1).9

[ 9] =550

de sorte que nous obtenons, en vertu de (10), cette autre formule analogue

(279 Muosp (2), (15)

(=) .

[Mn,p (x)L:: 3 L;_!.“.(zn z)(Mp,n_ru—-x) _ sn__,.,p). (15b%)

La formule correspondante pour [Li,, ()], peut étre trouvée maintenant

a P'aide de (13); cependant elle deviendra assez compliquée, de sorte que

nous nous bornerons & déduir de (14) cette formule élégante

2wy
nl

{L,, , (x)]l = Les (#) — 22 (log 2 (16)
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c'est-a-dire que la ramification de cette fonction est d'un caractére logarith-
mique.

Aprés ces remarques générales nous avons & considérer les trois séries
numériques Su,p, gnyp et an,p et & démontrer un nombre de relations remar-
quables enire ces nombres.

§ 3. SOMMATION DE LA SERIE Snyp A L'AIDE DES NOMBRES S, .

La forme méme de I'expression intégrale ohtenue de (4) pour s,,, nous
conduira naturellement a prendre pour point de départ cette intégrale eulé-
rienne de premier espece

!
th-i(l—t)?/-idt:

0

'@ T (y)

reTy  @>0 %) >o.

En effet appliquons Ja méme méthode que dans ma Note précédente, la
formule susdite se présente sous cette forme nouvelle

1
ftx_i (1 —tp1dt= e @)+ ily)-¥@+y)
0

de sorte que nous obtenons par le méme procédé, en différentiant p fois par
rapport a v,

fiw—i Qa ——t)z/«i(]og (1— z))”d t—

N . k=¥) 1 Ic?p
= ("" 1JPP! gt@)lty)-vl@y) . k‘zdl 1 VU?) ¥)
ol nous avons posé pour abréger
V’“(; y) =3 4@ P (5, 0) .. e (3, )
! L. ¥2.13... 7

et
Ue (T, Y) =8, (y) — 8¢ (= + y)-

Mettons maintenant dans ces expressions y =1, et posons simplement
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k.p k.p
Viz) et u.(z) au lieu de V(x, 1) et u, (#, 1) respectivement, nous aurons

cette formule plus particuliere

1 by

4x-1 I P — 1} !}c:;‘p_l_‘_._
Djs (Iog(1 t))dtﬁ( 1,pp.kg;,1k! ;

formule que nous avons & différentier ensuite (n-— 1) fois par rapport a .
Ces calculs faits, mettons w =0 et remarquons que nous aurons pour la
fonction

o(z)=a,x+ a, 2* + a; 2% + - - -
cette identité

(ny
-1 ‘?(@} S0y —
Dz (—E—,m:o——’n— 2o (0)=(n-—1)!a,,

nous trouverons finalement, en vertu de (4), pour x =20, cette formule gé-

nérale
’_l)nwi A=l 1

g = S L (D” Vi) (17
P T . k=1 k! “ (‘3) 2=0 )

Pour effectuer les différentations nécessaires il est bon de se rappeler a
cette identité

’ » \

Uy (2) == 8, — sy (1 —{—x)r:\(l)sw,.x_(?"; ])srw-xg -+ é 1)
—%—(1“32)8”3"%3_'“

Il est évident que la formule (17) nous permet d’exprimer sous forme
finie, 4 Paide des nombres s,., la somme de notre série numérique Sayp. En
effet, la formule susdite donnera ce théoréme général:

La somme de la série numérique Sp,, peut s'exprimer sous forme d'un
polynome entier des nombres s,, Su,... Spsp ot homogéne du dégré (n + p) dans
ces quantités si nous supposons s, du dégré v; les coefficients du polynome
susdit sont des mombres rationnels.

Considérer maintenant quelques cas particuliers de ce théoréme général.

1.° p=1; nous n’avons dans ce cas qu'a considérer cette fonction
unique

V) = u, (@);

nous retrouvons l'identité s, == sn,:.
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2.° p==2; ici nous avons & étudier ces deux fonctions
1,2 1 2.2 2
Ploy=5 w (@) Vie)=(m ()"

ce qui donnera

n+1 1 )
—"gm “ Snir 5 (S2 8 A Sy Su-y o5 Su Si),

Sn)'l ==

de fagon que nous obtiendrons, en posant (n— 1) an lieu de n:

S 1 I 7 1 r=act
r%gﬁ(f+§ ++;—1):_2‘ ) '\"“m—§ ) 3;__!1 Sy Sn s

formule que j'ai démontrée récemment (*) d’une autre manidre.
3. p=73; nous trouvons ici

1,8 1 2,3 _ 3,3 3
Vo) =5 (@), Vie)=u(o)nle), Vie)=(u @]
ce qui donnera
n -+ 23 (n 41 1 =l 1 ;':”-;-—3
Snyz == J“lé—““l Snts — é‘ ' _ZO (n—1’)5,~+2 Sn-pty 6" 26 Spie « Op-yiity

oll nous avons posé pour abréger
U.P:SQSP-Q + S33p 2 + “ + Sp—g S .

Dans le cas n =T nous trouvons par exemple

87,3:12 S“) '-"(’;"3382 + 4:37 83 ’+‘ 4:3634 + 13£)+

1 1 1
(gt 4 gsin b g et 5)-

§ 4. AUTRES RELATIONS ENTRE LES SERIES NUMERIQUES Snyp, Onyp ET Onyp.

Les formules générales que nous venons de développer au § 2 nous ont
donné comme des cas particuliers quelques formules contenant les séries anyp,
tandis que les mémes formules générales ne nous donnent aucun moyen pour

(*) Ce Journal, méme volume, p. 195,

Annali di Matematica, Serie III, tomo IX. 30
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introduire directement les sériés analogues o,,,. Or, la formule (9%%) donne
si nous posons respectivement

» t:ﬁ23in2?

PO} =

z=1, t==sin’¢g; w=—1, t=1tg%¢; z=

ces expressions intégrales pour nos trois séries numériques

5
— 1)n+p~t , 9n4p 4G
Snyp == ( ,>(;»_1 . [tggu (log cos g)p~* (logsing)* d ¢ (18)
__1n_i Inp ¢ )
mp— et - [igg. (logeos gt (ogtg grdy  (19)
g
(— Byt 9
— Ljntp—t, 9P . . n
an,p:——mp-:_———m——~b[tgaa(logcosw'*(iog(zsmw)d% (20)

formules qui nous permettent de déduire facilement un nombre de formules
nouvelles entre nos trois séries numériques.
Posons dans (18) (19) (20) p =1, nous trouvons des expressions intégra-
les pour S+, Tats € Gnti.
Considérons maintenant en premier lieu cette intégrale définie :
%
4
T ftg g (logoos g log sin g d ¢,
0

Amp =" — 1),

nous aurons, en posant

log sin ¢ = log tg ¢ 4 log cos ¢
et en appliquent la formule du binome, & Vaide de (19), pour 4., cette pre-
midre expression

r=n — l
Am}?:(_ 1)y . 20 (— 1},(?-{— i )‘cn"')P'H" (21)
Posons ensuite dans § 2, () z= ;— » £==10c08? ¢, nOuUS aurons

M 1 e 44 (
nyp é’ :"—W i nips ‘x)
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ce qui donnera, en vertu de (9%°) et de (6), pour 4, cette autre expression

= G';

Anyp = ) ;T'au-rm’ (210%)
r=0

d’ol, en vertu de (21),

1.=:, GT P=n - — .
Y ey =(— 12 ¥ (- 1) (p+: )'Gn—rmw; (22)

re=0 T4 r=0
meitons particuliérement »==1, nous aurons par la
G{Mﬂ

—_ (WI)—! . (22bis)

Uiyp==(—1)P oyp

Introduisons encore dans (10) au lieu de M, (é«) Vexpression (a), nous

aurons
G.u—i-p

Anyp -+ Apyn = Snyp + ;:y_p"y > 8)

d’ol, en vertu de (21) et (6), cette autre formule

\

- 1)})@;}: - 1)r(p+’;"1)-an~r,p+r T (

r=p-1 ntr—1 (23)
0 (T e =g, )

r==0

ce qui donnera pour p==1 et #—1 au lieu de n, ce cas particulier trés
élégant
c=n—2

(— 1 operpr=8n+ (—1".2.9,n. (28bis)

=1
Posons ensuite dans (19)

log tg o == log sin ¢ — log cos ¢
et dans (20)
log (2 sintg)==0, + 2log sin¢,

la formule du binome donnera, en vertu de la définition de A,,p,

ket (] . — 1
Gpyp = (— 1)P go (— 1) (P + : ) An-pypir (24)
tp=3 T o, Ay (24V5)

r=0 r!
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Cela posé, exprimons dans (24) tous les nombres 4,,; 2 'aide de (21°%),
nous trouverons cette proposition remarquable:

La somme de ln série numérique o,y Sexprime sous forme d'une fonc-
tion lindaire et homogéne des séries a,, pour lesquelles r <n, s>p; les
coefficients de cetle expression sont des polynomes entiers et & coefficients ra-
tionnels de o, ==log 2. De plus, supposons ay,s du dégré (r + s) et o, du dégré
1, Vexpression susdite est homogéne du dégré (n - p).

Exprimons, au contraire, dans (24%®) tous le nombres 4,,, a I'aide de
(21), nous verrons que le théoréme que nous venons.d’indiquer restera vrai
encore si nous y permutons les séries a,,, et a,,.

Ces théorémes démontrés, il est évident que pour connaitre toutes les
séries an,s et o, 1l suffit de trouver ou les a,,s ou les oy, seulement, cepen-
dant je n’ai pas réussi & résoudre ce probleéme.

Pour établir quelques autres relations entre les séries s,,, et oy consi-
dérons encore cette intégrale définie

i

4

(=1 ( tg ¢ (log cos ¢ + log sin ¢)* *d o,

I=m=r
0

nous aurons de (19), en posant
log cos ¢ + log sin g ==log tg ¢ + 2log cos g,

et en appliquant ensuite la formule du binome, pour J, cette premitre expres-

sion
1 R §

Jn == an Z (**‘ 1)”“ - Qred. On-p-iyr+i » {25)
“ r==0
Tntroduisons ensuite dans (8) pour Anyp et Apn les expressions intégrales
correspondantes, et posons r au lieu de p et n—r au lieu de n, nous
aurons

_’i:‘
(7: : i) J tg ¢ (log cos ¢)—* (log sin ¢)*~" do -+
0
.Lz"_ (
+(n ;—r-]— I)th?(log cos q;)n‘—1—110g sing)d g = )
0

N G Y i N (— 1y (n—1)! s ;
T Tona \e) 7 gn nryre
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Posons maintenant dans cette formule r=1, r=2, r=38,...,
r=n—1, puis ajoutons toutes ces équations, nous aurons & l'aide de la
formule de binome, et aprés un simple calcul, pour J,, cette autre expression

- 1 G;z 1 u—‘l =bi
Jﬂ, oo E . ;{T §3_H——T ¢ ‘1‘_‘ Sn— IrT Y (2:) b)

ce qui donnera, en vertu de (25) cette nouvelle formule numérique

D] n-—1
1 Sn-pyr == }1; (—1)y2r.0p pye. (26)
Mettons encore dans (y) (2 n-—1) au lieu de n et successivement » == I,

2, 3,..., 2n— 1, puis ajoutons avec des signes alternés toutes ces équations,
la formule du binome donnera, aprés un simple calcul et & I'aide de (19)
pour p ==1, cetle autre formule numérique

25n—1

20, = Z (== 1) Sonmrs (27)

i
ou bien, & laide de I'identité s,,, = $p;n

n~——‘1 — In .
Top = 21" <_»-« 1)7'—-1 San ryr ’-—( 5 ) - Snyn s (271)15)

11 est digne d’étre remarqué que cette formule numérique n'est au fond
autre chose que cette formule intégrale bien connue

1
™

J~tw-i(1_._t)"mdt:» e, 1>R@E) >0,

sin = &
0

ou, en appliquant la formule du binome et en intégrant terme & terme la
série infinie ainsi obtenue, ce qui est permis:

= 1 swg@tl)... (gts—1) 1 .
sinwx—x—g- sél 1.2.3...8 "z s N (z) <1,

Cherchons en effet aux deux membres de cette formule le coefficient
de #*", nous trouvons précisément, en vertu de (1), la relation (27).

En terminant ces recherches nous avons encore & indiquer un autre groupe
de formules qui contiennent les séries sy, et o,). A cet égard prenons comme
point de départ cette formule bien comme

xX

ftx~*(1+t)-ydt:wﬂ)—:;%—_——x)—s R()>0, Ry —2)> 0,
0
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puis mettons

o 1 0
J=/+]
Y 0 1
.y - 1 .
et posons dans la dernidre des intégrales nouvelles ~ au lieu de ¢, nous aurons

1 1
th-a (1 +t)vdt+ ftym—i (1 + 8)vdt=e@y-x) -7y,

0 0

Différentions maintenant p fois par rapport & y cette dernitre formule,
puis posons y==1, le procédé ordinaire donnera sans peine

P

| e (log(l +t))

. - at -+
! 14t
P T

T—

o Ly p e Uogor(log 14 oo-s) S
? (—1) B
+ 2 f LT dt== S

=0 sl(p— s)! J

&,p
mz B (=1 V(-2 |
e . A S Y :
smrx = k! £ [

k.
ol V(Z:) est la méme fonction que 'dans la formule (17).

Cela posé, mettons pour abréger

x.p
_ NP =D g (VD)
Br,p T kél Bl Dz ( 4 )w:o ’
puis différentions (n — 1) fois par rapport & z la formule (J), nous aurons
finalement, en posant ensuite #==0 et en appliquant les deux expressions
intégrales obtenues pour o, en mettant dans (4) et (4%¢) £ =—1, cette for-

mule nouvelle

3 -1
Tnip + Fn—typ s + (—1y. 1-%%) — 1) (ﬂ T : ) Ontr-np-riz = )
n—1 S (28)

(In

),2 2 Gap

e 1Y o1,
_( 1 4 e—27)!

‘ Bn-—sr,p,

ol nous avons posé pour abréger 20,=1.
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La formule générale (28) est trés compliquée, il est vrai, cependant il
est trés facile de déduire de cette formule plusieurs autres que nous venons
de démontrer. Indiquons quelques-uns de ces cas particuliers.

1.2 n==1}; nous retrouvons la formule (23%*).
2.° p=1; nous aurons dans ce cas

1,1
Bo=—(D: V(-2
X230
d’oll, en vertu de (17%),

Br;a =171 812}

ce qui donnera cette formule particuliére
<n=l

nw

= 2
9 On—1y2 = Sniy + 2 Z Ogr« Sanwtrtyy
r=1

_ (n o 1>n) Gmye - 2 cOS®

d’ol, en posant (27— 1) au lieu de n, cette formule récursive

s—1
Z Tap Son—gp == 1 Toy —— e Sony
1

que j'ai démontrée récemment (*) d’une autre maniére; c’est la méme chose
pour la formule analogue que nous trouvons en posant 2 au lieu de n.

Copenhague, le 26 avril 1903,

#) Ce Journal, méme volume, p. 196.



