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fJber eine Verallgemeinerung des ttadamardschen 
Determinantensatzes. 

y o n  Otto S z ~ s z  in Frankfurt a. ~v~. 

Herr E. J. N a n s o n hatte vor lgngerer Zeit meine Aufmerk- 
samkeit auf eine Aufgabe gelenkt~ die e rvor  einer Reihe yon Jahren 
ver~ffentlichte 1) und die a. a. O. folgenden Wortlaut hat: 

, I f  all the coaxal minors of an axisymmetric determinant are 
positiv% and Pr denotes the product of all the coaxals of order r: 
prove that 

3 > - - -  >/~f' ,  

statementsWhere the,~ndihc~s~:u~.- . . . ~ . ~ - - ~  s f  ' I~ are positive and such that the 

Ich hatte seinerzeit eine LSsung dieser Aufgabe gefunden, die 
ich hier mitteilen m~ehte; dabei betrachte ich statt symmetrische 
allgemeiner H e r m i t e s e h e  Determinanten. Mein Resultat lautet: 

Satz .  Es  se i  

e i ne  H e r m i t e s c h e  D e t e r m i n a n t e  (also ~) a,k=-dki)~ d e r e n  
s ~ m t l i c h e  H a u p t m i n o r e n  p o s i t i v  s i n d ;  es b e z e i c h n e  
f e r n e r  /~r das  P r o d u k t  a l l e r  H a a p t m i n o r e n  r*e, Ord- 
hung ,  d a n n i s t  

(~--I) 0 , -  2) p~--1 
n--i 2 \q '--17 

P, >_ V~>_ V~>_.-. >= ~>_ �9 �9 �9 >__ P,,. O) 

Das erste und letzte Glied dieser Ungleichungen liefert: 

a~  %~ . . .  c~ , ,~>__ D (2) 

und dies deckt sich mit dem bekannten Hadamardschen Deter- 
minantensatz. ~) 

1) The Educational Times~ Vol. 55, p. 517; Question 15244. London 1902. 
~) a bedeutet den konjugier~en Wert yon a. 
3) l~an vergleiche z.B.  racine Arbeit: Ein elementarer Beweis des Hada- 

mardschen Determinantensatzes (Mathematische u. Naturwissenschaftliche Berichte 
aas Ungarn. XXVII. 1909. Leipzig 191~, S. 172--180) und die dort angefiihrte 
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Es werden aueh die F~tlle bestimmt~ in denen unter ( ! ) a n  
einer oder mehreren Stellen das Gleiehheitszeiehen gilt. 

Es sei r eine positive ganze Zahl und 

l < r < n ~  

aus den Zahlen 1, 2~...~ n lassen sich 

Kombinationen zu je r verschiedenen bilden ; diese v Kombinationen 
mOgen irgendwie numeriert werden und in jeder sollen die r Zahlen 
ihrer GrO~e nach geordnet sein. Wenn %, %~ .7 ~ die i ~e 
~i~ ~ . . . ~  ~ die k ~~ Kombination ist~ so werde 

B[~) v 

gesetzt. Es ist demnach 

ein Hauptminor r *~ ordnung und 

die Ungleiehungen (1) lassen sieh also in der Form sehreiben: 

1 1 

/ \(?.=I) \( '?)  

Die H e r m i t e sehe Form von v Variablen G (x) = ~ B[;  ) x,. x k 
i , k = l  

ist - -  wie sich leieht zeigen l~$t ~) - -  positiv definit; wir ksnnen 
daher auf ihre Determinante die H a d a m a r d sche Ungleiehung (2) 
anwenden und erhalten 

z ' k J l  ~ 11 2 2  . . . .  r r  Y - - - - - -  �9 " 

Literatur~ tier ich'die folgende neuere hinzuffige : T. Mui r ,  An upper limit for the 
value of a determinant (South. Afr. R. Soc. Transactions. Bd. 1, 1910, p. 323--334). 
W. B l a s c h k %  :Ein Bewels fiir den Determlnantensatz ttadamards [Archly der 
Mathematlk and Physik. III. Reihe. XX. (1913)~ p. 277--279] und die daselbst 
a~gefiihrten Stellen. - -  Aufierdem fiir den reellen Fall: T. K u b o t a ,  Hadamards 
Theorem on the Maximum Value of a Determinant (The TShoku Mathematical 
Journal. Vol. 2. 1912, p. 37--38), T. H a y a s h i ,  Giornale di Matematiehe 48 
(1910), p. 253 358. 

t) Vgl. E. F i s c h e r ,  Uber den Yfadamardsehen Determinantensatz [Archly 
der Math. u. Phys; IIL Reih% 13. Bd. (1908), S. 32--40]~ S. 36--37. 
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~un ist nach dem S y 1 v e s t e r - F r a n k e sehen Satz ~) 

ln--1"~ 

also 
( ._1)  

7] r--1 < 7:?0") ]c?(r) /:~(r) 

oder 

~!'~:~) =< p~. (~ = 1, 2, .... . ) .  (4) 

t i ler  gilt offenbar dann und nur dann Gleichheit~ wenn 

_B 0"~ ~k = 0  fur i=#k~ 

d .h .  

a~#~ a~=~ . . ,  a~#,  ~_ 0.  
�9 . . , �9 �9 �9 �9 

Dann ist aber identisoh in x ~  x2~. . .~ x~ 

aZ~Z,....a#,#~ x~ 

�9 . . . . .  �9 ~ ~ 0  

a~#~ . . . .  ao~#~ 0 

fur ~ # ~  ( i = 1 ~ 2 ~ . . . , r ) .  

Fa r  x k = a z k # ,  ( k = l ~ 2 ~ . . . ~ r )  erhalt man hieraus durch Ent- 
wicklung nach den Elementen der letzten Zeile 

~(~) - -  0 a a f l t  l ) k k  - ) 

und da nach Voraussetzung B~ ) positiv; also # 0 ist, so folgt 

a~#~ = 0  (fUr o~#~l) .  

-~hnlich erhalt man allgemein 

a,Bk-----0 ftir a # ~ k  und k = l ~ 2 , . . . : r ,  

d .h .  
ai1~--~O ffir i # k .  

5) Vgl. z. B. G. K o w a l e w s k i ,  Einfiihrung in die Determlnantentheorie 
(Leipzig 1909)1 S. 104. 



256 otto Sz~sz. 

oder 

Aus (4) folgt ftir r =-  n - -  1 : 

r i l l  

D,*-~ <_B(/~-])B(,,-~) B(,,-~) _ _  ~ . . . . . .  ; ( 5 )  

dalnit ist aueh (3) zun~tehst ftir r ~ - n -  1 bewiesen. 

Um  nun (3) allgemein zu beweisen, sehreiben w i r e s  in der 
F o r m  

\ r  --1) 
(r) . O' + ~) B~k ~ BI,1, ; (6) 

\ k = l  \~- -1  

nun ist 

und 

(n -71 ) .__  ~ (',, - - 1 )  (n - -  2) . . . (n - -  . 2 . . . r 

n - - 1  [ r -  l~j __ (n--1)1(n--[ 2-_ [ . 2 ) . . .  ( n - - r i  r - - ~ )  q-1)  

Man kann  also (6) auf  die Gestalt br ingen:  

('r \ . . . .  l(&) ,- 
H B ~ :  )j > ( I I ~ ( ~ + 1 ) ' ~ .  

\ k = i  / \ k = l  , 

wir wenden jetzt  auf B~!~ +1) die Ungleichung (5) an;  dann wird 

__ . , . c ; ; + ~  " " ~  r - I - 1  
. ,  , (7) 

wo C1~ C ~ . . . ~  C,.+1 die Haup tmino ren  r Ce: Ordnung  yon B[~ +1) 
sind: also unter den B~'2 vorkommen.  Aus (7) folgt n u n  

( ( & )  (,-h) 

(G , n -  2) ; U~ . (r = 1, 2 ,  . . . .  r - I - 1 ]  - �9 �9 

wenn ich noeh zeige, da6 

!E 
/ ~  (r) 

~ 2  " ' "  V r - { - 1 ]  

k ~ - I  

(8) 
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so wird unser Satz bewiesen sein. 0ffenbar kommt B([~ so oft in 
dem linksseitigen Produkt vor~ als die Kornbination ~1~...~ ~" in 
einer r - ~  1-gliedrigen Kombination enthalten ist; solche gibt es 
wie e r s i ~ h t l i c h -  n - - r ,  also gilt die Gleichung (8) und somit 
auch unser Satz. 

Damit in (6) die Gleichheit gelt% mul~ in (7) ftir jedes ]r die 
Gleichheit gelten~ es mug also 

sein. 
Es gilt also der Z u s a t z : 

D a m i t  in  (1) m i n d e s t e n s  e i n m a l  d i e  G l e i e h h e i t  
g e l t %  m u g  

a / l : = 0  f a r  i#-l~ 

d a n n  d u r c h w e g  s e i n  u n d  es g i l t  das  G l e i c h h e i t s -  
z e i c h e n .  

Die Beziehungen (1) gelten ersichtlieh auch fLir den Fall 
D ~ 0 ; von einem gowissen v an isg dann P~ ~--- 0, P~+I =-- 0~ . . .  
. . . ,  1 ~ = 0 .  

Die Voraussetzungen unseres Satzes lassen sieh noch etwas 
erweitern. Es gentigt n~mlich, wenn s~mtliche Hauptminoren tier 
Determinante 

positiv sind und wenn es solehe yon Null verschiedene Zahlen 

gibt~ dal3 

eine H e r m i t e s c h e  Determinante wird. Denn die Hauptminoren 
dieser Determinante sind offenbar gleich den eatsprechenden Haupt- 
minoren der Determinante D ; D '  gentigt also den Voraussetzungen 
unseres Satzes~ woraus die Beziehungen (1) sofort folgen. 


