Ueber die Darstellung der ternidren
quadratischen Formen durch Quadrate

(von Dr. B. IeeL, in Wien).

Die Ueberfithrung algebraischer Formen in einfache, sogenannte kano-
nische Formen ist seit langer Zeit ein wichtiges Hulfsmittel zur Auffindung
algebraischer und geometrischer Eigenschaften. Hierbei war die Darstellung
durch Potenzen ganz besonders bevorzugt. Das Problem der Darstellung der
Formen zweiten Grades durch Quadrate, namentlich zweier Formen zweiten
Grades von n Variabeln als Summen von 7 Quadraten hat bekanntlich die
grossten Mathematiker lange beschiftigt. Allein erst in der neuesten Zeit ist
von Herrn Rosanes (*) das allgemein zu Grunde liegende Princip ausge-
sprochen und durch eine merkwiirdige Darstellung von Formen beliebigen
Grades beleuchtet worden. Es ist aber desshalb vielleicht nicht ohne Inte-
resse, gewisse in #lteren Arbeiten auftretende Identititen von dem neuer-
dings gewonnenen Gesichtspunkte aus aufzufassen.

In der berithmten Abhandlung von AronmoLp iiber die terniren cubischen
Formen (Crelle’s Journal, Bd. 55) welche der Grundstein der neueren alge-
braischen Untersuchungen bildet, findet sich die folgende Identitit abge-
leitet (Nr. 7, pag. 111):

— (By 8) (ayd)(aBd)(aBy)r.

=—(By9) (ay 8)y.du(raB)® + (By 3)(2B3) B8, (ray)*
— (ayd)(@Bd) a3, (rBy) + (By8)(aBy)Loys(rad)®
+ (ay3) (aBy) ot ya(rB3)— (2 Bd) (2 By)as Ba(ry 3)

Wir haben hier die in der genannten Abhandlung benutzten Buchstaben u,
v, w, p, d durch resp. a, 8, ¥, &, r ersetzt und ausserdem die jetzt tbli-

1)

(%) Crelle’s Journal, Bd. 76, pag. 313.
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chen Bezeichnungen

al a2 aB
ﬂl 62 133 :(a/ﬁy)t rlwl + 7‘251324-7‘3‘%3 =71z
i Y2 Vs

in Anwendung gebracht. Die in dieser identischen Gleichung auftretenden
18 Groéssen sind vollkommen willkiirliche. Bei AronmoLp hat sie zum Zweck
das Quadrat 7%, durch die 6 Producte a,f,, Vs, Gads Gu¥es Buder Yule
auszudriicken. Wir wollen die Formel in anderem Sinne auffassen. Da die
linke Seite in Bezug auf die Grissen y und & symmetrisch ist, so wird sie
bei Vertauschung dieser Grdssen nicht geiindert. Dadurch erhilt man somit

aus (1)
— (2By)(ald)(ayd)(Byd)rs
=— (Byd)(ayd)ryrs(aBa)* + (Byd) (aBd)rgro(ay x)?
— (ay0) (a B)rars(Byx)® + (Byd) (aBy)rsry(adx)®

+ (ayd) (a By)rary (B0x)* — (2 B3) (aBy)rarp(ydax)’.
Es sei nun

)

f(x)=2ak2xkx2 (k‘—:‘i’ 2’ 3; )“zlly 2, 3)
irgend eine terniire quadratische Form und a;3—ay. Dann kénnen wir sym-

bolisch setzen:
Qg =737,

f () ="r,"
Die Gleichung (2) bleibt offenbar erhalten, wenn wir die Grossen 7 als

Symbole einer Form f ansehen. Ersetzt man aber wieder 7,7, durch a;, so
wird links f(x) auftreten. Rechts ist z. B.

rﬂ’“"“u”%?’k )—‘zak)"/k )“‘f(?” 8)?

wenn — ebenfalls nach AronmoLD —

257’1 aafg =f(, (\)“f(a %)

gesetzt wird. Daher konnen wir statt (2) schreiben:
— (287) (289) (ay 8)(8y9) - f(x)
— By ) (ayd)f(y, 8 (aBx)*-+(By 8)(@B3)f(B, 8)(ayx)®
—(ayd)(@B9)f(a, 9)(Byx)’ + (Byd) (@By)f(B, y)(adx)®
+(ayd)(@By)fi@, v)(B3x) —(aB3)(aBy)f(x, B)(ydx)*.

so dass alsdann wird:
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Die Formel (3) enthslt die ausgefithrte Darstellung der allgemeinen ter-
niren quadratischen Form f(x) durch die 6 Quadrate

(@Bx)’, (ayz)’, (Byx)’, (adx)’, (Bdz)’, (ydx)™.

Es ist bekannt, dass jede ternire quadratische Form sich durch die Quadrate
von irgend 6 linearen Ausdriicken darstellen lisst. Eine Ausnahme bildet
nur der Fall, wo die durch die 6 linearen Ausdriicke repriisentirten Geraden
einen und denselben Kegelschnitt tangiren. Die oben in (3) auftretenden 6
Geraden

(aBx)=0, (ayx)=0, (Byx)=0, (adx)=0, ({8856):0, (yd2)=0

haben aber die besondere Lage, dass sie die vier Punkte @, &, ¥, § paar-
weise verbinden, d. h. sie bilden die sechs Seiten des aus den 4 Punkten
a, £, v, & bestehenden Vierecks. Da dieselben jene oben ausgeschlossene
specielle Lage nicht besitzen, so ist die Mdglichkeit der Darstellung von
vornherein einzusehen. Die Formel (3) giebt aber zugleich die Coefficienten
der Darstellung und gestattet so interessante Schliisse fiir besondere Bezie-
hungen des Vierecks zum Kegelschmitt. So oft ein Coefficient verschwindet,
also wenn z. B. f(y, 8)==0 wird, so sind zwei Punkte, hier 4 und ¢, in
Bezug auf den Kegelschnitt f(x)=0 einander conjugirt.

Bemerkenswerth erscheint hauptsichlich der Fall, wo zwei Paare conju-
girter Punkte auftreten, z. B. « und ¢, £ und é. Alsdann finden die beiden
Gleichungen

(@, y)=0, {(8, =0
Statt, und es bleibt:

—(aBy)(aB8)(ay 3)(Byd) - f(x)
=—(By ) (ayd)f(y, d)(alx) —(ayd)(aBd)f(a, &)(Byx)®
+(By9) @By)f(B, y) (adx)* — (x6)(aBy)f(aB)(ydx)*;
d. h.: f(x) stellt sich durch die Quadrate der wier Geraden
(@Bx)=0, (Byx)=0 (adx)=0, (ydx)=0
dar, wie dies mit bekannten Sitzen iibereinstimmt.

Wien, Januar 1874.
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