
Sul problema delle temperature stazionarie

e la rappresentazione di una data superficie M •

(del prof. E. B . CHRISTOFFFL,

1 1 presente lavoro si occupa del problema delle temperature stazionarie
sopra superficie piane, coll'intento di esporre i punti di vista generali the
devono mettersi a fondamento nella trattazione di questa quistione .

Ho giudicato conveniente di ritenere per la presente ricerca le condizioni
essenziali del problema nella stessa semplicith the 6 propria della quistione
fisica. Se si pone it problema nella sua forma pin generale, allora it suo in-
teresse invade un nuovo campo, onde per questo caso 6 giustificata una
speciale ricerca the riservo ad un'altra occasione .
L'unico cangiamento the mi sono permesso per questa volta, concerne

1' equazione differenziale del problema, the ho completata col mezzo di un
2

	

2
termine indipendente, in guisa the 1' espressione axe +

2 U non vien posta

eguale a zero, ma ad una funzione arbitraria 'p di x, y. Fatta astrazione da
ragioni pin riposte, questa aggiunta ha l'evidente vantaggio the vengono
d' ora in avanti esclusi diversi sussidi non adatti a ricerche generali, per es .
trasformazioni e soluzioni particolari .

Il principale interesse the si annoda a questo problema, dipende dalla sua
conosciuta relazione colle propriety, generali di una funzione di una varia-
bile complessa x+iy. Le ricerche fatte finora, per quanto qui potranno oc-
correre, non mirano peril tanto ad approfondire e spiegare completamente
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questo legame, quanto piuttosto a rendere utile questo legame per gli scopi
dell'integrazione .

Se si introducono nell'equazione a2U +
aR =0, in luogo delle coordinate

aX- ax
U

ortogonali x, y, le parti reali 0, (a di una funzione di x + iy come varia-
bili indipendenti, in virtu di quella relazione non vien cangiata la forma
dell' equazione differenziale . Da ciu si ha subito it principio adoperato dal
sig. LAME nelle sue pregevoli Lecons sur les coordonnees curvilignes, the
la soluzione del problema per la superficie circolare x 2+y 2 <c` basta per
derivarne, sotto certe supposizioni fatte intorno alla funzione 0±i(a ed alla
grandezza di c, la soluzione per la superficie 02 +(a 2 <c2 .

La stessa trasformazione serve anche di fondamento alla bella memoria
del sig. NEUMANN (Giornale di BORCHARDT, t. 59, pag. 348). La quale, oltre ad
una diligente ricerca sulle curve (dapprima trattate da CAUCHY) 0 2 ±w2=c2 ,
the it signor NEUMANN chiama linee di livello, presenta eziandio un impor-
tante progresso nella trattazione dell'attuale problema, facendo dipendere,
per mezzo di considerazioni the sono analoghe alla teoria di GREEN sul po-
tenziale, la determinazione della funzione primitivamente cercata da un'altra

[)dcan (p a in quanto al valore = 4

	

d s art. 1 . the e indipendente dai va-
2 ;. ah

loci arbitrari di quella nel contorno, e soltanto dipende dalla forma del con-
torno e dalla posizione di un punto arbitrario p . L' espressione di questa
funzione in 0 ed c) e data a pag. 354, e la determinazione di 0 ed a per
mezzo di x ed y vien ridotta ad un problema (pag . 355) it quale, a meno
di una condizione di discontinuity non messy in evidenza, ma tuttavia fa-
cile a completarsi, costituisce un caso particolare della quistione primitiva .
Non vi si danno peril applicazioni di questa interessante riduzione a casi de-
terminati .

Quanto sia anche a me riuscito di trovare nuovi punti di vista ed utili
sussidi per la presente questione, lo mostrerannno le ricerche the seguono .

I .

Sia distesa sul piano xy una superficie F ad un solo strato e semplicemente
connessa(eine einbldttrige and einfach zusaimmenhdngende Fiche), it cui
contorno sia formato da una data curva K. City supposto, si cerca una fun-
zione U di x,y, the unitamente alle sue derivate prime sia ad un valore
(einwerthig) e continua in F, e the sodisfaccia all'equazione :
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~xr-f- ay

	

(X' Y)'

mentre lungo it contorno K sia :

U=' i (x, y) .
Per determinare U in punto o di F, separiamo da F un cerchio di raggio

p, it cui centro sia o, e formiamo, mediante una funzione 5 the colle sue
prime derivate sia nella restante superficie F' ad un valore e continua, 1' e-
quazione

axe + ~u
2r~ dF/ y~ y dFf .

y

Se si indica con ds un elemento arbitrario della linea K, con dp it diffe-
renziale della normale a ds diretta verso 1'esterno, e finalmente con 0 1'an-
golo the it raggio p uscente da o fa colla direzione delle x crescenti ; it

Primo membro dell'ultima equazione diventera :

-
lp ~

aPJ--Up aP1dB-f- UC~2x+ J ~dFl .
x

	

z

Cib posto, assoggettiamo ~ alle seguenti condizioni :

A. Lungo la curva K sia dappertutto 7=0 .

B. Per p tendente a zero diventi p
aP

	

1

C. In F, fuori di o, sia

	

axe
-F- ay

-=0

Pa B, pel teorema VII. e . della mia teorica dei potenziali ad un valore

(Giornale di BORCHARDT, t. 64, pag. 33'7) discende the anche to P converge

verso ii limite 1, quando p tende a zero. Per conseguenza, insieme con p

si annulla p ; = p log . V . jog P , e l'ultima espressione annullandosi p, si tras-

forma in

(Is -f-2nU,,

Noi otteniamo adunque

Uo = ~

	

8p
ds+~ P~dF

.J

quindi la determinazione di U 6 ridotta a quella di .
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II .

L'equazione C. e la condizione affinche d' dy- ~' dx sia it differenziale
ax

	

ay
totale di una funzione di x, y . Indicando questa funzione con n, si ottiene

aS = a ,

	

- a-," - r ,ax
quindi

e una funzione di z=x--iy, e ~ ne e la parte reale . Questa funzione, per
le A . e B. e per le gia poste condizioni, ha le seguenti propriety

1 . Lungo la curva K, la funzione ca e imaginaria senza parte reale ,
mod.ew-1 .

2. Fuori di o, ~ ed n epperd anche ca sono monodrome (einandriq) e continue.

3. Se si considerano ~ ed n come funzioni delle coordinate polari p, 0,
aventi origine in o, quando 0 cresce per una rotazione dell' asse delle x
verso 1' asse delle y, e

ay ax

a , a ;pap=aq' p- _ .
Da cid segue subito per p = 0,

	

-1. Se quindi it punto (x, y) giraa ee
nella direzione positiva intorno al punto o, per ciascun giro n cresce di 2n,
ed ca di 2 t i, perche ~ e ad un valore. Per lo stesso motivo nel piano (p, 0) ,

lungo la lines p-0, e @00 (") ; quindi per p=0 si ha pa! =0,1
pP =0.

Ne risulta the nel punto o la funzione ca-log . (z - z0 ) e monodroma, ed
insieme anche continua, perche it quoziente

ma - -

(") Per provare questa proposizione, basta mostrare the la funzione U'== -log . p, the
e ad un valore in F, a in o anche continua, poiche allora essa sara costante lungo la
summenzionata linea p=0 (asse delle 0) . Se nell' art . I si assume U' in luogo di U,
sara p=0 all'infuori di o . Inoltre, per la rappresentazione di U' in un punto qualsi-
voglia m diverso da 0, non occorre the it punto o sia escluso da F, perche per p=0
risulta p

!a
=0, p U'= 0. Conseguen temente U' a rappresentata da un integrale esteso

soltanto lungo K, epperd a una funzione a un valore e continua in ogni punto di F,
ed in particolare nel punto o .
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w- l og.(z- 0 ) _

	

E
log . (z-z0)

	

log . P -t- i

si annulla con p, cib the sarebbe impossibile se la funzione c~-log . (z
monodroma in o, ivi fosse discontinua .

Quindi e(,) e dappertutto in F ad un valore e continua, e fuori di o, dove
diventa infinitamente piccola del primo ordine, e inoltre diversa da zero . Se
si indica con w questa funzione, si ha it seguente risultato

Sia w una funzione di z ad un valore e continua in F, tale
the ii suo modulo nel contorno K di questa superficie abbia i 1
valore 1 ; nel punto o essa divenga infinitamente piccola del
primo ordine ed in tutti gli altri punti della superficie F rimanga
invece diversa da zero . Allora la parte reale di lo- . w sodisfa a
tutte le condizioni poste per ~, e si pud porre

=log. mod. w .

Se w( e una seconda funzione di z the sodisfaccia a tutte le condizioni poste,

per w, w/ sara in F ad un valore, ne nulla ne infinita ; ed it suo modulo

sara in K eguale ad 1 . Quindi ogni ramo della funzione log . w' e in Fw
monodromo e continuo, ed in K puramente imaginario . La sua paste reale
e percid nel contorno di F eguale a zero, nell'interno ne polidroma (mehran-
drig) ne discontinua, e quindi dappertutto in F eguale a zero . Per eon-

seguenza log . ew e costante e puramente imaginario,=yi. Da 66 si ricava

w' =e"w, cioe w per le antecedenti condizioni e determinata fino
ad un fattore costante di modulo 1, e quindi ~ e determinata
completamante .

Se ora si scompone la funzione w nelle sue parti reali

w=u+iv,
siccome lungo K e mod. w=1 e nel punto o di F si ha w=O, cos! no
emerge the i piani della z e della w si devono corrispondere in modo, the
alla data area F esistente nel primo piano corrisponda nell'altro piano it
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cerchio ul + v 2 < 1, al punto o it centro di quest'ultimo, ed al contorno K
di F it contorno del cerchio. La determinazione di w coincide quindi colla
soluzione della questione : rappresentare 1'area data F sul piano della
w, trasformandola in un cerchio di raggio 1, in modo the nel centro
di quest'ultimo riesca rappresentato un punto o scelto ad arbitrio inF .

Dalla conclusione del precedents articolo risulta the questo problema e pie-
namente determinato, in quanto the due rappresentazioni circolari di F,
1' una delle quali si ottiene dall' altra facendola rotare di un angolo y, non
possono essere considerate come essenzialmente diverse .

Questo risultato ed in pari tempi it dimostrare the it presente problema
ammette una soluzione per ciascuna forma di F, sono compresi come caso
particolare nella proposizione generale sopra le superficie semplicemente
connesse, the RIEMnnr ha sviluppata nella sua dissertazione inaugurale,
p. 30 (") .

Iv .

Per le rieerche ulteriori, conviene sostituire al problema dell'articolo an-
tecedente un altro the dipenda da condizioni piii facili ad essere sodisfatte .

Poiche mod.(z-z 0 ) non e altro the la distanza rettilinea dei due punti
z e za , cosi it luogo di tutti i punti z, i quali sodisfanno alla condizione
mod. (z--za)=mod.(z-z,), 6 la retta perpendicolare nel punto di mezzo a
quella the co

	

. punti z,, e z, . Quindi se si assume per z, 1'espres-
sione z' 0 x a -

	

coniugata di za =x0 +iy0 , no segue per y,

	

o he
la funzione

--_ u

iiella meth y > 0 del piano, diventa infinitamente piccola nel solo punto o
e propriamente del primo ordine ; nel recto rimane continua e nel contorno
di questa superficie raggiunge it modulo 1 . Per questa superficie e quindi
conosciuta anche ~ .

Se ora si 6 in grado di r p entare it piano della Z=X+iYsul piano
della z, in modo the al mezzo Y> 0, the in seguito si indicherah con
E, ed al suo contorno (chiuso al

	

o

	

el piano dells
z un'area F eel proprio contorno

	

dell'una super-

(*) Atmali di 1.fatematiea, t. 2 (La serie).
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ficie corrisponda un punto unico dell'altra ; e se in questa supposizione Z o
e it valore di Z nel punto o di F, e Z,0 it suo conjugato, allora ciascun punto
del piano z corrispondente a Z'0 giace fuori di F, perche Z' 0 e situato fuori di
E. Inoltre Z e soltanto nel punto o di F eguale a Z0 , perche a ciascun punto
Z,, di E corrisponde un punto unico o di F. Assumendo quindi :

Z-Z'
(a)

	

w-- Z- Z' '
0

w diventera nel punto o di F infinitamente piccola del primo ordine e net
resto di F si conservera ad un valore, continua e diversa da zero, ed acquistera,
nel contorno K di F, it quale corrisponde al contorno di F, it modulo 4 .
Quindi per la superficie F e :

(b)

	

_-__log. mod . Z-Z"

Essendo ds, dX gli elementi corrispondenti dei contorni di F ed E, cost
pure dp, dY i corrispondenti elementi delle loro normali, si avra :

a

	

a ay
ap -~ aYap'

perche a cagione della somiglianza delle parti infinitamente piccole, alla
direzione di dp corrisponde la direzione delle Y decrescenti. Qui a n

, come

rapporto di elementi lineari corrrispondenti, e eguale a mod ZaZ= aX,dun-az

	

as
que -

ds=d X . Allora aye la parte reale di a la
Yw per Y _=- 0 . Quindi per

l'elemento ds di K corrispondente al dX, si ottiene
a

	

9.Yo dx
(c)

	

ap ds= (X_X0)2+ 72 '

ed ecco allora stabilite tutte le espressioni richieste nell'art . 1, tosto the
la superficie E sin, rappresentata semplicemente sopra F .

`T .
Poligoni ad an solo strato .

Sia F un poligono ad un solo strato, composto di un sol pezzo cogli n
vertici z1 , z,- . , z,, ehe si succedono in un giro positivo intorno ad F nell'or-
dine dei loro indici. L'angolo interno nel vertice in
modo the sara:
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(1)

Noi ci proponiamo la questione di rappresentare semplicemente la superficie
E su questo poligono .

Siano a1 , a2,..,an i punti dell'asse delle X corrispondenti ai vertici z 1 ,
z 2 , . . , z,, del poligono. Questi punti si seguiranno Pun l'altro nella direzione
delle X crescenti, nello stesso ordine dei loro indici, e quindi fra due di
essi it passaggio si dovra fare pel punto infinitamente lontano dell' asse . Noi
supporremo the questi sieno i punti an , a 1 , onde fra le quantity reali a avra
luogo la successione :

al l <a2 <a. . . . <an .

11 punto giacente sul contorno del poligono fra zn e z 1 , the corrisponde al
al punto infinitamente lontano dell'asse delle X, verra indicato con zf .

CM posto, si tratta di stabilire una tale dipendenza fra le quantity, z e
Z the : 1) ad un giro positivo intorno all' una delle due superficie F, E cor-
risponda un giro positivo intorno all' altra ; 2) the i punti z, Z durante it
giro passino contemporaneamente per i punti z3 , a 3 ; 3) the z percorra una
linea retta ogni qual volta Z descrive uno dei segmenti as_1 a,, ; finalmente
4) the nella rappresentazione di E su F, nell'interno delle due superficie esista
perfetta eguaglianza di angoli, cioe ne sia esclusa qualunque diramazione
(Verzweigung) .

Mentre z e Z percorrono i corrispondenti segmenti rettilinei z8_1 z3 , a8_1ar

in direzione po

	

rimane inalterata la parte imaginaria di 1

dente soltanto da
intorno al vertice z,, e quip nel suo gi o
ssa it punto a,, dz ruota dell golo n-2,8 in direzione pose

men

	

conserva la sua direzione .

	

`ndi in un mezzo giro negativo

intorno ad a,, log . L cresce di (rt-

	

cioe in un intero giro positivo

cresce di

finita. Di qui semi it prodotto
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lingo l'asse delle X non ha punti di diramazione (Verzweigungspuncte), ne
di valor zero, ne di discontinuita, perche altrimenti K avrebbe od altri ver-

tici o vertici d' altra natura . Inoltre a (e quindi per la relazione (1) an-

che Z) dev'essere in tutta la superficie E monodroma, continua e diversa da
zero ; perche altrimenti la sua rappresentazione od avrebbe diramazioni e

quindi non sarebbe ad un solo strato, oppure si estenderebbe all'infinito .
La funzione Z adunque non e mai in E polidroma o discontinua, e deve

inoltre essere tale the in ciascun segmento a,_ 1

a

3 dell' asse delle X it

rapporto
mod .dz

sia costante, _ perche questi segmenti devono essere rappre-

sentati linearmente. ciccome per Y= 0 e d Z= d X, per la realtI della quantitd
a, it precedents prodotto sta in rapporto costante col suo modulo ; percid

	 z
mod. X

deve essere costante in ciascun segmento a, a., quindi per la sua con-
tinuity avra, lo stesso valore costante in tutto 1' asse Belle X. Indicando

questo valore con c, si ha per Y=0 :

log . X =log. mod . z± log . c ;

adunque nell' asse delle X la parte imaginaria di log- Z ad
essendo Z in E monodroma, continua e diversa da zero, cid non e altrimenti

possibile so non quando log . Z, e quindi anche Z, ha dappertutto to stesso
valor costante. Designando con A questo valore, si ha

(1}

	

dz=A (Z- a,)

	

2)

	

Z an
)

,°

	

dZ
,

dove ora it rapporto della costante A al suo modulo dove essere scelto in

modo, the modzdz ottenga nel punto zt it valore the corrisponde alla data

direzione da zn
Se a e 1' angolo di questa direzione con quella delle x crescenti, e c

una costante positiva, si otterry

(2)

	

dz=cea~(a, ---

Annadi di Materatinn .
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supposto the la variabile venga limitata alla superficie E, e ciascun fattore

a8 -1
(aa _Z)

venga definito colla condizione di rimanere positivo nell'asse delle X, finche
sia X < a, . Ponendo con queste limitazioni

(3)
ati,

	

A i

ce la,-Z)

si ottiene mediante 1' equazione

(4)

1

	

an -l

	

~`"-4
(a i Z) :` . (a,, - Z) " --

z
z-z'=

Z
dZ,

-x

la richiesta rappresentazione di E sopra F .
ai-1

Indicando it lato del poligono fra i vertici z8, za+ , con La , si ha :

a 2

	

a3

	

an

(5) L;= mod. ~,dX, L2- mod.ZdX	Ln_1 - mad.ZdX
a,

	

az

	

a~-1
00

	

a I

mod.ZdX± m=

	

od.ZdX,
a?z

L,n

se dappertutto in mod .,, vien posto Y=O .

Siecome Z in E non presenta ne diramazioni nL discontinuity,, cos! IZd Z

preso lungo l'intero contorno di E e nullo, cioi avuto riguardo alla (1)
cc
`ZdX==O,
-x

ove si integri lungo la linea Y=±0 . Di qui si hanno due equazioni fra i
lati L e gli angoli 2,, the non sono altro the le condizioni conosciute perch8
it poligono K sia chiuso .
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VI.

Per gli antecedenti risultati 6 risoluto it problema dell'art . I V per ciascun
poligono F, di rappresentare cioe semplicemente E su F in modo che a
ciascun punto dell' una superficie corrisponda un punto unico dell' altra .

Siccome per ogni posizione del punto Z in E e dato it corrispondente
punto z di F, cosi si pub in particolare per 1' espressione

w= Z-Z,
Z- Z'o '

dell' art. IV, sempre assegnare it punto z,, di F corrispondente a Z0, per it
quale l'ultima formula dell'art . I offra it valore cercato di U. In questo senso
adunque (e la pin parte delle soluzioni di tali questioni non vanno pin oltre)
la questione di determinare U si pua considerare come risoluta per tutti i
poligoni F.

Affatto diversamente si presenta la questione quando non si voglia con-
tentarsi di 66, ma invece si domandi che la quantity, Z0 , che occorre per
la formazione di w, venga determinata per ciascuna qualsivoglia posizione
del punto o di F.

Infatti questa domanda non altro significa se non che, mediante la inver-
sions dell'equazione (4), Z sia presentata come funzione di z .
Un esame pin diligente mostra che sono solamente quattro i poligoni F

per i quali questa equazione puo essere posta senza ulteriori modificazioni,
vale a dire it rettangolo, it triangolo equilatero, e due triangoli rettangoli,
P isoscele cioe e quello i cui angoli all'ipotenusa sono di 30 0

	

0
In tutti gli altri casi o deve essere limitata la variability, di z e Z nelle

superficie F ed E, onde non si ottiene alcuna semplificazione, mentre va
perduta 1' importanza analitica del problema ; oppure, ove si richieda la in-
versione con variabili illimitate, it problema della rappresentazione dev' essere
posto altrimenti .

Ed invero, se in F i rapporti angolari sono tutti razionali, e quindi a una

funzione algebrica di Z, si puO facilmente per questa funzione determinare
la superficie T rappresentante it suo modo di diramazione (Verzweigunsart), e
I'ordine 2p± 1 della sua connessione (Zusammenhang), ed allora per conse-

guire 1'inversione dell'equazione dz.-ZdZ, devonsi aggiungere a questa,

come 6 noto, anco a p--

	

uazioni dza	dZr, dove tutte le Za sono



100 G h r is t o f f e 1 : Sul problema delle temperature stazionarie, ece .

funzioni algebriche diramate come T, e tutte le z . sono integrals di prima spe-
cie non aventi tra loro relazioni lineari, alla quale ultima condizione in virtiu
dell'e quazione (1) dell' art . precedente sodisfy anche z .

In termini phi semplici, cid significa doversi in questo caso rappresentare
simultaneamente E su p superficie, una Belle quali a la stessa F, e le altre
dipendono da F. Il caso di p=1 mostra giy the da questo punto di vista
it problema primitivo si decompone in infiniti gruppi di casi particolari .

Del resto, da queste considerazioni risulta the i risultati dell'articolo prece-
dente insegnano in ciascun caso a conoscere la classe di funzioni alla quale
appartengono w e ~, anche quando l' espressione di U sia stata trovata per
altra via.

VII .

render possibile, collo svolgimento di un ese pio
trattato anc altri metodi, it confronto fra questi ed it processo qui
esposto. Noi scegliamo per brevity it piiz semplice di tutti, cioe it caso the
la superficie F sia un rettangolo . Assumendo nell'art. I, la funzione arbi-
traria cp=0, si pud assai facilmente determinare per questa superficie la U
col metodo dato da FoURIER (cfr. LAME Lecons sur les functions inverses
des transcendantes,

	

) ma it principale risu

	

delta ricerca, doe la de-
terminazione

	

di funzioni dalla quale dipende la
si potrebbe riconoscere per questa v a the a stento, sebbene la

	

r
verificazione del medesimo non offra alcuna diffi.colty .

Siano a e b i lati del rettangolo F, posti rispettivamente sugli assi delle
x, y positive. Noi possiamo allora porre :

`"1=a, z2 =a-i-bi, z;=bi, z4 =O ,

ed otteniamo

quindi

%1=1Z=~~g=A4= ? , a=0,

z =C: ~(a1-Z)(a2-Z)(a3-Z)(a4-Z),

dove la radice 6 definita come dianzi .
La superficie T e a due strati (zweiblattrig), coi punti di diramazione

a1 <a2 <a,<a{ situati sull'asse delle X. Assumendo, 66 the e lecito, pei
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limiti ai quali si estendono i due strati di T gli orli delle rette congiungenti
al con a 2 , ed a 3 con a4 , fra questi limiti gli strati saranno connessi, ed E
sara la meta positiva (corrispondente ad Y> 0) del primo strato .

Per questa connessione di T e per le condizioni imposte all'espressione

Z, questa ottiene 1) valori contrari in due punti di T situati l'un sopra l'altro,

ed invece 2) valori coniugati in due punti coniugati dello stesso strato .
Facendo inoltre nella solita maniera, a partire da un punto in E, un taglio

trasversale (Querschnitt) intorno ad al a 2 , e l'altro intorno ad a2 a3 , ne viene
the Z per 1' equazione dz=Z d Z 6 determinata come una funzione di z
ad un solo valore, avente i due periodi 2a, 2bi, i cui valori emergono anche
da cid the segue .

Trasportando in a 2 it punto d'incontro dei due tagli trasversali, e ridu-
cendo quest' ultimi a linee rette, la connessione del primo strato col secondo
tra al e a 2 , ed in ciascuno strato la connessione della meta positiva colla meta
negativa fra a2 ed a 3 , sara tolta . La rappresentazione della superficie T' cosi
modificata, sul piano z, diviene un rettangolo H, i cui lati 2a, 2b sono para-
lelli agli assi delle x, y, e le cui diagonali s'incontrano nell'origine z4-0,
e del quale adunque F 6 quella quarta parte the cade nel quadrante po-
sitivo .

Per dimostrarlo, si tiri anzitutto in ciascuno strato da a 4 al corrispondente
punto Z una linea, in modo the le due linee cosi ottenute si coprano ;

z
allora la comma degli integrali Zd Z, presi lungo queste due linee, sara

a4

nulla, quindi a due punti di T' giacenti l' uno sull'altro corrrisponderanno
due valori contrari di z, cio6 due punti del piano z la cui congiungente
passa per l'origine z4 =0 ed 6 ivi divisa per meth .

Tirando inoltre da a4 sullo stesso strato di T' due linee simmetriche ri-
spetto all' asse delle X, cioe congiungenti soltanto punti coniugati e termi-
nate in siffatti punti, si otterranno mediante 1' integrazione valori coniugati
di z anche nei punti estremi . Due punti coniugati dello stesso strato di
T' vengono dunque rappresentati nel piano z in due punti coniugati, cio8
situati simmetricamente rispetto all'asse delle x .

Da cid risulta subito the H 6 la rappresentazione di T' . Se i rettangoli
nei quali vien diviso II dagli assi coordinati nell'ordine con cui si succe-
dono in un giro positivo intorno all'origine, si denotano con F, F,, F 2 , F3 ,
possiamo concludere, siccome per le condizioni del problema E 6 di gia
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rappresentato su F, the la parte positiva del secondo strato cQperta da E
sara rappresentata su F2 , la meth negativa del primn strato su F ., e quella
del secondo su F1 . Contemporaneamente e dimostrato the 2a, 2bi sono i
moduli di periodicity di z .

Questi risultati sono sufficienti per esprimere la funzione :

i Z-4w=er

mediante z . In fatti se z,, e quel punto di F the corrisponde al punto Z0 di E,
allora Z--Z0 diventa in II nei due punti z0,-z0 infinitamente piccola del p
ordine, ma fuori di questi diversa da zero . Se z' 0 6 conjugato a z 0 , Z- Z'0
non 6 mai in II eguale a zero, fuorch6 nei punti z' 0 , - z' 0 , nei quali 6 infi-
nitamente piccola del primo ordine . Quindi w 6 una funzione di
valore, coi periodi 2a, 2bi, la quale nel rettangolo II dei periodi 6 infini-
tamente piccola solamente per infinitamente grande sola-
mente per z--(z'0,-z'0), e sempre del primo ordine ; e per Z== cc si ri-
duce a e7 .. Di qui segue the mediante la fanzione di JACOBI :

I
0,(x)-2q'senx

-e nella forma :

Z-A

0

24

4-'Sen 5x - - -

I

ominatore a conjugato al nu-
ratore, onde it modulo di questo fattore sarb,==1- Quindi, se la quantity
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eYi, soggetta soltanto a quest'ultima condizione, si assume eguale al fattore
di C, riescirh C=1, epperd :

6
(7, (z- zo)

	

(7-,(z+
a2bi

	

•O '

	

2bi
'/ (z-z'o)l/

e/
I/ , (z + z'o)O 11

	

2bi

	

I

	

ll

	

2bi

Moltiplicando quest'espressione di w, coll'espressione the ne risulta per
it valore coniugato w', si otterra ii quadrato del mod . w, e quindi per la
determinazione di ZI nel punto z, di F:

e 2~=ww', ~= a log. ww' .

Decomponendo w in u+ iv si risolve inoltre it problema di rappresentare
it rettangolo F sul cerchio u2 +v2 <1, in modo the it centro del cerchio
corrisponda al punto zo di F, da scegliersi arbitrariamente .

I tre altri problemi accennati nell' art. VI, per i quali soltanto 6 ancora
possibile la rappresentazione di w per mezzo di z, si possono del pari risol-
vere facilmente coi mezzi qui adoperati .

Zurigo, 25 marzo 1867.
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