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Die vortiegenden Untersuchungen beziehen sich auf die Geometrie im 
,~Riemannschen Raum", in dem die MaBbestimmung dadurch festgelegt 
wird, da6 das Quadrat des Bogenelementes ats eine beliebige positiv definite 
quadratische Differentiatform mit ver~nderlichen Koeffizienten gegeben ist. 
Es wird unter anderem gezeigt: 
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1. Nur auf den Fliiehen mit konstantem Gau~schem Krfimmungsma~ 
gibt es geschlossene Kurven mit konstanter geodgtischer Kriimmung, 
die sich bei Wahrung ihrer Eigensehaft auf jeden Fl~ehenpunkt 
zusammenziehen Iassen. 

2. Nut in den R~iumen mit konstantem Riemannschem Kriimmungs- 
marl (Kriimmungstensor) haben die geodgtischen Kugeln r ~ konst. 
in jedem Flgchenpunkt dieselbe mittlere Kriimmung. 

3. Nur in l~umen mit konstantem GauBsehen (skalaren) grfimmungs- 
maB kann es gescMossene F1/ichen mi~ konstanter mittlerer Krfim- 
mung geben, die sich bei Wahrung ihrer Eigenschaft anf jeder~ 
Raumpunkt zusammenziehen lassen. 

In einer fo]genden Arbeit werden verwandte Probleme behandeltl). 

I. Zweidimensionale Mannigfal t igkeitem 

w  

P r o b l e m s t e l l u n g .  

In der euklidischen Ebene kann man den Kreis auf zweierlei Art 
definieren: 

1. als Oft aller Punkte, die von einem gegebenen Punkte die gleiche 
Entfernung haben, 

2. als Kurve konstanter Kriimmung, oder, was auf dasselbe hinaus- 
l~uft, als Extremah des isoperimetrischen Problems. 

Geht man von der ebenen Geometrie zur Geometrie auf einer krummen 
F1/iche fiber, so behalten beide A.rten der Definition ihren guten Sinn, und 
es fragt sich: Welche Kurve soll man anf der krummen Fl~che als ,,Kreis" 
bezeichnen, die auf die erste, oder die auf die zweite Art definierte? 

Es soll der kurzen Ausdrucksweise halber, entsprechend den beiden 
Definitionen, zwischen ,,Ent]eruungskreisen" und ,,Kriimmungskrei~en" 
unterschieden werden. 

Es liegen die Fragen anf der Hand: 
I. Wie muB die Flgche beschaffen sein, damit die Entfexnungskreise 

zugteich Kriimmungskreise sind? 
II. Wie muff die Fl~che beschaf[en sein, damit die Kriimmungskreise 

ebenso wie die hinreichend kleinen Entfemungskreise sgmtlich ge- 
seMossene Kurven shad, jene also vor diesen nichts voraus haben. 

Dis Fl~che werde aIs analytisda vorausgesetzt. 

x) 'Die Fragen, die bier und Sl~ter untersueht werden, sind zum groBen Tell 
yon W. Blasehke aufgeworfen worden. Ich will nieht unterlassen, ihm an dieser 
Stelle fiir die reiehen Anregungen, die ich im letzten Jahr yon ihm effahren habe~ 
zu danken. 
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w 
Die Metrik der krummen Fl~iche 

kann auf verschiedene Weise gegeben werden. Sie ist einerseits bestimmt, 
wenn man das Bogenelement ds bezogen auf irgendein Koordinatensystem 
der Flgehe kennt, andererseits, wenn die GauBsche Kriimmung der Flgche 
als F'anktion des Ortes bekannt ist, oder, was auf dasselbe hinauskommt, 
wenn in einem Ftgchenpunkte die Kriimmung und ihre s~mtlichen Ab- 
leitungen nach der geodgtischen Entfernung r yon dem betr. Punkt, Ko, 

\ 8r~/o' "" "' gegeben sind. 

Leg~ man als Koordinaten auf der Flgehe Polarkoordinaten zugrunde, 
indem man einen beliebigen Fli~chenpunk% O als Nullpunkt und eine be- 
liebige Richtung in ihm als Nullrichtung w/ihlt und jeden Punkt der 
Fl~che durch seine geodgtische Entfernung r von O und durch den Winke] 
bezeichnet, unter dem die den Punkt mit dem Nullpunkt verbindende 
geodgtische Linie im Nullpunkt einlguf~, so nimmt das BogeneIement nach 
Gaul] die Gestalt an 

(1) ds~ = dr ~ -~ a(r ,  q~)dq~ ~. 

Dttrch G (r, ~) ist dann die Metrik der Fl~che vollst~ndig bestimmt. Das 
GauSsche Kriimmungsmal~ K(r ,  ~) der Flgche im Punkte r, ~ driickt 
sich durch G (r, qg) folgendermal~en aus: 

1 a" ~/G (r, ~) 
(2) K(r ,  q~)-~ ~/V(r, q~) ar~ 

Ist umgekehrt K (r, ~v) gegeben, so ist (2) eine Differentialgleichung 

f ~  ~/G(r, cp). Ihre  LSsung ist vollst/indig bestimmt, wenn noch zwei 

Nebenbedingungen fiir t/G(r, cp) vorhanden sind, die die beiden in der 
allgemeinen LSsung von (2) auftretenden wiltldirlichen Funktionen yon 
festlegen. 

Zwei so]che Nebenbedingungen fiir 1/G(r, ~0) sind vorhanden. Da im 
Unendlich-Kteinen jede krumme Fl~iche als eben angesehen werden kann, 
jeder Kreis also beim Zusammensehrumpfen seines Radius in einen ebenen 
Kreis iibergeht, so mul~ der zum Winkel q~ gehSrige Bogen des Kreises 
r ~ konst, in der Grenze r--+ 0 zu null werden, fiir jedes ~; und es mut~ 
die Xnderung des Bogens mit dem Radius in der Grenze r --~ 0 gleich q~ 
werden fiir jeden Weft yon q~ 

,=-olim/1/G (r, 9~) d 99 ~ 0; 

~p 

tim [ a_~ dq) 
r=Oo J ~r ~ q:'~ 
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d.h.  es muB 

sein. Diese beiden Nebenbedingungen zu (2) hinzugefiigt gestatten G (r, ~) 
aus K(r ,  q~) eindeutig zu bestimmen. 

Fiir K ~-konst.  l ~ t  sich die LSsung yon (2) sofort hinschreiben. 
:In diesem Fa]le ist (2) die Differentialgleichung der harmonischen Schwin- 
gung, und es ist, unter Beriicksichtigung der Nebenbedingungen, 

1 (~) V~,. ,  ~) = ~ i . ( V ~ ) .  

Ist K =  K ( r ,  q)) gegeben, so kann man, da nach (3) (gG)o and 

( ~ ~/G~ bekannt sind, die folgenden Ableitungen yon VG an der Stelle 0 
~r ]o 

aus (2) der Reihe nach berectmen und fiir }/G die Reihenentwicklung 
im Nullpunkt angeben. Es ist 

~odal] 

und  

(l/G)o =- 0; k -bT /o=  1; \ ar~ / o =  0; 

- g o ;  _ _ 

~/a  (r, e ) =  r -  x ~  - 3~ 
2 ~K 
4, (-~-r)o r4 + - . .  

/ K. 
ds"~ ~- dr  ~ + r" (1 -- 

\ 

~K q~e. 
3! " 

w 

Die geod~itiselle Kr i immung der Kurve r ~ - r  (~)  

bestimmt sich bei bekanntem G(r,  cp) aus 

0r 
<7) - ---- 

G "I2 ( 1 +  

Darin bedeut~t r '  und r" die erste und zweite Ableitung yon r nach q~). 

Ersetzt man I/G(r, ~) dutch den gehmdenen Ausdruck (5), so be- 
kommt man die geodiitische Ir~iimmung der Kurve r -=  r(q~) flit die auf 

die vorliegende Art dutch K o, (00K)d . . .  gegebene Fl~he. 

~) Die Formel (7) ist aus der Formel von Bonnet fiir die geod~tische Kriim- 
mung einer Fl~ehenkurve (siehe etwa L. Bianchi, Differentialgeometrie 1910, w 76) 
~ofort herzuleiten. 

Mathematische Annalen. 83. 19 
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Es ist 

_ _ _  _ _ ( ~ ) o , ~ +  ) I 3' " ' "  

(8) ~ 4, ~ o 
~ 1 ~K 

1 1 1 ~go .~ I ( ~ K ]  
-~=~(  + T "  + ~ . . t , , , o " - ' " )  
1 1 1 Ko r~ 1 OK 

~.,.=~( +-~ +~(~)o,~+...) 
in (7) eingefiihrt, wird 

1 l { ( l _ K O r ~  1 ~/~ ~or~ r ~ 
-=-:  -- -7~L1-F ' - s  + ~ - ~ - ~ o  + ' " ] )  

1 "~K ~;' (1 +~,o + ~ i~)o,~ + )  ~! ~ \-s �9 r + . . .  

,- ,,.,~ •  �9 :o r-~ r ~ +  . ) } .  
" t l + ~ ( l + - ~  - + 3 ,  ', ~ Jo "" 

w 

Die Entfernungskreise r = konst. 

Die geod~tische Kriimmung der Enffernungskreise ist naeh (9): 

1 1{1 Kor ~ l ( 0 K )  r,~ + . . . . } .  
(~0) ~=~ -~ -~ ~ o 

Daraus folgt: 
Die Entfernungskreise r = konst, haben nut da~n konst~nte geod~itSsche 

Kriimmung, wenn ' "~(-~-1 yon q~ unabhgngig ist. D.h. aber, im Null-. 
0 

punkt muB K stationer sdn. Ds nun der Nullpunkt ganz beliebig auf der 
Ft~che gewghlt wa~, so folgt, dai~ die Kriimmumg K auf der ganzen Fl~che 
konst~nt seia mul~. Diese Bedingang is~ bekanntlich auch hinreichend. 

zYur au[ den Fl6,r lr Kri~mm~ngsmafies haben die Ent- 
]ernungslcceise kon~a~te geodgitische ~ri~mmung, shad also die Entfernungs- 
t~dse zugleich Kriimmangskreise. 

~ r e  K l q i m m t m g  i s t  

(~ ~) i = r  ~tg ( ~  ~), 
H i  i i 

bzw. ihr Radius cturoh ~ ausgedr:dekt: 

~K K K ~ (1~) r ~  arcgg(g~: e )  = e - -~ e" + ~ -  e ~ - . . .  
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w 
1 

D i e  ""-"~- - "---- "JtrummungsKre~se - -  ~ k o n s t .  

Die Gleichung (7) bzw. (9) stellt die DifferentialgIeichung der 
Kriimmungskreise 1 :Q=kons t .  dar. Es handelt sieh durum, diese 
Differentialgleiehung far eine beliebige Fliiehe, d.h. ein b31iebiges K (r, ~) 
zu 15sen. 

Im Unendlich-Kleinen ist jede krumme Fliiehe als eben anzusehen, 
d.h. im Unendlieh-Kleinen fallen auI jeder Flgche die Kriimmungskreise 
mit den Entfernungskreisen zusammen, die ihrerseits in ebene Kreise 
iibergehen. Jede 8char von Kriimmungskreisen enclet also bei Unendlich- 
Kleinwerden ihres Parameters ~ in einer Schar von ebenen Eatfernung~- 
kreisen. Es gibt somit eine Schar yon Kriimmtmgskreisen, die die un- 
endlich kleinen konzentrischen Kreise um den Nullpunkt in sieh enth~i[t. 
Diese Schar hat die Gleichung 

(13) 

worin b (@,  c(~) ,  d(q~), . . .  noch unbekannte Funktionen yon ~ sin& 
Es handelt sieh far uns durum, diese Funktionen zu bestimmen und fest- 
zustelIen, wie die Fig&e, d.h. das K(r,  cp), besehaffen sein mul3, damit 
sie atle periodiseh sind in q) mit der Periode 2n; nut dann sind die (lurch 
(13~) daxgestellten Kriimmungskreise nuch einem Umlauf gesehlossen. 

Gehen wit mit (13) in die Differentialgl. (9) hinein, so bekommen 
wit eine Identitiit in 0, und eine Koeffizientenvergleiehung hefert uns die 
erforderlichen Differentialgleiehungen ffir unsere unbekannten Funktionen 

. . .  

Zungchst sei jedoch der kiirzere A_nsat~: r=e+b(q~)o~ ~, r'~-b'(cf)e~; 
r "=  b"(q )e in (9) eingefiihrt. Indem wit demgemgl~ alle hSheren als 
1. Potenzen yon ~ gegen 0. Potenzen vernachliissigen, erkennen wir soforg, 
dal3 alle die Glieder in (9), die yon der Kriimmung der Flgche herriihren, 
nicht in Wirkung treten. Es wird einfach 

(14) 1 1 b" )  ~-----~{1-- ( b +  ~ + . . . } ,  

d.h. in zweiter Ngherung ist die Geometrie der Flgche noch als euklidiseh 
anzusehen, was man iibrigens auch direkt aus dem Linienelement (6) 
hgtte entnehmen kSnnen. 

b-=--0 ist eine L/Ssung der aus (14) folgenden Differentiatgleiehung 

I. b" + b = O .  
19" 
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Wir 
maehen: 
(15) 

Gehen wir 
so wird: 

diirfen also fiir die LSsung der Differentialgl. (9) den Ansatz 

r = e + ~ ( , ) e  ~ +d(~)e' + . : :  

nunmehr mit diesem Ansatz (15) in die G1. (9) hinein, 

L = L ( 1 - c e ~ - d e * - . . . )  1 - y  - u  ~7  o 0 
. .~ K o e o  " 1 (aK~ e~ + )  

- (~,) + ...}. {1+ (.o,) + . . . }  

(16) y = e t I  1~1- -  c + c " +  e ' - -  d+d"-4:-u ~. . . . . .  

Wit bekommen somit fttr c(to) und d(9)  die Differentialgleichungen: 

II. c " + c -  Ico 
3 '  

III .  d"  + d---- -- Z ~ o" 
(17) 

Die Gleichung II hat wie I nur periodische LSsungen in ~ von der 
Periode 2z.  Sie sagt aus, dab in 3. Niiherung jede Fl~ehe als Fl~he 
konstanter Kriimmung angesehen werden kann (vgl. (12)). Die Gleichung III 
dagegea hat keine periodische LSsung mehr. III ist die DifferentiaIglei- 
chung der erzwungenen Schwingung mit Resonanz. Da n~mlich K (r, ~) eine 

Ortsfunktion ist, so hat a K -~r an jeder Stelle in einer Richtung einen Ma~mal- 

wert und in jeder zu dieser Richtung unter einem Winkel 9 geneigten 

Richtung den Weft ~-r •:x c~ ~" Es ist also 

1 I~K t . e o s ~ ;  (18) III. d"+d--~--u  

ihre LSsung ist: 

( I9)  d ----- -- g -~- M~x9 sin ~ + A cos ~o -+- B sin ~0. 

Es muff also, damit III eine periodische LSsung hat, notwendigerweise 

- - ( ~ K ) = 0  die GauBsehe Kriimmung der Fl~che im Nullpunkt also 
a--~o 

~tationi~r sein. Da der Nultpunkt kein ausgezeichneter Punkt der Fl~che 
war, so folgt, daft die Fldche notwendig eine Fldxhe kdnstanter Kri$mmun9 
aei~ muff, damif die Kriimmungs~eise sgmtlich geachlossen sind. 

Es finder damit eine Behauptung yon G. Darboux 3) ihre Bestiitiffang. 

*) G. Darboux, Th6orie des surfaces, 3 (1894), S. 151. 
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IL Mehrdimensionale Mannigfaltigkeiten. 

w 
Problemstellung. 

Wie in der euklidischen Ebene den Kreis, so kann man im euklidischen 
Raum die Kugel auf zweierlei Art erkl/iren: 1. als geometrischen Oft 
aller Punkte, die yon einem gegebenen Punkte dieselbe Entfernung haben; 
2. als geschlossene Fl~che konstanter mittlerer Kriimmung, wobei die mitt- 
lere Kriimmung einer Fl~che entweder als arithmetisehes M~ttel der Haupt- 
kriimmungen oder dutch die erste Variation der Oberfl~iehe definiert ist. 
Wit wollen im folgenden die zweite Art der Definition flit die mittlere 
Kriimmung zugrunde legen (Genaueres dariiber in w 7). 

Gehen wit aus dem Raurn mit euklidischer Geometrie in einen Raum, 
dessert Geometrie dutch eine beliebige positiv definite quadratisehe Form: 
d s e = - Y g i ~ d x ~ d x k  gegeben ist, so haben auch bier die Beg.rifle ,,Ent- 
fernung" und ,,mittlere Kriimmung" ihren guten Sinn, und es liegen die 
Fragen nahe: 

I. Wie mug die, Metrik des Raumes beschaffen sein, damit die auf 
die erste Art als ,,Entfernungskugeln" definierten Fl~chen konstante mitt- 
lere Kriimmung haben? 

II. Wie mu~ die Metrik des Raumes beschaffen sein, damit es in 
ibm geschlossene F1/ichen konstanter mittlerer Kriimmung gibt, und zwar 
derart, dal~ sich diese gesehlossenen Fl~ehen konstanter mittlerer Kriimmung 
auf jeden Raumpunkt zusammenziehen lassen ? 

w 

Die ,,mittlere Kriimmung" einer FlJiche 

sollte definiert sein dutch die erste Variation der Oberfl~he dieser Fl~iehe. 
Genauer: Verschiebt man jeden Punkt eines Oberfl~chenelementes dO der 
Fl~he um ein kleines Stiickchen 6n in Richtung der Fl~chennormalen, 

so soll die proportionale Xnderung der Fl~chengrSl~e ,~dO dividiert durch 
dO ' 

--2 6n, als ,,mittlere Kriimmung" der Fl~iche an der StelIe von dO bezeich- 
net werden. Wir schreiben 

( 2 0 )  . + = 

Die Sehreibweise, die auf die andere Definition der mittleren Kriimmung 
als arithmetisches M~ttel der Hauptkriimmungen deutet, soll ungeachtet 
(lessen beibehalten werden. 
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Allgemein sei die mit'ttere Kriimmung einer ( n -  1)-climensionalen 
F1/iche im n-dimensionalen Raum erkl~rt dutch" 

(2~) ~ - ~  ~+E+"'+~-~_~  =<~-~)~  ~o" 

Diese Definition der mit~leren Kriimmung ist fiir ]ede Riemannsche Metrik 
brauchbar. Ist die Geometrie des Raumes gegeben durch d s  ~ ~ X g ~  d x ,  dx~ ,  

so ist die Geometrie der F ldche  x~ ~ x~ (u ,  v ) ,  die sich in diesem Raume 
befindet, gegeben dutch ihr Linienelement 

ds~  = E d u  ~ + 2 F  d u d v  + G d v  ~-, 

worin 
Z ,  ~x,. ~xk. 

(22) E --= ~.~ g i ~ -~u ~ u ' G gi~ ~v ov 

ist, und als ihr Oberfliichenelement ergibt sich: 

(23) d O  = ( E G  - -  F " )  '/~ d u d v .  

Im Raum yon n Dimensionen ist entsprechend d~s Oberfliichenelement d O  

der n -- 1-dimensionalen Fl~che xi  --= x i ( u ~ . . ,  u,~_~) 

( ~ )  d o  = i r,,~ !~/"" d ~  du~ . . . ~ , ~ _ ~ ,  

worin i 7,,- I die Diskriminante yon dem ds ~" der betreffenden Fl~che darstellt. 

Zur Bestimmung der mittleren Kriimmung haben wir noch die Fliichen- 
normale nStig. Die Komponenten der Fl~ichennormale yon der Limge 1 
seien ~ ,  ~:, ~s. Dann gilt: 

~ -  ~ --=- 0; ~ gi~ - ~  ~ = 0 ; ~ g ~  ~ ~ -- 1. 

Daxaus sind die ~ zu berechnen. 

Variieren wit 
indem wir setzen: 

so wird 

nunmehr die Fl~che in der vorgeschriebenen 

~u 

Weise, 

~x~ ~x~ V7 ~x, = ~ +  2 ~ Z g , ~  a~' ~ + ~nZ~g,~ + ~n.Z., g~,,~ r ~ ~u au ~u 
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In gleieher Weise findet man die variierten Ausdriicke F*  und G* 
yon F u n d  G. Man bekommt" 

i E*= E - - d n . E ' =  E - - ( t n ( 2 L  +.E_~), 

F * - ~ F - -  3 n . F ' = F  ~ ~ n ( 2 M ~  , 

[ G * = G - - S n . G ' = G - - ~ n ( 2 ~ + G ) .  

Darin bedeuten: 

(27) 

L-~ -- ~ ~u "~u ; 

M 
\ ~ u  ~v ~u ~v / ' 

Es wird somit 

dO*= ( E ' G * - -  ~*)~/" dudv  

= d O  - -  - -  

und demnach 

~ _ ~ g ~  ~x( ~xk. 

bg~ 

~n { E ( 2 I + G ) + G ( 2 L ~ ,  E ) - - 2 F ( 2 M - d - F ) } d u d v  
2 

1 ~dO ((~n---~O) die mittlere Kriimmung --2,~n dO 

<2s) ~ - ~ - - l - - - I  (1  I ") __----1 N ( 2 N + G ) §  

~ ~ 4 E G -- F -~ 

Die mittlere Kri~mmung tier ( n -- 1)- dimensionalen Fldche 
xi(u 1, ue, . . . ,  un-1) im Raum yon n Dimensivnen berechnet sich ganz 
entsprechend. 

Bezeichnet man die Matrix des Linienelementes der Flgehe mit 1}'~ , 
so dab 

~x~ b xk 

ist, bezeichnet man ferner die zum Element 7, ,  gehSrige Unterdeterminante 
tier Matrix t7,~ ! m i t / ' , , ,  und setzt man schlie]lich noch entsprechend 
den friiheren Bezeichnungen 

so wird die mittlere Kriimmung der Fl~che x~ (ul ,  u. 2, . . . ,  u~_~) 

(2sa) ( - - ' )  tE + 3; "" ~-~-i = 2-(~ :?" ~ x.... r . ,  
, ,  u ,  
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w 

Koordinaten. 

Es sollen zweierlei Koordinaten nebeneinander benutzt werden, die 
Riemannschen Normalkoordinaten mad geod~tische Polarkoordinaten; diese 
zur Dttrchfiihrung der Rechnung, jeae zur Deutung der Resulta~e. 

Riemannsche Normalkoordinaten. Das die Metrik unseres Raume~ 
bestimmende Linienelement d s ~ =  Zgi~ d~idx~; ds "~ > 0 1~1~ sidh immer 
so transformieren, da$ es ~ irgendeinen herausgegriffenen Punks O des 
Raumes die Form hat: ds~ = Zdx~.  Wit haben dann im Punkte O 
ein orthogonales Dreibein festgeleg$. Wir kSnnen nun, bezogen auf diese~ 
orthogonale Dreibein (bzw. n-Bein), jeden Punk~ des Raumes dutch seine 
Polarkoordinaten benennen, durch seine geodiitische Entfernung r yon O 
dud dutch die Richtung, oin de~ der ,Punkt yon 0 aus gesehen wird. Die 
Riemannschen Normalkoordinaten sind dana erkliirt dureh 

Yi~-~ r \ ds /o �9 

{ d ~  sind die Richtmagskosinus im Nullpunkt, Die \ ds/o 

Z y: = r ~. 

In diesen Koordinaten hat das Linienelement des Raumes die Form: 

- : _  _ _ - . _ . ,  , , , , . i , 

Darin bedeuten" Pi~ ~ y i d y ~ -  y~Eyi, und die ~ , r ,  sind Potenzreihen 
in den y~, die die einzige Bedingung erfiiilen m/issen, da~ sie flit kleine 
Yi konvergieren. 

(30) ?~i~.,, -:- ~r ~'~.,,Y~ + ~,~,,,Y~ -F- ~z,,,,y~ ~ . . .  

Dr~ch die ~i~.r, ist die Metri~ des Ra~!mes eindeutig festge- 
legt, umgekehrt sind abet die ~ , , ,  dutch die Metrik des Raumes_ 

noch nicht vSllig bestimmt. "Wegen der Identit~it Z p ~ p ~ 0 ~ - d  
i k ~ r #  

y i p ~ - ~ y ~ p ~ - ~ - y ~ p ~ O  ist das erst der Fall, wenn man noeh Nor- 
m~erungsgleiehungen fiir die Koeffizienten der ~ . ~  hinzufiigt. Die am 
n~ichsten liegenden Normierungen, die ihren Zweck vo!lstandig er/fillen, 
lauten -~ 

~) Vgl. H. Vermeil, Math. AnnMen 79 (1917), S. 289. 
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Fiir den Raum yon 3 Dimensionen kommen nur die 2. Normiertmgs- 

gleichungen zur Gelt;ung. Sie bedeuten fiir die R(t) . P,k, r s  

('32) ~t) ~(~) ~3) 

fiir ik  = 23, 31, 12. 

Die geometrische Bedeutung der r und R(t) /~i~.~s in den Potenzreihen 
~i~.~8 l~i~t sich leicht erkennen. Setzt man a l l e y  auBer y~ und y~ gleich 
null, so wird das Linienelement der dutch die Buchstaben i und k eharak- 
terisierten geodhtischen Fl~iche fiir die Umgebung des Nutlpunlctes 

ds ~" = dy~ + dy~ + ~k,~  " ~ 
i k  

oder in Polarkoordinaten: 

d s ~  dr ~ ~ r  z ( l  +ai~ ,i~r ) d ~ ' .  

Ein Vergleich mit (6) zeigt, da$ die t~i~ ' i~ bis auf einen Proportio- 
nalitKtsfakCor nichts anderes sind als die Gaul~schen Kriimmungen der 
geod~itischen Ft~ichen i k im Nullpunkt. Es ist a~, ~k = -  �89 

(33) Die Gesamtheit der %~,~, stellt den Kriimmungstensordes Raumes 
im Nullpunkt dar. 

(34) Die ~(t) ~ , ~  shad -- das l~l~t sich ebenso leicht einsehen ~ die Ab- 
leitungen der Tensorkomponent~n nach Yt im Nullpunkt (wiederum 
nut bis auf einen Proportionalits 

Die hSheren Koetiizienten in den Potenzreihen ~ , ~ 8  h~.ngen eben- 
falls in bestimmter, einfacher Weise mit den Ableitungen der Tensor- 
komponenten im Nullpunkt zusammen~). 

Durch einmatiges Verjiingen des Kriimmungstensors bekommt man 
die Richtungsinvariante der Kriimmung, z .B.  

bei 3 Dimensionen ffir die yx-Richtung: a~o., ~ + r ~ ,  

,, 4 , ,  , ,  ,, , ,  a ~  ~.~ + a~, ~ ~ -  a ~ ,  ~ ,  

(lurch zweimaliges Verjiingen die Ortsinvariante der Kriimmung, die 
skalare Kriimmuny .Zany, ~ (auch die ,, Gaufische Kr~tmmung" des Raumes 
genannt). 

Die sk,,alare Kriimmung eines Raumes ist also (bis auf einen Pro- 
portionalit/itsfaktor) das arithmetische Mittel der Gaul~schen K_riimmungen 

der n (n - 1 ) zweidimensionalen geod~itischen Fl~ichen, die sich in das orthogo- 2 
hale n-bein des herr. Raumpunktes einspannen lassen, und die Richtungs- 
invariante der Kriimmung ist das arithmetische Mittel der Gaut~schen 

5) VgI. H. Vermeil, ]. c. 
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Krtimmungen der n -- 1 zueinander orthogonalen geod~itischen Fl~iehen, die 
die betreffende Richtung enthalten. 

Die Riehtungsinvariagte der Kriimmung liigt sich dutch sin Ellipsoid 
l '"  O" 7,, veranschaulichen, dag ,,Kr~mmungse ~ps u~ genannt werde 

R ~ =  1, wobei im Nullpunkt R i ~ = ~ a ~ , ~ .  
~e 

Als Rich~ungsinvariante der Kriimmung liil~t sich auch die Differenz 
aus Ortsinvariante und der obigen Riehtungsinvariante, Par die y ;  Richttmg 

im Nultpunkt also l g z ~ , i ~ - - l ~ , ~ ,  verwenden. Die so definierte 
i k  k 

Richtungsinvariante ist dann die skalare Kriimmung des zu der betreffen- 
den Richtung (y~) orthogonalen Unterraumes in dem betreffenden Punkt. 

Ein Raum yon 3 Dimensionen ist ein , , t  laura kor~stanter Kri~m- 
mung", wenn die skalare Kriimmung sich yon Ort zu Ort nicht gndert, 
und wenn obendrein die Richtungsinvariante der Kriimmung einen von 
der Richtung unabhiingigen Wert hat, oder ansehaulich ausgedriickt, 
wenn das KriimmungseIhpsoid iiberall eine Kugel ist. In diesem Falle 
sind die ai~,i ~ alle einander gteich und die r 0 ( ik  ~ rs). Es mat 
noch bemerkt werden, dal~ aus der zweiten Eigenschaft die erste folgt. 
Hat  in jedem Punkt  des Raumes die Richtungsinvariante einen yon der 
Richtung unabhiingigen Weft, so iindert sich auch die skalare Kriimmung 
yon Oft zu Ort nicht a). 

Hat ein Raum mehr als 3 Dimensionen, so ist seine Metrik dutch 
das Kriimmungsellipsoid noeh keLueswegs gekennzeichnet, wie das bei nur 
3 Dimensionen der Fall ist. Ein R~ ist erst dann ein ,,Raum konstanter 
Kriimmung", wenn in siimtlichen dreidimensionalen Unterriiumen das 
Kriimmungsellipsoid eine Kugel ist. 

" n ~ Zwisehen ,,kovarm ten und ,,kontravarianten" Vektor- und Tensor- 
komponenten ist in der Schreibweise aus Bequemlichkeitsgriinden nieht 
unterschieden worden. Es hiitten sonst bei den ~ wie bei den y~ und 

z(tt abet s~imtIich unten stehen miissen. den 10~ die Indizes oben, bei den ~,i~,~s 

Pelarkeerdinaten. Wit wolIen nunmehr dazu iibergehen, das Linien- 
element der Riemannschen Normalkoordinaten in Polarkoordinaten urn- 
zusetzen. Es sei 

y l  ~ rcos~0~ 

y,. = r sin ~0 cos v 2, 
Ys :-= r sin ~ sin yJ, 

oder im Ranm ~ron n Dimensionen: 

6) F. Schur, Math. Ann. 27, S. 563. - -  G. Herglotz, Leipz. Ber. 1916, S. 203. 
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(s6) 

(s:)) 

Yi ~ r cos ~Pl 
y., ~ r sin r cos 9% 
y~ -~ r sin rf~ sin % cos % 

Y,,-1 ~ r sin q~l sin ~..,... sin q% _0 cos q~,,_ ~. 
(y , ,  ~ = r s i n q , , s i n % . . . s i n q ~ , _ : s i n ~ , _ , .  

Es ist dana _ y / - - ~  , und es wird 

.:, , r 2  o r .  2 o o . r ,-, o d~ " ~-  d r e w  - d ~ f ;  + sin ~ ;  dq~g T .. .  ~ r :  sin 99; sin q9~.., sin q~,i_e d~g_ 1 
.) 

-r r ' { B n d c p ~  - ~  Poo sin cp~ d q 0 . ~ . . . . .  4- P~_~, ,_  ~ sin ~ sin q).~.: .. sin 991_:dc;;_~ 

2~1~ sin q~, d ~  dq9 e ' ~ s  sin q~l sin q~dqo 1 d~3 ~ . . .  

-~ Bn-~, , -1  sin" q~i sin" % . . .  sin ~ ~n-a sin q%_~ d c f n _ ~ d ( f n _ l } .  

Darin sind die Pi~ Potenzreihen in r, deren Koeffizienten gewisse, 
noch zu besfimmende Funktionen der ai~,, , .~,  f l i ~ , , , ~ , " ,  und der qo~ sind, 

(37) P~k =': A ~  -7- 1 3 ~ r  C , ~ r "  - -  . . .  

Es handelt  sich jetzt  datum, d i e  A ~ ,  B , ~ ,  C i ~ , . . .  auszurechnen. 
Transformiert man die p ~  y ~ d y ~ -  y ~ d y , ,  so findeL man 

Pi~ = r"  {(s, % . . .  s i _  ~ c i �9 q s ,  s a . . .  s~_~  % - -  s~ ~,. . . .  s~_~  c~-  c~ s.., s~ . . .  s i _  ~ c/) d~f~ 

( s~ s,. . . . s , _  x c~ . s a c.,. sa . . . s ~ _  ~ c ,  ~ s~ s~. . . . s~ _ t c~ . s t co sa . . . s i _  t c~) d q'.,_ 

. . . .  o , �9 o . , o o ~ . ~ . �9 o ~ o o . . �9 o �9 ~ ~ �9 ~ 

( S l  8 e  " " "  8 i -  1 C i "  S l  8 2  " "  " C ) S ,  + 1 " ""  8 k  - 1 ~ t :  ~ " ~ 1  8 2  " ~  8 k  - i ( ~ k  " 8 1 .  8 2  " " " 8 % ~  8 ~ ' )  d c f  i 

-q- 8~ 8 e . . .  8~ _ ~ C, .  8 i 8., 8~ C~ ~- ~ 8 i_~ 2 �9 "�9 8~_ ~ C~ dq~ i+ i 

" ~  , �9 . ~ , ~ o , ~ . ~ ~ o ~ o . o . ~ 

8 ~  s o . . .  8 i _ a c i  " 8~ s.,_ . . . 8 ~  _ ~ 8 ~  d 9)~ }. 
s~ und c~ ist der bequemeren Schreibweise halber gesetzt flit sin q~, 

und cos(p~. Diese Bezeichnungsweise soll im folgenden immer gelten. 
Zu dem Bildungsgesetz der p~  ist noch zu bemerken, da~ die hervor- 
stechenden c i bzw. s/ (die sich yon ihrer Umgebung unterscheiden) bei 
etwa eintretender K o n k u r r e n z  mit  ihrea Nachbarn (wenn z. B. i : 1 oder 
k ~ 2 ist) die st/irkeren sind, und da~ c, = 1 und s ,  ~ -0  zu setzen ist. 

F ib  den Raum yon 3 und 4 Dimensionen bekommt man flit die p~ 
die dutch die TaheIlen (39)  und (40) wiedergegebenen iusdri icke.  

(39) ~ 9  ~ . ~  

291,, 

r*" dq~ r "  s t dy ,  

C ,  2 

8 1  

- -  C i Be 

- -  C 1 8 .  
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(40) 

t _ ,  . . . . . .  - _  - _ . - - - - - - -  

r ~ d~o I rZsld~'z l r~sisedq~a 
_ . . . .  

P~a 

P~a 

Ps~ 

kann man 

s, cs 

s~ s s 

ClC~C~ c l s~  

C1% S3 s i  % 

s~ �9 c a - -  s ~ c o s  a 

s~ . s3 { s~ c~ c a 

Daraus nun sofor~ die A ~ ,  B ~ ,  . . .  entnehmen. Ver- 
gegenw~rtigt man sich die Definition der A ~ ,  Br . . .  dutch einen Blick 
a~f (29),  (30),  (36) und (37),  so liefer~ die Tabelle (39) z. B. ~ den 
Raum yon 3 Dimensionen" 

Al i  "=" r l~ C~ @ccai ' 31 8~ al . 

A.~ rq~, ie cl 8e @ %i ,  ai 

-- 2 t~ea" ~e si c~ s., @ 2 ~e ,  ~ c~ & c~, 

c ~ ,  ai s~ s e @- a~a" i~ 8t Q �9 

den Raum konstanter Kriimmung (g/~, ~ -~- rz; r  -~- 0) wird Ffir 

A l l  = A.~ -= ~; A1. ~ = O. 

Fib den Raum yon 4 und mehr Dimensionen ergeben sich iihnliche 
Ausdriicke fiir die A,k , die indessen fSr die weiteren Betrachtungen nicht 
erforderlich sind, Was wit yon flmen wissen miissen, werden wit ohne 
Schwierigkeit aus den Tabellen fiir die p~  entnehmen kSnnen. 

D/e  Bi~ gehen aus den Ai~ hervor, wie m a n  erkennt, wenn man (30)  
and (37) beachf~t, indem man in den A ~  die ~ , ~  ersetzt dutch 

tim ~(s) sin ~ sin W 

Entspreehend die C ~  mid hSheren Koeffizienten der Potenzreihen P ~ .  

~'iir den Raum mit  der konstanten Kdimmung K isg" 

X ~ 0  tl13d ~(t) 

1 gsin  Ygr;  = o, ( gl. (4)). 

Naeh diesen Vorbereitungen kSmuen wir zu uuseren Problemen zuri~ck- 
kehren. 
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w  

Die Fl/ ichen r - -  konst .  

Das Linienelement der Entfernungskugeln r ~--konst. ist nach (36) 

ds ~ = r ~ {( 1 + PL~ r ' )  del l  q- ( 1 + Poo r ' )  s~ dcf.~ 
2 o 2 2 + . . .  + (1 A- P,~-l,,~-l r~ ) s l  s~. . .s , ,_~.dcf ,~_l + r " P l ~ s  I dcp1 def., 

+ . . .  A- r~'P,,--, . ,n-~'s~'8~ . . . s~ ,_3s ,_od~v ,_~dq~, ,_ l} ,  

somit die Matrix des Linienelementes (Pik ----~ Aik -~- Bikr + .--)" 

r ~- ( l ~ A ~ r " - + B ~ r ~ + . . . ) ;  s ~ A ~ r ~ + . . . ;  . . . . . .  

s~ A ~ r ~  + . . . ;  r~-( t-4-A. , .zr~'-+-B~rS+.. . ) .s~;  . . . . .  
( 4 3 )  I:,,,~ = 

�9 , . ~ - �9 ~ . ~ . . . .  �9 ~ �9 �9 �9 . . . . . .  

�9 ; r ~ ( l + A , _ ~ , ~ _ ~ r " + B n _ ~ , , , _ i r ' ~ + . . . ) s ~ . s ~ . . . s ~ _ . , .  

Da ffir die F1/ichen r = k o n s t .  ~ =  - - 1 ,  ~ , =  0, ~ a = 0 ;  6 n - - - - - - b r  
ist, wenn wir die Normale nach innen nehmen, so wird 

~ B~r3_~_. . . ) .  4 s l A l ~ r 3 + .  . �9 . . . .  ' 2 r ( l  ~ 2 A n r " +  ~ , ., 

' ~ ~ B . , , r ~ +  . . )  ~1; . "  ! 4s~Aa~ . . .  �9 2 r ( 1 - -  2A~.r"q-~ .  . . 
,~,,~1 = i @,.. ,  = i  . . . . .  ( 4 ~ )  ' ' - , , 

~ o �9 �9 ~ �9 o . �9 ~ o . . . . 

, . . .;  2 r (1--2A~- n- a, .-~ r "~'-V ~ B , , - ~ , . - ~ r 3 q - . . . ) s i " . . . s 2 -  .,_ 

and damit naeh (28a) die mitt lere K r i i m m u n g  der Ent /ernung~kugeln  

Die Frage war: Unter welchen Voraussetzungen hat die mittlere 
Kriimmung dieser Kugeln iiberall denselben Weft ? 

Die Antwort ist nach (45): Es mar ZAI,., einen vom Oft unab- 
hKngigen, konstanten Weft haben. Was das fiir die aik,~ 8 bedeutet, ist 
sofort zu erkennen, wenn man ~'A~,~, bildet. 

Wie man flit 3 Dimensionen aus (41), fiir 4 Dimensionen aus der 
Tabelle (40) und allgemein aus den Pi~ (38) ablesen kann, ist 

i t  i ,k  r 

i r t , k  r 

( b ~ i  Z y ~  = 1 ) .  

Man sieht" Damit ~'A~ auf der ganzen Einheitskugel denselben Wert 

hat, muff notwendig ~ a ~ , , ~  yon i tmabh~ingig und . ~ e % , ~ 0  sein, 
r 

d. h. die Richtungsinvariante der Kriimmung mul3 im Nullpunkt einen yon 
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der Riehtung unabh/ingigen Weft haben. Da der Nullpunkt ein beliebiger 
Raampunkt war, so gilt das fiir jeden Punkt des Raumes, und nach dem 
friiher erwiitmten Satz von F. Sehur und Herglotz (S. 298) foIgt daraus, dag 
dann aueh die Ortsinvariante der Kriimmung (die ,,Gaugsche Kriimmung" 
des Raumes) sich yon Ort zu Oft nieht i~ndert. Ein Raum yon 3 Dimen- 
sionen mua also ein , ,Raum konstanter Kr i immung"  sein. 

Die mittlere Kriimmung dieser Kugeln im Raum konstanter Kriim- 

mung ist, wie man erkennt, wenn man P ,  = Nsin"  f K r ,  P~k= O, setzt- 
i =~ k 

w 10. 
,(1 ,) Die Fl~ichen ~ ~ + ~ = konst, im R~. 

Die Differentialgleichung dieser Flgchen im Raum mit dem Linien- 
element d s " - = X g i ~ d x i d x  ~ haben wir bereits friiher aufgestellt. Es isV 

die Gleichung (28), 1) wenn wit in ihr g ~ @ 1 = konst. ---- - setzen. 

1 1 . N ( 2 N + G ) § 2 4 7  (47) 
Q 4 E G _ F  ~" 

Die Bedeutung yon E,  F,  G, L, M, N,  ~', F ,  G zeigen die For- 
meln (22) und (27). 

Ist das Linienelement gemgil (36) und (37) in Polarkoordinaten ge- 
geben - 

ds ~ =-- dr"  -4:- Gal d~  0~ ~ Go.~ d ~v': -4:- 2 G~ dq) d ~v, 
worin 

{ G l l ~ r " ( 1  �9 An  r ~ ~ B n  r a ~ Cll r~ - t - . . . ) ,  
(48) a ~ - s ~  (1 + A.~ r"- + B~"r ~ Jr C~..r 4 + . . . ) ,  

Ol~ " ~- s a . r '  (Aa. " + Ba. " r + Ca. " r" q- . . . ) ,  

so k6rmen wir flit jede Fl~iche r = r(q), ~f ) die E ,  ~', G; L ,  M ,  N; E ,  F,  a 
beredanen. Wir haben dann auf der feehten Seite yon (47) eine Funktion 
von r~ ~, r~ v, r~ v, r~, %, r u n d  ~o und damit die Differentialgleichung fiir 
die Fliiehen konstanter mittlerer Kriimmung in "der gewiinsehten Form. 

Wir verfabxen dann weiter so, wie wir es friiher bei der Behandlung 
des analogen Problems flit krumme Flgchen taten. Wir bedenken, dab 
im Unendtic~-Kleinen der Nauru als eben, seine Geometrie als euklidisch, 
angesehen werden kann und machen fiir die Differentialgleichung den 
IxSsungsansatz: 

r-=o~ +b (~o ,~ )o~+c (~ ,~ , )~o  "~ + . . . .  
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Indem wit gleich noch einen Schritt weitergehen and beriieksichtigen, 
~I~ auch in zweiter N~herung der Raum noch als eben anzusehen ist, 
as in genau der gleichen Weise folgt wie damals, setzen wi~ 

L9) r=o~  - l - c ( c p , ~ ) e a ~ d ( c p , ~ ) e ~ - f - e ( e p ,  tp)e~-I - . . . .  
, ,  mlJ ,  i i ,  i i ,  

~i t  diesem Ansa$z gehen wit dann in die Differentialgleichung hinein. 
/it bekommen dann eine "Identitii$ in 5, und es liefert uns eine Koeffi- 
[entenvergleichung die flit die unbekannten Funl~ionen c (~,  W), d (9~, W), 
(~, W), --. erforderlichen Differentialgleichungen. 

Falls es geschlossene Flgchen mittlerer Kriimmtmg gibt, die den 
[ullpunkt in der verlangten Weise umsdhliegen, so miissen die Differential- 
leichungen ffir atle Koeffizienten c (~o, W), d ((p, W), e ((p, y),  . . .  LSsungen 
aben, die auf der ganzen Einheitskugel stetig sin& Wir werden er- 
ennen, dal~ dazu notwendig ist, dag der Raum konstante skalare Kriim- 
rang hat. 

Verfahren wir nunmehr in der angegebenen Weise! 

r =  e(~ + ee'  + d~ 3 +...); r~ = e ~ ( ~  + a~.o +...), 
r ~ =  e ~ ( ~  + d.,~ +...), 

Oal ~ r" (1 -~- A~I r :  @ B n r s @ . . . )  

= ~0".{1 @ ( 2 c @ A n ) o ~ @ ( 2 d - 4 c - B ~ ) O s @ . . . } ,  

a.... =_ s~ r" (1 -1- A~: r" ~, B:~ r a +.. . )  
-= eo~-s~.{1 @ (2c @ A~.~) e" -}- (2d -~- B,~)O a @ . . . } ,  

a~ = s~.e ' . {A. .  + ~ e +...}, 

= s~-0~-{1 -}-(4c + A,, + A,~),o"- -}-(4d-t-  B,~ + B ~ , ) e a - t - . . . ,  

= - Z ~  ~x'~xk 
~v ~v 

2 2 2 {l+(2,+A,,>e 

'-' --~---r~or~. +G,, =s,;Q' {A,, + .} �9 8u ~v "" ' 

: a -  ~'~ = s ~ . ~ .  {1 + (4 c + A l l  + A..:) ~ ~ + ( 4 d +  Bll + B ~ )  ~ +  . . .} .  

Zur Bestimmung der L, M, N; E, F ,  O haben wir zuniichst die 
~omponenten ~1, ~-z, ~3 der Fliiehennormalen aus den Gleichungen (25) zu 
)erectmen. Fiix unser Linienelement lauten die Gleichungen (25): 

50) r~. ~1 -}- O~ ~.. § G..~ ~, = 0, ~ 



304 B. Baule. 

daraus 

somit- 

t 1 

! 1 c ~ ) ~ o~ -~- ~ i= - - -  1 + :5 (r + s-~ ,, """ 

a_~ =(~,); a;\ = (~,). 

a ~, - o~ { % ~o + d,~ c~ e -4 - . . . } ,  

av s~ 

2C~d,~,)~ ~ . . . }  
81 ' .~ 

Zur Berechnung der E, F,  G haben wir noch die Ableitungen der Gi~ 
nStig. Es isC 

aGn ~ 2r -+- 4 A l l r  a + 5Bl l r  ~ -+-... 
~r 

=2,o  1 +  (~-~ 2A~)~o~ + (d + ~  -v-. 

aGn 

O~ 

( ~B,.~ )~ '+ . . . } ,  + 7 t  
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somit (vgl. (27)): 

5 Bi~) 0a 

- -  5 O = - - ~ 6 1 ~ = 2 e s ; { l + ( ~  ~ + " ' }  

.F = -- 3G1~ = 4 o~e sl Al~ q- . . . .  

gerner wird" 
L. 

-= - C { c ~  + d ~  + . . . } ,  

2g = - e ~ {c,,,~, + d ~ , e  + . . . } ,  

M : - e ~ {%,: + dq~.O + . . . } .  

8etzen wit nunmeh:r die ffir E, F, G, E, F, G, L, M, N 
Ausdriieke in unsere Differentialgleiehung (48) ein, so geht 
die Identitiig: 

gefundenen 
sie fiber in 

{ 1 _ (A~ t + A~..)) ~ ~ (51) ~--~1 1 1-- 21 (2C@ClCq?@Cq, j F ~  __s~i c~''~' 

1 (B.. + Bo )) + + . . } .  _ 1_ (2 d § 5 d~ + dg, ~o q- s~ d~ ~. -- y 
2 s t 

Daraus folgen nun sofort die fiir c(99, yJ) mad d(~o, yJ) gesuehten Ditte- 
rentialgleiehungen. Damit die Identitiit erfiillt wird, miissen die Gleiehangeu 
bestehen: 
(I) 2c + A~c= All  + A.~, 

(II3 2d + ~ d =  -~(Bli + B~). 
A s ist der 2. Differentiator yon Beltrami. Fiir eine auf der Einheits- 
kugel definieiSe Funktion u(9~, ~) ist n~imlieh 

cos ~0 1 
Z~U ~ U~o~o @ s-ila~o U~o-~- sine~o uvw- 

Die Frage ist je~zt: Unter welehen Bedingungen existieren fir  die Diffe- 
rentialgleichungen (II) und (IH) LSsungen, die auf der ganzen Einheits- 
kagel stetig sind? Nut dana, so batten wix friilier es kann es ge- 
sehlossene l~liiehen konst~nter mjttlerer Krfimmung geben, die sich auf 
einen Punkt, den Nullpunkt, zusammenziehen l~ssen. 

Eine solehe inhomogene partielle Differentialgleichmig zweiter Orchlung, 
wie (I) und (II), besi~zt nuz dann eine im ganzen Vaxiabilitiitsbe~eieh 
stetige LSsung, wenn die zugehSrige homogene Gleiehmlg, die dutch Null- 
setzmn der reehten Seite hervorgeht, keine LSsung hat, oder falls sie 

Ma~h~a~at, isehe Annalen, 83. 20 
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L6sungen besitzt, wean die Funktion attf der rech~en Seite or~hogonal ist 
zu den L5sungen der homogenen Differentialgleichung. Man kann das leieht 
einsehen, indem man etwa linker Hand und rechter ]:[and naeh Kugel- 
fuaktionen en~wickel~ (u== ZP~;  wobei A ~ p , + v ( r - - 1 ) P , =  0) und 
vergleieht. 

Die homogene Differentialgleichung 2 u - ~  A~u = 0 hat gls einzige 
LSsung die Kugelflmktionen erster Ordnung P~, d.h.  u = y ~ ,  y~, Ys (bei 
y ~ - ~ y ~ - ~ - y ~ = l ) ,  wie man dutch Einsetzen yon u = 2 : P ,  ertrennt. Die 
Gteiehungen (I) mad (II)  besitzen somit nor dann auf der garmeIi Einheits- 
kugel stetige LSsungen, wean 

1. f ( A ~ q -  A ~ , ) . y f l O  = O, 

(~3) 2. f(B~ + B.~)y, dO=O.  
2"~2 =1 

Ein Bliek aui (56) lehrt, dab die Orthogonalithtsbedingung 1. identiseh 
erfiillt ist ~ ]edes Wertsystem der aik ' ~ .  

Die Orthogonalitgtsbedingung 2. ist dagegen nicht identisch erfiiltt. 

~ B ~  geht aus Z A u ~  dadu~eh hervor, dad man die %k,,-~ in den 
K~ o(t) A , g  dutch ~ , , , .  Yt e~setzt. DemgemKt~ ist nach (46) 
t 

(54) ZB.o,.= ZZ~.,~ y~ y,- 2Z~,%~y,y~y,. 
i ,k, t  i ,k,r , t  

Es wird somit die zweite Orthogonalit~tsbedingung: 

ik,~kYi Yt" Y~ ~ 2 ir, zkYiykyty~ 0 ~ 0 

ffir ,, ----1, 2, 3. 

Von der ersten Summe verschwinden nun siimtliehe Integrale bis auf 
die, fiir die t ~--i = v, und fiir die i ~= v, t = v ist; und yon der zweiten 
Summe bis auf die, fiir die t = i ,  k -=  v, und fiir die t -=  k, i = r ist. 
Es "wird somit (55):  

k i ,k  i ,k  r ,k  
i ~ v  i4=v k ~ v  

f r  of re,-, ( x  " )} 
k i ,k  i , k  i , k  r,k 

k i ,k  i ,k  i ,k  



Kreise und  Kuge ln  im Riemannschen  Raum.  307 

Wir batten friiher, um der Metrik des Raumes ein Liniendement eindeutig 
zuzuordnen,~ Normigrangen eingefiihrt~ und zwar neben anderen die-Nor- 
mierungsgleichungen (31 ): 

Es ist also 

Es wird somit (56):  

+ e . , , , .  + = O. 

oo(k) o ( i )  oO') 
l J i k , ~ i  - -  P i k ,  kv  ~ ~)ik ,  i k "  

fi~ 

Jr( -f 
i ~  ~', ~ -  ~" 

~ =  1,2,  3. 

Fiir unseren vorliegenden Fail yon 3 Dimensionen lautet (57) fiir 
v ~ 1 ausfiihrlich geschrieben" 

1 o  = 0 1-5 2"g k p12, 12 ~ / J 3 t ,  15 

~ (i) -3- R(1) R(1) 

(58) iiir ~ - -  2 und ~ = 3 

.~, 23 T / - ' 3 1 ,  31 T / - ) 1 2 ,  1~ = 0 

/~(a) R(3) , ~(3) 
~-~, .n -+- ~ , ' 3 t  t P12,1~ = 0 .  

Was bedeutet das nun fiir die Geometrie des Raumes 2. ~'ai~. i~ war 
die Ortsinvariahte der Raumkriimmung, die a~,  ~, waren die Komponenten 

(t) _ des Kriimmungstensors im Nullpunkt, die f l~,~ deren Abldtungen in d~r 
yt-Richtung (34). Es ist somit die 2[nderang der Ortsiavariante ~ der 
Gaul]schen Krfimmung des Raumes - -  bei einer Verriick~ng des Nutt- 
punktes um ~y~, ~y~, bya " 

/SIS) ~(S) ~(a) 1~) (~Y3" 

Die Gleichungen (58) besagen also: 
Im Nullpunk~ mull die skalare, die Gau$sche Kriimmung des Raumes 

stationgr sein. Da der Nullpunkt ein beliebiger Raumpunk~ war~ so folg~ 
der Satz: 

Wenn es in einem Riemannschen Raum geschlossene Fldchen kon- 
stanter mittlerer Kriimmung gibt, die sich in der gekenrtzeichneten Weise 
zusammenziehen lassen, so hat notwendig der ttaum i~erall die gleiche 
Gauflsche .Kri~mmung. 

Dieser Satz gilt nicht nur fiir einen Raum yon 3 Dimensionen, er 
gil~ in gleicher Weise auch ,fiir-dem n-dimensionMen Riemann-Raum. . ] )as  
soil noch karz gezeigt werclen. 

20* 
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w 11. 
' ' , ; )  Die F l~hen  n -  i ~ - - ~  + " "  -~ t%_ =-konst .  im Ran 

n Dimensionen. 

Fiir den Raum yon n Dimensionen l/iSt sich in g~nz ents t 
Weise schlieBen wie fiir den dreidimensionalen. Nach (28a) ist d~ 
Kriimmung der Fl/iche xi(u~, u~, . . . ,  u,-1) 

F~r die Fliiche r = r ( q ~ l . . ,  q~,,-1) ist nach (26a) trod (49 

r~:  2_ G ~ ,  r~, r~,  + Grz , . . . . . . .  

r~, r~_. ~ GI~, r ~ �9 �9 ~ + G~,  . . . . . . .  

�9 �9 * �9 �9 . �9 �9 . . �9 �9 �9 �9 �9 o �9 �9 q* �9 

Bedenkt man, dal] die %. yon der Ordnung 9 s, die Gs. 
Ordnung e~ und die G. .  (tt + ~ )  yon der Ordnung e ~ sind, s, 
man leieht, dall bis zu der N~herung, die uns die Differentialgl 
(II) und (III) lieferten, folgendes gilt: Die Glieder tt # v kom- 
den Gliedern t t - - ~  nicht zur Geltung. Es ist [vgl. die Gleiehur 
die sich g e m ~  (25) flit n Dimensionen fortsetzen lassen] 

$1 = - ~ + (o ' )  + . . .  

"~ - ~ ( %  + d~,. e + ); (So: ~ ' +  ' = -if-,-,, §  s;: . . . s~_,  " "  

Es ist weiter 

[~ G,,. aG,,, aG.~ 
�9 ' g r  

+ . . .  

Nunmehr wird 

C 1 Cr C 2 . ] C!,t - -  1 

S, - -  ~ S--~ ( ~ ' -  " ' "  S u - 1  

5 B~ ~ el d~, c.z . 1 c~-  1 
d + ~ s. s.,. s-~- d~, - - . . .  J Sn--I 

~  §  + ~G.. + . . .  = -  2 ~ , , , ,  a~ , ,  

" ' "  p--I 8x 

+ o ~ (d + . . . ) .  

c~-1 l 
~ C ~ - - " ' ~ - 1  s~ s ~= c~ -1-  

�9 " * H _  2 
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+ ( ( n _ l ) d + ( n _ 2 ) c ~ z  , n - 3  e~d~. + 
~ --r s? s~ - "'" 

, ~ 1 
d~, ~, + d~,~.~ + . . . ,  ~ - ., . dq~_i ~n_i - -  - -  

, . 81 " ~  . 8 ~ _  2 

Koeffizientenvergleichung lidert : 

(I) ( n - - I ) c + ( n - - 2 ) ~ % , ~ @  n - 3 c ' ~  e ~ - ~  

Da sehtiel]lieh 
F~_  ~ 1 I 
Ir~,,I ~ = o ~ . s L  s ~ " { 1 - - ( 2 e + A . " . " ) ~  

zu se~tzen ist, so bekommen wit die Identitiit 

{ e ~ (( ~ c~-~ 1 1 1 n - - 1 ) c ~ ( n  2) ex n - 3  C~c~ + . 
e e n - 1  ' s~C~Jr- s~ s~ s~.. .s~_~ s~-~ 

i ) 
-k % ~ §  s-~ %,~§ ~;~... s2_ ~ %,,-~ ~.-~ - ZA~. ,  

1_ cn-e d~_~ 
8~ 8~ 3 " ,. �9 8~_  3 8n--2 

3 XB~,~)  -l- 

I Cn--2 

8 x - S j . . ,  8 n _ 2  

~ 1 Cn--2 (II) ( n - - 1 ) d + ( n - - 2 )  d ~ +  n - ~  s~ d~,4,- .  "" s~.s~.:.s,,_~sr,_~ -" 

1 d 1 a ZB, . 

Und das sind genau dieselben DifferentiaJgleichungen /fir den Raum 
voa n Dimensionen, wi~ wit ~iiher flit den dreidimensioaMen gefunden 
hasten. Wit k6nnen sehreiben: 

(I )  - i) + c = z A . .  , 

3 ~B o (II)  (n  1 ) d  -q- A ~ a =  ~ Z  t , ,  

Darin ist A~u wieder der 2. Dii~erentiat~r flit die auf tier ( n -  1)- 
dimensionalen Einheitskugel definierte Funkfion u (F~ % . . -  ~ - ~ ) .  

Entwickelung nach Kugelfanktionen (u = X P ,  ; wobei je~zt 
A~P,, ~,  r (~, -~- n -- 2 ) P , =  07)) tiefert die gleiehen Sctdiisse wie friiher. 
Die einzige L6sung der homogenen Gleiehung ( n -  1 )u  + A~u ~ 0 ist die 
erste Kuge]funktion. Denn die DifferentiMgleichung der Kugelfunktionen, 
in sie" eingefiihrt, gibt ftir ~ die Gleiehung: 

v(~ q - n - -  2 ) = n - -  1, 
aus der ~-----1 folgt. 

Es miissen also einersei~s XA~,~,, andererseits ~Y~,, zu sgmtlichen Yi 
orthogonal sein, wenn jede der Gleichungen (I) und (II)  eine auf der ganzen 
Einheibkugel s~efige LSsung haben sol/. Die Bedingungen dafiir hasten 

7) Vg]. E. Heine, TJaeorie der Kugelfunktionen, I (1878), S. 461. 
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wir bereits, aueh fib n Dimensionen giiltig, geftmden. Sie sind dutch (57) 
ausgedriickt, wo jet, zt v yon 1 bis n tiiuft. 

Es ist nun wegen (2~y~)'~ ~-1 

f y~dO § (n--1)j('y:~'y~= ~ 

worin 0 die Oberfl~che der ( n -  1)-dimenslonalen Einheitsl~ugeI bedeu~et" 

z~ zt z~ 2 ~  
n - 2  - - 3  

~i=0 r r ~n_ i=0  

Ferner ist 

so dal~ 

and 

. . . s ~ _ , _ , - d ~ o  1 d %  . . .  d ~ _ ~ .  

3O 
s .)d~ dg~ dq~ - 

�9 "" - .  i e"" ~-i n ( n + 2 )  ' 

f y~. y~dO -- o 
n ( n  - Z )  

f(y:  + y: y:)dO = fyty:  
and damit wird die Bedingung f;Er die fi~l:,~,s (57) 

k *i=~, k:#~" 

was fiir die Metrik des n-dimensionalen Raumes die gleiche Bedeutang 
hat wie die Gleichungen (58) fiir den Raum yon 3 Dimensionen. 

Damit ist cler SaSz aIIgemein bewiesen. 

9 Mathematisches Seminar der Hamburgischen Universitit, Oktober 19_0. 

(Eingegangen am 81. 10. 1920.) 


