Uber Kreise und Kugeln im Riemannschen Raum.

Wn wn LR LN on
QU W OO DO e

(Erste Mitteilung. )

Von

B. Baule in Hamburg.

Inhalt.
I. Zweidimensionale Mannigfaltigkeiten.

. Problemstellung,

. Die Metrik der krummen Fliche.

. Die geoditische Kriimmung der Kurve r =r(¢).
. Die Entfernungskreise r = konst.

. - .1
. Die Kriimmungskreise P konst.

II. Mehrdimensionale Mannigfaltigkeiten.

6.
7.
8.

1770700703

§ 9.
§ 10.
§11.

Problemstellung.
Die mittlere Kriimmung einer Fliche.
Koordinaten.
Riemannsche Normalkoordinaten.
Normierung des Linienelementes.
Kriimmungstensor.
Richtungsinvariante und Ortsinvariante der Kriimmung.
Raum konstanter Kriimmung.

Polarkoordinaten.
Die Kugeln 7 = konst.
. - 1/1 1 .
Die Fiichen 5 I(—Q: —f; E;) 1: konst,. Iml R,.
Die Flichen oy <Z>: + o +...+ gn-1> = konst. im R, .

Die vorliegenden Untersuchungen beziehen sich auf die Geometrie im
»Riemannschen Raum®, in dem die MaBbestimmung dadurch festgelegt
wird, daB das Quadrat des Bogenelementes als eine beliebige positiv definite
quadratische Differentialform mit verinderlichen Koeffizienten gegeben ist.
Es wird unter anderem gezeigt:
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1. Nur auf den Flichen mit konstantem GauBschem Kriimmungsmaf}
gibt es geschlossene Kurven mit konstanter geoditischer Kriimmung,
die sich bei Wahrung ihrer Eigenschaft auf jeden Flichenpunkt
zusammenziehen lassen.

2. Nur in den Riumen mit konstantem Riemannschem Kriimmungs-
maf (Kriimmungstensor) haben die geoditischen Kugeln r = konst.
in jedem Flichenpunkt dieselbe mittlere Kriimmung.

3. Nur in Riumen mit konstantem GauBischen (skalaren) Kriimmungs-
mafl kann es geschlossene Flichen mit konstanter mittlerer Kriim-
mung geben, die sich bei Wahrung ihrer Eigenschaft auf jeden
Raumpunkt zusammenziehen lassen.

In einer folgenden Arbeit werden verwandte Probleme behandelt?).

1. Zweidimensionale Mannigtaltigkeiten.

§ 1.
Problemstellung.

In der euklidischen Ebene kann man den Kreis auf zweierlei Art
definieren:

1. als Ort aller Punkte, die von einem gegebenen Punkte die gleiche
Entfernung haben,

2. als Kurve konstanter Kriimmung, oder, was auf dasselbe hinaus-
lauft, als Extremale des isoperimetrischen Problems.

Geht man von der ebenen Geometrie zur Geometrie auf einer krummen
Flache iiber, so behalten beide Arten der Definition ihren guten Sinn, und
es fragt sich: Welche Kurve soll man auf der krummen Fliche als ,,Kreis*
bezeichnen, die auf die erste, oder die auf die zweite Art definierte?

Es soll der kurzen Ausdrucksweise halber, entsprechend den beiden
Definitionen, zwischen , Entfernungskreisen und ,,Kriimmungskreisen
unterschieden werden.

Es liegen die Fragen auf der Hand:

I. Wie muB die Fliche beschafien sein, damit die Entfernungskreise
zugleich Kriimmungskreise sind?

II. Wie mul die Fliche beschafien sein, damit die Kriimmungskreise
ebenso wie die hinreichend kleinen Entfernungskreise simtlich ge-
schlossene Kurven sind, jene also vor diesen nichts voraus haben.
Die Fliche werde als analytisch vorausgesetzt.

) Die Fragen, die hier und spiter untersucht werden, sind zum groBSen Teil
von W. Blaschke aufgeworfen worden. Ich will nicht unterlassen, ihm an dieser
Stelle fiir die reichen Anregungen, die ich im letzten Jahr von ihm erfahren habe,
zu danken.,
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§ 2.
Die Metrik der krummen Fliche

kann auf verschiedene Weise gegeben werden. Sie ist einerseits bestimmt,
wenn man das Bogenelement ds bezogen auf irgendein Koordinatensystem
der Flache kennt, andererseits, wenn die Gauflsche Krimmung der Fliche
als Funktion des Ortes bekannt ist, oder, was auf dasselbe hinauskommt,
wenn in einem Flichenpunkte die Kriimmung und ihre sdmtlichen Ab-
leitungen nach der geoditischen Entfernung r von dem betr. Punkt, K,
(€:]§>0, (‘%f)o, ..., gegeben sind.

cr

Legt man als Koordinaten auf der Flache Polarkoordinaten zugrunde,
indem man einen beliebigen Flichenpunkt O als Nullpunkt und eine be-
liebige Richtung in ihm als Nullrichtung w&hlt und jeden Punkt der
Flache durch seine geoditische Entfernung  von O und durch den Winkel ¢
bezeichnet, unter dem die den Punkt mit dem Nullpunkt verbindende
geoditische Linie im Nullpunkt einléuft, so nimmt das Bogenelement nach
GauB die Gestalt an

(1) ds®=dr*+Q(r, p)de*.

Durch G(r, ¢) ist dann die Metrik der Fliche vollstindig bestimmt. Das
GauBsche KriimmungsmaB K (r, ¢) der Fliche im Punkte r, ¢ driickt
sich durch G (7, ¢) folgendermaBen aus:

1 g \/G(r <p)
2 = e
(@) K(r, @) = — e V0

Ist umgekehrt K (7, ¢) gegeben, so ist (2) eine Differentialgleichung
fir VG (r, ). Ihre Losung ist vollstindig bestimmt, wenn noch zwei

Nebenbedingungen fiir \/W Ej vorhanden sind, die die beiden in der
allgemeinen Losung von (2) auftretenden willkiirlichen Funktionen von ¢
festlegen.

Zwei solche Nebenbedingungen fiir VG (7, @) sind vorhanden. Da im
Unendlich-Kleinen jede krumme Fliche als eben angesehen werden kann,
jeder Kreis also beim Zusammenschrumpfen seines Radius in einen ebenen
Kreis iibergeht, so mufl der zum Winkel ¢ gehérige Bogen des Kreises
r = konst. in der Grenze r — 0 zu null werden, fiir jedes ¢; und es muf
die Anderung des Bogens mit dem Radius in der Grenze r — 0 gleich ¢
werden fiir jeden Wert von ¢
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d. h. es muB
o AT
(3) V@ (r, @)= 0; (-a«v—%(;’ii”—)>0: 1

sein. Diese beiden Nebenbedingungen zu (2) hinzugefiigt gestatten G (r, ¢)
aus K (7, @) eindeutig zu bestimmen.

Fir K = konst. 138t sich die Losung von (2) sofort hinschreiben.
In diesem Falle ist (2) die Differentialgleichung der harmonischen Schwin-
gung, und es ist, unter Beriicksichtigung der Nebenbedingungen,

(4) VG(r, @)= \-/rl.k:sin(lﬁKf)-

Ist K= K (7, ¢) gegeben, so kann man, da nach (3) (V.é)o und
<a a‘/rG) bekannt sind, die folgenden Ableitungen von V@ an der Stelle 0
0

aus (2) der Reihe nach berechnen und fiir V@ die Reihenentwicklung
im Nullpunkt angeben. s ist

VG 5"
Vo) =o; (‘F) (553),= 05
2° VG oK
) xy (0) ),
sodal
T K, 2 /0K
(5) VG(T,Q?):—"r——gTr?’——Z—'(oﬁ )Or4——§~...
und
o . E, ., 1[(3K\ .
{6) ds*=d¢2+r“(1——:;—?‘—5(%?—)07’3—5-.. )d(p'
§ 3.

Die geoditische Kriimmung der Kurve 7 = » (¢)

bestimmt sich bei bekanntem G (r, ¢) aus

GaVG(1+2—§> JGrr i 2VE
Q r’2>8/2

G,*"/z. <1+ g

Darin bedeutet 7’ und r” die erste und zweite Ableitung von # nach ¢?%).

Ersetzt man VG (r, ¢) durch den gefundenen Ausdruck (5), so be-
kommt man die geoditische Kriimmung der Kurve 7 = r(¢) fiir die auf

die vorliegende Art durch K, (aag)o’ ... gegebene Fliche.

%) Die Formel (7) ist aus der Formel von Bonnet fiir die geodiitische Kriim-
mung einer Flichenkurve (siche etwa L. Bianchi, Differentialgeometrie 1910, § 76)
sofort herzuleiten.

Mathematische Annalen. 83. 19



(9)

Bs ist V§m¢(1~]—{%’"2“52—(%§)0r3+ )
%;gxl-KOT2“'9%(%I§>OT3+"
Gar'z( "%0 ’ 317(%%0’34““ )
g=m(r g G — )
B HCE )

in (7) eingefihrt, wird

=l Kor»_%(%)ﬂr3+...)(1+3§[1+%7 +31—(—‘) r )
S R g LOE) oy ) 2 (P )
(G (S () )
§ 4

Die Entfernungskreise r — konst.
Die geodatische Kriimmung der Entfernungskreise ist nach (9):

1 1 K K
(10) E=;{1———§°—?’2 (23'r) Tg—f~}

Daraus folgt:
Die Entfernungskreise r = konst. haben nur dann konstante geodatische

or
punkt muB K stationiir sein. Da nun der Nullpunkt ganz beliebig auf der

Fliche gewidhlt war, so folgt, daf die Kriimmung K auf der ganzen Fliche
konstant sein muf. Diese Bedingung ist bekanntlich auch hinreichend.
Nur auf den Flachen konstanten Krimmungsmafes haben die Ent-
fernungskreise konstante geoddtische Krimmung, sind also die Entfernungs-
kreise zugleich Kriimmungskreise.
Thre Kriimmung ist

Kriimmung, wenn <§_§If_> von ¢ unabhingig ist. D.h. aber, im Null-
0

1) = —VEetg (VEr),
bzw. ihr Radius durch ¢ ausgedriickt:
— 2
(12) r=—tarctg(VEo) =0 — 2o+ X 00— ...

VK
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§ 5.

. .. .1
Die Kriimmungskreise .= konst. .

Die Gleichung (7) bzw. (9) stellt die Differentialgleichung der
Kriimmungskreise 1:p0=konst. dar. Es handelt sich darum, diese
Differentialgleichung fiir eine beliebige Fliche, d. h. ein beliebiges K (7, ¢)
zu losen.

TIm Unendlich-Kleinen ist jede krumme Fliche als eben anzusehen,
d. h. im Unendlich-Kleinen fallen auf jeder Fliche die Kriimmungskreise
mit den Entfernungskreisen zusammen, die ihrerseits in ebene Kreise
iibergehen. Jede Schar von Kriimmungskreisen endet also bei Unendlich-
Kleinwerden ihres Parameters o in einer Schar von ebenen Entfernungs-
kreisen. Es gibt somit eine Schar von Kriimmungskreisen, die die un-
endlich kleinen konzenfrischen Kreise um den Nullpunkt in sich enthilt.
Diese Schar hat die Gleichung

(13) r=04b(p)o’+c(p)o®*+d(p)o*+...,

worin b(¢), ¢(¢), d(¢), ... noch unbekannte Funktionen von ¢ sind.
Es handelt sich fiir uns darum, diese Funktionen zu bestimmen und fest-
zustellen, wie die Flache, d. h. das K (r, ), beschaffen sein muB, damit
sie alle periodisch sind in @ mit der Periode 2; nur dann sind die durch
(13) dargestellten Kriimmungskreise nach einem Umlauf geschlossen.

Gehen wir mit (13) in die Differentialgl. (9) hinein, so bekommen
wir eine Identitdt in o, und eine Koeffizientenvergleichung liefert uns die
erforderlichen Differentialgleichungen fiir unsere unbekannten Funktionen

b(p), c(9), d(@), ...

Zuniichst sei jedoch der kiirzere Ansatz: r—=o-1-b ()02, r'=5b"(¢)e?;
" =b" (@) 0%, in (9) eingefithrt. Indem wir demgemaB alle hoheren als
1. Potenzen von o gegen (. Potenzen vernachlassigen, erkennen wir sofort,
daB alle die Glieder in (9), die von der Kriimmung der Fliche herriihren,
nicht in Wirkung treten. Es wird einfach

(14) 1:_--:;{1—(Z»Jrlz”)@4,~...}~,

e

d. h. in zweiter Naherung ist die Geometrie der Fliche noch als euklidisch
anzusehen, was man iibrigens anch direkt aus dem Linienelement (6)
hitte entnehmen konnen.

=0 ist eine Losung der aus (14) folgenden Differentialgleichung

Lo +b=0.
19*
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Wir diirfen aldo fiir die Losung der Differentialgl. (9) den Ansatz
machen:

(15) r=0+c(p)o®+d(p)o*+...

Gehen wir nunmehr mit diesem Ansatz (15) in die Gl. (9) hinein,
so wird:

r—la—cer—der—. 1=t — 3 () @) (LY -

e
_..Qe(c"—«{-d”g—‘r...)(l-~692—d92 )<1+K0 o+3'(_3_£> e+ )

~(e‘)+..-}'{1+<94)+.--}
1 __l ” ,K_‘_) oK 8 _ }
(16) ~——~@{ (c+c+3> (d+d —r4< ))o }
Wir bekommen somit fiir ¢(¢) und d(¢) die Diﬁerentlalglemhungen:
IL. c”—%—c:—%—",
(17)
L 3" +d——¢ (5).

Die Gleichung II hat wie I nur periodische Lésungen in ¢ von der
Periode 2. Sie sagt aus, daf in 3. Niherung jede Fliche als Flache
konstanter Kriimmung angesehen werden kann (vgl. (12)). Die Gleichung I1I
dagegen hat keine periodische Losung mehr. IIT ist die Differentialglei-
chung der erzwungenen Schwingung mit Resonanz. Da nidmlich K (r, ¢) eine

Ortsfunktion ist, so hat %{f, an jeder Stelle in einer Richtung einen Maximal-
wert und in jeder zu dieser Richtung unter einem Winkel ¢ geneigten

Richtung den Wert E%i?—

-cosp. Bs ist also

Max
(18) IL d"+d._—...,%§%§ - o8 ;
ihre Losung ist:
(19) d:—_—-—%{i}gi cp31n<p+AcosQo+Bsm¢

Es muf also, damit IIT eine periodische Losung hat, notwendigerweise

2%) =0, die Gauflsche Kriimmung der Fliche im Nullpunkt also
0

stationdr sein. Da der Nullpunkt kein ausgezeichneter Punkt der Fliche
war, so folgt, daf die Fldche notwendig eine Flache konstanter Krimmung
setn mupf, damit die Krimmungskreise sdmitlich geschlossen sind.

Es findet damit eine Behauptung von G. Darboux?) ihre Bestatigung.

% G. Darboux, Théorie des surfaces, 3 (1894), S. 151.
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II. Mehrdimensionale Mannigfaltigkeiten.
§ 6.
Problemstellung.

Wie in der euklidischen Ebene den Kreis, so kann man im euklidischen
Raum die Kugel auf zweierlei Art erkliren: 1. als geometrischen Ort
aller Punkte, die von einem gegebenen Punkte dieselbe Entfernung haben;
2. als geschlossene Flache konstanter mittlerer Kriimmung, wobei die mitt-
lere Kritmmung einer Fliche entweder als arithmetisches Mittel der Haupt-
krimmungen oder durch die erste Variation der Oberfliche definiert ist.
Wir wollen im folgenden die zweite Art der Definition fiir die mittlere
Kriimmung zugrunde legen (Genaueres dariiber in § 7).

Gehen wir aus dem Raum mit euklidischer Geometrie in einen Raum,
dessen Geometrie durch eine beliebige positiv definite quadratische Form:
ds®=2g,, dx,dx, gegeben ist, so haben auch hier die Begriffe ,,Ent-
fernung und ,,mittlere Kriimmung® ijhren guten Sinn, und es liegen die
Fragen nahe:

I. Wie mufl die. Metrik des Raumes beschaffen sein, damit die auf
die erste Art als ,Entfernungskugeln® definierten Flichen konstante mitt-
lere Kriimmung haben?

II. Wie mu8 die Metrik des Raumes beschaffen sein, damit es in
ihm geschlossene Flidchen konstanter mittlerer Kriimmung gibt, und zwar
derart, daf sich diese geschlossenen Flichen konstanter mittlerer Kriimmung
auf jeden Raumpunkt zusammenziehen lassen ?

§ 7.

Die , mittlere Kriimmung* einer Fliche

sollte definiert sein durch die erste Variation der Oberfliche dieser Fliche.
Genauer: Verschiebt man jeden Punkt eines Oberflichenelementes dO der
Fliche um ein kleines Stiickchen d% in Richtung der Flichennormalen,

8d0O 4. ...
20 dividiert durch

—24dmn, als ,,mittlere Kriimmung* der Fliche an der Stelle von dO bezeich-
net werden. Wir schreiben

so soll die proportionale Anderung der Flidchengrs8e

1(1 1) 1 8d0
2 {2 —_—) e 7
(20) 3\o, Vo) = " 36n 40

Die Schreibweise, die auf die andere Definition der mittleren Kriimmung
als arithmetisches Mittel der Hauptkriimmungen deutet, soll ungeachtet
dessen beibehalten werden.



294 B. Baule.

Allgemein sei die mittlere Kriimmung einer (% — 1)-dimensionalen
Fliche im n-dimensionalen Raum erklart durch:

1 /1 1 1 ~1 340
(21) n~1<§j+§;+"'+gn_l)=<n—1)an'dO'

Diese Definition der mittleren Kriimmung ist fiir jede Riemannsche Metrik
brauchbar. Istdie Geometrie des Raumes gegeben durch ds? =2 ¢, dz, dz,,
so ist die Geometrie der Fldche z; = z;(u,v), die sich in diesem Raume
befindet, gegeben durch ihr Linienelement

ds® = FEdu®-+2F dudv -+ Gdv?,

worin

(22) E=Yg, 5% p_ X, tmim. g N1, 0m0n

kGu du ik oy Jwv ik gy ow

ist, und als ihr Oberflichenelement ergibt sich:
(23) 40 = (BG —F*)"dudv.

Im Raum von » Dimensionen ist entsprechend das Oberflichenelement dO
der n — 1-dimensionalen Fliche ;, = x,(u, ... %s—1)

(24) d0 =y, du,du,...du, ;,

worin | y,, | die Diskriminante von dem ds? der betrefienden Flache darstellt.

Zur Bestimmung der mittleren Kriimmung haben wir noch die Flichen-
normale notig. Die Komponenten der Fliachennormale von der Linge 1
selen &, &,, &. Dann gilt:

= 0%; oz,
(25) Zgik%%kao; 2 Jir Of, &,=0; Zgikszskxl

Daraus sind die &, zu berechnen.

Variteren wir nunmehr die Fliche in der vorgeschriebenen Weise,
indem wir setzen:

z} =z, (u,v)+0né,
so wird

¥
B* = Yt S N g, 4 0g,) 2T
= 2 (g +0n 36 528) (32 o 22) (22 4 o0 52)

=B +260)) g, 22 5 1 o 309, 20 0 1 0 g, 00k,

Bt on (2 0 52 i+ o2 2).
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In gleicher Weise findet man die variierten Ausdriicke F* und @*
von F und G. Man bekommt:

j BE*=E—6nE =E—én(2L + B),
F*—F —6n-F =F—én(2M-LF),
*—G—n-@ =G —sn(2N + G).

(26)

Darin bedeuten:

EaRLN - Yog.Fe
M="%29in(g§' Fry ”{"i}i’ 05?) F— —Zagik%%%%;
N = “Zgzka;; Oai,k G= _Zégik%%%%k;

=]
I

|

(27) |

Es wird somit
d0* = (B*@*— F¥)'* dudv
—d0 -2 (BN +G)+GQRL+E)—2F(2M +F)}dudv

und demnach die mittlere Kriimmung — 2_(%;%%0_ (6n—0)
—2F (2
(28) ~< 1\ 1E(2N+G)+G(2L+E“) 2F (2M+F)
EG—F

Die mittlere Krimmung der (n—1)-dimensionalen Fldche

L (Uys Ugy ooey Un—1) tm Raum von n Dimensicmen berechnet sich ganz
entsprechend.

Bezeichnet man die Matrix des Linienelementes der Fliche mit [ Zav »
so daB

(263) Xur:Z’g' axi —?—ﬁ‘

ix au‘u 0 Uy

ist, bezeichnet man ferner die zum Element vu» gehorige Unterdeterminante
der Matrix |y,,! mit I,,, und setzt man schlieBlich noch entsprechend
den fritheren Bezeichnungen

r 0%; aé'k dx; Dy
_—y"":229”‘3u 0%y Zagikﬁﬁ_u;’

so wird die mittlere Kriimmung der Fliche z;(w,, u,, ..., %;—;)
1 1 1 7 I
S . . 4 e A
@) Giplat ot t o mwaoy D g
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§ 8.
Koordinaten.

Es sollen zweilerlei Koordinaten nebeneinander benutzt werden, die
Riemannschen Normalkoordinaten und geoditische Polarkoordinaten; diese
zar Durchfithrung der Rechnung, jene zur Deutung der Resultate.

Riemannsche Normalkoordinaten. Das die Metrik unseres Raumes
bestimmende Linienelement ds?= 2g,,dx;dz,; ds® > 0 1aBt sich immer
so transformieren, dafl es fiir irgendeinen herausgegrifienen Punkt O des
Raumes die Form bhat: ds?®=2dx?}. Wir haben dann im Punkte O
ein orthogonales Dreibein festgelegt. Wir konnen nun, bezogen auf dieses
orthogonale Dreibein (bzw. n-Bein), jeden Punkt des Raumes durch seine
Polarkoordinaten benennen, durch seine geoditische Entfernung r von O
und durch die Richtung,.in der der :Punkt von O aus gesechen wird. Die
Riemannschen Normalkoordinaten sind dann erklart durch

d;
¥ =7 < ds )
Die (%%) sind die Richtungskosinus im Nullpunkt,
0

2 e 2
Z?Jz‘“" .

In diesen Koordinaten hat das Linienelement des Raumes die Form:
(29) ds®=D)dyi+ Y X Bis. . Pr Do

Darin bedeuten: p;, =y, dy, — ¥, dy;, und die P,  sind Potenzreihen
in den y,, die die einzige Bedingung erfiillen miissen, daB sie fiir kleine
y; konvergieren,

(30) %U:,rs = W re 182%') rs Yy —+ .53? reYs + ﬂﬁ) rs¥Ys 1

éBik,rs:; ggrs % T %Im sr §Bsr i? g'sz rs o %ki rs gBik sr*

Durch die %, ., ist die Metrik des Raumes eindeutig festge-
legt, umgekehrt sind aber die R, durch die Metrik des Raumes

ik, rs

noch nicht véllig bestimmt. Wegen der Identitét 2 D, D, =0 und
tk¥rs

YiPu, U0+ Y. 2., =0 ist das erst der Fall, wenn man noch Nor-
mierungsgleichungen fir die Koeffizienten der %;, ,, hinzufiigt. Die am
nichsten liegenden Normierungen, die ihren Zweck vollstindig erfiillen,

lauten:’
%, 2%, 0%,
(3}.) 1. %ﬂc,rs’*‘ %‘ir,sk+ %is, k?z 0; 2’ 'ﬁ‘k re + a&; t7+ ;;:st — O 4),
¥y

4} Vgl H. Vermeil, Math. Annalen 79 (1917), 8. 289.
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Fiir den Raum von 3 Dimensionen kommen nur die 2. Normierungs-

gleichungen zur Geltung. Sie bedeuten fiir die ,8(2 re !

(32) B a5 + B s 4 Bip i =
fir ¢k =28, 31, 12.
{t}

Die geometrische Bedeutung der ¢z ,s und By, s in den Potenzrethen
Bir. -, 188t sich leicht erkennen. Sefzt man alle y auBer y; und y, gleich
null, so wird das Linienelement der durch die Buchstaben ¢ und % charak-
terisierten geoditischen Fliche fiir die Umgebung des Nullpunktes

ds®=dy? -+ dy; + ¢ ;1" P

oder in Polarkoordinaten :

ds? =dr? -1 (14 «; ;77 do>.
Ein Vergleich mit (6) zeigt, daB die e, ;. bis auf einen Proportio-
nalititsfaktor nichts anderes sind als die GauBschen Kriimmungen der
geoditischen Flichen ¢k im Nullpunkt. Es ist «;, ;. = — (K

(833) Die Gesamtheit der «, , stellt den Krimmungstensor des Raumes
wm Nullpunkt dar.

(84) Die 1,5 sind — das 1aBt sich ebenso leicht einsehen — die Ab-
leitungen der Tensorkomponentgn nach y, tm Nullpunkt (wiederum
nur bis auf einen Proportionalititsfaktor).

Die hoheren Koeffizienten in den Potenzreihen 9, ,. héingen eben-
falls in bestimmter, einfacher Weise mit den Ableitungen der Tensor-

komponenten im Nullpunkt zusammen®).

Durch einmaliges Verjiingen des Kriimmungstensors bekommt man
die Richtungsinvarianie der Krimmung, z. B.

bei 3 Dimensionen fiir die y,-Richtung: «,, ,, + ¢, 14,

i) 4 %) ’9 22 22 19 12 +“13 13+ 14,147

durch zweimaliges Verjiingen die Ortsinvariante der Krimmung, die
skalare Krimmung 2« ;. (auch die ,,Gaufsche Krimmung‘ des Raumes
genannt ).

Die skalare Krimmung eines Raumes ist also (bis auf einen Pro-
portionalititsfaktor) das arithmetische Mittel der GauBschen Kriimmungen

n(n—1)
9

nale n-bein des betr. Raumpunktes einspannen lassen, und die Richungs-
wmvariante der Krummung ist das arithmetische Mittel der GauBschen

der —— zweldimensionalen geodétischen Flichen, die sich in das orthogo-

) Vgl. H. Vermeil, 1. c.
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Kriimmungen der n — 1 zueinander orthogonalen geoditischen Flichen, die
die betrefiende Richtung enthalten.

Die Richtungsinvariante der Krimmung 188t sich durch ein Ellipsoid
veranschaulichen, dafl ,,Krimmungsellipsoid genannt werde:

B, =1, wobei im Nullpunkt B, = D',

ir,kr”®

Als Richtungsinvariante der Kriimmung laBt sich auch die Differenz
aus Ortsinvariante und der obigen Richtungsinvariante, fiir die y - Richtung

im Nullpunkt also E i, ik — E, ¢z sk, verwenden. Die so definierte
ik k

Richtungsinvariante ist dann die skalare Kriimmung des zu der betreffen-
den Richtung (y,) orthogonalen Unterraumes in dem betrefienden Punkt.

Ein Raum von 8 Dimensionen ist ein ,,Raum konstanter Kriim-
mung*, wenn die skalare Kriimmung sich von Ort zu Ort nicht #dndert,
und wenn obendrein die Richtungsinvariante der Kriimmung einen von
der Richtung unabhingigen Wert hat, oder anschaulich ausgedriickt,
wenn das Kriimmungsellipsoid iiberall eine Kugel ist. In diesem Falle
sind die e, ;, alle einander gleich und die «;, , .= 0(¢k<+rs). Es mag
noch bemerkt werden, dal aus der zweiten Eigenschaft die erste folgt.
Hat in jedem Punkt des Raumes die Richtungsinvariante einen von der
Richtung unabhingigen Wert, so andert sich auch die skalare Kriimmung
von Ort zu Ort nicht €).

Hat ein Raum mehr als 3 Dimensionen, so ist seine Metrik durch
das Kriimmungsellipsoid noch keineswegs gekennzeichnet, wie das bei nur
8 Dimensionen der Fall ist. Ein R ist erst dann ein ,,Raum konstanter
Krimmung®, wenn in s#mtlichen dreidimensionalen Unterrdumen das
Kriimmungsellipsoid eine Kugel ist.

Zwischen , kovarianten® und ,kontravarianten® Vektor- und Tensor-
komponenten ist in der Schreibweise aus Bequemlichkeitsgriinden nicht
unterschieden worden. Es hitten sonst bei den z, wie bei den y; und
den p,, die Indizes oben, bei den ﬁf?,,, s aber simtlich unten stehen miissen.

Polarkoordinaten. Wir wollen nunmehr dazu iibergehen, das Linien-
element der Riemannschen Normalkoordinaten in Polarkoordinaten um-
zusetzen. HEs sel

yl == 7 COS @,
%, = rsin @ cosyp,
Y, =rsingsiny,

oder im Raum von n Dimensionen:

€ F. Schur, Math. Ann. 27, S.563. — G. Herglotz, Leipz. Ber. 1916, S. 203.
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W
o
o

Y, = 7 €08 @,
Y, = 7 sin g, €os ¢,
Y, == 7 8in @, sin ¢, cos @,

Y, =7TSIN@ SMe,...SINQ, _,C0SQ,_,.
Y, =rS8m@sineg,...slne, .sing, .

5

Es ist dann Xy =r?, und es wird
(36) de*=dr*+ride; - risinglde, + ...+ risinglsing] ... singl_,del_
+r*{P doi + Posinglde] ...+ Py poisinglsingl.. . singl_,de¢l_,
-+ P, sin <p1d<p] dp, — Py sing sing,de, do, - ..
+ Ppes, norsin®ep sin® g, .. .sin @, _,sing,_,de,_.de, .}.
Darin sind die P,, Potenzreihen in 7, deren Koeffizienten gewisse,
noch zu bestimmende Funktionen der «,, ., f ... und der ¢, sind,

(37) P =4, + Byr—C,r*—+

Es handelt sich jJetzt darum, die 4,,, B,,., Cik, ... auszurechnen.
Transformiert man die p;, =y, dy, — ¥, dy,, so findet man

ik, s

Q 2
(38) pikzr {(8185 -8 1 €€ 8,8;.4.8,_ 1€ — 88 ...8_,CCS,8. ¢ dg,
(8,8, ..8,_,€;8,6,8, -8;;—\0;;\3182--‘Sk—xck'310233---34—10«;)‘1({‘-:

(8808 1€ 8,850 €8, 1108 1L 818 ...8,_,€-88,...8—81d¢,
8 S8 088,86, (8 g.-a8_ AP

Lt

. - . - - . . . - . - . . . .

— 8,8,...8,_,C;-8,8...8,_,8dp}.

s; und ¢; ist der bequemeren Schreibweise halber gesetzt fiir sin g,
und cosg,. Diese Bezeichnungsweise soll im folgenden immer gelten.
Zu dem Bildungsgesetz der p;, ist noch zu bemerken, dafl die hervor-
stechenden ¢; bzw. s; (die sich von ihrer Umgebung unterscheiden) bei
etwa eintretender Konkurrenz mit ihren Nachbarn (wenn z. B. ¢ =1 oder
k=2 ist) die stirkeren sind, und daB ¢, =1 und s, = 0 zu setzen ist.

Fiir den Raum von 8 und 4 Dimensionen bekommt man fiir die p,,

die durch die Tabellen (39) und (40) wiedergegebenen Ausdriicke.

ride i ris, dy
|
. , ! 8
(39) Pas s
Pas — 8, o €y 6y
Dr2 Cy TGS
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r® do, r28 dy, 78, 5, de,

Pia Co — 68 !

(40) Py S, Cg €6, G ' Gy 8
Py 8, 83 €08 86
Pos $°C; 8,65
Doy 8178 f 8, 6,63
P34 { 83 8,

Daraus kann man nun sofort die 4, , B, ... entnechmen, Ver-

gegenwirtigt man sich die Definition der 4,,, B,,, ... durch einen Blick
auf (29), (30), (36) und (87), so liefert die Tabelle (39) z. B. fiir den
Raum von 3 Dimensionen:

— 2 2 __
4, = Cyg, 12 Cs T Uy 3185 — 285 g1 %2 G

— 202 ¢ 2,2 2
4,,= Usg 19 €y 85 T gy 53 €5 €5 T oy a3 87 — 2y 3,81 €, Gy

2
(41) 4 — 2y 158,08, + 2¢;5 5,678,655

)

L3 ' 2 g
12520, 8,6, (g, 5, — “12,12) T a5 02 (8 — )

.  lay 31 8y 82’{““23,12 81 Gy -

Fir den Raum konstanter Kriimmung (e, ,,=¢; ¢ ,,~0) wird
4y =d,y=0a; 4,,=0. Epre

Fir den Raum von 4 und mehr Dimensionen ergeben sich dhnliche
Ausdriicke fiir die 4,,, die indessen fiir die weiteren Betrachtungen nicht

erforderlich sind. Was wir von ihnen wissen miissen, werden wir ohne
Schwierigkeit aus den Tabellen fir die p,, entnehmen konnen.

Die B;, gehen aus den 4;, hervor, wie man erkennt, wenn man (30)
und (87) beachtet, indem man in den A, die e, ,, ersetzt durch
(42) i rs 008+ BZ e sinp cos y + B3 osingsiny.
Entsprechend die C;, und hoheren Koeffizienten der Potenzreihen P,

Fir den Raum mit der konstanten Krimmung K ist:

G i == v‘g; €y, =0 wd B%,,=
tk¥rs
P, —~~—s1n91/K1', P,.=0, (:+k) (vgl. (4)).

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir zu unseren Problemen zuriick-
kehren.
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§ 9.

Die Flichen 7 =konst.
Das Linienclement der Entfernungskugeln r — konst. ist nach (36)
ds®=r>{(1+ P, r?)del+ (1 + Py,r®)side;
+ oo F (1 F+ Pacyynr 72) 82 8} . . Sp—2l@u_y, + 1 P8, dp, do,
d o T Py 8282 Sn-3Sncd Py dpu_y},
somit die Matrix des Linienelementes (P, , = A4, -+ B, r+...):
r?(1-+4,,r*+B,,r*+..); s A,r*+ ..

(43) s, d,rt -+ r? (1+A,2r + Boo r®+ .)-sf;

- (1+A,, L ,r’4—B,, PRIRY 5 SUUUT S LU A
Da fiir die Flichen r = konst. £ =—1, §,=0, £ =10; én= — dr
i1st, wenn wir die Normale nach innen nehmen, so wird
2r(14+24,,r*+2B,,r3+...); 4s A13r3—}—
% 3 . ‘ _1__9 2 5 3 L .
(48) ol = | —dg = e 20l A”r T35 )8" '
27(1+2An_,,,,_1r'—i—gB,_l,n_lr —{—...)s;...s,‘;’_.z
und damit nach (28a) die maittlere Krimmung der Entfernungskugeln
1 1 1 1 ( QEAuy
(45) n—_i(g—F +*’ 1) ,.{1—:— + .. }

e -”—

Die Frage war: Unter welchen Voraussetzungen hat die mittlere
Kriimmung dieser Kageln iiberall denselben Wert ?

Die Antwort ist nach (45): Es muf 2A4,, einen vom Ort unab-
hingigen, konstanten Wert haben. Was das fiir die «;, .. bedeutet, ist
sofort zu erkennen, wenn man X' A4,, bildet.

Wie man fiir 8 Dimensionen aus (41), fiir 4 Dimensionen aus der
Tabelle (40) und allgemein aus den p,, (38) ablesen kann, ist

(46) ZA/w Z“uc (9 i) + 2 Z(Zazr Lr) Y Y
= 2 (Z“:‘r,w) ¥ +2 2: (Z %, kr) Y: Y

(bei Sy?=1).

Man sieht: Damit £ A,, auf der ganzen Einheitskugel denselben Wert
hat, mu notwendig Za

sr ir

= ( sein,

von ¢ unabhdngig und 2

trk

d. h. die Rlchtu.ngsmva.nanbe der Krimmung muf im N ullpunkt einen von



302 B. Baule.

der Richtung unabhingigen Wert haben. Da der Nullpunkt ein beliebiger
Raompunkt war, so gilt das fiir jeden Punkt des Raumes, und nach dem
frither erwiihnten Satz von F. Schur und Herglotz (8. 298) folgt daraus, daB
dann auch die Ortsinvariante der Kriimmung (die ,,GauBsche Kriimmung*
des Raumes) sich von Ort zu Ort nicht &ndert. Ein Raum von 3 Dimen-
sionen muf} also ein ,,Raum konstanter Kriimmung* sein.
Die mittlere Kriimmung dieser Kugeln im Raum konstanter Kriim-
- =0, setzt:

mung ist, wie man erkennt, wenn man P,, = —sin*VKr, P,

K ik

: )zV?{—ctg(\/:f{r)

——-—(—§~+—§~++ !

n—1 o

Sn—1

§ 10.
. < 1/1 1 .
Die Flichen 3 (? + ?> = konst. im R,;.

1

Die Differentialgleichung dieser Flichen im Raum mit dem Linien-
element ds? = 2 g,,dx,dx, haben wir bereits frither aufgestellt. Es ist

die Gleichung (28), wenn wir in ihr —1— (i - —1—> — konst. = — setzen.
2\ ' 0 0
(47) 1_1EQN+&)+G(L+E)-2F(2M+F)
e 4 EG-—F’ '

Die Bedeutung von E, F, G, L, M, N, E, F, G zeigen die For-
meln (22) und (27).
Ist das Linienelement gemif (36) und (87) in Polarkoordinaten ge-

geben :
ds?=dr*4 G, dp*+ G, dy* 426G ,depdy,

G,=r*(1+4,r*+B r3+C,r*+...),
(48) Gy =8lr*(1 + A, >+ By r® +Copr*+...),
G =s8-1* (A + Byyr + Cppr®+...),

so konnen wir fiir jede Flache r — r (g, ) die B, F,@&; L, M,N; E,F,G
berechnen. Wir haben dann auf der rechten Seite von (47) eine Funktion
YOI T4 g, Yoy, Toys Tes Ty, 7 Und @ und damit die Differentialgleichung fiir
die Flichen konstanter mittlerer Kriimmung in der gewiinschten Form.

Wir verfahren dann weiter so, wie wir es frither bei der Behandlung
des analogen Problems fiir krumme Flichen taten. Wir bedenken, daB
im Unendlich-Kleinen der Raum als eben, seine Geometrie als euklidisch,
angesechen werden kann und machen fiir die Differentialgleichung den
Lasungsansatz:

r=0+b(p.y)o*+clp.y)o*+....

worin
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Indem wir gleich noch einen Schritt weitergehen und beriicksichtigen,
B auch in zweiter Naherung der Raum noch als eben anzusehen ist,
as in genau der gleichen Weise folgt wie damals, setzen wir

L9) r=o+c(p,p)o®*+d(p,p)o*+elp,yp)o®+....

Mit diesem Ansatz gehen wir dann in die Differentialgleichung hinein.
/ir bekommen dann eine Identitidt in o, und es liefert uns eine Koeffi-
entenvergleichung die fiir die unbekannten Funktionen ¢ (@, vy), d(¢p,vy),
(@, y), ... erforderlichen Differentialgleichungen.

Falls es geschlossene Flichen mittlerer Kriimmung gibt, die den
ullpunkt in der verlangten Weise umschliefen, so miissen die Differential-
leichungen fiir alle Koeffizienten ¢ (¢, v), d(¢,y), e(@,y), ... Losungen
aben, die auf der ganzen Einheitskugel stetig sind. Wir werden er-
ennen, da dazu notwendig ist, daB der Raum konstante skalare Kriim-
wung hat.

Verfahren wir nunmehr in der angegebenen Weise!

r=o(l+ce’+do®+...); f¢293(6¢+d¢9+'-')a
ry=20%(¢y+dyo+-...),
Gu=r(1+4,r"+B,r"+.. )

=0* {1+ (2¢+4,,)0*+(2d+B,,)o*+ ...},
Gopo =871r*(1 -+ A4,,7°+ B, r*+...)
=%} {1+ (2c+4,,)0*+(2d+B,,)0*+ ...},
G, =3s,-0*{4,,+ B,o0+...},
) =Gy, -Gy — G,
=s7-0* {1 +(4c+4,,+A4,,)0*+ (4d + B,, + B,,)0*+ ...,

o P, D

g ::Zg”‘ ai B:ZL +G11“Q {1+(2c+4,)e*+(2d+ B, )o*+ ...},
Y= Y gage e =12+ Gy =52 0* {1+ (2044, 0"+ (24 +B,, )0+ - ),
N 0x; 0

" ::2917: aa; af,k—r¢rw+a12 231;94{A12+ . N

G — F* =s2-0* {1+ (4ot A, +Ay)0*+ (4d+ B, +B,y) 0*+ ...}

Zur Bestimmung der L, M, N; E, F, G haben wir zunichst die
(omponenten &,, &,, & der Flichennormalen aus den Gleichungen (25) zu
erechnen. Fir unser Linienelement lauten die Gleichungen (25):

T &+ Gy b+ GpE=0,

50) Ty &+ G &+ G & =0,
§f+G1§§+2G19§2§3+G92§§ =1,
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daraus
3 N
g:j D (Gv”w/ Gya o)
&
gj D (Grz ry — Gy Ty)s
1 2 2 EG-FF
‘5‘2“"-:1+§(G117u’”29127997'?’%'6!22%)‘:““D"' s
1
somit :

_ L PTSNTE IR IV
EIWWIT:Z(G@%_Sfcw)Q RIRREE
Ea=rcof{eo T dpo+...].
53:}%5{011;+dw9—§~”-}-

0§, 7\.

57’77-(9 )s

i) |

i ¢{toy+dygo+.--}

0§,

,; 0{Coyp T dpypo+ .-},

& ¢ ( 2¢, 2¢ 5 ]
5;;—0————;‘15{ Cpyp — CQP>“% \d.;mp 5, d:p/@ I -'-Ja
9¢ e .
};‘i”"s:e{cww‘%"dwwg’{’“'}'

Zur Berechnung der E, F, G haben wir noch die Ableitungen der G,
notig. Es ist

2 9y 44 4,7 £ 5Bt 4.

—20{1+(c+24,)0% + (4 +§Bn)e-*+---},

%6—;1—‘:9"{(2%—%-14119,)—}—(263¢+Bnqn)9+~-}>
agp 0*{(2¢, + 4114) + (2d, + Buy)o+...},

o —2s2o{1+(c+240) 0"+ (3 + S Bug)e? + ...},
ﬁgf:zs‘;“ee{%—k(%(26+A22)+6¢+’§f122w>92

1 Y
+(%:-(2d+B22)+d¢+—2—322¢>93+...},

%gﬁ 9"8;3“{(2671’—%*&22@3) +(2d1p+ ngw)ge ~+ .. '}‘



Kreise und Kugeln im Riemannschen Raum. 305

somit (vgl. (27)):
E=—066G,=— (8G1151+861152+ 3 1153)
~2@{1+(c+2A11)9 +(d+ B11)9 T }

G=_56G,— 2983{1+ (6= 2ep+24y) 0+ (A~ 2dp+ 5 Boy) ¢ 4.}
F=_—-5G,=40%,4,+....

Ferner wird:
— 0%, & 0 &y
L=—r, e —1~Gna¢+Gm‘;—;-)
=20 {c¢¢+d¢<p9+“-}a
N=—o*{c,y+dy,o+...},
M= —o*{Cpy+dpy0+...}.

Setzen wir nunmehr die fir E, F, @, E, F, G, L, M, N gefundenen
Ausdriicke in unsere Differentialgleichung (48) ein, so geht sie iiber in
die Identitdt:

(51) %”“{1”‘“<2°+ Cw‘*“%w‘*‘ 3 Cpy (An‘f‘A‘ae))Qg

——2~<2d+§;~d¢+dw+~s-gdw-—§<BH+BM>)93+<94>+.-.}.

Daraus folgen nun sofort die fiir ¢ (¢, v) und d(¢p, v) gesuchten Diffe-

rentialgleichungen. Damit die Identitat erfiillt wird, miissen die Gleichungen
bestehen:

(I 2e+dye=A4;, + Ay,
(II) 2d + dyd =3 (By + Byy)-

4, ist der 2. Differentiator von Beltrami. Fiir eine auf der Einheits-
kugel definierte Funktion % (¢, v) ist namlich

cos 90
sin Uy

Ao =upy+ =

Die Frage ist jetzt: Unter welchen Bedingungen existieren fiir die Diffe-
rentialgleichungen (II) und (IIT) Losungen, die auf der ganzen Einheits-
kugel stetig sind? Nur dann, so hatten wir frilher erkannt, kann es ge-
schlossene Flichen konstanter mittlerer Kriimmung geben, die sich auf
einen Punkt, den Nullpunkt, zusammenziehen lassen.

Eine solche inhomogene partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung,
wie (I) und (IT), besitzt nur dann eine im ganzen Variabilitdtsbereich
stetige Losung, wenn die zugehoérige homogene Gleichung, die durch Null-
setzen der rechten Seite hervorgeht, keine Lésung hat, oder falls sie

Mathematische Annalen. 83. 20

+sm“’ * Uy
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Lésungen besitzt, wenn die Funktion auf der rechten Seite orthogonal ist
zu den Losungen der homogenen Differentialgleichung. Man kann das leicht
einsehen, indem man etwa linker Hand und rechter Hand nach Kugel-

funktionen entwickelt (u = ZP,; wobei 4,P,+»(»r —1)P,=0) und
vergleicht.

Die homogene Differentialgleichung 2u -+ 4,u =0 hat als einzige
Loésung die Kugelfunktionen erster Ordnung P, d. h. w=y,,y,, y, (bei
Y2+ y2+y2=1), wie man durch Kinsetzen von 4 == X' P, erkennt. Die
Gleichungen (1) und (II) besitzen somit nur dann auf der ganzen Einheits-
kugel stetige Losungen, wenn

L. B f(An +4,,) 4,40 =0,

(53)
2. [(B,+ By)9:d0=0.

Zyi=1
Ein Blick auf (46) lehrt, daB die Orthogonalitdtsbedingung 1. identisch
erfiilllt ist fiir jedes Wertsystem der o, .
Die Orthogonalititsbedingung 2. ist dagegen nicht identisch erfiillt.
XB,, geht aus 34,, dadurch hervor, dal man die ¢, . in den

A, , durch Z B .-y, ersetzt. DemgemiB ist nach (46)
z

(54) ZB#M:Z/%Q,‘SE %2 Yt — 22/912(537'1:?/12?/1: Y-

2.kt ©LE7sE

Es wird somit die zweite Orthogonalitétsbedingung:

55) (I 380avin-v—2 Y88 avmun}d0 =0
Sul=1obt it
fir v=1, 2, 8.

Von der ersten Summe verschwinden nun simtliche Integrale bis auf
die, fiir die { = ¢ = », und fiir die ¢ 4=», §=» ist; und von der zweiten
Summe bis auf die, fiir die t =14, k=v, und fir die t =1k, ¢=1v» ist.
Es wird somit (55):

K {203 bt f Wyl a0 piku =2 fviy dO(Zﬂ‘%+ 2 B) =0

z:i:v k=l=v

P
[ytao Zﬁ‘”’yu—jyﬁ 42 d0.- Zﬁéi’m X i 2 ( DBt Zﬂi’z’w)}
4:

i, k—-v i§, k-‘-iw

[ k
ﬁ?h "}“’% y,,)dO Zﬂ&; vET 2fy e 40- {213:2 S Zﬁzk E» Z g?wk}
=f=v

k#v

=1=y »

i®, k#:w i
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Wir hatten frither, um der Metrik des Raumes ein Linienelement eindeutig
zuzuordnen, Normierangen eingefithrt, und zwar neben anderen die-Nor-
mierungsgleichungen (31):

7] ()
/31(71:,78 + ﬁzi ir + .3@(112 &t

o (B) @ a)
— Pik,v¢ T Pik, kv T Pik,ik-

Es ist also

Es wird somit (56):
(57) f(yf+y§y§)302ﬂi’}lvk+4 fy y2dO0- Zﬂ,k =0
k

'5'_'!:"" k":!':”

fir v=1, 2, 3.

Fiir unseren vorliegenden Fall von 3 Dimensionen lautet (57) fiir
v = 1 ausfiihrlich geschrieben'

( (1) (1
éﬁm 12—+ 31 31)‘%‘%371 23, 25—_-0,
(1) (1) )
23, 23 s 31, 31’7‘/912,12’—‘0:
(58) § firv=2 und v=3

2) E)
fe3, 23+ Ps1, 31 “!—ﬁm 1=
3) (3) (3)
93, 93 + B31, 31 + Piz, 12 =
Was bedeutet das nun fiir die Geometrie des Raumes? X, . . War
die Ortsinvariante der Raumkriimmung, die ¢; waren die Komponenten

’Lk rs
des Kriimmungstensors im Nullpunkt, die ﬂz krs deren Ableitungen in der
y,-Richtung (34). Es ist somit die Anderung der Ortsinvariante — der
Gauflschen Kriimmung des Raumes — bei einer Verriickung des Null-
punktes um dy,, 0y,, 0y, :

K = (Bls) o+ Bit)su - Bio)12) 09y + (B ss + il o1 + Bty 1) 83

-+ (/3(5) 23 -1 ﬂg) 31 -+ 1(3) 12) 6?/3

Die Gleichungen (58) besagen also:

Im Nullpunkt muf die skalare, die GauBsche Kriimmung des Raumes
stationdr sein. Da der Nullpunkt ein beliebiger Raumpunkt war, so folgt
der Satz:

Wenn es in einem Riemannschen Raum geschlossene Fldachen kon-
stanter mittlerer Krimmung gibt, die sich in der gekennzeichnelen Weise
zusammenziehen lassen, so hat notwendig der Rawm diberall die gleiche
Gaufsche Kriimmung.

Dieser Satz gilt nicht nur fiir einen Raum von 3 Dimensionen, er
gilt in gleicher Weise auch fiir-den- n-dimensionalen Riemann-Raum. Das
soll noch kurz gezeigt werden.

2{)*
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§ 11.
Die Fliche «—1_:-( + + —}———-) konst. im Rau

n On—
n Dlmensmnen.
Fiir den Raum von n Dimensionen 148t sich in ganz entsy
Weise schlieBen wie fiir den dreidimensionalen. Nach (283a) ist di
Kriimmung der Fliche x,(u,, %,, ..., %n_1)

1 Tus
(n—-l)( + + -+ g,,_x) 2(‘n-—l) Zyuv ’y“

Fiir die Fliche r=r(<p1 ... @n-1) ist nach (26a) und (49

Bedenkt man, daf die r, von der Ordnung @3, die G,,
Ordnung o* und die G,, (u <% ») von der Ordnung o* sind, s
man leicht, dal bis zu der Niherung, die uns die Differentialgl
(II) und (III ) lieferten, folgendes gilt: Die Glieder u = » komn
den Gliedern u = » nicht zur Geltung. Es ist [vgl. die Gleichur
die sich gemaB (25) fiir n Dimensionen fortsetzen lassen]

£1=—1+(94)+"‘
Yo, 0 .
T, T ST et deet s ) (e
Es 1st weilter
oG ey
[ OGuu “
bGua 5 +20 # 57-{-1
y=1
¢ ¢ 1 Cu—1
"""‘"29'812'822 /4—-1 {1+( +2A.uﬂ—fcqvx“_;:“';.:2—c%‘" Ct Su—1 8
S [ ¢, 1 Cu—1
. ey -— Nt S _— it .-
I (d+2B/"‘ sl d(pl 82 312 dq’z e Sn—1 8

6Guy=(0%) + ...
uE»
Nunmehr wird

o= (23 .x.s,f‘ Sj" + D)8y ot 02)

9ix 5o,y 5
=~ (26, 52 440G+ )
=—20{¢p, 0, T dp,p, 0+ ...} —8G,,
= 208%:53...8 #-1{1—}-9 ( +2A,‘,,—~—:—‘l—cq,,—...Z::1 sf...lsg;z"q”#—l“
+ et (d+...).
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Da schlieflich

o (1 Ro+ A8 — 24+ B —
zu setzen ist, so bekommen wir die Identitdt
e R B Rt e i =L
T Cpyo T Slf CoppeT - - - g}%}g Cop_19p—1 2Asm>
+ (=1 at (= 2) St Bl g 2 s

: ; 1 3
Td%% ’}‘g;e'd%n'%‘---“ﬁ’_»_"“?'dwnﬁwn*l “"T{ZBMt> T

87-85...8]_ o
Koeffizientenvergleichung liefert:

c n—3 ¢ 1 Cn~2
(1) (n— 1)c+(n~2)-§~c%+ R ;2— Cppton- PERFER s:~2.c,pn_2

n—3

1 1
+ G‘Pﬂh_l—gf_ C¢2?’2+' T sf-sE.. 3’:_2 Coprvp—y = ZAI“‘“ :
& n—3 3 €y 1 Cp—2
(1) (n—1)d+(n— 2> d"”" s, O 8-85...8% g sn—g A2
gt L gt ~—-—1——~——d —5 2B
LT o s VP22 T 812-829...8;_2 Prn—1Pn-1" 2 p“p s

Und das sind genau dieselben Differentialgleichungen fiir den Raum
von n Dimensionen, wie wir frither fir den dreidimensionalen gefunden
hatten. Wir konnen schreiben:

(I) (n—1)c+4d,c=24,,,
(IT) (n—1)d+4,d=32B,,.

Darin ist 4,% wieder der 2. Differentiator fiir die auf der (n — 1)-
dimensionalen Einheitskugel definierte Funktion % (¢, ¢, ... @n_1).

Entwickelung nach Kugelfunktionen (u=ZXP,; wobei jetzt
A, P, +v (v +n— 2)P,=07)) liefert die gleichen Schliisse wie friiher.
Die einzige Lésung der homogenen Gleichung (n — 1) u -+ 4,4 == 0 ist die
erste Kugelfunktion. Denn die Differentialgleichung der Kugelfunktionen,
in sie eingefithrt, gibt fiir » die Gleichung:

riv+n—2)=n—1,
aus der » =1 folgt.

Es miissen also einerseits 4, ,, andererseits 2B,, zu simtlichen y,
orthogonal sein, wenn jede der Gleichungen (I) und (IT) eine auf der ganzen
Einheitskugel stetige Losung haben soll. Die Bedingungen dafiir hatten

“) Vgi. E. Heine, Theorie der Kugelfunktionen, 1 (1878), S. 461.
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wir bereits, auch fiir » Dimensionen giiltig, gefunden. Sie sind durch (57)
ausgedriickt, wo jetzt » von 1 bis »n lauft.

Es ist nun wegen (Z'yf)gz 1
2,2__ 0
fy;‘d0+(n~l)fy;y;:;;,

worin O die Oberfliche der (n — 1)-dimensionalen Einheitskugel bedeutet:

T 24 4 27
—2 z-3
0:f f f St o83 ... Sp—2dp, A, ... dp,_y.
@1=0 o=0 % =0, 1=0
Ferner ist

JyidO= {y}dO= [cl-sp-2s77%...5 . dodyp,.. . dy, =

so daB 0

S +yi9;)d0 =4 [yly:dO
und damit wird die Bedingung fiir die B3, . (57)

Zﬂ(’g vk ‘T'Z 43(’7;) tE T

v, kE»

und

was fiir die Metrik des n-dimensionalen Ranmes die gleiche Bedeutung
hat wie die Gleichungen (58) fiir den Raum von 3 Dimensionen,

Damit ist der Satz allgemein bewiesen.

Mathematisches Seminar der Hamburgischen Universitit, Oktober 1920.

(Eingegangen am 31. 10. 1920.)



