Zur Theorie der Moduln.
Yon

Ezngr Stemarz in Charlottenburg.

Die folgenden Untersuchungen beziehen sich auf diejenigen Moduln,
deren Einfilhrung in die Zahlentheorie man Dedekind verdankt. Im
elften Supplement zu den von ihm herausgegebenen Dirichlet’schen
Vorlesungen findet sich die Theorie der Moduln in ihren Grundziigen
dargestellt, Ausserdem kommen hier noch zwei Arbeiten in Betracht:
Frobenius: Theorie der linearen Formen mit ganzen Coefficienten;
Frobenius und Stickelberger: Ueber Gruppen von vertauschbaren
Elementen (Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 86,
88). In der letzteren ist der Zusammevhang zwischen den Moduln
und den Gruppen vertauschbarer Elemente klargelegt, und es ist hier-
nach ein Leichtes, die Resultate, welche in der einen Theorie gewonnen
werden, auf die andere zu iibertragen. Daher werde ich mich, obgleich
es nahe lige, gruppentheoretische Fragen mit in Betracht zu ziehen,
auf die Behandlung der Moduln beschrinken.

Ich fiibre zunfchst die wichtigsten hierher gehbrigen Stze von
Dedekind und Frobenius an in der Form und mit den Bezeich-
nungen, deren ich mich in der Folge stets bedienen werde.

§ 1.
Rechteckige Systeme; ihre Eintheilung in Classen.

1. Rechteckige Systeme.

Mit grossen lateinischen Buchstaben werdén im Folgenden Systeme
von ganzen rationalen Zahlen*®) bezeichnet, die nach Zeilen und Co-
lonnen geordnet sind. Auf soleche Systeme sollen die Operationen:
Addition, Subtraction, Multiplication in der Weise angewandt werden,
wie dies allgemein tiblick ist. Die Ausfithrbarkeit der Addition und

* An dieser Voraussetzung, dass die Elemente ganze rationale Zahlen sind,
wird stets festgehalten werden.
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Subtraction erfordert, dass die rechteckigen Systeme gleich viele Zeilen
und gleich viele Colonnen enthalten, die Ausfiihrbarkeit der Multiplica-
tion, dass die Anzahl der Colonnen eines jeden Factors gleich der
Anzahl der Zeilen des folgenden ist, das Product hat dann so viele
Zeilen wie sein erster und so viele Colonnen wie sein letzter Factor.
Die Anzahl der Colonnen eines rechteckigen Systems A heisse
sein Grad. Ist derselbe gleich # und 0 << k < %, so heisst der grisste
gemeinsame Divisor der Determinanten %> Grades in 4 ,,der %'* Deter-
minantentheiler von A¢“. Dabei sel noch bemerkt, dass der grisste
gemeinsame Theiler gegebener Zahlen positiv genommen und nur dann
= 0 gesetzt werden soll, wenn die Zahlen simmtlich gleich Null sind.
Ist die Anzahl 7 der Zeilen von 4 < #, =0 sollen doch % Determinanten-
theiler gezihlt werden, indem bestimmt wird, dass fir £ >~ der
kte Determinantentheiler = 0 zu setzen ist. Die Anzahl der von O
verschiedenen Determinantentheiler eines Rechtecks heisst sein ,,Rang¥.
Ist das System A quadratisch, so wird es Diagonalsystem genannt,
wenn alle Elemente ausserhalb der Diagonale verschwinden. Sind
Gy, Ay, + . . @, die Diagonalelemente eines solchen Systems, so soll
dasselbe auch mit Dg (a,|a,| . . . a,) bezeichnet werden. Dieses Dia-
gonalsystem heisst ein ,,Hauptsystem*, wenn keines der Elemente a
negativ und ein jedes Divisor des folgenden ist. Ein quadratisches
System A4 heisst unimodular, wenn seine ,,Norm* (Nm 4) — d. h. der
absolute Werth seiner Determinante — gleich 1 ist. Mit dem Buch-
staben E sollen stets nur unimodulare Systeme, mit dem Symbol E_
solche von der Determinante -4 1 bezeichnet werden. Ist E° das Dia-
gonalsystem nt» Grades, dessen simmtliche Diagonalelemente gleich 1
sind, so bestehen fiir jedes quadratische System nmte* Grades 4 die Glei-
chungen AE°= A, E°A= 4, und zu jedem unimodularen System E
gehort ein zweites E—1, fiir welches EE-1= E-'E = E°* wird.

2. Hintheilung der quadratischen Systeme in Classen.

Wir wollen uns nun zunichst auf die Betrachtung quadratischer
Systeme beschrinken.

Definition 1. Sind 4 und B quadratische Systeme desselben
Grades », und lisst 4 sich darstellen als ein Product, in welchem B
als Factor enthalten ist, so wird gesagt: , Die Classe des Systems 4
(Cl 4) ist theilbar durch die Classe des Systems B¢,

Ist Cl 4 theilbar durch Cl B, Cl B theilbar durch Cl C, so ist,
wie man sofort erkennt, auch Cl A theilbar durech Cl C.

Definition 2. Zwei Classen heissen gleich, wenn jede durch
die andere theilbar ist.

Man iiberzeugt sich leicht von der Zuldssigkeit dieser Defini-
tionen. — Die simmtlichen quadratischen Systeme werden hiernach in
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Classen eingetheilt, jede Classe ist durch ein einziges in ihr enthaltenes
System vollstindig bestimmt.

Es entstehen nun die Aufgaben: wenn zwei quadratische Systeme
A und B gegeben sind, zu entscheiden, ob Cl 4 durch Cl B theilbar
ist, bez. ob die Systeme A und B derselben Classe angehdren. Diese
Fragen werden durch zwel, wohl zuerst von Frobenius entwickelte
im Folgenden als Fundamentalsatz I und II bezeichnete Theoreme
entschieden.

Fundamentalsatz I. Damit zwei quadratische Systeme 4 und
B derselben Classe angehoren, ist nothwendig und hinreichend, dass
sie dieselben Determinantentheiler besitzen. Ist diese Forderung erfiillt,
so ldsst sich A stets in der Form A = EBE’ und, wenn iiberdies
die Determinanten von 4 und B auch dem Vorzeichen nach iiberein-
stimmen, auch in der Form 4 = FE; BE| darstellen.

Zu diesem Satze gesellt sich ein zweiter, welcher zugleich eine
wichtige Eigenschaft der Determinantentheiler erkennen lisst.

Ia. Jede Classe enthilt ein und nur ein Hauptsystem.

Ist Dg (e |e,]. - . €n) ein Hauptsystem und sind d,, d,, . .. d, seine
Determinantentheiler, so ist dy=e,.¢,...¢. Sind daher d,, d,,... d,
die Determinantentheiler irgend eines quadratischen Systems, und sind
die ersten 7 unter ihnen von O verschieden, so sind

dp 4

81=d1, 62—-—='ET, PO e,.=72—t;, 8,-+1=0, PR €g=0

die Elemente des Hauptsystems seiner Classe, also ist von den Quotienten
4 b G
1?4y’ &y

Die Diagonalelemente des Hauptsystems heissen die ,,Elementar-
theiler* oder ,, Invarianten® seiner Classe oder auch eines jeden Systems
dieser Classe. Classen werden im Folgenden durch grosse griechische
Buchstaben oder auch durch Angabe ihver Invarianten bezeichnet,
indem, wenn @,, @,, ... @, die Invarianten von Cl A = A sind,

A=Cl(ala,]-.. a)

gesetzt wird. Alle Systeme einer Classe A stimmen im Grade, Range,
in der Norm und den Determinantentheilern tiberein, wesshalb auch
vom Grade, Range u.s. w. der Classe A gesprochen werden kann.

Fundamentalsatz II. Die Classe A ist dann und nur dann
durch die Classe B theilbar, wenn jede Invariante von A durch die
entsprechende Invariante von B theilbar ist.

Es mégen non zur Erleichterung der Ausdrucksweise noch einige
einfache Bezeichnungen eingefiihrt werden. Der grosste gemeinsame
Theiler von s Zahlen @, a,, .. . a, werde mit

(@4, Gy5 - @)

jeder ein Divisor des folgenden,

13
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bezeichnet, ihr kleinstes gemeinsames Vielfaches mit

(a1 @ay - .. @)-
Das letztere ist, sobald eine der Zahlen @ verschwindet, = O zu setzen,
sonst positiv zu nehmen. — Sind jetzt A, A,, ... A, Classen nten
Grades, ist
Ai=0Cl(aa|@|...am) (E=1,...5)
und wird

(au,, 2y «oe (Z,k)=dk, [Chk, A2ky = o« a,,;,]==c;, (k=1,..‘n)

gesetzt, so bilden d,, d,, ... d, das Invariantensystem einer gewissen
Classe n'® Grades, und dasselbe gilt von den Zahlen ¢,, ¢,, ... ¢.. Die
erste dieser Classen sei mit

(Ars Ay --- A,
die zweite mit

Ay Ags oo A

bezeichnet. (A, A,, ... A;) ist der grisste gemeinsame Divisor,
[A;, Ay, -.. A] das Kkleinste gemeinsame Vielfache der Classen
A, A,, ... A, d h. die simmtlichen den Classen A,, ... A, gemein-
samen Divisoren sind die simmtlichen Divisoren von (A, ... A,), und
die simmtlichen den Classen A, A,, ... A, gemeinsamen Vielfachen
sind die simmtlichen Vielfachen von [A,, ... A,]. — Die Classe nten
Grades, deren Invarianten alle gleich 1 sind, welche daher ein Divisor
jeder Classe nte» Grades ist, werde mit E™ bezeichnet (bez. nur durch
E, wenn der Grad aus dem Zusammenhange ersichtlich ist). — Zwei
Classen A, B heissen relativ prim, wenn (A, B) = E ist.

3. Classen von positiver Norm.

Ist A=Cl(a,|@a,]|... a;) eine Classe von positiver Norm und
Nm A = a das Product der relativen Primzahlen a’, a”, so hat A nur
einen Divisor A’ von der Norm ¢ und einen Divisor A” von . der
Norm a”. Diese Classen

K= Cl (@, @) | (a, )] - - (an, @),
A"= (1 ((ai, a’)|(ay, a”) ... (0, a"))
heissen ,,Componenten von A, A ist in die Componenten A’ und A”
»zerlegbaré,  Charakteristisch fiir diese Zerlegbarkeit sind die Rela-
tionen
(AA=E, [A,A"]=A.
Die Zerlegung von A kann soweit fortgesetzt werden, bis man zu

primiren Classen gelangt, d. h. zu solchen Classen, deren Norm die
Potenz einer Primzahl ist. Bezeichnet man allgemein, unter m eine
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positive ganze Zahl, unter p eine Primzahl verstehend, mit " die

héchste in 2 anfgehende Potenz von p, und setzt man dementsprechend
Y
A=Cl(a|am]. .. o),

s0 ist A die primire Componente von A, welche der Primzahl p ent-
spncht Fiir Primzahlen p, die in Nm A nicht aufgehen, wird A E.

Jede Classe A von positiver Norm ldsst sich nur auf eine Wexse in
primére Componenten zerlegen und ist das kleinste gemeinsame Viel-
fache derselben. Ist A durch B teilbar, so ist fiir jede Primzahl p
A durch B theilbar, und wenn fiir jede Primzahl p A durch B theilbar

1st 80 1st A durch B theilbar. Sind A, A,, ... A, A r Classen yon
positiver Norm, so sind die Relationen

AL Ay A)=A, [ALA,,...A]=T
bez. dquivalent den Relationensystemen

('217 ,}2) cee ﬁs) = 9’ [‘217 §2: cu Q‘] = zln-'

4. Eintheilung der rechteckigen Systeme in Classen.

Um nun auch alle rechteckigen Systeme in die Classen einzureihen,
werde festgesetzt, dass jedes rechteckige System A4 der Classe ange-
horen soll, welche dieselben Determinantentheiler besitzt wie A.
Werden die Invarianten der Classe Cl A auch als Invarianten des
Systems A bezeichnet, so gilt der Satz:

Sind 4 und B rechteckige Systeme, so ist, damit eine Gleichung

von der Form
A=P.B.@Q

moglich sei, nothwendig und hinreichend, dass Rg A < Rg B und
jede positive Invariante von A durch die entsprechende Invariante
von B theilbar ist.

Falls 4 und B gleichen Grad haben, kommt diese Bedingung
darauf hinaus, dass C! 4 durch Cl B theilbar sein muss. Haben die
Rechtecke 4 und B gleichen Grad (») und dieselbe Anzahl von Zeilen
(r) und ist Cl 4 durch Cl B theilbar, so sind in einer Gleichung von
der Form A= P.B.Q P und @ quadratische Systeme, und wenn
Cl A = Cl B ist, so kann man es stets so einrichten, dass P und @
unimodular werden.
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§ 2
Moduln.

Ein System von Zahlen heisst nach Dedekind ein ,,Modul¥, wenn
die Differenz zweier beliebiger Zahlen des Systems wieder dem System
angehort. Der Modul a heisst theilbar durch den Modul b (ein Viel-
faches von b, b ein Divisor von ), wenn jede Zahl von a auch in %
enthalten ist. Gehoren die Zahlen

Oyy Oy o oo Gy

dem Modul a an, so gilt dasselbe von jeder Zahl von der Form

(1 @ =¢a+ ey + - - -+ oy,

worin die Coefficienten ¢ ganze rationale Zahlen bedeuten. Der Modul «
heisst ein endlicher, wenn man ihm eine endliche Anzahl von Zahlen
o, &, ... o entnehmen kann so, dass jede Zahl von a in der Form (1)
darstellbar ist. Von den Zahlen ¢, @,, ... &, heisst es dann, dass
sie eine Basis von a bilden, und es werde dies gekennzeichnet, indem

a=Md (¢, &, ... )

gesetzt wird. Die Basis heisst eine reducirte, wenn der Ausdruck (1)
nicht anders verschwinden kann, als indem alle Coefficienten ver-
schwinden, Dann lisst sich jede Zahl & von a nur auf eine Weise in
die Form (1) bringen, jede Basis von a besteht aus wenigstens » Zahlen,
und der Modul a wird ein »-gliedriger genannt. Jedes Vielfache eines
r-glhiedrigen Moduls ist hichstens r-gliedrig.

Hat man einen n-gliedrigen Modul

¢ ==Md (1;, %, .. - %),
betrachtet man nur Zahlen dieses Moduls, und nimmt man mit diesen
Zahlen keine anderen Operationen als Addition und Subtraction vor,
so kbonnen die Basiselemente %,, 4,, ... %, als unbestimmte Grdssen
betrachtet werden. Es kommt dies darauf hinaus, an Stelle der in ¢
enthaltenen Zahlen

=0+ 4 Caln
die Systeme der n Coefficienten

i3 €y v o . Cny

vermbge deren sich die Zahlen 5 aus den Zahlen %, #,, ... 4, zu-
sammensetzen, zu betrachten. Ein solches Coefficientensystem denken
wir uns stels in einer horizontalen Reihe angeordnet. Indem wir dies
thun, im Uebrigen aber die bisher gebrauchten Bezeichnungen beibe-
balten, haben wir unter einem Modul eine Gesammtheit von Systemen
oder ,,Zeilen* 6 zu verstehen, welche sich durch Subiraction repro-
duciren.
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Es sei nun
a=Md (e, &,...a)

ein beliebiger Modul. Bildet man das Rechteck A, dessen Zeilen
&, &, ... ¢ sind, so ist durch dasselbe der Modul « vollstindig be-
stimmt, Wir bezeichnen das Rechteck 4 als eine Basis des Moduls a
und setzen:

a=Md 4.
Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass der Modul
b = Md B durch den Modul o = Md A theilbar sei, besteht offenbar
mn der Existenz einer Gleichung von der Form

B=P. A.

Hieraus ergiebt sich, wenn man die in § 1 angegebenen Definitionen
und Sitze berticksichtigt:

Sind die Rechtecke A4,, 4,, ... Basen eines und desselben Moduls g,
so gehdren sie alle derselben Classe an. Diese Classe werden wir
zweckmissig als die Classe des Moduls a bezeichnen, sodass

01A1=01A2='..=01a

wird. Indem wir nun die frither eingefiihrten Begriffe von der Classe
auf die ihr angehorigen Moduln iibertragen, ergiebt sich von selbst,
was wir unter dem Grade, dem Range, der Norm eines Moduls o
(Gd a, Rg a, Nm qa), seinen Determinantentheilern und Invarianten
werden zu verstehen haben. Man erkennt, dass der Rang eines Moduls
dasselbe ist, was friiher als seine Gliedrigkeit bezeichnet wurde, dass
also ein Modul vom Range r r-gliedrig ist. — Theilbarkeit kann natiir-
lich nur zwischen Moduln desselben Grades stattfinden.

Ich fiihre nun einige wichtige Sitze aus der Theorie der Moduln
an, von denen spiterhin vielfach wird Gebrauch gemacht werden.

I. Ist Rg a = r, so besitzt der Modul a eine Basis von % Systemen
dann und nur dann, wenn k£ > r ist. Da Gd a > Rg a ist, so besitat
jeder Modul ntes Grades auch eine Basis von # Systemen (quadratische
Basis).

IL. Jeder Modul a besitzt eine quadratische Basis von der Form
AE, wo A das Hauptsystem von Cl q ist.

Die Classe E® besitzt nur einen Modul, derselbe ist ein Divisor
jedes Moduls n'e Grades; er werde mit ¢® (bez. ¢) bezeichnet. Jedes
unimodulare System nte» Grades ist eine Basis von e®. — Satz IT kann
nun auch so formulirt werden:

IHa. Ist Cla=A=Cl(a|a,]...a), so kann man n Zeilen
0, 8y, . .. 0y angeben von der Beschaffenheit, dass

Md (e, e, ...a0) =¢, Md(a.&,a, .0, .+0x.0x) =4
wird, Ist Bg a =7, so ist a auch gleich Md (a,¢,, ... a.¢).
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I11. Ist der Modul a ein Vielfaches von 6, so ist Cl a ein Viel-
faches von ClB; und wenn die Classe A ein Vielfaches von B ist, so
besitzt jeder Modul von A wenigstens einen Divisor inmerhalb B und
jeder Modul von B wenigstens ein Vielfaches innerhalb A.

IV. Ist a ein Vielfaches von b, Cla ein Divisor von Clb, so
ist a="5.

Sind q; =Md 4,, 0, =Md 4,, ... a, = Md 4, Moduln desselben
Grades n, so besitzen sie einen grossten gemeinsamen Divisor, d, h. es
existirt ein bestimmter Modul b von der Beschaffenheit, dass jeder den
Moduln a4, a,, . . . a, gemeinsame Divisor ein Divisor von p ist, und
umgekehrt. Das Rechteck, dessen Zeilen die simmtlichen Zeilen der
Rechtecke 4,, 4,, ... A, sind, ist eine Basis dieses Modals. Die
Moduln 4, a,, ... a; haben aber auch ein kleinstes gemeinsames Viel-
faches, d. b. es existirt ein bestimmter Modul ¢ von der Beschaffenheit,
dass jedes den Modulun a,, a,, ... a, gemeinsame Vielfache ein Viel-
faches von ¢ ist, und umgekehrt. Einfache Ueberlegungen zeigen, wie
man durch eine endliche Anzahl von Operationen eine Basis dieses
Moduls ¢ finden kann auch in den Fillen, in welchen unter den
Moduln a4, a,, ... a, solche von verschwindender Norm sich vorfinden.
Es werde mit

(@) Gy ovv @)y [y, Ay o0 ¥
der grosste gemeinsame Theiler bez. das kleinste gemeinsame Vielfache
der Moduln o, a,, . .. a; bezeichnet,

Dass der Modul o ein Vielfaches des Moduls b ist, kann durch
jede der Gleichungen

(0, 8)="5, [a,8] =0
ausgedriickt werden, aber auch, weil (x, b) jedenfalls Divisor von b ist,
(zufolge Satz IV) durch die Gleichung

Cl (a,5) =Cl16.

Hierin hat man ein einfaches Mittel, um zu erkennen, ob von zwei
Moduln @, b, deren jeder durch eine Basis gegeben ist, der erste den
zweiten zum Divisor hat. Da man nimlich dann auch eine Basis von
(a,b) bhat, so kann man sofort die Classe des Moduls (a, %) bestimmen,
und hat nur zu sehen, ob dieselbe mit Cl b identisch ist oder nicht.

V. Zwischen den Normen zweier Moduln a, b, ihres grossten
gemeinsamen Theilers und ihres kleinsten gemeinsamen Vielfachen
besteht die Beziehung:

Nm . Nm b = Nm (a,5) . Nm [a, 5].
Ist A das Hauptsystem der Classe A, so heisse der Modul Md 4
der ,, Hauptmodul “ der Classe A. — Damit die Classe A durch B theilbar

*) Bei Dedekind ajf-q;+---+a, bez, ay— g —-»-—a

7
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sei, ist nothwendig und hinreichend, dass der Hauptmodul von A
durch den Hauptmodul von B theilbar ist. Der grosste gemeinsame
Theiler (bez, das kleinste gemeinsame Vielfache) der Hauptmoduln der
Classen A;, A,, ... A, ist der Hauptmodul der Classe (A;, A,,... A)
(bez. [A,, As, ... A]). Zwei Moduln a, b heissen relativ prim, wenn
(a, 8) =¢ ist.

2. Unimodulare Transformationen. ‘

Sind 4 und B quadratische Systeme n' Grades, ist £ ein uni-
modulares System desselben Grades und besteht zwischen 4 und B
eine Gleichung von der Form

® 4=CB,
so folgt
(3) AE=CBE.

Umgekehrt ist auch (2) eine Folge von (3). Dieses Resultat kann so
ausgesprochen werden:

Ist Md 4 theilbar durch Md B, so ist Md AE theilbar durch
Md BE, und umgekehrt. — Von den Beziehungen

(4) MdA—=MdB, MdAE—MdBE

ist daher jede eine Folge der andern. Fiir jede quadratische Basis 4
eines bestimmten Moduls « stellt also AE die Basis eines bestimmten
zweiten Moduls o' dar. Wir sagen deshalb:

,Der Modul a wird durch die unimodulare Transformation [£] in
den Modul « iibergefiihrt“

und setzen
v =k,
Die inverse Transformation [E-*] fihrt o in a zurick. —

Aus der Aequivalenz der Gleichungen (2), (3) folgt weiter:

V1. Ist der Modal a durch den Modul b theilbar, so ist aE
theilbar durch b.%, und umgekehrt.

Durch einfache Ueberlegung schliesst man hierans:

VIL Der grosste gemeinsame Divisor (das kleinste gemeinsame
Vielfache) der Moduln q,, a,,...a, wird durch die unimodulare Trans-
formation [E] in den grossten gem. Theiler (bez. das kleinste gem.
Vielfache) der transformirten Moduln iibergefihrt; oder die Relationen

(ay, gy » o - QW) E=(0, B, , E,...0FE),
(8,05, - 0] E=[0, E, 0, E,...0FE]

bestehen identisch.
Ist A eine quadratische Basis des Moduls a, aF = ¢/, so ist
a=Md AE, 1« = Cl AE=ClA=Clq. Ist umgekehrt o' =Md A’
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ein Modul der Classe Cl a, A’ quadratisch, so kann (Fundamentalsatz I)
A’ = E, AFE, gesetzt werden, und es folgt

@=Md E AE,=MldAE, =E,.
Also:

VIII. Ein Modul ¢ kann durch unimodulare Transformationen in
jeden Modul seiner Classe aber in keinen weiteren Modul iibergefiibrt
werden.

pHierauf beruht es, dass alle wesentlichen Eigenschaften eines
Moduls durch seine Classe bestimmt sind.

Eine der wichtigsten von uns zu losenden Aufgaben soll in der
Bestimmung der Anzahl von Moduln bestehen, welche zu derselben
(durch ihr Invariantensystem gegebenen) Classe A gehdren. Wir be-
zeichnen diese Anzahl, welche eine ,Function von A% darstellt, mit

¥ (A)-
Man erkennt leicht, dass fiir Classen, deren Norm verschwindet,
¥ (A) = oo wird, mit Ausnahme des Falles, dass alle Invarianten von A
verschwinden, in welchem offenbar ®(A) =1 zu setzen ist. Wir
werden uns daher auf die Bestimmung der Function @ fiir Classen
von positiver Norm beschrinken kbnnen.

3. Multiplication der Moduln mit einer Zahl.

Sind «,, «,, ... @ Zeilen von je » ganzen Zablen und ist m eine
beliebige ganze Zahl, so besteht der Modul Md (me,, me,, ... ma,)
aus allen Zeilen, welche aus den Zeilen des Moduls Md (¢, e, . . . @)
durch Multiplication mit m hervorgehen. Wir bezeichnen ihn mit ,m.a%
und wollen m > O voraussetzen. Ist alsdann a durch b theilbar, so
folgt, dass ma durch mb theilbar ist, und umgekehrt. Hat der
Modul a die Invarianten @, a,, . .. @, so hat ma die Invarianten
May, Ma,, ... Md,; hat andererseits ein Modul ¢ die Invarianten
Mmay, May, ... May, 50 kann man ¢ = mqa setzen, und es sind dann
G4y Gy . - . G, die Invarianten von o' Ist daher A = Cl (a,]a,]|... a.)

eine beliebige Classe und wird Cl (ma,|ma,|. .. ma,) = mA gesetzt,
so enthalten die Classen A und mA gleich viele Moduln, d. h. es ist
IX. ¢(m.A)=1j:(A).

Die Classe E enthilt nur den Modul ¢, mithin mE nur den ein-
zigen Modul me, so dass fiir jedes unimodulare System E meE ==me
wird.

X. Damit der Modul a Divisor bez. Vielfaches von me sei, ist
nothwendig (Satz III) und hinreichend, dass Cl a = A Divisor bez.
Vielfaches von mE ist.

Ist niimlich die angegebene Bedingung erfiillt, so ist der Haupt-
modul a” von A Divisor bez. Vielvaches von me. Sodann kann (Satz VIII)



Zur Theorie der Moduln, 11

a = o' E gesetzt werden, woraus folgt, dass a Divisor bez. Vielfaches
von meF = me ist. — Ganz Zhnlich beweist man den Satz:

XI. Ist A eine beliebige Classe desselben Grades wie E, a ein
beliebiger Modul von A, so ist

Cl (a, me) = (A, mE), Cl[a, me]="7[A,mE].

4. Moduln von positiver Norm,

XII. Ist a ein Modul der Classe A, Nma=NmA=a >0,
a das Product der relativen Primzahlen ¢ und ¢”, und sind A" und A”
die Componenten von A, deren Normen bez. @', a” sind, so hat g einen
und nur einen Divisor o' in der Classe A" und ebenso einen und nur
einen Divisor a” in der Classe A", und es ist

a=[a, a"].
XIII. Sind die Classen der Moduln a’ und o” relativ prim, so ist
Ol[o,d"] =[Cla, Cla"].

Beweise: Dass unter den in XII angegebenen Voraussetzungen a
einen Divisor o in der Classe A’ hat, besagt schon Satz III. Wir
wollen nun zeigen, dass a ausser a iiberhaupt keinen Divisor von der
Norm o' hat. Hitte man nimlich noch einen zweiten solchen Modul o,
so wiren « und a,” Divisoren von ¢ und (Satz X) von &'.¢, mithin
wire [a’, a,7] ein Divisor von (a, a’¢), Cl [¢/, a,"] ein Divisor von
Cl(a, de)= (A, dE)=A =Cl o, und aus Satz IV wiirde folgen
[, a,7=4, d. h.: q ist ein Divisor von a. Da aber die Normen
von a’ und ;" positiv und gleich sind, so folgt a,’ = «’. Es hat daher
a nur einen Divisor a'in A’ und ebenso nur einen Divisor ¢” in A", —
Aus dem Umstande, dass die Classen A' = Cl o, A” = Cl o relativ
prim sind, kann man schon schliessen, dass [a, a”] der Classe A=[A", A”]
angehdrt, Setzt man namlich Cl [d, a"]=A,, so ist Nm A;=Nm [a, ¢”]
theilbar durch [d, "] = a, andererseits ist (Satz V)
ron a.a’ a
Nm A; = Nm [¢, 0] = 1 T = N
ein Divisor von a, also Nm A, = ¢. Die Moduln ¢, a”, welche nach
dem Vorhergehenden dadurch eindeutig bestimmt sind, dass sie die
Normen a, a” haben und Divisoren von [, a”] sind, miissen demnach
den Componenten A/, A" von A, angehdren, welche den Bedingungen
Nm A= d, Nm A" = 4" geniigen, und diese kénnen mit A’, A” nur
dann identisch sein, wenn auch A, = A ist. — Da endlich q durch
«, o, also auch durch [o, «”] theilbar und Cla= Cl[a, a"] ist,
so folgt

a==[a,a"].
Hiermit sind die Sdize XII, XIII bewiesen.
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X1V. Ist der Modul a von der Norm o (> 0) theilbar durch den
Modul b von der Norm b, ist @ das Product der relativen Primzahlen o’
und ¢” und sind o, " die Divisoren von a, welche die Normen o, a”
haben, so haben die Moduln & = («,§), "= (a”,b) die Normen ¥’ = (&, ),
b’ = (a”, b), und ihr kleinstes gemeinsames Vielfaches ist .

Beweis: Nm [¢, 5] = Nm( ) ist Divisor von a'. b aber auch
von Nma=a=2a".4q" also auch von @ . (a”, b) = a’.b". Mithin
b ’ ’ ”b > ’b b 4
ist Nm ¥ = Nm (a, b) = ITE?TE,‘B? theilbar durch "’?’Z’a =y = b.

Andererseits ist Nm %' offenbar Divisor von (&, b) = b’. Somit wird
Nm ¥ =3 und ebenso Nm §" < 3". Da b und 3" relativ prim sind,
so folgt nach XII und XIII: Nm [§, 5"] = [b, "] =<=Nm 5, und da b
durch [V, "] theilbar ist, so muss jetzt [b', "] = b sein.

Ist o' ein Divisor des Moduls a und Cl o' = A’ eine Componente
von Cla = A, so nennen wir o' eine ,Componente von a¥ Aus XII,
XIIT ergiebt sich, dass jeder Componente von A eine bestimmte Compo-
nente von a, jeder Zerlegung von A in zwei Componenten A’, A” eine
Zerlegung von a in zwei Componenten o' und «“ entspricht, so dass
[o; a"] = a ist. Setzt man fiir o’ jeden Modul von A, fiir o jeden
Modul von A”, so stellt {4, «”] jeden Modul von A einmal dar, und
mithin besteht die Relation i

(3 P(A) = p(A) . p(A").

Die Zerlegung des Moduls o kann fortgesetst werden, bis man zu
seinen primiren Componenten gelangt, deren Normen Primzahlpotenzen
sind. Wir bezeichnen mit g die der Classe A angehjrige Componente
von a. Aus XIV ergiebt smh nun der Sa.tz

XV. Sind o und b Moduln von positiver Norm, so ist fir die
Theilbarkeit von a durch b nothwendig und hinreichend, dass fiir jede
Primzahl p B Divisor von 4 ist.

Hieraus folgt weiter
XVI Sind a,, a,,...a, Moduln von positiver Norm, so sind die
Relationen
(ay, 09, ... 4) =D,
fa, a5, ... 0] =c¢

bez. dquivalent den Relationensystemen
(I‘}ngz’ .- -gs) ‘"—"'21

[g::gz: «"§=]=§°

Endlich gewinnt man aus (5) noch die Formel:
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XVIL ¥(A) =1;I‘¢<§),

in welcher das Product sich iiber alle Primzahlen oder auch nur iiber
die in Nm A aufgehenden erstreckt, da fiir -die andern A =E,
»

gb(.:\) = 1 wird.

§ 3.
Congruenzen; die Functionen ¢, und ¢.

Zwei Zeilen 6, ¢’ von je n Elementen heissen congruent nach dem
Modul nte Grades a —
=¢ (mod. a) —
wenn 6 — ¢ dem Modul a angehtrt. Sind B, R’ Rechtecke nter Grades
von je r Zeilen, so bedeutet

R =R’ (mod. a),

dass jede Zeile von B der entsprechenden Zeile von R’ congruent ist.
Jede Zeile von % Elementen reprisentirt einen bestimmten Rest des
Moduls a in dem Sinne, dass congruente Zeilen als Reprisentanten
desselben Restes angesehen werden. Ebenso reprisentirt ein Rechteck
nter Grades von r Zeilen einen bestimmten r-zeiligen Rest von a. Aus
der Congruenz

folgt

R =R’ (mod. a)
RE= R'E (mod. « E),

wenn E ein beliebiges unimodulares System bezeichnet. Die uni-
modulare Transformation [E], welche g in aF iiberfiihrt, fibrt also
gleichzeitig jeden Rest von ¢ in einen bestimmten Rest von a.E iiber.
Da die Transformation eindeutig umkehrbar ist, so wird durch dieselbe
eine eindeutige Beziehung zwischen den Resten von a und aF her-
gestellt. Hieraus und aus § 2, VII folgt, dass fiir alle Moduln einer
Classe die Anzahl der Reste von bestimmter Zeilenzahl gleich gross
ist. Die Betrachtung des Hauptmoduls einer Classe A zeigt, dass
falls Nm A <=0 ist, die Anzahl der einzeiligen Reste eines Moduls
von o gleich Nm A ist, und folglich ist die Anzahl der r-zeiligen
Reste gleich (Nm A)". Ist dagegen Nm A =0, so ist offenbar die
Anzahl der Reste unendlich gross.

Fiigt man zu einer Basis des Moduls a die Zeilen eines Rechtecks
R hinzu, so entsteht eine Basis des Moduls

(s, Md R),

den wir der Kiirze halber nur mit

(a, B)
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bezeichnen wollen. (a, R) ist Divisor von a. Ist E= R’ (mod. a)
so wird
(0, By = (o, B).
Es werde jetzt Nm a > O vorausgesetzt und es stelle die Gleichung
' a=[a, a"]
eine Componentenzerlegung von a dar, sodass (a), a”) == ¢ ist. Jedem
Reste R von a entspricht alsdann ein bestimmter Rest B” von a’ und
ein Rest B” von o”, welche den Congruenzen
¢)) R = R (mod.q«), R=R"(mod. a")
geniigen. Umgekehrt ergiebt sich leicht, (indem man z. B. die Anzahlen
der Reste der Moduln a, o/, a” vergleicht,) dass zu jeder Combination
aus einem Reste von o' und einem Reste von a” mit gleicher Zeilen-
anzahl ein Rest B von a gehort, welcher durch die Congruenzen (1)
bestimmt wird. — Wir beweisen nun den Satz:
I. Stellt die Gleichung
a=[d)q"]
eine Componentenzerlegung von «a dar und bestehen zwischen den
Resten R, R’, R” von a, &/, «” die Congruenzen (1), so besteht zwischen
den Moduln
b= (a, -R) , V= ((I', 'Rl)a b = (a") 'R”)
die Gleichung
b = [0, 5"].
Beweis: Es ist
b = () B) = (s, B) = (% o), B) = (¢, (& B)) = (, 9),
ebenso §” = (a", b), also (§ 2, XIV) [¥, 5] =b.
Es bezeichne nun r eine positive ganze Zahl, und es werde die
Anzahl der r-zeiligen Reste von a, fiir welche
(a, B)=c¢
wird, gleich
()
gesetzt. Da fiir jeden Rest B und fiir jedes unimodulare System E
die Relation
(oE,RE)=(a, R)E
besteht, so hat fiir alle Moduln derselben Classe die Function ¢, den-
selben Werth. Es ist also @,(a) allein eine Function der Classe von q;
wir setzen deshalb, wenn Cl ¢ = A ist,
or(a) = @r(A)-
Indem wir uns nun der Bestimmung der Function ¢, (A) zuwenden,
schliessen wir den Fall, dass Nm A = 0 ist, aus.

Stellt wieder
a = [a, a"]
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eine Componentenzerlegung von a dar, und wird fiir B jeder r-zeilige
Rest von a, fiir R’, R” jede Combination ans einem r-zeiligen Rest
von o und einem ebensolchen von o gesetzt, so jedoch, dass B, B, R”
durch die Congruenzen (1) verbunden sind, so ergiebt sich aus I, dass
die Gleichung

2) (@, R)=¢
dquivalent ist dem Gleichungssystem
) (@, BR)=¢, (", R")=c.

Da nun (2) durch @,{a) Reste B, (3) durch ¢,(a"). ¢.(a") Combina-
tionen R’, R” erfilllt wird, so folgt

9 (1) = 9,(a) . ,(a),
oder, wenn Cla = A, Cl ¢" = A" gesetzt wird,

o-(A) = ¢,.(A) . .(A).
Durch Fortsetzung der Zerlegung von A bis auf primire Componenten
erhilt man

L o (A) =] | o- ()

Somit konnen wir uns darauf beschrinken die Function ¢, fiir
primiire Classes zu bestimmen,
Es sei A das Haupfsystem der primiren Classe A= ﬁ , also

MdA4=aqae= g ihr Hauptmodul. Wir wollen annehmen, dass von

den Invarianten A nur die ¢ letzten durch p theilbar, die n — ¢ ersten
also gleich 1 seien. Soll fiir ein r-zeiliges Rechteck B (g, B)=¢
werden, so miissen in dem aus den Zeilen von 4 und R gebildeten
Rechteck die Determinanten n'® Grades die Einheit zam grossten
gemeinsamen Theiler haben, Offenbar ist dies nur moglich, wenn
r 2> q ist. Fiir r < g wird daher ¢,(A) = 0. Wir setzen jetat r 2> ¢
voraus. Damit (a, B) = ¢ werde, ist nothwendig und hinreichend,
dass die Determinanten g**» Grades, welche man den letzten g Colonnen
von B enitnehmen kann, nicht simmtlich durch p theilbar sind. —
Der Modul (a, pe) ist der Hauptmodul der Classe (A, pE), deren erste
n — q Invarianten gleich 1, deren letzte ¢ Invarianten gleich p sind.
Geniigt das Rechteck R der Bedingung (a, R)==¢, so ist auch
(a, pe, R) = ¢; umgekehrt folgt aus (x, pe, R)=¢, dass (a, R)=¢
sein muss. Bedenkt man ferner, dass unter den Repriisentanten eines

bestimmten z-zeiligen Restes von (qa, pe) genau (N;; “)r nach dem

Modul o incongruente Reste sich befinden, so erhilt man die Beziechung

ALY A
4 P-(a) = pq) ¢r(a, pe).
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Zwei Rechtecke R,, R, sind modulo (a, p¢) congruent, wenn die
von ihren ¢ letzten Colonnen gebildeten Recktecke R,’, R,” modulo p
congruent sind. (Die Bezeichnung, dass zwei Rechtecke von gleichem
Grade und gleicher Zeilenanzahl nach einer Zahl als Modul congruent
sind, driickt ans, dass je zwei entsprechende Elemente dieser Recht-
ecke nach dieser Zahl congruent sind.) Mithin stellt @.(a, pe) die
Anzahl der mod. p incongruenten Rechtecke von r Zeilen und ¢ (<7)
Colonnen dar, in denen nicht alle Determinanten gt Grades durch p
theilbar sind. Diese Anzahl ist aber, wie eine einfache Berechnung

ergiebt®), gleich
(=) (== (=)

und mithin wird unter Beriicksichtigung von (4)

®) g =QmAy (1—2) (1—55) (1= 5Zem)-

Diese Gleichung bleibt auch fiir ¢ > 7 richtig, da in diesem Falle
der Ausdruck auf der rechten Seite von (5) verschwindet.

Somit haben wir den folgenden Satz:

HI. Ist A= A eine primare Classe und sind ¢ ihrer Invarianten

durch p theilbar, (d1e tibrigen also gleich 1), so ist

¢r(A) = (Nm Ay (1 “';?) (1 r—l) ( r——q+1)

Es ist bemerkenswerth, dass der Ausdruck fir ¢.(A) den Grad der
Classe A gar nicht enthilt. Wir wollen nun aber noch eine Function
in die Rechnung einfihren, bei welcher dieser Grad eine Rolle spielt:
Ist » der Grad von A, so soll fiir ¢, (A) auch kurzweg ¢ (A) geschrieben
werden, Fiir die Function ¢ gilt die Relation

Ia. AOES § EX0N
»

Setzt man zur Abkiirzung

com=( ) 3) () @0
8(p, 0) =1,

so ergiebt sich aus Satz III der folgende:
la, Ist A ===§ eine primdre Classe nt® Grades, und sind ¢

ihrer Invarianten durch p theilbar (die ersten n — g also gleich 1),
so ist

I(p;
() = (Nm Ay - 2250,

#) Vergl, C. Jordan, Traité des substitutions Nr. 123,
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§ 4.
Isomorphismus; die Function g,
Definition des Isomorphismus.

Lisst sich zwischen den Resten ¢ eines Moduls a und den Resten
¢ eines Moduls o' eine solche eindeutige Beziehung herstellen, dass,
wenn @;, 0/ und @, ox zwei Paare zngeordneter Reste sind, stets
@; - @r, 0; -} or ebenfalls ein Paar zugeordneter Reste bilden, so wird
die getroffene Zuordnung eine ,isomorphe” Beziehung zwischen ¢ und o
genannt. Zwei Moduln a, o, welche (wenigstens) eine isomorphe Be-
ziehung zulassen, heissen ,zu einander isomorph“*). Die Beziehung
des Isomorphismus ist also stets eine wechselseitige.

Sind ¢,, @, ... die simmtlichen Reste von g, o, 05, ... (in
dieser Reihenfolge) die isomorph zugeordneten Reste von ¢, so werde
die vorliegende isomorphe Beziehung durch

olle
bezeichnet. Aus der Definition des Isomorphismus folgt leicht, dass

allgemein 2 . 2 ol

entsprechende Reste von a und ¢ sind. Ist o' isomorph zu o” und stellt

g", i l 9,‘”
eine isomorphe Beziehung zwischen o und a” dar, so ist
9‘. H 9""

eine isomorphe Beziehung zwischen ¢ und o”, welche ,ans ¢ ¢/ und
o/ || 0 zusammengesetzt heisst. Setzt man die isomorphe Beziehung
0:|| 0 nach einander mit den simmtlichen verschiedenen isomorphen
Beziehungen von o zu " zusammen, so erhilt man ebensoviele
isomorphe Beziehungen zwischen o und ¢”, und mit diesen sind alle
erschopft. DBezeichnet man demnach mit
2{al] @)

die Anzahl der zwischen zwei Moduln q und o bestehenden isomorphen
Beziehungen, so gilt der Satz:

Ist a isomorph zu &, a' isomorph zu a”, so ist a isomorph zu
4« und

2(a]]a”) = 2('} a") = 2(a]j)-

Die Moduln «a, o/, @ brauchen natiirlich nicht alle verschieden zun
sein. Nimmt man ¢ = q” an, so erhilt man — den Isomorphismus
von ¢ und a” voraunsgesetzt —

(]l o) =x(a]]a) = 2(a |} &).
¥) Die Bazeichnung isomorph ist der Gruppentheorie entmommen.
Mathematische Annalon, LIL 2
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Eine isomorphe Beziehung eines Moduls a auf sich selbst kann
als eine Permutation unter seinen Resten gedeutet werden. Die so
erhaltenen Permutationen bilden eine Gruppe; z(a||a), wofir wir
auch einfach

2(0)

schreiben, ist die Ordnung dieser Gruppe.

" Es soll nun niher untersucht werden, unter welchen Bedingungen
zwei Moduln a und o isomorph sind. Man sieht leicht ein, dass dies
der Fall ist, wenn sie derselben Classe angehtren. Ist nimlich als-
dann [E] eine unimodulare Transformation, welche a in o iiberfiihrt,
so wird (§ 2) durch dieselbe auch jeder Rest von ¢ in einen Rest von
o verwandelt und auf diese Weise eine eindeutige Beziehung zwischen
den Resten von a und o hergestellt, die man als eine isomorphe
sofort erkennt.

Umgekehrt moge jetzt gezeigh werden, dass zwei isomorphe Moduln
desselben Grades a, o auch derselben Classe angehbren miissen. Dabei
kann auf Grund der vorangegangenen Betrachtungen, unbeschadet der
Allgemeinheit des Beweises, voransgesetzt werden, dass a und o’ inner-
halb ihrer Classen die Hauptmoduln sind. Es mige ferner der Fall,
dass die Normen von ¢ und o' verschwinden, ausgeschlossen werden,
da derselbe fiir unseren Zweck nicht in Betracht kommt. Bezeichnet

o:]l e/

eine isomorphe Bezichung zwischen a und ¢, ist m irgend eine ganze
Zahl, und setzt man fiir ¢;, o, successive alle Reste von a, o, so gehort
das System mpg; ebenso oft dem Modul a an, als das System me;
dem Modul ¢ angehort. Die Berechnung der gesuchten Anzahl ge-
staltet sich aber, wenn a, o als Hauptmoduln vorausgesetzt werden,
besonders einfach. Sind @y, a,, ..., die Invarianten von q, @', ay,...a.
diejenigen von a, so erkennt man sogleich, dass die Anzahl der Reste
i, fiir welche mg; in o enthalten ist, gleich

(m,a).(m,a,)...(m,a)
wird, und ebenso ergiebt sich fiir die Anzahl der Reste ¢;, fiir welche
m.@; dem Modul ¢ angehdrt, der Ausdruck
(m, a)y . (m; @) . . . (m, az).
Demnach muss fiir jede Zahl m die Gleichung
(m, a,) (m, @) . - . (m, az) = (m, a,) (m, ay) . . . (1, ay)

bestehen, und dies kann, wie eine einfache Ueberlegung zeigt, nur
der Fall sein, wenn

Ay =0y, Gy == Qyy...0n = On
ist, wenn also a und o' derselben Classe angehdren.
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Sehr wobl aber kénnen zwei Moduln verschiedenen Grades isomorph
sein; die Frage nach dem Isomorphismus zweier Moduln wird durch
folgenden Satz erledigt.

1. Zwei Moduln sind dann und nur dann isomorph, wenn ihre
Invariantensysteme nach Ausscheidung der Invarianten, welche sich
auf 1 reduciren, identisch sind.

Um zo beweisen, dass die ausgesprochene Bedingung eine hin-
reichende ist, nehmen wir an, es habe der Modul a die Invarianten

a1=1’.c-ar=1’ a,‘.{..z, af+2,00.a’,
der Modul « die Invarianten
“1’= Apt1y a2'=-a,,+g, ol == Usx )
dann ist zu zeigen, dass a und &’ isomorph sind. Wir dirfen dabei

a und o als Hauptmoduln voraussetzen, und unter dieser Annahme
gestaltet sich der Beweis sehr einfach. Bilden nimlich jetzt

0158029 - -
ein vollstindiges Restsystem in Bezug auf a, und wird unter g, die
Zeile verstanden, welche aus g; durch Fortlassung der ersten » Elemente
hervorgeht, so ergiebt sich ohne Weiteres, dass

0y 025+ o
ein vollstindiges Restsystem von o’ bilden, und dass durch

el e/
eine isomorphe Beziehung zwischen a und o' dargestsllt wird. Ver-
bindet man das soeben erhaltene Resultat mit dem fritheren, wonach
Moduln gleichen Grades nur dann isomorph sind, wenn sie zu der-
selben Classe gehdren, so wird die Nothwendigkeit der im Satze I
ausgesprochenen Bedingung klar.

Fir die Function y konnen aus diesem Satze einige einfache
Folgerungen gezogen werden. Zunichst zeigt es sich, dass fiir alle
Moduln a einer Classe A y denselben Werth hat, sodass das Symbol
%(a) zweckmissig wird durch

2(A)
ersetzt werden konnen. Sodann hat man den Satz:

II. Wenn die Invariantensysteme der Classen A und A’ nach
Ausscheidung der sich auf 1 reducirenden Invarianten identisch sind,

S0 ist
2(A) = 2(A).
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§ 5.
Zusammenhang zwischen den Functionen ¢, %, 9.

Die von uns betrachteten Functionen ¢, 4, ¥ stehen in einem sehr
einfachen Zusammenhange, welcher durch die folgende Betrachtung
klar wird.

Ist A eine Classe nt Grades, a ein Modul von A, B ein r-zeiliger
Rest von a, so besteht, wie eine einfache Ueberlegung zeigt, der
Satz: Damit
(1) (a, B) =e
sei, ist nothwendig und hinreichend, dass man zu jeder Zeile ¢ von
7 Elementen eine Zeile 6 von # Elementen finden kidnne, welche der
Congruenz
@) 6R = ¢ (mod. a)
geniigt. — Nehmen wir nun an, die Gleichung (1) sei erfiillt und es
sei r = n, dann bilden die simmtlichen o, fiir welche 6 R in a ent-
halten ist, einen Modul o' vom Grade %, die simmtlichen 6, welche
einer Congruenz von der Form (2), worin ¢ als gegeben zu betrachten
ist, geniigen, sind Reprisentanten eines bestimmten Restes von @, und
umgekehrt: fiir alle Reprisentanten eines bestimmten Restes von «
stellt 6 R einen und denselben Rest von a dar. Man erbilt daher
eine eindeutige Beziehung zwischen den Resten von a und ¢, indem
man jedem Rest 6 von o' den Rest 6 B von a entsprechen lisst, und
diese Beziehung ist, wie man leicht sieht, eine isomorphe. Daraus
folgt, dass der Modul « der Classe A angehdrt (§ 4, I). Wir wollen
sagen, der Rest B von a gehore zum Modul o' und wollen die durch
R vermittelte isomorphe Beziehung mit [R] bezeichnen.

Ist B’ ebenfalls ein #n-zeiliger der Bedingung (1) gentigender Rest
von a, aber von R verschieden, so kann B’ wohl zu demselben Modul a
gehoren, aber die isomorphe Beziehung [ R'] ist von [R] verschieden.
Anderenfalls ndmlich miisste fiir jede Zeile 6 die Congruenz

6 R = 6 R’ (mod. a)
bestehen, und hieraus wiirde man, indem man fiir 6 nach einander
die Zeilen des Systems

100...0

010...0

Eo—} 001 0

ot die G 000...1
setzt, die Congruenz

’ R =R (mod. )

folgern.
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Andererseits lisst sich leicht zeigen, dass, wenn man fiir R jeden
n-zeiligen der Bedingung (1) geniigenden Rest von q setzt, durch das
Symbol [R] jede zwischen q und irgend einem Modul o° von A mogliche
isomorphe Beziehung einmal dargestellt wird. Ist nimlich eine solche
Bezichung zwischen o und o gegeben, werden durch dieselbe den
durch die » Zeilen von E° reprisentirten Resten von o die Reste
Os> 0255+ . On vOon @ zugeordnet und ist B der von diesen gebildete
n-zeilige Rest, so ergiebt die Definition des Isomorphismus, dass dem
Rest 6 von o der Rest 6 B von a entsprechen muss. Da somit jeder
Rest von a in der Form 6 R darstellbar ist, so ergiebt sich zunichst,
dass B der Bedingung

(@, Ry=-c¢
geniigh, und sodann weiter, dass die vorliegende isomorphe Beziehung
mit der durch das Symbol [R] bezeichneten identisch ist.

Das Resultat dieser Betrachtungen ist, dass jeder der Reste R,
deren Anzahl gleich @ (A) ist, zu einem bestimmten der ¥ (A) Moduln
der Classe A gehort, und dass zu jedem Modul a’ von A %(A) Reste R
gehdren, so viele ndmlich, als isomorphe Beziehungen zwischen a und o
existiren. So gelangt man zu der wichtigen Relation

L @(A) = z(A) . ¥(A).
Aus dieser und den Formeln (§ 3, II; § 2, XVII) erhili man noch

die Beziehung
?

welche sich natiirlich auch leicht direct nachweisen liesse.

§ 6.
Bestimmung der Functionen ¢ und y.

Auf Grond der Sitze §2, IX; §4,1I; §5,1 ist es nun leicht,
die Functionen ¥ und y zuniichst als Quotienten aus Producten von
o-Functionen darzustellen.

Ist A=Cl (a,]@,| ... as) irgend eine Classe n'* Grades von
positiver Norm, und setzt man

= N
K .‘Cl(l L] ‘T:f an)’
a6 a, .
A,w-—-Cl(—affi Bis 32) (i=1,2,...n—1)
:=01(1 el e~ ““)
A i1 | Bip %/’

sodass A, A; Classen vom Grade n — ¢ sind, so wird
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A=aga.A, i = '+‘ A
p(A) =), vA)= ¢(A:), § 2, IX),
12 A“’
2 =28, v =208, @50,
1A)=z2(A)  2(A) =2(Au), (410,
WA =302, aha) =GRS, 65D,
mithin '
= T BA),  $A) = T v A,
Da 9 (A,—;) = 1 ist, so folgt aus diesen Relationen
(AR (A) .- 9(A,s)
- YA =R (R (R’
_2M2(A) ... 9(A)
1. 1(A) (MY oA 9 (A g

Die weitere Ausrechnung, welche wir nur fiir die Punction o
durchfiihren wollen, erfordert, zundchst den Fall der primaren Classe
zu erledigen. Es sei also

ol 0"

Cl (a,{azi...a“)=A=£s==Cl (pﬁ

und somit

1K1, K e
Mit e, €, ... & seien die verschiedenen unter den Exponenten 7 in
ihrer natiirlichen Reihenfolge bezeichnet. Kommt ¢, s, mal, ¢, s,mal,
...e; symal unter den Exponenten # vor, so ist

1) S+ 8+ Fn=mn
Unter den Differenzen v, — 7y, in denen m > [ ist, ist die Differenz
e — e (¢2>h) s;.5;mal enthalten. Somit ist

2 2(95'—81;)8; S =2¢m —_

i>h m>1

=1—n)r;+@—n)r, + G—n)ry + -+ —3)rn_1+ (B—1)7,.

Setzt man nun

Si+s+ - Fu=t, (=12...k
. aylay %, | %41 @
A ==01(a: Y f T a_" ,
Y 4 %
1| Ot @
— ) »
Ai = Cl (T P L -a— ’
. % L4 2
N =0l (“__""f‘ % | %] ey )
Fht1 Ghtal g T
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so folgt aus

p‘l=a.1=a2=~-9=a‘l,

m=m;+l =.--=“",
@) :

p‘k=afk~!+1 _—_:-nq—___—%,
dass

A A
pA) =p(A) =258 =2y,

_aan PA) _ o(A)
lb(Ai) = w(Ai) (A’) ‘P(Ai+1) ¢'(At+1)
wird, Beriicksichtigt man, dass ¥(Az—) = 1 ist, so erhilt man

A Af) Ar—s
(4) ¢ (A) : gAI; :éAs) : gAk—lg

Es haben aber die Classen A, Ai, A/ bez. die Grade n, n — {;,
n — t;, wibrend die Anzahlen ihrer durch p theilbaren Invarianten
bez. gleich % — ¢, » — &, » — f;.4y sind; folglich ist (§ 3, Illa)

, e &{(P; "\n &(p; )
p(A) = (Nm Ay T8 — (Nm K'Y 2L,

P(A) = (Nm AY* %8 (p; n—1)

N o N\NB—¥; a'(p;n“t") - /n-t,-’ﬂ'(.p;”"‘tg)
P(A) = (Nm A"y = (Nm Ao

also nach (4)

6wy (AR AN (At
(Nm A,) ' (Nm Ag) .o (Nm Ap_y) n—ip 1
. 2(p;n) .
. D(pia) (D5 &) . .- F(Pi %)
un ist
(Nm A:'-x)”—ti-l Nm A;_\ " f—timi —h
(Nm A )"—t; Nm A, (Nm Ai) T = (Nm ALy)i7%2,
daher
Q) (¥ KY” (N A (N A
(Nm AY" (Nm A) ™. (Nm'A,_,)

Nm A"\* /Nm A] m A}_g\ 2
ARAY S
(Nm A’) Nm A’) (Nm AL_s (Nm As)
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Ferner ergiebt sich

Nm A:-—l (L‘lft‘_+l n—i )“"k-—l
Nm A; a, ) ’ By, ’
Lok y —t) &
o T o oo T ()
i==1
n—1 i (a—1) u
— l l ( ‘+1) = l lagi-x—u ‘
i==1 i==1 '
Aus (5), (6), (7) erhilt man jetzt
1II. Y(A) =ai™.a;af " . arP a2
a(p:n)

(i) (D a) .. T(P; 8y
oder, unter Beriicksichtigung von (2), (3)

Z’i‘h(ei“k) 5
P . (p;m)
Mia. pA)=p>* T O (Bt . B (B &)

Fiihrt man eine Function g(z; %, m)*) ein durch die Gleichung

) (=2 (1—2*Y) . . (1— g
3 g (x; m, m) = (—2) (f_xz)...(l__a,m)

worin % eine ganze,  eine positive ganze Zahl bedeute, so ist
©® 9@ nm)=yg@: n—1,m)+ 2~ "g(z; n—1, m—1),

und diese Gleichung gilt anch fiir beliebiges ganzzahliges m, wenn
festgesetzt wird, dass

(10) g@;n, 0)=1,

(11) gl; nm) =0 (m<0)
sein soll. Es gilt ferner die Beziehung

(12) 9(@; n, m) = ame=m _g(=; u, m).

Aus den Gleichungen (9), (10), (11) folgt, dass g(z; »; m) fiir n >0
eine ganze Function von z ist, welche nur ganzzahlige nichtnegative
Coefficienten besitzt. Fir # > m 2> O besteht zwischen den Functionen
g und & die Relation

1 &(z;
(13) 9 (35 n m) = & (23 %)

im) F(z; n—m)

¥) Es ist dieselbe, welche in der Gauss'schen Abhandlung ,Summatio qua-
rundam serierum singulariom* mit {#, m) bezeichnet wird.
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Wird zar Abkiirzung

> un(a—a)
(14)  w(A) = pi> BA) = @it . a1 (A)

gesetzt, so ergeben sich fir die Functionen 9, ¥ die folgenden Aus-
driicke

— F(p;») F(p;n—s)
(15) $(A) T F (R ) B(p3n—5y) T(DP; ) F(pin—8—8)
F(p; n—3s;—38)

"B(Di o) O(0; n—E—5—5)

..—:.-g(%; n,s,).g (:;—; n~—s,,s2) .. .g(%; N—5y— o —1-3, Sk—x),

PXTICRL) Zati(i—a—l) Juy

(16) p(A) =p*>* P(A) =p>* 2R LB(A)
*» ah(a,-—eh —1)
— pig: L ph(n—a) g(..;_ 5 %, 31)  prn—a—s)

o n—sye)- -

2‘ 80 (6—~ 1)

IIIb. %(A) =p'>* Lg(p; 2, 8) . 9(p; n—5,, 8;) . -
. g(p; B — 8 —-— 83, St1).

Aus dieser Darstellung erkennt man, dass ¥ (A) eine ganze Function
von p ist, ferner, dass der Coefficient der hdchsten Potenz von p
gleich 1 ist und dass die ibrigen Coefficienten ganze nichtnegative
Zahlen sind.

Hat man eine beliebige Classe A von positiver Norm, so wird
durch § 2, XVII die Berechnung von v (A) auf den Fall der primiren
Classe zuriickgefithrt. Setzt man

[T =3w,
so ergiebt sich ’
sW=][ (@™ d. ... 54)
P

==a,§-“ R ag.“. . a.:"l . E(A),
sodass Gleichung (14) allgemeine Geltung besitzt.
Wendet man die gewonnenen Resultate auf den Fall n = 2 an,
so erhdlt man fiir A = Cl (a, | a,)
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v =2 w>=-;—,"—;1’_[a<§)

I
a,l)]. (0(17,1)) (a,‘];_[( +
wo das Product sich auf die in %’— aufgehenden Primzahlen erstreckt.

1

Beispiel: Fir

“1‘=31 “2 ==90
ist
% o 30 =
= 30=2.3.5
| ¢(A)==30-%.-§-‘—§=72-
Fiir
n == 3, A = Cl (ailaﬂ%)
ist
g\t — &(p; 3) (P2
Y(A) = ('d}) v(A) = )Ha(p sP(p; 2) o (p;1)3 (p; 1)
] ——p pa%:‘!':‘—, =p

v(A) = (2) H +3+@I10+)
(’ )=" ("’ET ‘;)—”
wo das erste Product sich auf die in 22, das zweite auf die in z—j and
%’: zugleich anfgehenden Primzahlen erstreckt.
Beispiel: Fir
a, = 2, a2 = 210, as == 6930
ist
= 34656 = 32.5.7.11, ——--105——3 5.1, ————33-—3 11.
13 31 57 133 4
»(A) = (3465)2. ?'55‘@’3—2_1'—_36661716
§ 7.
Einfihrung einiger Functionen, welche von mehreren Classen abhingen.
Die Function 3 bildet die Grundlage fiir die Bestimmung anderer
Functionen, welche fiir die Theorie der Moduln von Wichtigkeit sind
und welche im Folgenden behandelt werden sollen. Dabei wollen wir
nur Moduln und Classen von positiver Norm in Betracht ziehen.
Ein Modul a von positiver Norm hat, wie man leicht erkennt, _

nur eine endliche Anzahl von Divisoren, welche sich (§ 2, ITT) auf die-
Jenigen Classen vertheilen, welche Divisoren von Cl ¢ sind. Wir wollen
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nun diejenigen Divisoren von « ins Auge fassen, welche einer be-
stimmten Classe B angehdren. Sind

Bl’ BQ, LTI Bl
diese Moduln und bezeichnet E ein unimodulares System, so sind

(§2, VI)
BiE, BQE, e BZ.E

die simmtlichen Divisoren von aF innerhalb der Classe B. Hieraus
folgt, dass die Anzahl der Divisoren von a innerhalb B nur von' den
Classen A = Cl a und B abhingt. Wir bezeichnen diese Anzahl mit

$(A|B).
In gleicher Weise erkennt man, dass die Anzahl der Vielfachen, welche

ein Modul b der Classe B innerhalb der Classe A besitzt, allein eine
Function der Classen A und B ist, Sie sei mit

v(A|B)
bezeichnet. Die Anzahl der Modulpaare a;, b, welche den Bedingungen
Cla;=A, Cl1% =B, (a, %) = b

geniigen, wird durch jeden der Ausdriicke ¥(A).¢(A|B), ¥(B).v(A{B)
dargestellt, also ist

L B(A) . £(A|B) = %(B) . v(A| B).
Ferner ergepen sich aus § 2, XV die Formeln
IL t(A;B)=Ht(¢.;§)
118 e;(A{B)-—-—-I—[v(’AIE).
2

Nach § 2, III wissen wir, dass #(A{B) und »(A[B) von O verschieden
oder gleich 0 sind, je nachdem A durch B theilbar ist oder nicht.
Endlich gelten fiir jede Classe A die Beziehungen (§ 2, IV)

Iv. {ALA) =v(A|A)=1.

Zu anderen Classenfunctionen wird man durch die folgenden Be-
trachtungen gefiihrt.

Sind die Moduln oy, a,, . . . a,, welche nicht alle verschieden za
sein brauchen, Divisoren eines Moduls ¢, so ist auch ihr kleinstes
gemeinsames Vielfaches [a,, ay, ... q,] ein Divisor von ¢. Man kann
sich nun die Aufgabe stellen, zu gegebenem ¢ s Moduln 4y, a5, ... a, 80
zu bestimmen, dass

fag, 00, .o ae] =¢
wird, eine Aufgabe, die natiirlich immer und im Allgemeinen auf viel-
fache Weise losbar ist. Etwas Anderes aber ist es, wenn man die
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Bedingung stellt, dass jeder der Moduln ¢; einer bestimmten gegebenen
Classe A; angehoren soll. Aus § 2, VII folgt der Satz: Ist es fiir
irgend einen Modul ¢ der Classe ' méglick, ihn als kleinstes gemein-
sames Vielfaches von s Moduln ag, q,,. .. a; darzustellen, welche bez.
den Classen A, A,, ... A, angehiren, so ist dasselbe fir jeden Modul
der Classe ' mdglich. Allgemeiner: Die Anzahl der Systeme von je
s Moduln q,, a,, - . . a,, welche den Bedingungen

CIQI=A1, CI(I2=A2,...CIC(g=A,; [ai,ag,---aa}=c

geniigen, ist fiir jeden Modul ¢ der Classe I' die ndmliche. Wir be-
zeichnen diese Anzahl mit

75 A Ayy o A,

sie stellt eine Function der Classen I, A,, ... A, dar, die in Bezug auf
A,, ... A, symmetrisch ist. Die Frage, ob ein Modul ¢ der Classe I'
sich darstellen lasse als kleinstes gemeinsames Vielfaches von s Moduln
Qy, - .. a5, welche bez. den Classen A, ... A, angehdren, fillt hiernach
zusammen mit der Frage, ob (I'; A;, ... A,) > 0 ist. Die Entschei-
dung hieriiber ldsst sich nattrlich in jedem gegebenen Falle durch
eine endliche Anzahl von Versuchen herbeifiihren. Es handelt sich
aber darum, ob man nicht allgemeine, leicht zu iibersehende Beziehungen
aufstellen konne, deren Bestehen zwischen den Classen I, A, ... A, die
notwendige und hinreichende Bedingung fiir das Nichtverschwinden
der Function 7(I'; A, ... A;) darstellt. ‘

Nun erkennt man zuniichst, dass 7(I'; A, ... A;) nur dann von 0
verschieden sein kann, wenn I' durch jede der Classen A,, ... A, theilbar
ist. Betrachtet man daher die Classen A, ..., A, als gegeben, so stellt
ihr kleinstes gemeinsames Vielfaches "= [A,, ... A,] gewissermasgen das
Minimum unter denjenigen Classen I dar, fiir welche 7(T; A;,... A) >0
ansfallt, indem nimlich erstens 7(I'; A, ... A) > 0 ist, weil der
Hauptmodul von " das kleinste gemeinsame Vielfache der Hauptmoduln
von A, ... A, ist, und zweitens jede der Bedingung 7(T; A;, ... A)>0
geniigende Classe ' ein Vielfaches von [’ ist. Kine weitere Unter-
suchung zeigt, dass unter den in Rede stehenden Classen I' auch ein
Maximum existirt, d. h. eine unter ihnen, sie heisse I'”, ist durch alle
theilbar. Die Bildungsweise der Classe I soll bald angegeben werden.

Zu ganz analogen Resultaten wird man bei den Untersuchungen
iiber den grossten gemeinsamen Theiler von Moduln gefiihrt, Wir
bezeichnen mit B

0(As A, ... A)
die Anzahl der Systeme von je s Moduln q, ... a,, welche bez. den
Classen A, ... A; entnommen sind und einen gegebenen Modul » der
Classe A zum grossten gemeinsamen Theiler haben. Betrachtet man
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die Classen A, . .. A, als gegeben, so liegen die simmtlichen Classen A,
fir welche 8 (A; A, ... A;) > O ist, zwischen einem Maximum A’ und
einem Minimum A", sodass

S(AG A, ... A)>0, S(A%A,...A)>0
und jede andere Classe der betrachteten Art Divisor von A’ und Viel-

faches von A" ist. Hierbei ist A’ offenbar der grosste gemeinsame
Theiler der Classen A, ... A,.
Um zu den Classen ", A” zu gelangen, hat man folgendermassen
zu verfahren. Es sei
A,-= Cl (an{a.-gi e a,',;) (Z.=1,2,...$).
Man bilde aus den simmtlichen s.n Invarianten

an, ...(ZI,,, ...d,x,...a,m

der Classen A,,...A, ein Diagonalsystem K und bestimme dessen
Classe K. Diese ist vom Grade s.» und offenbar unabhiingig von
der Reihenfolge der Classen A, ... A,. Die ersten » Invarianten von
K bilden das Invariantensystem einer Classe xt® Grades, welche wir
den ,,Grenztheiler der Classen A,,... A, nennen und mit

(1A, - Asl)

bezeichnen. Ebenso bilden die letzten % Invarianten von K das In-
variantensystem einer Classe n'*c Grades. Dieselbe heisse das ,,Grenz-
vielfache“ der Classen A, ... A, und sei mit

(A .- Al

bezeichnet. Sie bildet das oben erwihnte Maximum fiir die Classen T,
bei denen (I'; A;, ... A) > O ist, und ebenso ist der Grenatheiler von
A, ... A, das Minimum der Classen A, fiir welche E(A; A,...A)>0
wird, Es ist nicht schwer, den Nachweis hierfiir zu geben, ohne auf
eine allgemeine Bestimmung der Functionen 7 und 0 einzugehen. Es
ersteht aber jetzt die Frage, ob anch umgekehrt fiir alle zwischen
[A; ... Al]und [A,, ... A] gelegenen Classen I und fiir alle zwischen
(A, ... A) wnd (|A;, ... A ) gelegenen Classen A die Functionen
7(F5 Ay, ... A) und 6(A; Ay, ... A)> O ansfallen, Die Entscheidung
hiertiber ist mir erst durch ein eingehendes Studium der Functionen 7
und & mbglich gewesen; er hat sich gezeigt, dass die angeregte Frage
zu bejahen ist. Damit hat man alsdann den folgenden Doppelsatz
gewonnen, welcher namentlich auch fiir die Theorie der Gruppen von
vertauschbaren Elementen von Interesse ist:

V. a. Damit ein Modul ¢ der Classe " sich darstellen lasse als
kleinstes gemeinsames Vielfaches von s Moduln g, ... q,, welche bez.
den Classen A, ... A, angehoren, ist nothwendig und hinreichend, dass



30 E. Srernirz.

I' zwischen dem Grenzvielfachen und dem kleinsten gemeinsamen Viel-
fachen der Classen A,, ... A, liegt.

b. Damit ein Modul b der Classe A sich darstellen lasse als grisster
gemeinsamer Theiler von s Moduln q,, ... q,, welche bez. den Classen
A, ... A, angehoren, ist nothwendig und hinreichend, dass A zwischen
dem grossten gemeinsamen Theiler und dem Grenatheiler der Classen
Ag, ... A, liegt.

Im Folgenden wird der Nachweis dieses Satzes vollstindig durch
die Untersuchungen tiber die Functionen 7 und J erledigt.

Aus § 2, XVI folgen die Relationen

F(M5A, ... A) =ny(|;; Ao A)
VI. P

»

(A5 A, ... A) =H3‘(§; A - A).
r

Man ersieht hieraus auch leicht, dass man, um den Nachweis von V
zu fihren, nur nothig hat, ihn fiir primdre Classen zu erbringen.

§ 8.
Die Funetionen ¢ und v dargestellt durch die Funetion .

Wir wenden uns pun einer niheren Betrachtung der Funetionen
t(A|B) und v(A|B) zu und wollen zuniichst zeigen, wie sich dieselben
mit Hiilfe von y-PFunctionen darstellen lassen. Es kann dies in ver-
schiedener Weise geschehen.

Es sei A==Cl(a,|a,y]...ax), B=Cl(b|b,|...0,), a ein be-
liebiger Modul von A, endlich seien

1) Bys Bys - -« By

die simmtlichen Moduln von B. Der Modul a ist durch g, .e¢ theilbar
(§ 2, X); ist also a durch b; theilbar, so ist a auch theilbar durch
[ase, b:], und umgekehrt. Die Moduln

@ {ase, b¢1, [are, By], ... [ay¢, by ]

gehoren simmtlich der Classe [o,E, B] an (§ 2, XI), und eine einfache
Ueberlegung zeigt, dass jeder Modul von [4,E, B] in der Reihe (2)
gleich oft, mithin -@%g%ﬁl?mal vorkommt. Da a durch ¢(A|[a,E, B])
Moduln der Classe [a,E, B] theilbar ist, so erhdlt man den Satz
I. Ist @, die erste Invariante der Classe A, so ist
tAIB) = -2 . (A| [4E, B]).

#([a4E, Bj)
Ferner gilt der Satz:
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II. Haben die Classen
A=Cl(a,]a,|...as) und B =Cl (d,]d,]... bay
dieselbe erste Invariante a; == b, und wird
A =Cl(a,)...a., B=Cl(b,|...b)
gesetzt, so ist
t(A|B) = t(A’{B).
Beweis: Es sei 4 das Hauptsystem von A, « seine erste Zeile,

Md A = a, a’ der Hauptmodul von A’, b = Md B irgend ein Divisor
von ¢ innerhalb der Classe B. Ist

b]{"'b]n
a-(:7)
bn]_.uobﬂu

und werden mit B, 8,, ... B, die Zeilen von B bezeichnet, so ist zu-
nichst b= Md (8,,...Bs) und, weil a durch b theilbar ist, mithin
die Zeile &« dem Modul b angehort, b= Md («, 8,, ... ). Aus
Cl B =B, g, = b, folgt, dass die Elemente b;; simmtlich durch a,
theilbar sind. Setzt man nun b;; =m;ay (=1,...n), fi— ma=1y,
so wird b= Md (@, 7,,...7x). In p; ist das erste Element == 0;
bezeichnet »; die nach Weglassung dieser Null zuriickbleibende Zeile
von % — 1 Elementen, so ist 5= Md (1, ... p) ein Modul (% —1)ten
Grades. Ist

bt ... bina
3) B = ( : : )
a1l - - Datu1

irgend eine quadratische Basis dieses Moduls, so ist
a 0° ...0
0 bt ...b00k—

@ B ) ‘11 'u 1

0 bgas oo Bu_1a

eine Basis von 6. Aus C1 B — B folgt leicht Cl ¢’ == Cl B’= B, und
aus der Theilbarkeit von a durch b ergiebt sich, dass o’ durch ¥ theil-
bar ist Umgekehrt ist Folgendes leicht zu ersehen: Hat man zwei
quadratische Systeme B’, B, wie sie durch (3) und (4) dargestellt
werden, und ist Md B’= b’ Divisor von a’, C1 B’ = B, so folgt, dass
Md B =% Divisor von q, Cl B =B ist. Endlich erkennt man, dass
in der angegebenen Weise der Modul ¥’ durck der Modul b und ebenso
der Modul b durch den Modul ¥ eindeutig bestimmt ist. Es hat also
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o in der Classe B ebensoviele Divisoren wie a” in der Classe B’,
d. h. es ist
t{(A|B) = t(A'|B).

Es sei jetzt A= Cl(a,]a,|... a) theilbar durch B = C1(b,|b,|... bs)
und es werde
Cl (a,-+1 I a,-+3| e a,,) == Ah
Cl ([a’i; bi-H] l [ai: b"+2]l R [a" bﬂ]) = Bi)

Ol ([@ig1y Biga]{ (@415 Big2]] - - - [@ig1; Ba)) = By,
(t1=01...8—1)

®

gesetzt. Dann ist _
B: = [a:1E, B]
und daher (Satz I)
»®)
»(B)
ferner ist [@iy1, big1] = i1, woraus (Satz II)
t(A¢|Bi) = £(Ai41|Bita)

folgt. Beriicksichtigt man endlich, dass {(Ag—1[Ba—1) =1 ist, so ge-
langt man za der Formel

BB - VB,
1L HAIB) = B1v G . (.

Die Funetion »(A|B) ldsst sich unter Anwendung zweier Sitze,
welche ein dualistisches Analogon zu den unter I und II angegebenen
bilden, ebenfalls als Quotient aus Producten von #-Functionen dar-
stellen. Dasselbe kann aber auch erreicht werden, indem man die
Formeln § 7, I und die soeben fiir die Function f(A|B) gefundene
anwendet. Man erhilt dann

IV. v(A|B) =

t(A:| B:) = - #(A:BY),

PAYPBY ... PBe_s)
w(ﬁ)w@) e "P(Eu-z)
Die weitere Ausrechnung der Functionen £(A|B) und v(A|B), bei

welcher wir uns auf priméire Classen beschrinken kinnen, soll erst an
gpiterer Stelle erfolgen.

§9.
Darstellung der Function 7 durch ¢-Functionen, der Function & durch
v-Funectionen,

Nachdem in § 8 gezeigt worden ist, wie sich die Functionen ¢
und v durch ¢-Functionen avsdriicken lassen, soll nunmehr dargethan
werden, wie man mit Hiilfe der Funetionen ¢ und » die Functionen 7
und & darstellen kann.
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Es seien A, ... A, I, A beliebige Classen nte Grades, und
(l(l.), ag'), LR ag)(A{) (2: = 1-, 2, PR S)
die simmtlichen Moduln von A;. Die Anzahl der Systeme zu je
s Moduln
(1) (2 ()

(» Agyy Ogyy « = - Qg
welche bez, den Classen A, A,, ... A, angehoren , betriigt

P(A)-p(A) .- . B(A).
Die Anzahl der Systeme (1), fiir welche das kleinste gemeinsame
Vielfache
® [o), o o
gleich einem bestimmten Modul einer Classe © wird, ist durch die
Function 7(©; A, ... A,) dargestellt. Ist daher ¢ irgend ein Modul

von I, so ist die Anzahl derjenigen Systeme (1), fiir welche (2) irgend
ein der Classe O angehdriger Divisor von ¢ wird, gleich

t(T]0).7(0; Ay, - -+ A).

Um endlich die Anzahl aller Systeme (1) zu erhalten, fiir welche (2)
irgend ein Divisor von ¢ wird, hat man nur die Summe

D075 Ay, ... A)
[c]

zu bilden, in welcher © alle Classen nt» Grades durchliuft. Bedenkt
man aber, dass der Modul (2) stets und nur dann Divisor von ¢ wird,
wenn alle Moduln des Systems (1) Divisoren von ¢ sind, so erkennt
man, dass die zuletzt berechnete Anzahl anch durch den Ausdruck

ST A ETHAY) . HTA)
dargestellt wird. Man erhilt daher die Relation

Z’ur{e).;(e;Al, c A=A ... EH(TIA).

Diese (fiir jedes System von Classen [, A, . .. A, geltende) Relation
reicht nun vollkommen hin, um die Function y zu definiren.

Zundchst erkennt man aus I, dass 7(; A, ... A,) verschwindet,
wenn [ nicht Vielfaches jeder der Classen A, ... A, ist. In diesem
Falle nimlich verschwindet das Product auf der rechten Seite von I,
Setzen wir jetzt unsere Behauptung fiir alle Divisoren von I mit Aus-
nahme von  selbst als bewiesen voraus, so verschwindet fiir jedes
von [ verschiedene © ein Factor des Productes unter dem Summen-
zeicken, wihrend ¢(M{F) = 1 wird. Man erhilt daher

(3 A, ... A)=0.

Mathematisohe Annpalen. LIT, 3
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Hieraus folgt, dass man fiir jede Classe ' der Relation I die Form
geben kann:

@) DT16). 705 A, ... A)=t(A) ... LA,
(Oyr)=@
®,Iry=I1

wo [’ das kleinste gemeinsame Vielfache der Classen A,, ... A, bezeichnet
und die Summation sich auf alle zwischen I' und I'" (mit Einschluss
der Grenzen) liegende Classen © erstreckt, wie dies durch die unter
das Summenzeichen gesetzten Bedingungen
(eJ N=0, (6, =TI’
gekennzeichnet ist. Ist daher =", so erhdlt man einfach
FAGAL L CA)=ET|A) ... tT'IA),

ist aber I ein Vielfaches von [, jedoch von I'’ verschieden, so denken
wir uns der Berechnung von 7(I'; A, ... A,) die Berechnung derjenigen
(nur in endlicher Anzahl verhandenen) Ausdriicke 7(0; A;,...A))
vorangegangen, in denen © zwischen ' und T’ liegt und von I ver-
schieden ist. Man erhilt dann aus (3)

Ia. F(F5 A, - A) = |A) ... H{T[A) — DIE(T|©)F (85 Ay, ... A)

O, Iy==I"
@I

und hier stehen auf der rechten Seite nur bekannte Grossen.
In gleicher Weise erhilt man fir 8, wenn

Ay A)y=47
gesetzt wird: '

I D o(0]A)5(0; Ay, .. A) = v(A|A) ... v(A| D)
(2]

Ta 3(A; AL, ... A)=2(A]A)...0(A]A) — Du(B]A)5(O;A,...A).
(G, d)=4
(0, 4)Y=06
(-]

Die Recursionsformeln Ia, Ila zeigen, dass man die Functionen
7 und & aus {- bez. v-Functionen durch die Operationen Addition,
Subtraction, Multiplication zusammensetzen kann. Diese Darstellung
ist aher wesentlich complicirter als die Darstellung der Functionen ¢
und ¢ durch 7 -Functionen. Wahrend nimlich bei dieser die Anzahl
der darstellenden ¢¥-Functionen durch den Grad # der betrachteten
Classen beschriinkt ist, ist die Anzahl der bei der Darstellung der
Functionen 7(T5 A, ... A,), 0(A; A,, ... A,) verwandten & und v-Func-
tionen zwar in jedem einzelnen Falle eine endliche, sie ist aber, wenn
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auch der Grad » und die Zahl s gegeben sind, an keine obere Grenze
gebunden. Ferner wird durch die hier in den Formeln auftretende Sub-
traction die Beantwortung der Frage nach dem Verschwinden der y-

und O-Function sehr erschwert, Diese Schwierigkeiten werden besei-
tigt, indem es gelingt, die fiir die Functionen 7 und & gewonnenen

Ausdriicke umzuformen in Producte von Functionen, welche eine
leichtere Uebersicht gestatten.

§ 10.
Vorbereitende Betrachtungen.

1. Wir beschriinken uns von nun an auf die Betrachung primérer

Classen. Kine solche Classe
. A= Cl (pn|p~|... p=)
st vollkommen bestimmt durch das Exponentensystem
(1) TisPage e Tn
und die Primzahl p. Denker wir uns nur das Exponentensystem (1)
gegeben, so haben wir es mit einer sog. , halbbestimmten® priméren
Classe zn thun. Unter den kleinen griechischen Buchstaben sind im
Folgenden stets halbbestimmte primire Classen zu verstehen. Ist «
eine solche Classe und (1) das System ihrer Exponenten, so schreiben
wir auch
a=cl(r|ry] ... 7).

Ist wie in § 6

71 =...=9’81 =e.l
Vo1 S A
ru“k+l==.-.=r” —_"'ek’

61<82<'-'<3b,
so erhilt man (§ 6, III; a, b)

Z‘i n{a—e) P
— ik (p; %)
@) v(e) =p~ 5@ w0 %) 5 (57 5)
28" ’h(‘i —eh-—1>
= p>* .9(p;37,5,) g (0375, 85) 0. G( P38y — o+ — Sp2,55-1)-

als ganze Function der unbestimmten Primzahl p.

Werden mehrere Classen «, § ... gleichzeitig betrachtet, so ist,
vorausgesetzt, dass fiir alle die unbestimmte Primzahl p dieselbe ist.
Hiernach ist klar, was Ausdriicke wie ,,& ist theilbar durch % u. a.
bedeuten. Hat man s Classen

3
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. 0!1, a27 e . . 0!3
und ist
o; == cl ((Zu!aizf...ain) (?:"———‘1,...3),
y’ = [ai, .« .“‘] _— Gl (61’1| .. C,;)
ihr kleinstes gemeinsames Vielfaches
3’=(0¢1,-..u,)=61(d1’1 . -an’)

ihr grisster gemeinsamer Theiler, so ist ¢ (b=1,...%) die grosste,
dy die kleinste der Zahlen a3, ... a;r. Ferner ergiebt sich aus der
in § 7 gegebenen Definition leicht, wie man das Grenzvielfache
" =1[l|e;,...a]|] und den Grenztheiler ¢ = (|¢,,...a,|) der
Classen «,...«, zu ermitteln hat: Man ordne die #.s Exponenten
von @, . .. &, nach ihrer Grisse (sodass sie eine nirgends abnehmende
Reihe bilden). Sind di,... d, die » kleinsten, ¢f, ... ¢, die » grossten,
so 1st
y=cllag]...cn), 0 =cl(d|...dy).

Dass ¢ durch B theilbar ist, driicken wir durch die Ungleichung
o> B oder B < & aus; die Bezeichnungen & > 8, f < « schliessen
die Gleichheit der Classen ¢ und § aus,

Ist die Ungleichung o > B nicht erfiillt, so verschwinden #(«|f)
und »{a|f) identisch, d. h. fir jedes p. Sonst ergiebt sich die Be-
deutung von f(¢|f) und v(«|p) aus den Formeln § 8, III, IV, ebenso
wie die der Functionen 7(y; @y, ... a,), 6(d; &, ... &) aus den
Formeln § 9, Ia, IIa. Alle diese Functionen sind, wie man leicht
erkennt, ganze Functionen von p. Die Darstellung gewinnt an An-
schaulichkeit, wenn wir hierbei p als eine im reellen Gebiete beliebig
verinderliche Grosse betrachten. Wir bringen dies ZHusserlich zam
Ausdruck, indem wir den Buchstaben p durch x ersetzen.

2. Somit haben wir jetzt

i) o
= > CHD)
Y(a) = a*>> D@ 8). .. P (255

2 sip(g—e—1)
[3

— e g@; 0, 8) ... g(x; B—8 — +++ — S_32, Sp1),

WO Sy, ...S, €, . ., ¢ ihre frilhere Bedeutung haben. Sind also die
Exponenten von e nicht numerisch gegeben, so muss man, um den
Ausdruck #(«) bilden zu kénnen, noch die Zahlen s, ... s; haben,
d. h. es muss von zwei anfeinanderfolgenden Exponenten noch gesagt
sein, ob sie gleich sind oder nicht. Noch grosseren Unbequemlich-
keiten ist man bei den Functionen # und » ausgeseizt, und die Be-

handlung der Functionen 7 und & wird dadurch ganz uniibersichtlich,
Man kann diese Schwierigkeiten beseitigen, indem man die Exponenten
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durch andere Grbssen ersetzt, welche unter dem Namen ,Indices¥
in die Betrachtung eingefiihrt werden mogen.

Als ,,Reihe der Indices** einer Classe o bezeichnen wir eine un-
endliche Reihe ganzer Zahlen

Gyy Gyy gy v v oy

deren htes Element g, angiebt, wie viele Exponenten von o kleiner
als h sind. So gehbren z. B. zu den Classen
cl1(2|3]3]5]8); el (014]7)
die Reihen
0,01,3,3,4,44,55,5,...; 1,1,1,1,22233,...;
Man erkennt leicht die Richtigkeit der folgenden Sitze:

1) Die Reihe der Indices einer Classe nt Grades « ist eine un-
endliche niemals abnehmende Reihe ganzer nicht negativer Zahlen,
welche bis zur Zahl % ansteigt.

2) Umgekehrt ist jede Reihe, welche die unter 1) angegebenen
Eigenschaften besitzt, Reihe der Indices fiir eine gewisse Classe «
vom Grade =.

3) Der Definition zufolge giebt der h'e Index von « an, wie viele
Exponenten < & sind.

4) Umgekeht giebt der h** Exponent von « an, wie viele Indices
< b sind.

Man kann sich die Reihe der Indices a,, a,, ... einer Classe «
auch nach der negativen Seite hin fortgesetzt denken. Es ist dann
g =0,a,=0, a_3=0,... zu setzen.

Wir fiigen nun zu den S#tzen 1) bis 4) noch die folgenden, deren
Beweis ebenfalls leicht ist.

5) Sind « und B Classen vom Grade %, a; (wo fiir b jede ganze
Zahl zu setzen ist) die Indices von ¢, b; die Indices von 8, so ist die
Ungleichung « > f dann und nur dann erfilllt, wenn fiir jedes A,
ag é bk ist.

Es seien jetzt

By oy ... O

Classen nt™ Grades und es werde
oy, ;... &) =9, (o, 03,0 . ct)) =0,
[y, @y .. el =7 (lag; 2y ..o 0]) = 0"
gesetzt; wit af (=1, 2,...5), &, di, &, di” seien die Indices der
Classen &; (i=1,2,...5s), ¢, 0", 9", 8" bezeichnet. Aus 5) foigt:
6) Der htc Index ¢, des kleinsten gemeinsamen Vielfachen ' von

@,...e ist gleich dem kleinsten, der At Index d;" des grossten gemein-
samen Theilers 8" von «,, ..., gleich dem grossten unter den A's"

Indices af’,...ad von e, ... a,.
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Fiir die Reihen der Indices des Grenzvielfachen und des Grenz-
theilers erbilt man den Satz:

7) Der hte Index ¢;” des Grenzvielfachen y” der Classen «,...q,
ist gleich der grosseren der beiden Zahlen

O und » -——2(92— a(;f)) = (2 aP } — (s—1)n,

i=1 F==1

der At° Index d;” ibres Grenztheilers 0” gleich der kleineren der beiden

Zahlen ,
% und Za@ .

=1

Dabei sind mit ai? die Indices von «; bezeichnet worden.

Aus 4) ergiebt sich leicht:

8) Zwischen den Indices @; und den Exponenten @,, . . . d, einer
Classe o besteht unter anderen die Relation

A—ma + B—n) @+ B—n)a+ +—1)as = ) wr(n—az).

Die Grenzen, bis zu welchen die Summation erstreckt werden
muss, brauchen nicht angegeben zu werden, da die Relation jedenfalls
richtig ist, wenn man % alle ganzen Zahlen durchlaufen lisst.

3. In §6 ist die Function g(z; », m) eingefiihrt und fiir alle
ganzzahligen Werthe von # und m definirt worden. Wir stellen hier
einige Formeln und Satze, welche diese Function betreffen und welche
wir spater brauchen, zusammen.

2 n—1 B
1) 9@ mm) = (1—(f3(;ﬂ1$— xg)'.' : .(zf_.xxm) -
2) g(z; #,0) =1,

3) glzs; n,m) =0 fir m<O,

4) g(z; O,m) =0 fir m20, g(z;0,0)=1.

5) g(z; nym) =g(z; n—1,m)+ 2*"g(x; n—1, m—1).
6) g(z; m,m) =g(@; n—1,m—1)+ 27g(x; n—1, m).

fir m > 0.

7) g (3 n, m) =xm(n-—m)g(_21c_; ", m)
8) 9(z; 5, 9) . g(x; s—q, 7) = 9(x; 8, 7). g(%; s—7, g).
— e m(m—1)
9) g(z; —n, m) = (—1)"z g ntm—1, m).
10) g(z; n,m) = g(x; n,n—m) fir »=>0.
11) (%5 n,m) = 2@ fir n>m>0
I\ % & (z; m) & (@; n—m) S

12) In allen Fillen giebt die Entwickelung von g nach Potenzen
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von z nur eine endliche Anzahl positiver nnd negativer Potenzen und
sind die Coefficienten ganze nicht negative Zahlen.

13) Fir #n >0 ist g(x; », m) eine ganze Function von z, fiir
% > 0, m >0 verschwindet dieselbe nicht identisch.

§ 11.
Die Functionen y(«), t(x|B), v(¢|f), dargestellt mit Hilfe der Indices.

Hat die Classe o = ol (@ |G| . . @)

die Indices a;, so stellt @; — as—, die Anzahl derjenigen Exponenten
dar, welche gleich 2 — 1 sind. Berticksichtigt man daher, dass
#(z; 0) =1 ist, so erhillt man nach § 6, III die Formel
P (x; a)
T (@5 O —ayy)
%

Es ist aber {§ 10, 2, 8)
( _’ ) _ ) 2(”"’%)“}5
ZMat@—nat - tn—Nay __ b

A P = ZA—WatE—n) gt 1) ay |

H

ferner . A n—ay) & (@; 4;)
(z; %) —'1 1 0(.27, n—a;) 3 d(x; ayy)’
¥ (@ m) (s n—a;_y)
EH«‘}(.@; % — a) &(x; @ — %»3

H&(m; ay, ~ Gy_y) 4
4 ——H & (25 @)
- 2 F(z; a5y) F(@; @ —a5_y)
=Hg(—15; % — Qp—yy R — ah)
1
=—._Hg (}5; 177 a/.-.l) (§ 10; 3) 11)) ?
A

und daher unter Beriicksichtigung von § 10, 3, 7)

Sa—a)m,
L P(@)=2z* ng( — Gty n—a,;)
(n--ah)aﬁ
Hg(”'a Ohy ab——l
{r—a3) 31
=xg ng(:v; N — Qp-1, N— )

(’*-‘%) a1

= x” Hg(x, ks A1) «
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Ist von den Classen
a=cl(a|...as),
B=cl(b/]...b)=Pf
die erste durch die zweite theilbar, so ist (§ 8, III)
P (B).9(B1) ... ¥ (Buz) ¥ (B)-P(B1).-. ¥ (Buui)
2 ta = = — = — — .
TR A BT AR TR T
Dabei ergiebt sich die Bedeutung der Classen
E=E°3 ﬁh Bt' (i":‘_l)'-'”—"l)
aus § 8, (5). Wir bezeichnen mit
a, ba=0D, B, o, B (i=1,...n—1)
die Indices der Classen
a, f= Bo, 3=E0: B:, Bi
und erhalten, weil §; und B; (6=0,...n — 1) vom Grade % — ¢ sind,
(n—s ')) b(')

() ==a* hH ("- bm: %)_1,

a—i—3)7
o) = 52 PTG,

also nach (2)

S { (om0 — (rmi )Y nmt (20,00
B telp)=a> =" HH g(l J

r i=0 I\ zl(z')s bml)

Wir wollen den eben gefundenen Ausdruck so umformen, dass er nur
die Indices von « und § enthilt.

Fiir as < ¢ ist der Exponent von & ;> 5, daher werden, wie
aus § 8, (5) zu ersehen, b =0, by =0,

fir ap = ist ai < h < dipa

mithin _ '
B =0, b =0by—i="b — a,
fiir a; > 2 ist aé.,.l < k,
daher wird

B =B = — i
Hieraus folgt

(h—i — bt — (n—i— BB = 0 fiir i 2,

== (% —_ bh> (b}; —_ ak) fiir 3 = ag,
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n--1
@ D D —i— W) — (a—i—H) § "’==2(n Bs) (s — ).
k i=Q

Die Summe rechts ist iiber alle 5 zu erstrecken, fiir welche @; einen
der Werthe 0,1, ... — 1 hat; da aber @; ausserdem nur noch gleich
n sein kann und in diesem Falle auch b, = % wird, so branchen wir
dem % keine Beschrinkung aufzuerlegen. Ferner ergiebt sich

g(i. B0, o,
g( ; 509, b(;_)

= 9(27 by — @p1, bz — a],_1) fiir ¢ = Gh—1,

a—1 (_1_. B, 80 ,)
() H II 9(1 39,50 )—1_[ ( — @it b1 — “"—1)'

2’@ —&) (bs—ap)

=1 fiir 52@;,.1,

. ¢(e|f)y==2=* . ng (%, by —an-a, bk——l—'ah—-l)
)
2(“ —bp) (bp—1"%%—1)
=z* 9(x; bp—ap_1, by—y— apr—)

Z(R—b;,) (ba=—6p)

=gh .Hg(—i—; b;,——a;,_l, b}.—bh.q)
&

D) (ea—1—ar—1)
=zt T 9@ ba—aas, b—bsy)
&

(s 10, 3, 10)).
Nach § 7, I hat man jetzt
2’{@—-%) ag— (n—b3) b5+ (n—23) (b,,—a,,}

©) o(elp) =2 ialp) =«

Hg(%; By ak—l) g(wl 5 by —ay g, by —ab—l)

: oG 0s)
Es ist aber
S (n—ap)ap— (»—23) b+ (n—b3) (54 —a3) Z(bk—a;,)ah
o { .

und nach § 10, 3, 11) der Ausdruck hinter dem Productzemhen gleich
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8(&:; ay (25 b ) D (25 by — by y)
(x5 “h-1) & (25 a5 — dy_y) ’ ¥ (%5 b‘)
. & (25 by — a5 _4) )
B (@5 by — @)V (%5 b — by ,y)

Da nun
# (z; a;) ) F(z3h,) 1
H:ﬂ- (% a5_1) = &(z; n), 17‘]- (@ b))  Fwm )’
1k1 D(@; @—a5) F(25 by — Upy) 11;1 (@5 ay—ay_y)F (25 b, — &)

= Hg (;1;, bn— @1, bs— db),
A

so geht (6) iiber in

(bh—“h)“h

III. v(a|f)=12x* Hg( by — Gr-1, b»-—ah)
2(’%*%) ap—1
==k Hg($; b;,—-—a;.._1, b;.——ah)
A

Z(bk—a],)ah
% L)
=Z I\Z 3 On— G—1y, G — Gy
A

=gt 1 l g(a:; bh-—ah—l, ak-—ah-x)-
A

Alle diese Ausdriicke sind unter der Voraussetzung hergeleitet
worden, dass « > f ist. Ist aber diese Voraussetzung nicht erfiillt,
so kann man % so wihlen, dass b1 < @3y < by ist, dann wird

g (—53 by — @1, bp1— dh-x) =0,
9 (fb' i ba— i1y bp— ) =0,
g\ b —ar, bh_‘bh—-l) =0,

9("’1 by — tp—1, by —bp1) =0,

die vier unter II angegebenen Ausdriicke verschwinden also identisch,
und dasselbe gilt von den vier Ausdriicken III. Da nun in dem hier
besprochenen Fall thatsichlich ¢(«|f) = 0, v(a|B) = 0 ist, so bestehen
die angegebenen Formeln ohne jede Einschrinkung.
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§ 12,
Die Grade der Funetionen v, ¢, v, 7, 9.

Da es im Folgenden nirgends mehr nothig sein wird, Classen
verschiedenen Grades neben einander zu betrachten, so sei jetzt fest-
gesetzt, dass der Grad aller vorkommenden Classen mit # bezeichnet

werde.

Die Formeln § 11, I zeigen, dass y(«) eine ganze Function von z
mit ganzzahligen Coefficienten ist, dass der Coefficient der hochsten
Potenz von « gleich 1 und der Grad von ¥ (a) gleich

() > i—ana

ist, wenn mit @, die Indices von a bezeichnet werden. Ist § ein
Divisor von &, so sind (§ 11, II, TII) ¢(«|B), v(e|B) ebenfalls ganze
Functionen von z mit ganzzahligen Coefficienten, und es ist auch bei
ihnen der Coefficient der hochsten Potenz von 2 gleich 1. Als die
Grade der Functionen #(«|8), v(e|B) ergeben sich, wenn mit b; die
Indices von B bezeichet werden, die Ausdriicke

(@) D n—bs) (bs— ),

I3

3) 2 (s — ) .

Je

Fiir die Functionen 7(p; @, ... ), 6(0; &, ...«) haben wir
nach § 9, Ila, IIla die Relationen

Y@ eseom) = H(yleg)... t(y]a) —-2 t(ylw) 7(e; .. ),
(4) YEr<y

B35 @yyenets) = 0(ey]0)...0(es|8) — D 0(]8) T (15 245 ),

Fz=u>4d

worin ¥ = [ey, ... ], 8= (&, ...@) ist und die Summation Gber
alle digjenigen Classen p zu erstrecken ist, welche den unter den
Summenzeichen angegebenen Bedingungen geniigen. Aus (4) und den
Eigenschaften der Functionen ¢ und v ersieht man, dass 7 und E} ganze
Functionen von z mit ganzzahligen Coefficienten sind, ferner, dass 7
verschwindet, wenn die Bedingung y >4 nicht erfillt ist, dass &
verschwindet, wenn die Bedingung 0 < 0" nicht erfiillt ist.

Wir wollen zuniichst den Grad von 0 niher untersuchen und
setzen & < & voraus. Der Coefficient der hochsten Potenz von z kann
in keiner 8-Function negativ sein, weil die Function fiir keinen Prim-
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zahlwerth von x negativ sein kann, indem sie alsdann eine gewisse

Anzahl darstellt. Aus (4) folgt daher, dass der Grad von d(J; ay,. . . &)
hichstens gleich dem Grade von v(e,}0) ... v(&|d) d.i. — wenn mit

ay, dy die Indices von a; (¢==1,...5), 0 bezeichnet werden —

®) > 2’ (d — af?) aff

t=1

sein kann und dass nur die beiden folgenden Fille moglich sind:
Entweder sind die Grade der Functionen

(6) v(p|6)o(u; &y, . .. @)

(0’ = p > 0) simmtlich kleiner als der Ausdruck (5); dann erreicht &
den angegebenen Maximalgrad und der Coefficient der hochsten Potenz
ist 1. Oder es steigt von den Functionen (6) eine bis zum Grade

22@ — a¥) g

=1
an, dann bleibt der Grad von & hinter diesem Ausdruck zuriick.

Wir wollen beweisen, dass die Function 6(9; «,, ... &) den an-
gegebenen Maximalgrad (5) dann und pur dann erreicht, wenn die
Classe 0, welche bereits als Divisor von 0’ vorausgesetzt wurde, ein
Vielfaches des Grenztheilers 8” der Classen «,, . . . @, ist. — Bezeichnen
wir zu diesem Zweck mit m, die Indices der variabelen Classe u, so
ergiebt sich als Maximum fiir den Grad von

v(e|d). 6(u; @, . .. )
der Ausdruck

O] 2 (dn—mp) my, - 2 2 (m3— o) o

=1

= 22(01,,— af) ol — {(dh"" ) <(§ a;:‘)) _ m;,)}-

i=1

Es wird ferner (§ 10, 2, 7) wu. 5)) 0 dann und nur dann ein Vielfaches
von 0” sein, wenn fiir jedes

®) G&< D df

i=1
ist.
Ist nun diese Ungleichung bestindig erfiillt, so folgt aus g > 9,
dass kein Glied der Summe

® Se-m((Za)-m)]
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negativ wird. Dagegen muss wenigstens ein positives Glied in der
Summe vorkommen, da die Gleichheit von p und & ausgeschlossen ist,
also wenigstens fiir ein A die Differenz d, — m; und somit auch

(Sag)) — My > 0

=1

ansfallt. In dem betrachteten Falle ist daher der Ausdruck (7) fiir
jedes u kleiner als der Ausdruck (5).
Wenn dagegen die Bedingungen (8) nicht durchweg erfillt sind,
so setzen wir
[0,0] =,

dann ist der Index m; von g’ gleich der kleineren der beiden Zahlen
a¥ und d, und die Classe ¢’ kommt, weil &' = > 0”7 ist, unter
i=1

den Classen vor. Aus my < al) folgt nach dem soeben Be-
[ S g
f=1

wiesenen, dass die Function 8 (u'; «,, . .. @,) wirklich bis zum Grade

D Dl mi—a)af
3

i=1

die Function

v(u]0). 0 &, ... o)
bis zum Grade P

e

2 Z(dh —a)af ——2 {(dlz"‘mi:) ((2 aﬁf)) — m»)}

ansteigt, und da iiberdies das Product

(ds — mf) ((Za;p) _ m;))
f==1
fiir jedes 1 verschwindet, so wird der Grad von
(| 9) . E(y,'; Cgy oo Oy)

3

— g g®
ZZ(CZA 278 )ah

i=1

gleich

In ganz dhnlicher Weise ergeben sich fiir die Function

7(@5 0. .- )
die folgenden Resultate:
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Ist ¥ ein Vielfaches von 9" = [a,,... ] so ist p(y; &, ... )
hochstens vom Grade

(10) 2 Dlw—d) (a0,

i=1 A
wo mit ¢, die Indices von y bezeichnet worden sind, Die Function p
erreicht diesen Grad, wenn y Divisor von 9" =[|a,, ... @] ist, und der
Coefficient der hdchsten Potenz von z ist alsdann == 1; in den anderen
Fillen wird der Maximalgrad nicht erreicht.

Da die Functionen 7 und ¢ in den Fillen, in welchen der an-
gegebene Maximalgrad erreicht wird, nicht identisch verschwinden, so
miissen sie, sobald x eine gewisse positive Grdsse liberschreitet, stets
positiv bleiben. Es wird sich spiter zeigen, dass dies schon fiir x > 1
eintritt, dass daher die Functionen fiir keinen Primzahlwerth von z
verschwinden. Ferner wird es sich herausstellen, dass in den iibrigen
Fillen, fiir welche bisher nur gezeigt wurde, dass jener Maximalgrad

nicht erreicht wird, die Functionen 7 und J identisch verschwinden.
Damit ist alsdann der Beweis des Satzes § 7, V vollstindig ge-
fithrt. Um aber dahin zu gelangen, geniigt es mnicht, die Grade der

Functionen 7 und & zu betrachten. Wir miissen ihre Natur niher
untersuchen und wollen zunichst diejenigen Functionen ins Auge
fassen, aus denen sich, wie spéter nachgewiesen wird, die Functionen

7 und 0 durch Multiplication unter Hinzufigung eines Factors, der
nur eine Potenz von x ist, herstellen lassen, in derselben Weise, wie
die Functionen 9, {, v mit Hilfe der g-Functionen ausgedriickt wurden.

§ 13.
Die w-Funetionen.
1. Wir bezeichnen mit

o(z|kle|qy, 715 Doy 725 -+ - Gsy 7o)

die Summe
m(m—»l)_km
1) D0 T gl 6 m) g(o; gy—m, 1) 9(25 & —m,my)
= e g(Xy gs—my T4).

z heisst das Argument, % der erste, ¢ der zweite Parameter der
o-Functionen, ¢, und 7r; bilden das erste, g, und r, das zweite, ...
g. und 7, das s'* Parameterpaar, Alle Parameter sollen ganze Zahlen
sein, und die Summe erstreckt sich iiber alle ganzen Zahlen m. Ist
e >0, — und auf diesen Fall kbnnen wir uns hier beschrinken — so
ist nur eine endliche Anzahl von Gliedern der Summe von O ver-
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schieden. Die w-Function ist dann eine rationale Function von z,
welche nur fiir z = 0 und 2 = oo moglicherweise unendlich werden
kann.

Die Funection (1) soll eine ,,eigentliche* @-Function heissen, wenn
kein Parameter negativ und ferner

q,-g{e (i=1,...5)

7
ist. In diesem Falle heisst der Ausdruck

k+rl+"'+r:_e
die kritische Zahl der w-Function; ihre Bedeutung werden wir bald

kennen lernen.
2. Wir behandeln zundchst die w-Function ohne Parameterpaare

m{m—1)

a(zlklg = (—O*z °  .g(z;em).

Es ist
@ o(z|k]|0) =1
und fiir e > O folgt aus
g9(@; e, m)=g(@; ¢ — 1, m—1) + 2mg(z; e— 1, m)

mm—1) m
@  e@kl=(—)"s ° 9(z; e—1, m—1)
m (m~1)
— k—2)m
+ )~z .g(@; e—1, m).
Da nun
—1 -1 —2
M= gy = E=DED 1) m—1) —E
also
m(m——-l)__ »
2(—1)"‘3: ? .g(z; e—1,m—1)

(m—1)(m—2)

~—— —{k—1)(m—1)
-~ e " 95 e—1, m—1)

a1 _ ¢ fym

=_;c’k2(—1)’"x 2 .g(x; e—1,m)

ist, so erhilt man aus (3)
4) a@lkle) = (1—r Ho(zlk—1le—1)
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und weiter, unter Beriicksichtigung von (2),
(5) ozkle=>1—2%1—z ). .. (1 —g tte-1),
Die betrachtete @-Function sei nun eine eigentliche, also
k>0, e=0.

Dann ist % — e die kritische Zahl und man sieht aus (5), dass die
Function identisch verschwindet, wenn die kritische Zahl negativ ist,
dass sie dagegen anderenfalls fiir jedes z > 1 einen positiven (von O
verschiedenen) Werth hat.

3. Fiir die o-Function mit s Parameterpaaren, von welcher wir
zunichst nur voraussetzen wollen, dass ihr zweiter Parameter e nicht
negativ ist, erbilt man durch Anwendung der Relation

95 go—m, 7)) =g (@5 s — L —m, r,—1) + 27 g(2; g — 1 —m, 7,)
die Formel
(6) o@|kie|gy, 7y;5... Qs 75)
=z".0(zlklelgy, 715 - Gom1, 7e-15 G— 1, 73)
+ o(x|klelq, 715 -Qs—15 ¥s—15 & —1, 7,—1)
und hieraus allgemeiner

) oz|kle[gy, 715 - @5, 7s)

t
=201'm(x!kl3mu T15e e ety Yoty §e— 8y 7. 1),

=0

wo ¢ irgend eine ganze nicht negative Zahl bezeichnet. Der Coefficient
C/ ist, wie man durch Induction leicht findet, gleich

x(rs ~hE=h - g(x; t) Z)’

das, worauf es uns ankommt, ist, dass er fiir jeden positiven Werth
von z selbst positiv ist.

4. Wir betrachten den besonderen Fall, dass g,=e ist, und
setzen e > O voraus. Aus

9(z; & m).g(x; e—m,r,) = g(%; ¢, 1s) . g(; e—7s, M)
ergiebt sich:
® o(@|kle|g, 7y - - Goty Ts13 €, 75)
=g(z; e, r)o(x|kle—7:|q, 715« - - Q1) Te—1)-

Die o-Function auf der rechten Seite enthilt ein Parameterpaar weniger.
Der Factor g(z; e, r;) verschwindet, wenn r; << 0 oder > e ist; sonst
hat er fiir positives # einen positiven Werth.

5. Es sei jetzt

o kle|qy, 75 - g 75)

eine eigentliche w-Function. Dann ist ¢, — e >0, und wenn wir
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Formel (7) fir { = ¢, — ¢ und daranf Formel (8) zur Anwendung
bringen, so erhalten wir
9 o x|kle|gy, 7y, oo - Gy 7s)

gs—¢

=2 Cyg(@;e,r—10). o(zlkle—r+1q, ;... &, 7).
=0

Setzt man 7, — l =k, so wird demnach
(10) w(x[k[e]ql,r,,...g,, Ts)
= D10, —s-9(; 6 B) . 0(z|kle—hlg,, 75 . - - goos, 7eca)

0 <pe e
r3+e—-q‘,%= =7

=D G o(alkle—h|g, 75 -« - gomt, r0m).

0 <h=< ¥
rete—g, }= = Vs

Die Summe erstreckt sich iiber alle 4, welche den Bedingungen

. 0 e
<
¥s +8—Qs}=k§{7‘s

gentigen, und die Coefficienten C haben fiir jedes positive % einen
positiven Werth. Die @-Functionen auf der rechten Seite von (10)
sind eigentliche und enthalten nur ¥ — 1 Parameterpaare. Es ist daraus
zu ersehen, dass man jede eigentliche @-Function linear und homogen
durch eigentliche ®-Functionen ohne Parameterpaare so ausdriicken
kann, dass alle Coefficienten fiir positives « positiv werden.

Die kritische Zahl der betrachteten o-Function ist

E+ri+---+r—e,

m(xik!e—h{ G175 -+ Gs—1, 7'.;—-1)
hat die kritische Zahl

ktri+ - +rathb—e,
welche fiir alle in Betracht kommenden Werthe von A
Shdr - dri—e
ist. Daraus folgt, dass eine eigentliche @-Function mit negativer
kritischer Zahl sich linear und homogen durch ebensolche @-Functionen
ohne Parameterpaare ausdriicken lisst und mithin verschwindet.
Wir wollen nun annehmen, dass die kritische Zahl
Et+r+---+r,—e=>0
sei. Auf der rechten Seite von (10) verschwinden die w-Functionen
mit negativer kritischer Zahl, es bleibt aber wenigstens noch eine
o-Function zuriick, deren kritische Zahl nicht negativ ist, diejenige
Mathematische Annalen. LIL 4

die Funetion
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némlich, welche man erhilt, wenn man % gleich der kleineren der
beiden Zahlen e und 7, setzt. Man erkennt hieraus, dass man in diesem
Falle die @-Function durch eigentliche m-Functionen ohne Parameter-
paare mit nicht negativer kritischer Zahl linear und homogen aus-
driicken kann, und dass in diesem Ausdruck wenigstens eine derartige
Function wirklich vorkommt. Da ferner die auftretenden Coefficienten
fiir positives # selbst positiv sind, die e-Functionen aber, sobald
% > 1 ist, so hat auch w(z|kle|qy, 75 ... Qs 75) fiir £ > 1 einen
positiven Werth.

Damit sind wir zu dem wichtigen Resultat gelangt:

I. Eine eigentliche @-Function, deren kritische Zahl < O ist, ver-
schwindet identisch.

IL. Eine eigentliche o-Function, deren kritische Zahl > O ist, hat
fiir %2 > 1 einen positiven Werth.

§ 14.
Die Functionen ¢ und 7.
Fir e > 0 ist
m{m—1)

(1) 0=o0(0l) =D (=) ° .g(z;em).

Sind daher a, b, ¢ ganze Zahlen, welche den Bedingungen

@ 0<e<a<h

geniigen, so geht, wenn man ¢ durch b — ¢ und m durch b — m
ersetzt, Gleichung (1) iiber in

{b—m) (b—m—1)

D2l="s T g@ib—ab—m)=0,

und man erhilt durch Multiplication mit
-9, g(z; b—c, a—c)
und unter Beriicksichtigung der Identititen
9(x; b—a, b—m) g(z; b—c, a—c) = g(x; m —¢,a—c) g(z; b—c, b—m)

== g(x; m—c,m—a)g(z; b—c,b—m)
die Relation ’ ’ @ ’
{(3—m) (b—m~—1) + e(p—a)

3) PRSI
.g(@ym—e, m—a)g(z; b—e,b—m) = 0.

Es seien nun @ und § zwei Classen, deren Indices mit a,, b, be-
zeichnet werden mégen. Die Summe
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(bb-mh) (bh -—mh-—l)

@) Fo= D (—1)%™ .z 3
my

+(mp—ap)ap—1+(dp—mp )01

. g(x; My — 0r—1, m;.—-—a;.) . g(x; b},—b),_.1, b;;—-m;,)

hat dann fiir jedes h, wenn m;, alle ganzen Zahlen durchliuft, nur
eine endliche Anzahl nicht verschwindender Glieder. Man sieht ferner,
dass Fp=1 wird, wenn % <O oder grosser ist als alle Exponenten

von « und f.
Da man sich bei der Summation auf diejenigen Werthe von m,

beschranken kann, welche den Bedingungen
bi—1
a;

®) By > my >{

geniigen, so verschwindet F}, fiir a; > b;. F) verschwindet aber auch,
wenn d;.; == bz—; und zugleich a; < b, ist. Denn alsdann geht, wenn
man @) = by = ¢, a = a, b, = b setzt, der Ausdruck (4) in (3)
tiber und die Bedingung (2) ist erfiillt. Ist dagegen a_; = by,
ar = by, so ergiebt sich F; = 1. Das Product

II=

2
hat daher den Werth 1 oder O, je nachdem die Classen « und 8 gleich

oder verschieden sind. Aus der in § 7 fiir die Functionen 7 und &
gegebenen Definition folgt tiir den Fall, dass die Anzahl s der in

7y @y, ...0), 0(0; & ...a) vorkommenden Classen e sich auf 1
reducirt, 7(y; &) = 1 oder = 0, 0(d; &) = 1 oder = 0, je nachdem
y und «, bez. 0 und « gleich oder verschieden sind. Man kann daher

das fiir l l F, erhaltene Resultat ausdriicken durch die Gleichung
A

(6) [l F=5G:8).
&
Aus (4) folgt
Do) Z(bh—m]‘)(:b-—mh—.l)""(bh—mh)bh—z

@ [[E=> l=v* -z”
h e Mgy My e
-Hg(x; ba—bp—1, bh_mh))

(m—an) a1
. (x A . Hg(x; My — -1, Wa—az) | -
)

4‘
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Man erhdlt ein Glied dieser Summe, indem man dem my, flir jedes A
einen bestimmten Werth nach Belieben beilegt. Man darf sich aber
auf solche Werthenreihen fiir #; beschrinken, welche den Bedingungen
() geniigen, andere Werthenreihen liefern verschwindende Glieder
und diirfen also nach Willkiir hinzugenommen oder fortgelassen werden.
Man erhélt daher die Summe (7) vollstindig, wenn man alle diejenigen
Werthenrethen m; beriicksichtigt, welche den Bedingungen

®) by = my = ay,
my g Mp—14
oder gar alle diejenigen, welche den Bedingungen
(9) my _>_ Mp—1 _>__ O, lim My == N
- - h=w

genligen. Die letzteren besagen genau, dass die m; die Indices einer
Classe ¢ vom Grade % bilden, wihrend durch (8) noch ausgedriickt
wird, dass diese Classe die Ungleichung

azu=f
erfiillt. Unter der Voraussetzung, dass die m; die Indices einer Classe u
bilden, ist der zweite Factor unter dem Summenzeichen in (7) nichts
anderes als unsere Function v(«|p), wihrend der erste eine wohl-
definirte Function von 8 und p darstellt, die mit ¥{u|B) bezeichnet
werden mag

(35, —my) (Ba—mp)(bp—mp—1) B
(10) B(u|f) = (—1)" T+ : AT
A

. g(%; bh"‘bk—-l; b;,-——m,,).
Die Gleichung (6) geht hiernach iiber in
an Dl vlale)5(ulB) =3 (@3 8),
I

wo die Summe iiber alle Classen g oder nur die zwischen « und f§
gelegenen zu erstrecken ist.

Aus (11) folgt
2D D)o@ omlw) o @lB) =D 8w w) v @),
12) DI D o(alr) 5(v|r) o(e]B) = v(alB),
L

ferner

(13) 5(a|B) = 3 (a; B) — D, o(a|0) 5(B).

<o

Die Summe rechts erstreckt sich iiber die Classen p, welche < « sind;
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ist also fiir alle diese Classen 7 (u|p) bekannt, so lehrt (13), #(«|f)
zu berechnen. Demnach ist durch die Relation (11) die Function
v(«|B) vollkommen definirt.

Ist & kein Vielfaches von B, so ist 2(«|f) = 0; man ersicht dies
aus (13), wenn man fir g < « die Gleichung v(piﬁ) = 0 als bewiesen
annimmt.

Sodann zeigt (13), dass fir ¢ = 7(«|f) =1 wird. In beiden
Fillen hat man:

(14) Do(alw) o(@|B) =3 (z; B).

"

Indem wir nun fiir den noch nicht betrachteten Fall « > § die Richtig-
keit von (14) beweisen wollen, konnen wir wieder fiir jede Classe
v < a die Gleichung

Dli(|w)v(u]g) =3 (v; 8)

7
als bewiesen ansehen, Aus dieser folgt

TS o) 5010 v(wlB) = v(al) (v B),

1) D D o(@lv)s@ls)o(lp) = v(|p).
r<c K

Subtrahirt man (15) von (12), so erhilt man rechts Null und links
SDotela)s(alw)o(u]6) =) 5(alu) v(u|B)-
I

“

Damit ist (14) allgemein bewiesen.
Fiir die Function

(16) Fulh) =28 5uip)
folgen aus
Helw) E(lB) = 28 v(a|w) 5(ulB),
Haln)t (218) = 285 (@ls) v(ulB),
203 (a3 B) = 8 (e B) =7 (5 )
und unter Beriicksichtigung von (11), (14)
(17) D t(alu) T (u]) = 7(e; B)s
17

(18) Dli(alu) t (216 =7 (@; B)-
»®
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Die Ausrechnung von 7 mit Hiilfe der fiir v und ¥ geltenden
Formeln ergiebt nach (16)%)

Z(b,, — mp) (b mp) (bp— mp—1)

19 f@lf)=(-n"* Il

Y
. y(x; My — M1, Bpy — mb-—-l)-

Nach § 9, I, IT ist
(20) 25(7’1!")7(@3 &yyeen ) = t(v]|a) d(v]ay) ... t(v]|a)
“®

+(n—mp) (bp—1—mp 1)

(21) 20(@[1)5(@; @, ...t =v(e|d).v(a,|d)... v(ald)

“

Multiplicirt man (20), (21) bez. mit £(p|»), 5(4|d) und summirt man
dann iiber » bez. 4, so erhilt man unter Anwendung von (18), (11) links

Zi(rlv)f(vm)?(u; Bpyen o lls) = 2?(;;; 0). 7w by, .. e,)
n

¥, M
=750, .- )
bez.

D o DFAF (w5 ... w) = D 8(ul8). 8(u; ey, ... )

Ny

=0(0; a,,...a)

und somit die Gleichungen

(22) P05 @y, e w) = D). tolay) . .. t(v]a)

(23) 305 @, ... a) = DT(A[0) . 0(ey|d) . . . v(a,]2),
P

§ 15.
Darstellung von 7 und & dureh o-Functionen.

Die beiden letzten Gleichungen filhren unmittelbar zur Darstel-
lung von 7(y;e;,...a), 8(0;¢e,...e) durch @-Functionen. Es
seien mit a$, ¢, » & die Indices von e;(i==1,...5), 9, 8 bezeichnet.

Wir wollen nur die Function & etwas eingehender behandeln.
Man erhilt, indem man die fir die Functionen v, 7 gefundenen Aus-
driicke substituirt, die Gleichung

*) Vgl die Berechnung von »(«|g), S. 41.
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@ LA BIICD
— l l {(‘ 1)“7:“'”% w(d].—ﬂ%) (:h—-mh—l) +(di¢—mh)dh-1+(mh-—ag ))agl +"'+(’"h—¢?))41‘,‘2

9(@;5 dh — dis, d— ma) g (5 w00 — 0y, af — afy)

g @y my — afy, af) — af), } ,

wo die m; die Indices von u bedeuten. Um 8(8; e, ... @) zu erbalten,
hat man die Summe aller solcher Producte zu bilden, welche man fiir
die verschiedenen Werthenreihen m; erhilt. Die m, unterliegen dabei
den fiir die Indices einer Classe nte> Grades geltenden Beschrinkungen,
Da man aber sofort sieht, dass fiir jede Reihe von Zahlen m;, welche
nicht Indices einer Classe nte® Grades sind, das Product anf der rechten
Seite von (1) verschwindet, so kann man die angegebene Beschrinkung
aufheben. Alsdann erhilt man:

@ 55, @) =2ww> (@, ]8) - olau)

(dh—mh) (d h—-mh-l)

_ H{ 2[ (— l)d,,-m,, x——*—z—-**—— (% —"mp) dp— 1+(7ﬂr% )%—1-*- +(mh"'“h )

h mh
9(@; dy— @y o — ) . g(z5 00— af,, o — i)

. gz — oy, 4 — o 1):}} .
Setzt man zor Abkiirzung

(3) (d— at) ey + - - + (& —af)afls =3
4) @y e aly — dy = Fay
() ay — dy—y == &
(6) d— )y =gy, af — a2y =99 (i=1,...9),
so wird die in (2) vorkommende Summe gleich

"o @bl ald?, % .. g, ),

und man erhﬁlt
- . f
L 8(0;e,...0)= l l . o(2|bi_slel g, 75 ... ¢ ).
%

Jede der hier auftretenden @-Funetionen

@ oy = o (2| kis|eal g, 15 ... g, 78)

wird dargestellt durch eine Summe, welche nur eine endliche Anzahl
nicht verschwindender Glieder enthilt, weil nach (5) ¢; > 0 ist. Wenn
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h < 0 oder grosser ist als alle Exponenten der Classen 0, ¢, ... ay,
so ist fa=0 und @,=1, weil alle Parameter von a; ausser dem
ersten gleich O werden, In dem Product I sind daher nur eine end-
liche Anzahl von Factoren von 1 verschieden.

Nach (5) und (6) ist
(8) 6[;_20, r;,=_>“0.

Damit 8(9; e, ... @,) nicht identisch verschwinde, ist nothwendig und
hinreichend ,- dass kein w, verschwindet. Wir wollen annehmen, es sei
dies der Fall, und sehen, welche Schliisse wir daraus ziehen kdunen.

Fir h < 0 ist q"' - 0 = 7. Ist jetat h irgend eine ganze Zahl,
fiir welche qﬁf’.l >, ist, so hat man

0L q“’ 1 Tiid = dj—1 ~ ah—wl L dy— ak-) 1= Q’;:),

also
gr’ = 0.

Wire nun ¢\° <79, so wiirde aus » > ¢ > = 0 sich @; == 0 ergeben,

Dies widerspricht der Voraussetzuug, und daber ist fiir jedes A
9) @ >rd (G=1,...5).

Aus ¢ — i = dy — o = g1 — 612 folgt, dass die Bedingung (9)
mit jeder der beiden folgenden #quivalent ist:

(10) diZaw (i=1,..49)
(11) $>ea (i=1,...9).

Fir <0 ist %, == 0, Ist  irgend eine ganze Zahl, fiir welche
ki =0 1st, so ist zufolge (8), (9), (10), (11) @, eine eingentliche
o -Function, Thre kritische Zahl ist

bioy 4 9‘?"‘!" +r§,’)—— 6 =
und muss, damit e, nicht verschwindet, > 0 sein. Man hat also fiir
jedes h
(12) b > 0.
Umgekehrt ergiebt sich aus (8) bis (12), dass jedes w; eine eigent-
liche @-Function mit nicht negativer kritischer Zahl ist, und hieraus

folgt (§ 13, IT) nicht nur, dass § nicht identisch verschwindet, sondern

auch, dass & fir jedes # > 1 einen positiven Werth hat. Die Rela-
tion (12) ist mit

(13) & < Zas;’ ,
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die Relation (10) mit (9) und (11) &quivalent, wihrend (8) von selbst
erfiillt ist. Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir das
Nichtverschwinden der Function

0(05 ayy ... &)

werden also durch die Relationen (10) und (13) dargestellt; und von
diesen besagt die erste, dass & ein Divisor von 0'= (o, ... &), die
zweite, dass & ein Vielfaches von 0" = (|, ... &|) sein muss.

Fiir die Function 7(p; @, ... ;) erhéilt man in derselben Weise,
wenn man hier

(n — o) (@ — &) +- - - + (0 — afhr) (0 — &) = fi
(n—atls) + - -+ (e —ath)) — (0 — eap) = T
1 — € == &3
i — =g, ahi—al =r)
G=1,...5)
setzt,

_ J 3,
IL 7’(?;0‘”-‘-%)=1 lxh‘w(xlkﬁ-l-lleh‘qb17‘9)1' Q )"“)
h

Damit 7 nicht verschwinde, miissen alle
o = o (2|blenl@, s - g, 7))

eigentliche w-Functionen mit nicht negativer kritischer Zahl werden,
und es hat alsdann ¥ fiir jedes z > 1 einen positiven Werth. Die
nothwendigen und hinreichenden Bedingungen hierfiir werden darge-
stellt durch die Relationen

o< a
>N — E’(n——a"’
i=1

von denen die erste besagt, dass y ein Vielfaches von p'=/[ey, ... &,],
die zweite, dass ¢ ein Divisor von "= [|e,, ... a;|] sein muss.
Hiermit ist Satz V, § 7 vollstindig bewiesen.

Charlottenburg, den 9. April 1898,



