
Zur Theorie tier Moduln. 

V o n  

Ernest S ~ T z  in Charlottenburg. 

Die folgenden Untersuehungen beziehen sich auf diejenigen ModuIn, 
deren Einfiihrung in die Zahlentheorie man D e d e k i n d  verdankt. Im 
elften Supplement zu den yon ihm herausgegebenen Di r i ch l e t ' s chen  
Vorlesungen finder sich die Theorie der Modutn in ihren Orundztigen 
dargestellt. Ausserdem kommen hier noch zwei Arbei~en in Betracht: 
F r o b e n i u s :  Theorie der linearen Formen mit ganzen Coefficienten; 
F r o b e n i u s  und S t i c k e l b e r g e r :  Ueber Gruppen yon vertauschbaren 
Elementen (Journal ffir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 86, 
88). In der letzteren ist der Zusammenhang zwisehen den Moduln 
und den Gruppen vertauschbarer Elemente klargelegt, und es ist hier- 
nach ein Leichtes, die Resultate, welche in der einen Theorie gewonnen 
werden, auf die andere zu iibertragen. Daher werde ich reich, obgleich 
es nahe liige, gruppentheoretische Fragen mit in Betracht zu ziehen, 
auf die Behandlung der Moduln beschr~nken. 

Ieh ffihre zun~ichst die wichtigsten hierher gehSrigea S~tze yon 
D e d e k i n d  und F r o b e n i u s  an in der Form und mit den Bezeich- 
nungen, deren ich reich in der Folge stets bedienen werde. 

w  

Rochteckigo 8ystome; ikro Eintheilung in 01ass0n. 

I. R e c h t e c k i g e  Sys teme.  
Mit grossen lateinischen Buohstaben werden im Folgenden Systeme 

yon ganzen rationalen Zahlen*) bezeichneG die nach Zeilen und Co- 
lonnen geordnet sind. Auf solche Systeme sotlen die Operationen: 
Addition, Subtraction, Multiplication in der Weise angewandt werden, 
wie dies allgemein tiblich ist. Die Ausffihrbarkeit der Addition und 

*) An dieser Voraussetzung, dass die Elemenie ganze rationale Zahlen sind, 
wird stets festgehalten werden. 
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Subtraction erforder~, dass die rechtecMgen Systeme gleich viele Zeilen 
und gleich viele Colonnen en~halten, die Ausffihrbarkeit der Multiplica- 
tion, class die Anzahl der Colonnen eines jeden Factors gleich der 
Anzahl der Zeiten des folgenden ist, das Product hat dana so viele 
Zeilen wie sein erster und so viele Colonnen wie sein letzter Factor. 

Die Anzahl der Colonnen eines rechteckigen Systems A heisse 
sein Grad. Ist derselbe gleich n und 0 ~ k ~ n ,  so heisst der grSsste 
gemeinsame Divisor der Determinanten ~te~ Grades in A ,,der k t~ Deter- 
minantentheiler yon A " .  Dabei sei noch bemerkt, dass der grSsst~ 
gemeinsame Theiler gegebener Zahlea posi~dv genommen und nut dann 

0 gesetzt werden soll, wenn die Zahlen s~immtlich gleich Null sind. 
Ist die Anzahl r der Zeilen yon A < n ,  so sollen doch ~ De~erminanten- 
thei]er gez~hlt werden, indem bestimmt wird, dass f~ir k > r  der 
k te Determinantentheiler ~ 0 zu setzen ist. Die Anzahl der yon 0 
verschiedenen Determinantentheiler eines Rechtecks heisst sein ,Rang" .  

Ist das System A quadratisch, so wird es Diagonalsystem genann~, 
wenn alle Elemente ausserhalb der Diagonale verschwinden. Sind 
ai ,  a~, . . .  a~ die Diagonalelemente eines solchen Systems, so soll 
dasselbe auch mit Dg (a~la21 �9 �9 �9 a,,) bezeichnet werden. Dieses Dia- 
gonalsystem heisst ein , H a u p t s y s t e m " ,  wenn keines der Elemente a 
negativ und ein jedes Divisor des folgenden is~. Ein quadratisches 
System A heisst unimodular, wenn seine ,,Norm" (Nm A) ~ d. h. der 
absolute Werth seiner Determinan~e ~ gleich 1 ist. Mit dem Buch- 
staben E sollen stats nur unimodulare Systeme, mit dem Symbol .E+ 
solche yon der Determinante + 1 bezeichnet werden. Ist ~o das Dia- 
gonalsystem n ten Grades, dessen siimmtliche Diagonalelemente gleich 1 
sind, so bestehen f~ir jedes quadratische System n t~ Grades A die Glei- 
chungen A ~ ~  ~~  ~ A, und zu jedem unimodularen System/~ 
gehSr~ ein zweites .E -1, fiir welches E E - 1 - - -  ~ ~ - I . E ~  E ~ wird. 

2. E i n t h e i l u n g  de r  q u a d r a t i s c h e n  Sys teme  in Classen .  

Wir wollen uns nun zun~chst auf die Betrachtung quadratischer 
Sys~me beschr'~nken. 

D e f i n i t i o n  1. Sind A und B quadratische Systeme desselben 
Grades n, und l~isst A sigh darstellen als ein Product, in welchem B 
als Factor enthalten ist, so wird gesag~: ,,Die Classe des Systems A 
(C1 A) ist theilbar dutch die Classe des Systems B " .  

Ist C1 A theilbar dutch CI B ,  C1 B theilbar dutch C1 C, so ist, 
wie man sofo~ erkenn~, auch CI A theilbar dutch C1 C. 

D e f i n i t i o n  2. Zwei Classea heissen gleich, wean jede durch 
die andere theilbar is~. 

Man fiberzeug~ sich ieicht yon der Zul~ssigkei?~ dieser Detlni- 
t i o n e n . -  Die s~nmtlichen quadra~ischen Systeme werden hiernach in 
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Classen eingetheilt, jede Classe ist dutch ein einziges in ihr enthaltenes 
System vollsf~ndig bestimm~. 

Es en~stehen nun die Aufgaben: wean zwei quadratisehe Systeme 
A und 33 gegeben sind, zu enkscheiden, ob C1 .4 durch C1 33 theilbar 
is% bez. ob die Systeme A und 33 derselben Classe angehSren. Diese 
Fragen werden durch zwei, wohl zuers~ yon F r o b e n i u s  entwickelbe 
im Folgenden als Fundamentalsatz I und II bezeichnete Theoreme 
entschieden. 

F u n d a m e n t a l s a t z  I. Damit zwei quadratische Systeme A und 
33 derselben Classe angehSren, ist no~wendig und hinreichend, class 
sie dieselben Determinantentheiler besif~en. Ist diese Forderung efffillt, 
so l~s t  sich A stets in der Form A ~-/~B.E" und, wenn iiberdies 
die Determinanten yon A und 33 auch dem Vorzeichen nach iiberein- 
stimmen, auch in der Form A ~ E + 33~_  darstellen. 

Zu diesem Satze gesellt sich ein zweiter~ we]chef zugleich eine 
wichtige Eigenschaft der Determinaatentheiler erkennen l~st .  

Ia.  Jede Classe enthKl~ eia und nur ein Hauptsystem. 
Ist Dg (e t ] e21 . . ,  e,) ein Hauptsystem und sind dl, de , . . ,  d, seine 

Determinantentheiler, so ist d~ ~ e t . e~.. .  ek. Sind daher dl, d2 , . . ,  dn 
die Determinantentheiler irgend eines quadratischen Systems, und sind 
die ersten r unter ihnen yon 0 verschieden, so sind 

e 1 ~ d , ,  e2 = ~ d~ d - 7 '  " " " e~ = d~-- -~ ,  e , + ~  = O ,  . . .  e , =  0 

die Elemente des Hauptsystems seiner Class% also ist yon den Qttotienten 

d~ ~ . -  �9 dr jeder ein Divisor des folgenden. 
1 ~ d t ~ d r _  1 

Die Diagonalelemente des Haup~systems heissen die , Elementar- 
theiler" oder ,, Invarianten" seiner Classe oder aueh eines j eden Systems 
dieser Classe. Classen werden im Folgenden dutch grosse griechisehe 
Buehsfaben oder auch dutch Angabe ihrer Invarianten bezeichnet, 
indem, wenn at, a2, . . .  a ,  die Invarianten yon C1A ~--A shad, 

A=Cl(a, la~l.., a.) 

gesetzt wird. Alle Systeme einer Classe A stimmen ira Grade, Range, 
in der Norm und den Determinantentheilern iiberein, wesshalb auch 
yore Grade, Range u. s. w. der Classe A gesprochen werden kann. 

F u n d a m e n t a l s a t z  II. Die Classe A ist dann und nur dann 
dutch die Classe B theilbar, wenn jede Invariante yon A dutch die 
entsprechende Invariante yon B theilbar ist. 

Es mSgen nun zur Erleichterung der Ausdrucksweise noeh einige 
einfache Bezeichnungen eingeffibr~ werden. Der grSss~ gemeinsame 
Thefler yon s Zahlen a l ,  as, . . .  a+ werde mit 

( a , ,  a~,  . . .  a+) 
I* 
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bezeichnet, ihr kleinstes gemeinsames Vielfaches mit 

[al, a~, . . .  a,]. 

Das letztere ist, sobald eine der Zahlen a verschwindet, ~ 0 zu setzen~ 
sonst positiv zu nehmen. - -  Sind jetzt A,, A2, . . .  A, Classen n tea 
Grades, ist 

A ~ - C l ( a , , [ a , , ] . . . a , . )  ( i ~ l , . . . s )  
und wird 

(al~,  ae~, . . .  a,7,) = dk, [al~, aej,, . . .  a,j,] ~-  c~ (k ------ 1 , . . .  n) 

gesetzt, so bilden dj,  d2, . . .  d~, das Invariantensystem einer gewissen 
Classe n t*n Grades, und dasselbe gilt yon den Zahlen c 1, c 2, . . .  c,. Die 
erste dieser Olassen sei mit 

(A~,  h2, - . .  A , ) ,  
die zweite mit 

[Aj., A2, . . .  A~] 

bezeiehnet. (A~, A,. . .  A') ist der grSsste gemeinsame Divisor, 
[A,~ A 2 , - . .  A~] das kleins~e gemeinsame Vieffache der Classen 
AI~ A~, . . .  A,, d. h. die srLmmtlichen den Clausen AI~ . . .  A~ gemein- 
samen Divisoren sind die siimmt]ichen Divisoren yon (AI, . . .  A,), und 
die s~mmtlichen den Classen At, A2, . . .  A~ gemeinsamen Vielfachen 
sind die siimmtlichen Vielfachen yon [AIj . . .  A~]. - -  Die Classe nte~ 
Grades, deren Invarianten alle gleich 1 sind, welche daher ein Divisor 
jeder Clause nten Grades ist, werde mit E (~) bezeichnet (bez. nut durch 
E, wenn der Grad aus dem Zusammenhange ersichflich ist). - -  Zwei 
C]assen A, B heissen relativ prim~ wenn (A, B) -~- E ist. 

3. C l a s s e n  yon  p o s i t i v e r  N o r m .  

Is~ A ~ C1 ( a l i a 2 1 . . .  a~) eine Classe yon positiver Norm und 
Nm A ~ a das Product der rela~iven PrimzahIen a', a", so hat A nur 
einen Divisor A" yon der ~orm a' und einen Divisor A" yon.  der 
Norm a". Diese Classen 

A'--~-- C1 ((a,, a') [(a2, a') I . . .  (a . ,  a ')) ,  

A " =  C1 ((a~, a") I (a2, a " ) . . .  (a, ,  a")) 

heissen ,,Componenten" yon A, A ist in die Componentea A' und A" 
, , z e r legbar" .  Charakteristisch ftir diese Zerlegbarkeit sind die Rela- 
tionen 

(A', A") = E, [A', A"] = A. 

Die Zerlegung yon A kann soweit for~gesetzt werden, bib man zu 
primiixen Classen gelang~, d. h. zu solchen Classen, deren Norm die 
Potenz einer Primzahl isk Bezeichnet man allgemein, unter m eine 
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positive ganze Zahl, unter 1o eine Primzahl verstehend, mit ~n die 

hSchste in m aufgehende Potenz yon 10, und setzt man dement~prechend 

A, = 1 I.. �9 , , , ) ,  

so ist A die prim~e Componente yon A, welche der Primzahl 10 eat- 
p 

spricht. Fiir Primzahlen 10, die in Nm A nicht aufgehen, wird A -~- E. 

Jede Classe A yon positiver Norm l~sst sich nur auf eine Weise ia 
primate Componenten zerlegen und ist das kleinste gemeinsame Viel- 
fache derselben. Ist A durch B teilbar, so is~ flit jede Primzahl 1o 
A durch B theilbar, und wenn ffir jede Primzahl 1o A dutch S theilbar 

lo p 

is~, so ist A durch B theiibar. Sind A1, A~, . . .  A,, A, F Classen yon 
positiver Norm, so sind die Relationen 

(A~, A~,... A,)~ A, [A,, A ~ , . . .  A.] ~ r 

bez. ~quivalent den Relationensystemen 

~ r .  
, 

4. E i n t h e i l u n g  der r e c h t e c k i g e n  S y s t e m e  in Classen .  

Um nun auch alle rechteckigen Systeme in die Classen einzureihen, 
werde festgesetzt, dass jedes rechteckige System A der Classe ange- 
hSren soU, welche dieselben Determinanten~heiler besitzt wie A. 
Werden die Invarianten der Classe C1 A auch als Invarianten des 
Systems A bezeichnet, so gilt der Sa~z: 

Siad A und B rechteckige Systeme, so ist, damit eine Gleichung 
yon der Form 

~ = P . B . Q  

mSglich sei, nothwendig und hinreichend, dass Rg A ~ Rg B und 
jede positive Invariante yon A durch die entsprechende Invariaute 
yon J3 theilbar ist. 

Falls A und B gleichen Grad haben, kommt diese Bedingung 
darauf hinaus, dass C1 A durch C1 B ~heilbar sein muss. Haben die 
Rechteoke A und B gleichen Grad (n) und dieselbe Anzahl yon Zeilen 
(r) und ist CI A durch C1 B theilbar, so sind in einer Gleichung yon 
der Form A ~ - P .  J~. Q P und Q quadratische Systeme, und wenn 
C1 A ~ CI B ist, so kann man es stets so einrichten, dass P and Q 
unimodular werden. 
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Mode. 
Ein System yon Zahlen heisst nach D e d e k i n d  ein , ,Modal",  wenn 

die Differenz zweier beliebiger Zahlen des Systems wieder dem System 
angehSr~. Der Modul a heiss~ theilbar dutch den Modul Ii (ein Viel- 
laches yon 9, ~ ein Divisor yon ~t), wenn jede Zahl yon a auch in 
en~halten ist. Geh5ren die Zahlen 

dem Modul a an, so gilt dasselbe yon jeder  Zahl yon der Form 

worin die Coefficienten c ganze rationale Zahlen bedeu~en. Der Modul a 
heiss~ ein endlicher, wenn man ibm eine endliche Anzahl yon Zahlen 
~t, 62, "-.  a, entnehmen kann so, dass jede Zahl yon ~ in der Form (1) 
darstellbar isk Von den Zahlen al ,  a2, . . .  ~ heiss~ es dann,  class 
sie eine Rasis yon a bilden, und es werde dies gekennzeichne~, indem 

gesetz* wird. Die Basis heisst eine reducirte, wenn der Ausdruek (1) 
nicht anders verschwinden kann, als indem alle Coefficienten ver- 
sehwinden. Dann l~sst sieh jede Zahl a yon a nut  auf eine Weise in 
die Form (1) bringen, jede Basis yon a besteht aus wenigstens r Zahlen, 
und der Modul a wird ein r-gliedriger genannt. Jedes Vielfache eines 
r-gliedrigen Moduls ist hSelastens r-gliedrig. 

Hat  man einen n-gliedrigen Modul 

e ~- Md (~1, ~Tz, . �9 - ~/,), 

betrachtet man nur Zahlen dieses Moduls, und nimmt man mit diesen 
Zahlen keine anderen Operat;ionen a]s Addition und Snb~raetion vor, 
so kSnnen die Basiselemente ~1, ~/~, . - "  ~/- als unbestimmte GrSssen 
betrachtet werden. Es kommt dies darauf hinaus, an Stelle der in e 
enthaltenen Zahlen 

die Systeme der n Coefficienten 

vermSge deren sich die Zahlen ~ aus den Zahlen ~1, ~2, - - -  ~/- zu- 
sammensetzen, zu betrachten. Ein solches Coefficientensystem denken 
wir uns stets in einer horizontalen Reihe angeordnet. Indem wir dies 
thun ,  im Uebrigen aber die bisher gebrauchten Bezeiehnungen beibe- 
halten, haben wit unter einem Modul eine Gesammtheit yon Systemen 
oder , ,Zeilen" a zu verstehen, welche sich dutch Subtraction repro- 
duciren. 
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Es sei nun 

ein beliebiger Modul. Bildet man flas Rechteck A,  dessen Zeilen 
a l ,  a 2 , . . ,  a ,  sind, so is~ dutch dasselbe tier Modul a volls~4ndig be- 
stimmt. Wir  bezeichnen das Rechteck A als eine Basis des Moduls a 
und setzen: 

a ~ M d A .  

Die nothwendige und hinreichende Bedingung daffir, dass der Modul 
~--Md B dutch den Modul a ~ Md A theilbar sei, best~ht offenbar 

in der Existenz einer Gleichung yon der Form 

B ~-. .P . A .  

Hieraus ergiebt sich, wenn man die in w I angegebenen Definitionen 
und Sgtze beriicksichtigt: 

Sind die Rechtecke Al ,  A~, . . .  Basen eines und desselben Moduls a, 
so gehSren sie alle derselben Classe an. Diese Chase werden wit 
zweckmgssig als die Classe des Moduls a bezeichnen, sodass 

C1 A 1 ~ C1 A2 . . . . .  Cl a 

wird. Indem wir nun die friiher eingefiihrten Begriffe yon der Classe 
auf die ihr angehSrigen Moduln tibertragen, ergiebt sich yon selbst, 
was wir unter dem Grade, dem Range,  der Norm eines Moduls a 
(Gd a, Rg a, Nm a), seinen Determinantentheilern und Iavarianten 
werden zu vers~hen haben. Man erkennt~ dass der Rang eines Moduls 
dasselbe ist, was frfiher als seine Gliedrigkei~ bezeichne~ wurde, dass 
also ein Modul yore Range r r-gliedrig i s l . -  Theilbarkeit kann na~r -  
lich nur zwischen Modu]n desselben Grades statt~inden. 

Ich ftihre nun einige wichtige S~tze aus der Theorie der Moduln 
an, yon denen sp~iterhin vielfach wird Gebrauch gemach~ werden. 

I. Is~ Rg a ~-- r,  so besitzt der Modul a eine Basis yon k Systemen 
dann und nur dann,  wenn k ~ r ist. Da Gd a ~ Rg a is~, so besitzt 
jeder Modul n t~€ Grades auch eine Basis yon n Systemen (quadratische 
Basis). 

II. Jeder Modal a besitzt eine quadratische Basis yon der Form 
A ~ ,  wo A das Hauptsys~em yon C1 a ist. 

Die Classe E(") besitz~ nur einen Modul, derselbe ist ein Divisor 
jedes Moduls n t+" Grades; er werde mit r (bez. r bezeichne~. Jedes 
unimodulare System n t~" Grades is$ eine Basis yon e("). - -  Satz II  kann 
nun auch so formulir~ werden: 

Ha.  Is~ C1 a ~- A ~-- CI (a I t a21 . . .  a~), so kann man n Zeilen 
a t, a~, . . .  a ,  angeben yon der Beschaffenheit, dass 

Md (al ,  a2, . . .  a . )  ~ r Md (al .  ~t, a~. ~2, - . "  a , .  a~) ~ a 

wird. Ist Rg a ~-- r ,  so ist a aueh gleieh Md (at a ~ , . . ,  a,.a,.). 
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HI. Ist der Modal a ein u yon I~, so ist C1 a ein u 
laches yon C11~; und wenn die Classe A ein gielfaches yon B ist, so 
besitzt jeder Modal yon A wenigstens einen Divisor innerhalb B u n d  
jeder Modul yon B wenigstens elm VieIfaches innerhalb A. 

IV. Ist a ein Vielfaches yon ~, C1 a ein Divisor yon C1 ~, so 

S~nd r ~-- Md Aj, % ~ Md A~, . . .  as ~ Md A, Moduln desselben 
Grades n, so besitzen sie einen grSssten gemeinsamen Divisor, d. h. es 
existir~ ein bestimmter Modul b yon der Beschaffenheit, dass jeder den 
Moduln al, a2, . - .  a, gemeinsame Divisor ein Divisor yon b ist, und 
umgekehrt. Das Rechteck, dessen Zeilen die s~mmtlichen Zeilen der 
Rechtecke At,  A 2 , . . .  As sind, ist eine Basis dieses Modals. Die 
Moduln r a2, . . .  (t, haben abet auch ein kleinstes gemeinsames Viel- 
laches, d. h. es existir~ ein besthnmter Modulc yon der Beschaffenheit, 
dass jedes den Modaln al, a2, . . .  a, gemeinsame Vielfache ein Viel- 
laches yon c ist, and umgekehrt. Einfache Ueberlegungen zeigen, wie 
man dutch eine endliche Anzahl yon Operationen eine Basis dieses 
Moduls r linden kann auch in den F~llen, in welchen unter den 
Moduln aj, % , . . .  a, solche yon verschwindender Norm sich vorllnden. 
Es werde mit 

der grSsste gemeinsame Theiler bez. das kleinste gemeinsame Vielfache 
tier Moduln ~ 1 , % , . . .  ~, bezeichnet. 

Dass tier Modul ~ ein Vielfaches des Moduls b ist, kann dutch 
jede der Gleichungen 

= = 

ausgedr~ickt werden, abet auch, well (a, ~) jedeafalls Divisor yon b ist, 
(zufolge Satz IV) dutch die Gleichang 

C1 = Cl 

Hierin hat man ein einfaches Mittel, um zu erkennen, ob yon zwei 
Moduln ~t, b, deren jeder durch eine Basis gegeben ist, der erste den 
zweiten zum Divisor hat. Da man n~.mlich dann auch eine Basis yon 
(a, $) hat, so kann man sofor~ die Glasse des Moduls (a, ~) bestimmen, 
und hat nut zu sehen, ob dieselbe mit C1 l~ identisch ist oder nicht. 

V. Zwischen den Normen zweier Moduln % b, ihres grbssten 
gemeinsamen Theilers und ihres kleinsten gemeinsamen Vielfachen 
bes~eht die Beziehung: 

Nm r Nm b ~ -  Nm (% ~). Nm [a, ~]. 

Is~ A das Hauptsystem tier Classe A, so heisse der Modul Md A 
der ,, Hauptmodul" der Classe A. -- Damit die Classe A durch B ~heilbar 

*) Bei Dedekind ~-~r a~-}---. Jr a~ bez. a,--~, . . . . .  a~. 
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sei, ist nothwendig und hinreichend, dass der Hauphnodul yon A 
dureh den Hauptmodul yon B theitbar ist. Der grSsste gemein~ame 
Theiler (bez. das kleinste gemeinsame Vielfache) der Hauptmodaln der 
Classen AI, A 2 , . . .  A~ ist der Hauptmodul der Classe (AI~ A~ , . . .  A,) 
(bez. [AI, A3, . . . A,]). Zwei Moduln a~ ~ heissen relativ prim~ wenn 
(a, ~) ----- e ist. 

2. U n i m o d u l a r e  T r a n s f o r m a ~ i o n e n .  

Sind A und .B quadratische Systeme nt~ Grades, ist 2~ ein uni- 
modulares System desselben Grades und besteht zwischen A and B 
eine Gleiehung yon der Form 

(2) A =- CB, 
so folg~ 
(3) . 4 ~  = e b b .  

Umgekehr~ ist aueh (2) eine Folge yon (3). Dieses Resultat kann so 
ausgesprochen werden: 

Ist Md A theilbar durch Md B, so ist Md A ~  theilbar dutch 
Md .BE, und amgekehrt. -- Von den Beziehungen 

(4) Md A ~ Md :B~ Md A E  ~ Md B E  

ist daher jede eine FoIge der andern. Ffir jede quadrafische Basis A 
eines bestSmmten Modals a stellt also A.E die Basis eines bestimmten 
zweiten Moduls a' dar. Wi t  sagen deshalb: 

,Der Modal a wird dutch die unimodulare Transformation [.g] in 
den Modal d fibergeffihr~ '~ 

und setzen 
d ~ aJ~. 

Die inverse Transformation [/~-1] ftihrt a' in a zurfick. -- 
Aus der Aequivalenz der Gleichungen (2), (3) folg~ welter: 
VI. Ist der Modal a dutch den Modul ~ theilbar~ so ist a E  

theflbar dutch I~E, nnd umgekehrt. 
Dnrch einfache Ueberlegung schllesst man hieraus: 
VII. Der grSssfe gemeinsame Divisor (das kleinste gemeinsame 

Vielfache) der Modaln a~, %,. . .a ,  wird dureh die unimodulare Trans- 
ibrmation [~ ]  in den grSssten gem. Theiler (bez. das kleinste gem. 
Vielfache) der transformirten Modu]n flbergefiihrt; oder die Relationen 

(~ ,  a , . . .  ~,)~ ~ (a~ E ,  ~ E  . . . .  a , E ) ,  

bes~ehen identisch. 
Ist A eine quadratische Basis des Moduls a~ a ~ - ~ - a ,  so ist 

a ' ~ M d  A E ,  C1 ~ ' ~  C 1 A E ~ C t A ~ C I r  Ist umgekehrt a ' ~ M d A "  
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ein Modal der Olasse (31 a, .A" quadratdsch, so kann (Fundamentalsatz I) 
A ' = / ~ A E  2 gese~zt werden, and es folgt 

a ' =  Md ~tAE~ - -  MdA.E~ ~ a~E 2. 
Also: 

VIII. Ein Modal a kann dutch unimodulare Transformaidonen in 
jeden Modul seiner Classe abet in keinen weiteren Modal tibergeftihrt 
werden. 

sHierauf beruht es, dass alle wesenflichen Eigenschaften eines 
Moduls dutch seine Classe bestimmt sind. 

Eine tier wichtigsten yon uns zu 15senden Aufgaben soll in der 
Bestimmung der Anzahl yon Moduln bestehen, welche zu derselben 
(dutch ihr Invariantensystem gegebenen)Classe A gehSren. Wit be- 
zeichnen diese Anzahl, welche eine ~,Function yon A " darstellt, mit 

,(A). 
MaR erkennt leich~ dass ftir 0lassen, deren Norm verschwindet, 
~b (A) ~- r wird, mit Ausnahme des Falles, dass alle Invarianten yon A 
verschwinden, in welchem oflenbar ~(A)-= 1 zu setzen ist. Wir 
werden uns daher auf die Bestimmung tier Function $ ftir Classen 
yon positiver Norm beschr~nken kSnnen. 

3. M u l t i p l i c a t i o n  der  M o d u l n  m i t  e i n e r  Zahl .  

Sind a 1 , , 2 , . . ,  a,. Zeilen yon je n ganzen Zahlen und ist m eine 
beliebige ganze Zahl, so besteht der Modul Md ( m a l , m a 2 , . . .  ma,.) 
aus allen Zeilen, welche aus den Zeilen des Moduls Md (a~, a : , . . ,  a~) 
durch Multiplication mi tm hervorgehen. Wir bezeichnen ihn mit ,,m. a ~ 
und wollea m > 0 voraussetzen. Ist alsdann a durch ~ theilbar, so 
folg~, dass ma durch ml~ theilbar ist, und umgekehrt Hat der 
Modul a die Invarianten at, a ~ , . . ,  a, ,  so hat ma die Invarianten 
mat,  m a 2 , . . ,  ma,;  hat andererseits ein Modal r die Invarianten 
real, m a ~ . . ,  ma , ,  so kann man r  setzen~ und es sind dann 
al, a 2 , . . ,  a, die Invarianten yon a'. Ist daher A ~- Cl (alia2[ . . . a , )  
eine beliebige Classe and wird C1 (mal lma~ l . . ,  m a . ) - ~ - m A  gesetzt, 
so e n ~ t e a  die Classen A und mA gleieh viele Modaln, d. h. es ist 

IX. ~,(m.A) : ~(A). 

Die Classe E enth~lt nur den Modal e, mith~n m E nur den ein- 
zigen Modul ~ne, so dass ffir jedes unimodulare System • ~neE~-~nr 
wird. 

X. Damit der Modul a Divisor bez. Vielfaches yon me sei~ ist 
nothwendig (Satz III) und hinreichend, dass CI a -~- A Divisor bez. 
Vielfaches yon mE ist. 

Ist n~mlich die angegebene Bedingung effiillt, so ist der Haupt- 
modal a" yon A Divisor bez. Vielvaches yon m r 8odaun kann (Satz VIII) 
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4 ~ -a ' ]~  gesetzt werden, woraus folgt, dass 4 Divisor bez. Vielfaches 
yon ~e~!~ ~ ~ne ist. ~ Ganz ~hnlich beweis~ man den Safe: 

XI. Isl~ A eine beliebige Classe desselben Grades wie E, 4 ein 
beliebiger Modul yon A, so ist 

Ol (4, = (A, Cl [4, me] = [A, mE] .  

4~ M o d u l n  y o n  p o s i t i v e r  Norm.  

XII. Ist a ein Modul der Classe A, N m a ~ - - N m A ~ - - - a : > 0 ,  
a das Product der relativen Prhazablen a" und a", und sind A" und A" 
die Componenten yon A, deren Normen bez. a', a" sind, so hat a einen 
und nur einen Divisor d in der Olasse A' und ebenso einen und nut  
einen Di~sor 4" in der Classe A", und es is~ 

4 = [4, 4"]. 

XIII. Sind die Classen der Moduln 4" und 4" re]ativ prim, so is~ 

C1 [a, 4"] ~ [Cl 4, e l  4"]. 

B e w e i s e: Dass unter den in XII angegebenen Voraussetzungen a 
einen Divisor ~' in der 0]asse A' ha~, besagt schon Satz III. Wir 
wollen nun zeigen, dass a ausser ( tiberhaupt keinen Divisor yon der 
Norm a" hat. Flatf~ man namlich noch einen zweiten solchen Modul 41", 
so w~iren d und al' Divisoren yon a und (Satz X) yon a ' .e ,  mi~hin 
ware [d, al ~] ein Divisor yon (4, a 'e),  CI [d, 41' ] ein Divisor yon 
Cl (4, a'e) ~ (A, a'E) -~- A' ~- C1 a', und aus Satz IV wtirde folgen 
[a', 41'] ~ a'~ d. h.: 41' ist ein Divisor yon a'. Da aber die Normen 
yon 4" und 4 l" posifJv und gleich sind, so folgt ai'---~ a'. Es hat daher 
4 nur einen Divisor a' in A' und ebenso nut einen Divisor a" in A". 

�9 A" 4" Aus dem Umstande, dass die Classen A' ~ 01 a,  ~--CI relativ 
prim sind, kann man schon schliessen, dass [a', 4"] der Classe A ~  [A', A"] 
angehSrt. Setzt man n~mlieh C1 [a', d~J~At,  so ist Nm AI--=--Nm [4"~ ~"] 
~heilbar dutch [a', a"] ~ - -a ,  andererseits ist (Satz V) 

Nm A 1 -~- Nm [a', a"] ----- a'. a'" __ a 
Nm (a', a") - -  Nm (a" a") 

ein Divfsor yon a ,  also Nm A t a .  Die Moduln a,  a ,  welche nach 
dem u dadarch eindeutig bestimmt sind, dass sie die 

�9 a �9 haben und Divisoren yon [d, a"] sind,  m~issen demnach Normen a ,  
den Componenten A1 �9 AI" yon A 1 angehSren, welche den Bediagungea 

�9 �9 I s  �9 Nm A l ~-- a ,  Nm A/ '  ---~ a gentigen, und diese kSnnen mit A, A" nut 
dann identisch sein, wenn auch A l ~ A ist. ~ Da endlich 4 durch 
d,  a", also aueh dutch [d, a'~ ~heilbar und C1 4 ~--C1 [a,  a"] ist, 
so folgt 

a [a', 

]3detroit sind die S~ze  XII,  XIII bewies~. 
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X.IV. Ist der Modul a yon der Norm a (> O) theilbar durch den 
Modul ~ yon der Norm b, ist a "das Product der relahiven Primzahlen a' 
und a" und sind d, d '  die Divisoren yon ~, we]che die Normen a', a" 
haben, so haben die Moduln ]5" ~ (d, ~), ]5"=---- (a", ~) die Normen b' ~ (a', b), 
b"~-  (a", b), und ihr kleinstes gemeinsames Vielfaches ist ~. 

a'.b ist Divisor yon a ' .  b abet auch B e w e i s :  Nm [d, ~] ~- Nm (~', ~) 

yon N m a - ~ - a  a' " a' " = " b". ~- . a ,  also aueh yon . ( a ,  b) a .  Mithin 

a ' . b  a ' b  b ~ b'.  ist Nm ]5'--= Nm (r t~)~--Nm [a', ~] theilbar durch ~ ==~; 

Andererseits ist Nm ~' offenbar Divisor yon (a', b ) ~  b'. Somit wird 
Nm ]5'-----b" und ebenso Nm ~"~-. b". Da b" und b" relativ prim sind, 
so folgt nach XII und XIII: Nm []5; ]5"] - -  [b', b"] ----- Nm ~, und da ]5 
dutch IF, ]5"] theilbar ist, so muss jetzt []5', ]5"] ~---b sein. 

Ist a" ein Divisor des Moduls a uud (31 ~" ~--K eine Componente 
yon C1 a ~ A, so nennen wir d eine zComponente yon a~. Aus XII, 
XIII ergiebt sich~ dass jeder Componente yon A eine bestimmte Compo- 
nente yon r jeder Zerlegung yon A in zwei Componenten A', A" eine 
Zerlegung yon a in zwei Componenten a' und a" entspricht, so dass 
[a', d'] ~-- a i s t  Setzt man ffir d jeden Modul yon A', ffir d' jeden 
Modul yon A", so stellt [r d'] jeden Modul yon A einmal dar, und 
mithin besteht die Relation 

(,5) ~(A) : r  r  

Die Zerlegung des Moduls r kann fortgesetzt werden, bis man zu 
seinen l~rimSren Componenten gelangt, deren Normen Primzahlpotenzen 
sin& Wir bezeichnen mit ~ die der Classe A angehSrige Componente 

p 

yon a. Aus XIV ergiebt sigh nun der Satz: 

XV. Sind a und ]5 Moduln yon positiver Norm, so ist f[ir die 
Theilbarkeit von ct durch ]5 nothwendig uad hinreichend, dass ffir jede 
Primzahl p ]5 Divisor yon a ist. 

p p 

lqieraus folg% wei~er 
XVI. Sind al, a 2 , . . .  ~ Moduln yon positiver Norm, so sind die 

Relafionen 
% , - .  �9 = b ,  

[: , ,  = r 

bez. ~luivalent den Relationensystemen 

�9 ~----" C i  

, 

Endligh gewinnt man aus (5) noch die Fonnel :  
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in welcher das Product sich fiber alle Primzahlen oder aueh nur fiber 
die in Nm A aufgehenden erstreckt, da ffir ~die andern A~--K, 

I wird. 

w 

Congruenzen; die Functionen ~,  und ~.  

Zwei Zeilen a,  a '  yon je n Elementen heissen congruent nach dem 
Modul n re" Grades a - -  

a ~ a' (rood. a) - -  

wenn 4~--a" dem Modul ~ angehSrt. Sind ~, ~' Rechtecke n t~. Grades 
yon je r Zeilen, so bedeutet 

2 ~ 2 '  (rood. a), 

dass j ede Zeile yon 2 der entsprechenden Zeile yon 2 '  congruent ist. 
Jede Zeile yon n Elementen repr'~sentirt einen bestimmten Rest des 
Moduls a in dem Sinne, dass congruente Zeilen als Repr~sentanten 
desselben Restes angesehen werden. Ebenso repriisentirt ein Rechteck 
•ten Grades yon r Zeilen einen bestimmten r-zeiligen Rest yon a. Aus 
der Congruenz 

2 ~ 2"  (rood. a) 
folgt 

2 E  ~---/~'E (rood. a.E), 

wenn .E ein beliebiges unimodulares System bezeiehnet. Die uni- 
modulare Transformation [ ~ ] ,  welche a in O..E iibefffihrt, ffihrt also 
gleichzeitSg jeden Rest yon a in einen bestimmten Rest yon a . ~  fiber. 
Da die Transformation eindeutig umkehrbar ist, so wird dutch dieselbe 
eine eindeutige Beziehung zwischen den Resten yon a und a E  her- 
gestellt. Hieraus und aus w 2, VIII  folgt, dass ffir alle Moduln einer 
Classe die Anzahl der Reste yon bestimmter Zeilenzahl gleich gross 
ist. Die Betraehtung des Hauptmoduls einer Classe A zeigt, dass 
falls Nm A ~= 0 ist ,  die Anzahl der einzeilJgen Reste eines Moduls 
yon a gleich l~m A ist, und folglich ist die Anzahl der r-zeiligen 
Reste gleich (Nm A) r. Ist dagegen Nm A ~---O, so ist offenbar die 
Anzahl der Reste unendlich gross. 

Ffigt man zu einer Basis des M oduls a die Zeilen eines Rechtecks 
2 hinzu~ so entsteht eine Basis des Moduls 

(a, Md 2R), 

den wir tier Kiirze halber nut mit 
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bezeiehnen wollen. (a, /~) ist Divisor yon a. Ist  R ~---/~" (rood. a) 
so wird 

(a, ~ ' )  = (a, ~) .  

Es werde jetzt Nm a > 0 vorausgesetzt undes  stelle die Gleichung 
a = [ a ' ,  s 

eine Componentenzerlegung yon a dar, sodass (a, a") = e ist. Jedem 
Res~e /~ yon a entspricht alsdann ein bestimmter Res t /~ '  yon a' und 
ein Rest /~" yon a", welche den Congruenzen 

(1) /~ ~ / / '  (rood. a'), 1:1 ~ 1:~' (rood. a") 

genfigen. Umgekehrt ergiebt sieh leich b (indem man z. B. die Anzahlen 
tier Reste der Moduln a, ~, r vergleieht,) dass zu jeder Combination 
aus einem Reste yon d und einem Reste yon a" mit gleicher Zeilen- 
anzahl ein Rest / /  yon a gehSrt, weleher dutch die Congruenzen (1) 
bestimmt wird. - -  Wir beweisen nun den Satz: 

I. Stellt die Gleiehung 
= [a, ~"] 

eine Componentenzerlegung yon a dar und bestehen zwisehen den 
Resten/~ ,  I t ' , /~"  yon a, d, a" die Congruenzen (1), so besteht zwischen 
den Moduln 

~ = - ( a , ~ ) ,  ~ ' = ( 4 " , ~ ' ) ,  b " = ( a " , ~ " )  

die Gleichung 
= [~', ~"]. 

B e w e i s :  Es ist 

= (4', = ((4,  R )  = = ( 4 ,  

ebenso b" = (d', !~), also (w 2, XIV) [5', t~"] = 5. 
Es bezeichne nun r eine positive ganze Zahl,  u n d e s  werde die 

Anzahl der r-zeiligen Reste yon a, far welehe 

( a , / ~ )  = e 
wird, gleich 

~,(a) 
gesef~t. Da ffir jeden Rest /~ und far jedes unimodulare Sysf~m E 
die Relation 

besteht, so hat far alle Moduln derselben Classe die Function ~ den- 
selben Werth. Es ist also opt(a) allein eine Function der Olasse yon r 
wir setzen deshalb, wenn Cl a -~- A is~, 

gp,(a) ~-- (p,.(A).  
Indem wir uns nun der Bestimmung der Function ~ ( A )  zuwenden, 

schliessen wit den Fall~ dass Nm A ~ 0 ist,  aus. 
Stellt wieder 
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eine Componentenzerlegung yon a dar, und wird fiir/~ jeder r-zeilige 
Rest yon ~, fiir t / ' ,  R "  jede Combiaation aus einem r-zeiligen Rest. 
yon a' and einem ebensolchen yon a" gesetzt, so jedoeh, dass ~ ,  ~ ;  ~ "  
durch die Congruenzen (I) verbunden sind, so ergiebt sich aus t, dass 
die Gleichung 

gquivalent ist dem Gleichungssystem 

(3) ( r  = e, (r  - -  r 

Da ~un (2) durch q0~(a) Reste / ~  (3) dureh q0~(a'), q0~(~") Combina- 
' /~" erfiillt wird, so folgt tionen ~ , 

(a) ---- 

oder, wenn CI a' ~ A', C1 a" ~ A" gesetzt wird, 
r  = 

Dutch Forfsetzung der Zerlegung von A bis auf primiire Componenten 
erhiilt man 

Somit k~naen wir uns darauf besehrKnken die Function ~ f'fir 
prim~re Classen zu bes~mmen, 

Es sei A das I:Iaupksys~em der prim~ren Classe A ~--A, also 

M d A ~ - - - a ~  a ihr ttauptmodul. Wit  wollen annehmen, class yon 

den Invarian~en A nur die q letzten dutch ~ theilbar, die n - -  q ersten 
also gleieh 1 seien. Soll ffir ein r-zeiliges Reehteek R (a, R ) ~  r 
werden, so m~issen in dem aus den Zeilen won A and Z3 gebildeten 
Reehteek die Determinan~en ~tr Grades die Einheit zum gr5ssten 
gemeinsamen Theiler haben. Offenbar ist dies nur m~glich, wenn 
r ~ ~ ist. Far r < g wird daher ep, (A) ~--- 0. Wir setzen jetzt r ~> 
voraus. Damit (a, 2 ~ ) ~  e werde, is~ no~wendig and hinreiehend, 
dass die Determinanten qt~ ~rades, welche man den letzten ~ Colonnen 
yon 2~ entmehmen kann, nieht sKmmflich durch 2 ~eilbar s i n & -  
Der Modul (a, ~r ist der Haup~modul der Classe (A,~E) ,  deren erste 

- -  q Invariau~en gleieh 1, deren letzte ~ Invkrianten gleieh ~ sind. 
~eatig~ das Reehteek ~ der Bedingung (a, R ) ~  r so ist aueh 
(a,l~r = r umffekehr~ fo!g~ aus (a,.ve, ~ ) =  ~, dass (a, 2 ~ ) ~  
sein muss. Bedenk~ maa feraer, dass unter den Reprlisentan~n eines 

bes~immten r-zeiligen Restes yon (% ~e) genau ~,--~-] naeh d0m 

Modul a incongraente Reste sich befinden, so erh~It man die Beziehung 

(4) ~,.(a) = k - ~ . /  �9 r 2r 
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Zwei Rechtecke /~i~ ~2 sind modulo (a ,pe)  congruent, wenn die 
yon ihren q letzten Colonnen gebildeten Reckteeke J~l"~ B2" modulo p 
congruent sind. (Die Bezeiehnung, dass zwei Reehtecke yon gleiehem 
Grade und gleieher Zeilenanzahl nach einer Zahl als Modal congruent 
sind~ drfiekt aus~ dass je zwei entspreehende Elemente dieser Reeht- 
eeke nach dieser Zahl congruent sin&) Mithin stellt ~ ( a ,  J0r die 
Anzahl tier rood. p ineongruenten Reehteeke yon r Zeilen und q (_~r) 
Culonnen dar~ in denen nieht alle Determinant~n qt~ Grades dutch p 
theilbar sin& Diese Anzahl ist aber~ wie eine einfaehe Bereehnung 
ergiebt*), gleich 

und mit~hin wird unter Beriieksiehtigung yon (4) 

(5) ~(A) :  (Nm A)" (I - -~)  (I _m~_i). �9 .(1 --,~--~,§ 
Diese Gleiehung bleibt aueh ffir q "> r richtig, da in diesem Falle 
der Ausdruek auf der rechten Seite yon (5) versehwindet. 

Somit haben wir den folgenden Satz: 
lII. Ist A ~ A eine prim~re Classe und sind q ihrer Invarianten 

dutch p theilbar, (die iibrigen also gleich 1), so ist 

1 1 
= 

Es ist bemerkenswerth, dass der Ausdruek ffir q~(A) den Grad tier 
Classe A gar nicht enth~ilt. Wir wollen nun aber noch eine Function 
in die Rechnung einfiihren, bei welcher dieser Grad eine Rolle spielt: 
Ist n der Grad yon A, so soll ffir r (A) auch kurzweg q~ (A) geschrieben 
werden. FRr die Function ~ gilt die Relation 

IIa. 

Se~zt man zur Abkfirzung 

= o ,  

~(p, o)--  1, 
so ergiebt sieh aus Satz III der folgende: 

IIIa. Ist A ~ A eine pHm~re Classo nte~ Grades, und sind q 

ihrer Invarianten dutch p theilbar (die ersten n - - q  also gleich 1), 
so ist 

~(A)  = (Nm A)~.  --~(P; '~) #(Io; ~ -- q) 

*) Vergl. C. Jordan. Traitd des substitutions Nr. 123. 
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w  

Isomorphismus; die Function ~. 

D e f i n i t i o n  des I s o m o r p h i s m u s .  
L~sst sieh zwischen den Resten 0 eines Moduls a und den Resten 

~' eines Moduls a' eine so|che eindeutige Beziehung herstellen, dass, 
wenn 0,, ~'  und 0k, q~' zwei Paare zugeordneter Reste sind~ stets 
0, -j- 0~, 0~" -t- ~" ebenfalls ein Paar zugeordneter Reste bilden, so wird 

" gt die getroffene Zuordnung eine ~,momorphe Beziehung zwischen a und g 
genannt. Zwei Moduln a, a'~ welehe (wenigstens) eine isomorphe Be- 
ziehung zulassen~ heissen ~,zu einander isomo~h"*). Die Beziehung 
des Isomorphismus ist also stets eine weehse]seitige. 

Sind qt, 0 ~ , . - .  die s~mmtliehen Reste yon a, ~'~ 02; . - -  (in 
dieser Reihenfolge) die isomorph zugeordneten Reste yon ~', so werde 
die vorliegende isomorphe Beziehung dureh 

bezeiehnet. Aus der Definition des Isomorphismus folgt leieht, class 
allgemein ~ re~q , ,  ~ r  

entspreehende Reste yon a und a" shad. Ist a" isomorph zu a" und stellt 

e/tt  e;" 
eine isomorphe Beziehung zwisehen a" und a" dar~ so ist 

e, II e," 
eine isomorphe Beziehung zwisehen a and a", welehe ,aus 0~ I[ 0; und 
~;11 o~" zusammengesetzt" heisst. Setzt man die isomorphe Beziehung 
~, 110/naeh einander mit den s~mmtliehen versehiedenen isomorphen 
Beziehungen yon a' zu ~' zusammen, so erh~lt man ebensoviele 
isomorphe Beziehungen zwisehen a und ~", und mit dies~n sind alle 
ersehSpft. Bezeiehnet man demnaeh mit 

x(atl~')  
die Anzatd der zwisehen zwei Moduln a und a' bestehenden isomorphen 
Beziehungen, so gilt der Satz: 

lat a isomorph zu a', r isomorph za a", so ist a isomorph zu 
~' und 

~(a II ~") ffi z(~' II a") ~= ~(~ Ila'). 
Die Moduln a~ a', a" brauehen natiirlieh nieht alle versehieden zu 

sein. Nimmt man ~ ~ a" an, so erh~lt man - -  den Isomorphismus 
yon a und a" vorausgesetzt 

~(a !1 a') ~ z(all  a) ~ ~(a" tt a'). 
*) Die Bezeichnung s ist der Gruppentheorle entnom_men. 

M a t h e m a t i s e h e  A~-~ len .  L I L  2 
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Eine isomorphe Beziehung eines Moduls a auf sich selbst kann 
als eine Permutation unter seinen Resten gedeuLet werden. Die so 
erhaltenen Permutationen bilden eine Gruppe; g(al]a)~ wofiir wit 
auch einfaeh 

schreiben, ist die Ordnung dieser Gruppe. 
Es soll nun n~iher untersucht werden, unter welehen Bedingangen 

zwei Moduln a und a' isomorph stud. Man sieht leicht ein, dass dies 
der Fall ist, wenn sie derselben Classe angehSren. Ist niimlich als- 
dann [.El eine unimodulare Transformation~ welche a in a' iiberfiihrt, 
so wird (w 2) durch dieselbe auch jeder Rest yon a in einen Rest yon 
a" verwandelt und auf diese Weise eine eindeutige Beziehung zwisehen 
den Resten yon a und a' hergestellt, die man als eine isomorphe 
sofor~ erkennt. 

Umgekehrt mSge jetzt gezeigt werden, dass zwei isomorphe Moduln 
deasdben Grades a~ a" auch derselben Classe angehSren miissen. Dabel 
kann auf Grund der vorangegangenen Betrachtungen~ unbesehadet der 
Allgemeinheit des Beweises, vorausgesetzt werden~ dass a und a" inner- 
halb ihrer Classen die Hauptmodaln sin& Es m5ge ferner der Fall, 
(lass die Normen yon a und a" verschwinden~ ausgesehlossen werden~ 
da derselbe fiir unseren Zweck nicht in Betracht komm~. Bezeichnet 

, ,  1t q; 
eine isomorphe Beziehung zwisehen a und ~'~ ist m irgend eine gauze 
Zah]~ und setzt man fiir @i~ ~i' successive alle Reste yon a~ a'~ so gehSrt 
das System m0~ ebenso oft dem Modal a an~ als das System m0[ 
dem Modal a" angehSrt. Die Bereehnung der gesuchten Anzahl ge- 
staltet sich aber~ wenn a, ~" als Hauptmoduln vorausgesetzt werden~ 
besonders einfaeh. Sind a 1 ~ a2,..,  a~ die Invarianten yon aj a I , a~ ~... a" 
diejenigen yon a'~ so erkennt man sogleich~ dass die Anzahl der Reste 
0~ ftir welehe m0~ in a enthalten is% gleich 

( m ,  aa) . ( m ,  a:~) . . . ( m ,  a , )  

wird~ und ebenso ergiebt sich ffir die Anzahl der Reste 01, ffir welche 
m.q[  dem Modul a' angehSr~, der Ausdruck 

(m, a / ) .  (m, a , ' ) . . .  (~ ,  a,;). 
Demnach muss fiir jede Zahl m die Gleiehung 

(n,, a~) (~, a , ) . . .  (~, a,,) ~ (~, a,') (m, a ; ) . . .  On, ,~,;) 
bestehen~ und dies kann~ wie eine einfache Ueberlegung zeigt, nut 
der Fall sein, wenn 

�9 t #' 

ist, wenn also a mad s derselben Classe angehSren. 
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Sehr wohl aber kSnnen zwei Moduln verschiedenen Grades isomorph 
sein; die Frage naeh dem Isomorphismus zweier Modula wird dutch 
folgenden Satz erledigt. 

L Zwei Moduln sind dann und nut dann isomorph, wenn ihre 
Invariantensysteme nach Ausscheidung der Invarianten, welche sich 
auf 1 reduciren, identisch sind. 

Um zu beweisen, dass die ausgesprochene Bedingung eine hin- 
reichende ist, nehmen wit an, es habe der Modul (t die Invarianten 

a t --~ 1 , . . .  a r ~ -  1~ a,~t.z , a,,.t.2 t . . .  a s ,  

tier Modul ~' die Invarianten 
t �9 

a t ~ a r + l ,  a ~ a ~ . . . ~ c ~ t  

dana ist zu zeigen, dass ~ und ~' isomorph sind. Wir diirfen dabei 
a und (t" als Hauptmoduln voraussetzen, und unter dieser Anaahme 
gestaltet sich der Beweis sehr einfaeh. Bilden nKmlich jetzt 

Q I ,  ~ 2 ,  �9 - �9 

ein vollst~diges Restsystem in Bezug auf a, und wird unter Qi die 
Zeile verstanden~ welche aus Q~ dutch Fort]assung der ersten r Elemente 
hervorgeht~ so ergiebt sich ohne Weiteres, dass 

QI' ,  Q2', �9 �9 �9 

ein vollst~udiges Restsystem von a' bilden~ und dass durch 

o, llQ,' 
eine isomorphe Beziehung zwischen a und d darges~lt wird. Vet- 
binder man das soeben erhaltene Resultat mit dem friiheren, wonach 
Moduln gleichen Grades nut dana isomorph sind, wean sie zu der- 
selben Classe gehSren, so wird die Nothwendigkeit der im Satze I 
ausgesprochenen Bedingung klar. 

Ffir die Function ~ kSnnen aus diesem Satze einige einfache 
Folgerungen gezogen werden. Zun~chst zeigt es sich, class f~r alle 
Moduln a einer Classe A Z denselben Werth hat, sodass das Symbol 
~(~) zweckm~i~ig wird dutch 

z(A) 
ersetzt werden kSnnen. Sodann hat man den Sa~:  

II. Wenn die Invariautensysteme der Classen A und A' nach 
Ausscheidung der sich auf 1 reducirenden Invarla~en identis~h sind, 
so ist 

z(A)ffi z(X). 
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w  

Zusammen]lang zwisehen den Functionen ~, ~, ~. 

Die yon uns betrachteten Funetionen ~, X, ~ stehen in einem sehr 
einfachen Zusammenhange, welcher dutch die folgende Betrachtung 
Mar wird. 

Ist  A eine Classe n re" Grades, a ein Modal yon A, R e i n  r-zeiliger 
Rest yon a, so besteht, wie eine einfaehe Ueberlegung zeigt, der 
Sa~: Damit 

sei, ist nothwendig und hinreichend, dass man zu jeder Zeile Q yon 
Elementen eine Zeile 6 yon r Elementen finden kSnne, welche der 

Congruenz 

(2) ~ ~ ~ 0 (rood. a) 
gentig~. - -  Nehmen wit nun an, die Gleiehung (1) sei erflillt und es 
sei r ~ - n ,  dana bildea die sgmmflichea ~, ffir welche a ~  in a ent- 
halten ist, einen Modul a' veto Grade n, die sgmmfliehen a,  welehe 
einer Congruenz yon der Form (2), worin O als gegeben zu be~rachten 
ist, geniigen, sind Repriisentsnten eines bestimmten Restes yon ~, und 
umgekehrt: ffir alle Repr'~sentanten eines bestimmten Restes yon a" 
stellt # R  einen und denselben Rest yon a dar. Man erh~ilt daher 
eine eindeutige Beziehung zwischen den Resten yon a und a', indem 
man jedem Rest ~ yon a' den Rest #./~ yon a entsprechen l~sst, und 
diese Beziehung ist, wie man leicht sieht, eine isomorphe. Daraus 
folgt~ dass der Modul a' der Classe A angehSrt (w 4~ I). Wir wollen 
sagen, der Rest ~ yon a gehSre zum Modul a' und wollen die durch 
.R vermittelte isomorphe Beziehung mit [~]  bezeichnen. 

Ist R '  ebenfalls ein ~zeiliger der Bedingung (1) geniigender Rest 
yon % abet yon ~R verschieden, so kann ~" wohl zu demselben Modul a 
gehSren, aber die isomorphe Beziehung [~ ' ]  ist yon [~] verschieden. 
Anderenfalls ngmlich mi/sste ffir jede Zeile # die Congruenz 

(rood. a) 
bestehen~ und hieraus wfirde man, indem man fiir G nach einander 
die Zeilen des Systems 

I 0 0 , . . 0  (oo o) 
. E o ~  O0  1 0 

o 

0 0 0  1 
setzt, die Congruenz 

folgern. 
(mod. a) 
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Andererseits l~s t  sich ]eicht zeigen, dass, wenn man fiir R jeden 
~z-zeiligen der Bedingung (1) geniigenden Rest yon a setzt, dutch das 
Symbol [~] jede zwischen ~t und irgend einem Modul a" yon A mSgliche 
isomorphe Beziehung einmal dargestellt wird. Ist n~mlich eine solche 
Beziehung zwischen ~ und ~t" gegeben~ werden {lurch dieselbe den 
(lurch die ~ Zeilen yon ~0 repr"asentirten Resten yon ct' die Reste 
91, @2~,.. ~ yon a zugeordnet und ist R der yon diesen gebildete 
~zeilige Rest, so ergiebt die Definition des Isomorphismus~ dass dem 
Rest # yon a' der Rest o~R yon a entsprechen muss. Da somit ~eder 
Rest yon a in der Form # ~  darstellbar ist~ so ergiebt sich zun~chst, 
(lass ~ der Bedingung 

= c 

gen~g~ und sodann weiter~ dass die vorliegende isomorphe Beziehung 
mit der (lurch das Symbol [R] bezeichneten identisch ist. 

Das Resultat dieser Betrachtungen ist, dass jeder der Reste ~,  
deren Anzahl gleich 9~(A) ist, zn einem bestimmten der ~(A) Moduln 
der Classe A gehSrt~ und dass zu jedem Modul ~' yon A z(A) Reste 
gehSren, so viele n~imlich, a]s isomorphe Beziehungen zwischen (~ und ~' 
existiren. So gelangt man zu der wichtigen Relation 

L ,~A) = z(A). ~,(A). 
Aus dieser und den Formetn (w 3~ II~ w 2, XVII) erh~lt man noch 

die Beziehung 

welche sich natiirlich auch leicht direct nachweisen liesse. 

w 

Bes~mmung der Fauctionen ~ und Z. 

Auf Grund der S~tze w 2~ IX; w 4, II; w 5, I ist es nun leicht, 
die Funetionen ~b und Z zun~hst als Quotienten aus Producten yon 
~-Functionen darzustellen. 

1st A ~-C1 ( a l l a ~ t  . . .  a,~) /rgend eine Classe ~z t~ Grades yon 
positiver Norm, und se~t man 

. . .  

sodass A e A/ Classen vom Grade n -  i sind~ so wird 



A ~ al.A" ~ 

@(A) ---~ #,(A'), 

m(A') ~(K) = - - ~ ,  

~(A') ----- z(A,~ 
~(A~) 

X(A~) = ,-i-~,) ' 

mithin 

,~(A) ---- ~(A') 

Da @(A,_~)=== 1 ist, so 

I. 

II. 

Ai ~ a~q-1 �9 A~'~ 
a i 

,(A~) = ,  (A~'), 

V CA,') = ~ (A/) z(A,')' 
(A;) ~ z(A,+d, 

z(A~+,) -~ ~ (A,+,___] 
*(A,+d' 

@(A~), r = ~(A/) @(A,+,). ~(A,+~) 
folgt aus diesen Re]ationen 

V (A) ~--- ~ (A') ~ (A,')... ~ (A:_~) 
(A,) ~ (A,) . . .  ~(A._,)' 
(A) ~(A,) . .  ~(A~_ d 

z(A) ~ ~(A') ~CA,') ~(A;_~) 

Die weitere Ausrechnung, welche wit 

(w 2, IX), 

(w 5, I), 

(w 4, II), 

(~ 5, I), 

nur fiir die Function 
durchffihren wollen, erfordert~ zun~chst den Fall der prim~ren Classe 
zu erledigen. Es sei also 

Cl (a,[a~[... a . ) : A  : A = Ol ( ~ ' l p ~ ' t . . . ~ ' )  
und somit 

~t < ~ 2 g " -  < ~ . -  
Mit el,  e~ . . .  e~ seien die verschiedenen under den Exponenten r in 
ihrer natiirlichen Reihenfolge bezeichnet. IComm~ e 1 s i mal~ e 2 s2mal, 
. . .  e~ s~mal under den Exponen~en r vor, so ist 

(1) s I -~" S 2 - ~ - - "  - -{- Sa --~ n .  
Unter den Differenzen rm - -  r~, in denen m ~. Z ist) ist die Differenz 
e ~ -  ea (~>h)  sa.s~mal enthalten. Somit ist 

----- (1 - - , ) r  I -{- (3--n)r 2 + (5--n)r + ...-{- (~-- 3)r,,-i -I-- (n-- l)r,,. 
Setzt man nun 

s,-~-s~-...-~-s,-.~t,, (/-~ 1, 2 , . . .  k) 
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so folgt aus 

(~) 

dass 

s s~ "== a'i : a~ . . . .  : O b . ~  

1o ~ ~ a~_~+~ ~- - �9 ~ ob~, 

(A') m (A') 
~(A) : ~#(A') = ~ - ~  = ~-TA-~,) ,#(A,), 

~(A:) A' + ( , )  . . . , .  , 
#,(A,-) = ,# ( A , ' ) =  ~ = ~(A,+,) ~'V~+~ 

wird. Ber0cksich~gt man, class ~ ' ( A ~ , . . _ ~ ) :  1 ~st,~so erhRlt man 

(4) 
~b(A) = q~(A').g~(Ai').., g~(A~_s) 

(A 0 ~(A,) . . .  ~ ( A ~ _  d 

Es haben abet die Classen A', Ao A/ bez. die Grade n, n -  h, 
n -  h, wiihrend die Anzahlen ihrer durch p theilbaren Invarianten 
bez. gleich n -  t~, ~ -  ~, n -  ~+~ sind; folglich ist (~ 3~ IIIa) 

~(A') = (Nm A')" #(_m; *) #(p; z,) 

~(A~) ~- (Nm A~)~-~ @(~; n- &) 

9(A[) : (Nm a:',"-'~ O(~; ~ - -  r �9 ~, #(m; ~+,- ~) 

also nach (4) 

(5) ~(A) = 

Nun ist 

-~- (Nm A') ~ @(1o; ~) 

= (~Tm A~W ' ~ ( ~ ; ' - ~ ' )  

(Nm A') ~. (Nm A() u'-t~ . . . (Nm A~..s)' " "-#~-~ 

(No, AO~-' (~" Ad'-"- . .  (~= A,,_,)"-"-' 
,O'(r; ~) 

o t 

(Nm A~) m-:i = \ Nm A~ ) �9 (Nm A~-_I) '~ - ' i - I  -~- (Nm ~ _ l )  :~- t~-l~ 

d~er  

(6) 
(Nm A')" (Nm AI") ' ' -~"  . ,  (Nm A'I~,_.2)" ,,..-t,~_s 

(N= A,) ~ '  ( ~  A,)~'~... ~ , -  ~A~_~)"-;*--I 

[Nm A"t" {'N,,, A~, ~ {'Nm A~_f~'~---~(Nm A~,y  "l'-' �9 
---- \~m A~---I) \~"  A~/ "'" \ ~  AS_,/ 
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Ferner ergiebt sich 

~mA',_, = (~,+F~ "-~ 
~,~ A:. \-~,,~ , 

(7) ~ - ~  ~A~_~'~ =1"-[(~,,+~~-' ,,~ . ( , , - , , ) , ,  

H \ Nm A~. ] " (Nm A~_~) '~-~ .JL .[ \ % / 
t -~ . l  i--~-I 

.•_ _i(a--O 
= ( ~  

i -~-1 i = l  

Aus (5), (6), (7) erhglt man jets~ 

HI. @(A) = ai-,,, a2a-.,,.aa~-,, . .  . azzx,,-a, a~"-" 

,o.(,p: n) 
�9 ~.(~o; 8,) #(p;  ~) . . .  ~(~; 8,.) 

oder, unter Berficksichtigung yon (2), (3) 

I I Ia .  ~ ( A )  . =  I r  " ~ ( p ;  s,) # ( p ;  st) . . .  ~ (~; s~)" 

F ~ n  man eine Ftmcfion g(x; n ,  m)*) ein durch die Gleichung 

(8) g(~g; ~, m) (1--X a) (1--X~"I).  . .  (1--X a--re+l) 
= ( i - ~ )  ( , - ~ )  �9 . .  O - = m )  

worin ~ eine gauze, m eine positive ganze Zahl bedeu~e~ so is~ 

(9) g(~; m m) =g(~:  - - - L  m) ~- ~-~g(~; - - - L  m - l ) ,  
und diese Oleichung gil~ auch fiir beliebiges ganzzahliges m~ wenn 
festgese~z~ wird, dass 
(lO) g(=; ~, o ) =  1, 
(11) g(x; n, m) ~-- 0 (m < O) 

sein soll. Es gilt ferner die Beziehung 

(1:~) 

Aus den Gleichungea (9), (10), (I1) folgr dassg(x;  ~; m) fiir ~ 0  
eine gauze Function yon x ist, welche nut ganzzahlige nichtnegative 
Coefflcient~n besit~. FOr n ~ m > 0 besteht zwischen den Functionen 
g und # die Relation 

g ( ~ ;  n. m) --- ,(~; ~) , (~;  . _ ~ )  

*) Es iat dieselbe, welche in der Gsu~gschen Abhandlung ,Summatio qua- 
rundam aerierum ~dngularium' mit (n, ~) bezeichnet wird. 
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(14) 

Wird zur Abk~rzung 

~ ,  ~ 0, ~ - .~ )  
,(A) = # > ~  . ~(A) ---- al-". a,'--".., a:-1 ~(A) 

gesetzt, so ergeben sieh ffir die Funetionen ~,  ~ die folgenden &us- 
driicke 

{~; -) 
(15) ~ (A) = # ( ~ ;  ~,),#(~; ~ _ , , )  

#(~; s,) #(~; n--s,--s,--~) 

. . . . .  

2" " C "-*h) 2'~" (*' - *~-~) ~'~'~ 
06) ,(A) =p'>~ ~(A) = #>~ .#>' . Fp(A) 

~y,,.~(o,-,~-l) 
----F>~ . F , ' - - . , ) g ( ~  ; . ,  s l ) .  F.("- ' , - '~) 

�9 g (~-; n--s~,s~).... 

]Jib. O(A) =p'>~ .g(Pl ~, s,).#(P; n--s,, s~). .  

� 9  g ( p ;  n -- s~ . . . . .  s~_~, s i -2 ) .  

Aus dieser Dars~ellung erkennt man, class ~0(A) eine ganze Function 
yon p ist, ferner, dass der Coefficient der hSchsten Potenz yon p 
gleieh 1 ist und dass die i~brigen Coefficienten gauze nichtnegative 
Zahlen sind. 

Hat man eine beliebige Classe A yon positiver Norm~ so wird 
dutch w 2~ XVII die Berechnung yon r (A) auf den Fall der prim~ren 
Classe zuriickgefiibrt. S e ~  man 

so ergiebt sich 

P ~ �9 ~ 1 7 6  

•. a l -~ .  a,~-~'. .  �9 a :  -'I . ~ (A) ,  

sodass Gleichung (14) allgemeine Geltung besitzt. 
Wendet man die gewonnenen Resultate auf den Fall n == 2 an, 

so erh~lt man fiir A ~ CI (a 1 ] o~) 
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(A) = ~ ~CA) -- ~ - ~I-/~(,~) 

wo das Product~ sich auf die in ~ aufgehenden Primzahlen erstreckt. 
B e i s p i e l :  Ftir 

a,  ~ 3 ,  a~ ~ 90  
ist 

a~ ~ 3 0 ~ 2 . 3 . 5  

4 6 ~ 72. 

aa 2 a3 ~ o(p; 3) ~(p; 2) 

1 1 
~(~) = (~')' 1 1 0  + ~ + p ) H 0  +~),  

(,,~)=, (,~,,~)=, 
wo das erste Produe~ sich auf die in a3 das zweite auf die in a, und 

at  ~ a---~ 

zugleich aufgehenden Primzahlen erstreckt. O2 

B e i s p i e l :  F~r 
a t ~- 2, a2 ~ 210, aa ~- 6930 

ist 

- -  a ' ~ - - I 0 5 - ~ 3 . 5 . 7 ,  a ~ - 3 3 ~ - 3  11. a ~ 3 4 6 5 ~ 3 2  5 .7 .11~ a-~ "~ G I  ~ ,~ 

~(A) = (3465) ~ �9 1~. 3__I.. 57.13___33. 4~ .~- 36 661716. 
9 2,5 49 121 3 

w  

~ g  einiger Functioaen, welche yon mehreren Classen abhfmgen. 

Die Function ~p bi]det die Grundlage flit die Bestimmung anderer 
Functionen, welche flit die Theorie der ModMn yon Wichtigkeit sind 
und welche im Folgenden behandelt werden sollen. Dabei wollen wit 
nur Moduh und Classen yon positiver Norm in Betracht ziehen. 

Ein Modul a yon positiver Norm hat,  wie man leicht erkennt, 
nut eine endliche Anzahl yon Divisoren, welche sich (w 2, III) auf die- 
jenigen Classen vertheilen, welche Divisoren yon CI a sind. Wit  woUen 
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nun diejenigen IXvisoren yon ~ ins Auge fassen, welche einer be- 
stimmten Classe B angehSren. Bind 

diese Moduln und bezeiclmet E ein unimodulares System, so sind 
(w 2, VI) 

]BI-E) ~2.E) . . .  t h ~  

die siimmtlichen Divisoren yon r innerhalb der Classe B. Hieraus 
folgt, dass die Anzahl der Divisoren yon a innerhalb B nut yon" den 
Classen A ~ C1 a und B abhi~ugt. Wit  bezeichnen diese Anzahl mit 

t(A~S). 

In gleicher Weise erkennt man, dass die Anzahl der Vielfachen, welche 
ein Modul B der Classe B innerhalb der Classe A besitzt) aUein eine 
Function der Classen A und B ist. Sie sei mit 

~(AIB) 
bezeichne~. Die Anzahl der Modulpaare r ~ ,  welche den Bedingungen 

O1 (~, ---- A, O] ~ ,= B, (~) ~k) ~ ~ 

geniigen, wird durch ~eden" der Ausdriicke ~(A). t(AI B), ~(B). v (A{B) 
dargesteUt, also ist 

I. *,(A). t(A I B) ~ "@(B). *(AI.B). 
Ferner erge,ben sich aus w 2) XV die Formeln 

in .  ,,(A/B) = / - - /~CAI  B). 
J - "  ID 

Nach w 2, III wissen wir, dass t(A[ B) und v(AIB ) yon 0 verschieden 
oder gleich 0 sind, je nachdem A dutch 13 theilbar is~ oder nicht. 
Endlich gelten ftir jede Classe A die Beziehungen (w 2, IV) 

IV. t(A[A) : v(A [ A) : I. 

Zu anderen Classenfunctionen wird man dutch die folgenden Be- 
traehtungen gei~hrt. 

Bind die Moduln at) a2~. �9 �9 ass welche nicht alle verschieden zu 
sein brauchen, Divisoren eines Moduls r so is~ auch ihr kleinstes 
gemeinsames Vielfaches [as, a 2 , . . ,  o+] ein Divisor yon r Man kann 
sich nun die Aufgabe stellen, zu gegebenem c s Moduln at, %) - -. a, so 
zu bestimmen) dass 

[a,) ~ , . . .  a,] ~ r 
wird) eine Aufgabe) die natfirlich immer and im Allgemeinen auf viel- 
lathe Weise 15sbar ist. Etwas A~deres aber ist es~ wenn man die 
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Bedin~mg stmllt~, dass jeder der Moduln r einer bes~immten gegebenen 
Classe At angehSren soU. kus w 2, VH folg~ der Sa~z: Is~ es ffir 
irgend einen Modul r der Classe [- m~gtich, ihn als kleinstes gemein- 
sames Vielfaches yon s Moduln a~j a2~. . ,  a, darzustellen, welche bez. 
den Classen Al, A2, . . .  A, angehSren, so ist dasselbe f~r jeden Modul 
der Classe [" mSglich. Allgemeiner: Die Anzahl der Systeme yon je 
s Moduln a 1, (h, �9 - �9 a,~ welche den Bedingungen 

Cla ,=A, ,  01%=A~, . . .  01a,=A,;  [al, a~, . . .~ , ]=c  

gen~gen, ist fiir jeden Modul c der Classe r die n~mlicbe. Wit  be- 
zeichnen diese Amzahl mit 

. . .  A , ) ,  

sie stell~ eine Function der Classen ['~ A~ , . . .  A, dar, die in Bezug auf 
A1 , . . .  A# symmetrisch ist. Die Frage, ob ein Modulc der Glasse !" 
sich darstellen lasse als kleinstes gemeinsames Vielfaches yon s Moduln 
~ t , - . .  a~, welche bez. den Classen A1, . . .  A, angehSren, tr~ll~ hiernach 
zusammen mi~ tier Frage, ob ~(['; A1, . . .  A,) > 0 is~. Die Entschei- 
dung hieriiber l~sst sich nattlrlich in jedem gegebenen Falle dutch 
eine end]Jche Anzahl yon Versuchen herbeiffihren. Es handelt sich 
aber darum, ob man nicht allgemeine, leicht zu iibersehende Beziehungen 
aufstellen kSnne, deren Bestehen zwischen den Classen [', At, . . .  A, die 
notwendige und hinreichende Bedingung f~r das t~ich~verschwinden 
der Function ~(1"; A1, . . .  A,) darstellt. 

Nun erkennt man zun~hst ,  dass ~(i'; Al, . . .  A,) nut dann yon 0 
verschieden sein kann, wenn F durch jede der Classen AI, . . .  A, theilbar 
isk Be~rachtet man daher die Classen A 1, . . . ,  A, als gegeben, so stmllt 
ihr kleinstes gemeinsames Vielfaches [" ~ [Al; . . .  A~] gewissermassen das 
Minimum unter denjenigen Classen F dar, fiir welche p(['; Al,- . .  A~) > 0 
ausf'~l]t~ indem nRmlich erstens p(["; A I , . . . A ~ ) > 0  ist, well der 
Hauptmodul yon F" das kleinste gemeinsame Vielfache der Hauptmoduln 
yon A1, . . .  A~ ist, und zweitens jede der Bedingung p(I-; A l , . . .  A , )>  0 
gen~gende Classe [" ein Vielfaches yon [" ist. Eine weitere Unter- 
suchung zeigt, dass unter den in Rede stehenden Classen [" auch ein 
Maximum exisfSrt, d. h. eine unter ihnen, sie heisse V", is~ dutch alle 
theilbar. Die Bildungsweise der Classe ['" soU bald angegeben werden. 

Zu ganz analogen Resul~aten wird man bei den Untersuchungen 
fiber den gr~ssten gemeinsamen Theiler yon Moduln gefiihrk Wir 
bezeichnen mit 

5(A; A,, . . .  A,) 
die Anzahl der Systeme von je s ModuIn ~1~-.. ~ ,  we]che bez. den 
Classen A l , . . .  A, entnommen sind und einen gegebenen Modul b der 
Classe A zum grSsstmn gemeinsamen Theiler haben. Betrach~et man 
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die Classen A1 ; . . .  A, als gegeben, so liegen die s~mmtlichen Classen A~ 

far welche ~(A; AI, . . .  A,) > 0 ist, zwischen einem Maximum A" und 
einem Minimum A", sodass 

~(ZX, A~, . . .  As) > 0, ~(Zr'; A~, . . .  A~) > 0 

und jede andere Classe der betrachteten Ar~ Divisor yon A" und Viel- 
laches yon A" ist. ttierbei ist A' offenbar der grSsste gemeinsame 
Theiler der Classen A l , . . .  As. 

Urn zu den Classen I'"~ A" zu gelangen, hat man folgendermassen 
zu verfahren. Es sei 

A , ~  C1 (a,~Ia,~l . . .  a, ,)  q ~ -  l, 2 , . . . s ) .  

Man bilde aus den s~mmtlichen s .  n Invarianten 

a11~ ... alms �9 �9 ~I~ - �9 �9 a~= 

der Classen AI~... A~ ein Diagonalsystem K und bestimme dessen 
Classe K. Diese is~ yore Grade s .  ~ und offenbar unabhRn~g yon 
der Reihenfolge der Classen A j , . . .  A~. Die ersten n Invarianten yon 
K bilden das Invariantensystem einer Classe n ten Grades, welche wir 
den ,Grenztheiler" der Classen AI~ . . .  As nennen und mit 

(IA1,... A,t) 
bezeichnen. Ebenso bilden die letzten n Invariantmn yon K das In- 
varian~ensystem einer Classe ~t~n Grades. Dieselbe heisse das ,,Grenz- 
vielfache" der Classen A , , . . .  A~ und sei mi~ 

[ ] A I ,  . . .  A , I ]  

bezeichne~. Sie bildet das oben erwiihnte Maximum ffir die Classen F, 
bei denen ~ (i"; A s , . . .  A~) > 0 is~, und ebenso ist der Grenztheiler yon 
A 1, . . .  A~ das Minimum der Classen A, ffir welche ~(A; A l , . . .  A,)> 0 
wird. Es ist nicht schwer, den Nachweis hierffir zu geben, ohne auf 

eine allgemeine Bestimmung der Functionen ~ und ~ einzugehen. Es 
ers~eht abet jetz~ die Frage, ob auch umgekehr$ fiir alle zwischen 
[]A1, . . .  As[] und [Al, . . .  A~] gelegenen Olassea Fund flit nile zwischen 
(AI, . . .As) und ( t A I , . . .  A,I) gelegenen Classen A die Funetionen 

~(F; A1, . . .  A,) und ~(A; A l , . . .  A,) > 0 ausfallen. Die Entscheidung 
hieraber ist mir erst durch ein eingehendes Studiam der Functionen 

und ~ mSglieh gewesen; er hat sich gezeigt, dass die augeregte Frage 
zu bejahen is~. Damit hat man alsdann den folgenden Doppelsatz 
gewonnen, weleher namentlieh aueh ffir die Theorie tier Gruppen yon 
ver~usehbaren Elementen yon Inferesse is~: 

u a. Dami~ ein Modul c der Classe I- slch darsf~llen lasse als 
ldeinstes gemeinsames Vielfaehes yon s Moduln a l , - - - a , ,  welche bez. 
den Classen Al~ . . .  As angehSren, ist no~hwendig und hinreicheud~ da~ 
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i" zw/schen dem Grenzvielfaehen und dem kleinsten gemeinsamen Viel- 
fachen der Classen A~, . . .  A~ liegt. 

b. Damit ein ModuI b der Classe A sich darstellen lasse als gr6sster 
gemeinsamer Thefler yon s Moduln st, . . .  ~,, we]ehe bez. den Classen 
A l, . . .  A, angehbren, ist nothwendig und hinreichend, dass A zwischen 
dem gr;bssten gemeinsamen Theiler und dem Grenztheiler der Ciassen 
A t , . . .  A, liegt. 

Im Folgenden wird der Nachweis dieses Satzes vollst~ndig dareh 

die Untersuchungen fiber die Functionen ~ und ~ erledigt. 
Aus w 2, XVI folgen die t~elationen 

A,, . . .  A,) = I ] A,, . . .  A,) 
VI. ~' 

. . .  . . .  

lo 

Man ersieht hieraus aueh leich~, dass man~ um den Nachweis yon V 
zu ffihren, nur nSthig hat, ihn f~r primate Classen zu erbringen. 

w  

Die Fnnctionen t u n d  v dargestellt durch die Function @. 

Wir wenden uns nun einer niiheren Betrachtung der Funetionen 
t(AlB ) und v(AiB) zu und wollen zun~ehst zeigen, wie sich diese]ben 
mit Hi/Ire yon ~p-Functionen darstellen ]assen. Es kann dies in ver- 
schiedener Weise geschehen. 

Es sei A ~ C I ( a  1]a 21...a~), B~--CI(b l ib  2] . . .b~) ,  ~ ein be- 
]iebiger Modul yon A, endlich seien 

( 1 )  I)1, b2 ,  - - .  b~(~) 
die s'~amtlichen Moduln von B. Der Modul a ist durch al .  e theilbar 
(w 2, X); ist also a durch I~ theilbar, so ist a auch theilbar durch 
[ate , I~], und umgekehrk Die Modulu 

[ a , e ,  . . .  [ale, 
gehSren s~mmflich der Classe [a I E, B] an (w 2, XI), und eine einfache 
Ueberlegung zeig~, dass jeder Modul yon [atE, 13] in der Relhe (2) 

gleich o~, miflain ~(B) real vorkomm~. Da a dureh t(A[ [alE, B]) ~P (latE, B]) 
Moduln der Classe [a 1 E, B] theilbar ist, so erh~lt man den Sat~ 

L Ist ai die erste Invaxianto der Classe A, so ist 

t(AlJB ) = ~ ( S )  �9 t ( A l [ a , E ,  B ] ) .  ~([atE, S]}~ 
Femer gilt der Satz: 
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II. Haben die Classeax 

A ~--- C1 (a , ]a21 . . .  a~) und B ~--- C1 (b, Ib21... b.)  

dieselbe erste Invariante a I ~ bj und wird 

A ' ~  Cl (a~l �9 . .  a . ) ,  B ' ~  C1 (b~l . . .  b.) 

gesetzt, so ist 
t(A{ B) ~-- t(A'{ B'). 

B e w e i s :  Es sei A das Hauptsystem yon A, a seine erste Zeile, 
Md A ~ a, a" der Hauptmodul yon A', b ~ Md B. irgend ein Divisor 
yon a innerhalb der Classe B. Ist 

b,~t b,,,, 

und werden mig ~61, 32, - . .  O- die Zeilen yon 33 bezeiehnet, so ist zu- 
nRchst 15 ~-Md(~6 I, ... j6,) and, well a durch I) theilbar ist, mithin 
die Zeile a dem Modul I) angehSrt, I)-=Md(a, ill, ..-fi-)- Aus 
Cl B ~ B, a i ---~ b I folgt, daBs die Elemente b~ s~mmtlich durch a I 
theilbar Bind. Se~t man nun b~1 ~ m~al (i~1,... n), fit--m~a~ 7~, 
so wird 15 ~ Md (a, ~,~,... y~). In 7~ ist dab erste Element ~-0i 
bezeichnet ri' die nach Weglassung dieser Null zuriickbleibende Zeile 
yon n -- 1 Elementen, so ist b'~ Md (~'I", ... ~'~) ein Modul (n --I) u" 
Grades. Ist 

( b[' " " b~"-~ I 
(3) ~ ' =  " " 

\ b~'-ll b~ ' - l . - ,  } 

irgend eine quadratische Basis dieses Moduls, so ist (.o....o) 
0 bfi . . . b 1 ~ - 1  

(4) ~ =  . . 

0 bL-,~ . . b ~ - 1 , - I ,  / 

eine Basis yon 15. Aas O1 ~ ~ B folg~ leieht C1 15"~ CI ~'---~ B; und 
aus der Theflbarkeit yon a dutch 15 ergiebt sich, dabs a' dutch I)" theil- 
bar ist. Umgekehrt ist Folgendes leicht zu ersehen: Hat man zwei 

quadratische Systeme JB', :B~ wie sie dutch (3) und (4) dargestellt 
we.-zlen~ mad ist Md B'~ li' Divisor yon a', {21 2~'~ B', so folgr dabs 
Md ~ ~ ~ Divisor yon a, C1 ~ = B ist. Endfich erkennt man,  class 
iu der angegebenen Weise der Modul b" (lurch den Modul b und ebenso 
der Modul b dutch den Modul ~" eindeutig bestimmt isL Es hat also 
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ct in der Classe B ebensoviele Divisoren wie (~" in der Classe B', 
d.h. es is~ 

~(AI B) = t(A')B D �9 

Es sel jetzt A :  Cl (a 1 ) as I--. a,) theflbar dutch B : Cl (b I ] b 2 ) . . .  b.) 
und es werde 

Ol (a~+~ l a ,+~i  . . . a . )  - ~  A, ,  

Cl ( [a , ,  b ,+~] lEao b~+~] I �9 � 9  [a , ,  b,,])  = B~, 
(5) 

CI ([a~+~, b,+l]i[a,+~, b,+~][ . . .  [a,+t, b,,]) = B,, 
( i -~  O, 1 , . . .  n - - l )  

gesetzt. Dann ist 

und daher (Satz I )  
Bi = [ a i+ tE ,  B(] 

~(~ .  t(A,l~,), 

ferner ist [ai+x~ b~+l] : m+l~ woraus (Satz II) 

t(A, I B,) ---~ t (A,+~ [ B,+~) 

folgt. Ber~cksichtigt man endlich, dass t (A~_I lB ._ I )=  1 ist, ~o ge- 
l ~ g t  man zu der Formel 

IIl. t(AIB) : ~(B)~(B,)...9(B._~) 
(~)~(~,)... ~(~._~) 

Die Function v(A] B) lhs t  sich unter knwendung zweier S~tze, 
welche ein dualistisches Analogon zu den unter I und II angegebenen 
bilden, ebenfalls als Quotient aus Producten yon @-Functionen dar- 
stellen. Dasselbe kann aber auch erreicht werden, indem man die 
Formeln w 7, I und die soeben ftir die Function t(A I B) gefundene 
anwendet. Man erhiilt dann 

IV .  v (A IB)  "-- ~(A)@(B~)... @(B._~) . 
~(~)~ ~,)... ~(~_~) 

Die weitere Ausrechnung der Functionen t(A)B) und v(A)B), bei 
welcher wir uns auf primKre C]assen beschr~nken kSnnen, so)l erst an 
sp~terer Stelle erfolgen. 

w  

I ) ~ t e l h n g  der Function ~ dutch t-Funcfionen, der Function $ dutch 
v-Funclionen. 

Nachdem in w 8 gezeigt worden ist, wie sich die Functionen t 
und v durch ~-Functionen ausdr~cken lassen, soll nunmehr dargethan 
werden, wie man mit Hiflfe der Functionen t u n d  ~ die Functionen 
mad ~ d~rstellen kaun. 
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Es seien At, . . .  A~, F, A beliebige Classen ~te, Grades, und 

a(, '), a(~ '), . . .  a(~(&) (i = 1, 2 , . . .  s) 

die siimmtlichen Moduln yon Ai. Die Anzahl der Sysf~me zu je 
s Moduln 

(1) ~x,, a ~ ) . . ,  a~q,~, 

welche bez. den Classen At, A2, . . . / L  angehSren~ betr~gt 

r . r  r 
der Systeme (l), fiir welche das kleinste gemeinsame Die Anzahl 

Vielfache 
(3) 

gleich einem bestimmten Modul einer Classe O wird, ist durch die 
Function ~(0; A1 , . . .  A,) dargestell~. Ist daher c irgend ein Modul 
yon !', so ist die Anzahl derjenigen Systeme (1), flit welche (2) irgend 
ein der Classe 0 angeh~riger Divisor yon c wird, gleich 

t ( r l e  ) . ~(e;  A , , . . .  A,). 

Um endlich die Anzahl aller Systeme (1) zu erhalten, ftir welche (2) 
irgend ein Divisor yon r wird, hat man nur die Summe 

t(rle) (e; A,, . . .  A,) 

zu bilden~ in welcher O al]e C]assen ~te. Grades durchl~uft. Bedenkt 
man abet, dass der Modul (2) stets und nur dann Divisor yon c wird, 
wenn alle Moduln des Systems (1) Divisoren yon r sind~ so erkennt 
man, dass die zuletzt berechnete Anzahl auch durch den Ausdruck 

t ( r lA~),  t(r lA~) �9 �9 �9 t ( r lA,)  
dargeste]lt wird. Man erhii]t; daher die Relation 

~ t ( r l e ) . ~ ( e ~ A  ,, . . . A , ) = t ( F t A , )  . . .  t ( r lA ,  ). I. 

Oiese (fiir jedes Sys~m yon Classen r, A t , . . .  A~ geltende) Relation 
reicht nun vollkommen hin~ um die Function ~ zu defmiren. 

Zun~hst erkennt man aus 17 dass ~(I-; At~ . . .  A,) verschwindet, 
wenn l" nicht Vielfaches jeder der Classen A1~ . . .  A~ ist. In diesem 
Falle n~nlich verschwindet das Product auf der rechten Seite yon I. 
Setzen wit jetzt unsere Behauptung ftir alle Divisoren yon i" mit Aus- 
nahme yon f selbst als bewiesen voraus~ so verschwindet fiir jedes 
yon r verschiedene O ein Factor des Productes miter dem Summen- 
zeichen, w~thrend t(I- t I ' ) ~  1 wird. Man erh~lt daher 

~ ( r ;  A~,. . .A,)  ~ O. 
Mathematis~he A~}en. ~ 3 
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Hieraus folgr dass man fiir jede Classe F der Relation I die Form 
geben kann: 

O) ~ f t ( r l o ) .  ~(O;A~, . . .A,)  = t ( r i&)  . . .  t (r!~,) ,  
(0, T)  ~- 0 

(0, T ' )  = T '  

wo r '  das kleinste gemeinsame Vielfaehe der Classen Al , . . .  As bezeiehnet 
und die Summation sich auf aUe zwischen r und r" (mit Einsehluss 
der Grenzen) liegende Classen 0 erstreckt, wie dies durch die unCer 
das Summe~zeichen gesetzten BedLugungen 

(e,  r )  = e ,  (e, r ' )  = r '  

gekennzeichnet is~. ]st daher [ ' ~  F'~ so erh~ilt man einfach 

~ ( r ' ;  A, ,  . . .  A,) = KF ' IA , )  . . .  t ( r ' l A , ) ,  

is~ abet r ein Vielfaehes yon ["~ jedoch yon F' versehieden~ so denken 
wir uns der Berechnung yon ~(P; A i , . . .  As) die Berechnung derjenigen 
(nur in endlicher Anzahl verhandenen)Ausdrticke ~(O; A 1 , . . .  A,) 
vorangegangen, in denen O zwischen F und F' liegt und yon r ver- 
schieden is& Man erh~,lt dann aus (3) 

~(r; h,, . . .A,) = t ( r lA, ) . . .  ~(r IA,) - - ~ t ( r l  e)~(e~ A,, ... A,) Ia.  
(0, T)  = 0 
(0,.s = . s  

e :f=2" 

und bier stehen auf der rechten Seite nur bekannte GrSssen. 
In gleicher Weise erh~l~ man f i i r#,  wenn 

(Al, . . .  A,) ----A" 
gese~t wird: 

~(el z~)~ce; A,, . . .  A,) ~ -  v(A, IA) . . .  v (A, IA) II. 
O 

IIa. ~(A;  A,,... A,)-----v (A,I A)... v (k,I Z~) - Z v  (e I z~) ~(e; A~...A,). 
(O, ,d)=,# 

( O , ~ ' } : ~  

Die Recursionsformeln I a, I l a  zeigen, dass man die Funetionen 

und ~ aus t- bez. v-Functionen dutch die Operatdonen Addition~ 
8ubtraction~ MultJlflication zusammense~en kann. Diese Dars~ellung 
is~ abet wesenflich complieirter als die Dars~llung der Func~ionen t 
und v darch ~P-Functionen. W~arend n~imlich bei dleser die hnzahl 
der darstellenden ~p-Functionen durch den Grad ~ der betrachteten 
Classen beschr~ink~ ist~ ist die Anzahl der bei der Darstellung der 

Func~onen ~ (!'; Al, . . .  A~)~ d (A; Al, . . .  A,) verwandten t- und v-Func- 
tionen zwar in jedem einzelnen Falle eine endliche~ sie ist aber~ wenn 
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auch der Grad n und die Zahl s gegeben sind, an keine obere Grenze 
gebunden. Ferner wird dutch die hier in den Formeln auftretende Sub- 
traction die Beantwortung der Frage nach dem Versehwinden der ~- 

und ~-Function sehr erschwert. Diese Schwierigkeiten werden besei- 

tigt, indem es gelingr die ffir die Functionen ~ und ~ gewonnenen 
Ausdrticke umzuformen in Producie yon Functionen, welche eine 
leichtere Uebersicht gestatten. 

w 10. 

Vorboreitende Betrachtungen. 

1. Wir beschr~nken uas yon nun an auf die Betrachung prim~irer 
Classen. Eine solche Classe 

ist voilkommen bestimmt durch das Exponentensystem 

(1) r 1 , r  2 , . . .  r .  

und die Primzahl Io. Denken wir uns nut das Exponentensysf~m (1) 
gegeben, so haben wi res  mit einer sog. , , h~ lbbes t immten  a prim~ren 
Classe zu thun. Unter den kleinen griechischen Buchstaben sind im 
Folgenden stets halbbestimmte primiire Classen zu verstehen. Ist a 
eine solche Classe und (1) das System ihrer Exponenten, so schreiben 
wit auch 

a = e l  ( r ,  lr l . . .  r . ) .  

Ist wie in w  

~'j ~ . . .  ~_~.~ ~ e  l 

%~§ . . . .  ~-- r~§ ~ e 2 

i 

e I ~ e 2 ~ - �9 - ~ e ~ ,  

so erhiilt man (w 6, III;  a, b) 

-~  p'>~' . g ( p  ;n,s~) g ( p ;  n - - s i ,  s~) . . .g(p;  n - - s  1 . . . . .  sl,-~,s~-~). 

als ganze Function der unbestimmten Primzahl p. 
Werden mehrere Classen ~, ~ . . .  gleichzeitig betracht~t, so ist, 

vorausgesetzt, dass Ftir alle die unbes~immte Primzahl p dieselbe ist. 
Biernach ist klar, was Ausdrticke wie , a  ist: theilbar durch t6" u. a. 
bedeuten. Hat man s Classen 

3* 
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und ist 
ai -~- cl (a, 1 [ a, 2 I - . -  a , . )  (i~-- 1 , . . .  s) ,  

y ' ~  [ ~ , . . .  ~,3 -~  d (c / I .  �9 �9 c;) 

ihr kleinstes gemeinsames Vielfaches 

~" = (~I,  - �9 �9 ~,) ----- cl (r . . .  ~ ; )  

ihr grSsster gemeiasamer Theiler, so ist c~ (]r n) die g rSss~  
d~ die kleins~e der Zahlen a ~ , . . ,  a ~ .  Ferner ergiebt sich aus der 
in w 7 gegebenen Definition leicht, wie man das Grenzvielfache 
7 " ~ - - [ t a l , . . . ~ , i ]  und den Grenztheiler d " = ( l a l , . . . a , [ ) d e r  
Classen a l . . .  a, zu ermit~e/n hat :  Man ordne die n .  s Exponenten 
yon a l , . . ,  a, nach ihrer Gr5sse (sodass sie eine nirgends abnehmende 

Pr 

Reihe bilden). Sind d'l", . . .  ~'~ die n kleinsten, ci'~ . . .  c~ die n grSssten~ 
so is~ 

y " =  el ( c ~ ' l . . .  c g), ~ " ~ -  d ( a i ' l . . .  ~ ) .  

Dass a durch ~ ~heilbar ist, drticken wir durch die Ungleichung 
a ~ fl oder ~ ~_< a aus; die Bezeichnungen a ~ t~, t~ ( a schliessen 
die Gleichheit der Classen a und fl aus. 

Ist  die Ungleichung a ~ fl niche erfEillt, so verschwinden t(a]/~) 
trod v(a[f l )  identisch, d. h. ffir jedes i0. Sonst ergieb~ sich die Be- 
deutang yon t(altff ) und v ( a I ~  ) aus den Formeln w 8~ III, IV, ebenso 

wie die der Funetionen ~(~; a~, . . .  a,), ~(~; al ,  . . .  u,) aus den 
Formeln w 9, Ia ,  II a.  Alle diese Functionen sind, wie man leicht 
erkenn~, ganze Functionen yon p.  Die Dars~ellung gewinn~ an An-  
schaulichkei~, wenn wir hierbei ~v als eine im reellen Gebiete beliebig 
ver~nderliche GrSsse betrachten. Wir bringen dies ~iusserlich zum 
Ausdruck, indem wit den Buchstaben s dutch x ersetzen. 

2. Somit haben wit jetzt 

- ~ " ' ~  ('r o(x; n) 
o(z;  8~). . .  a ( ~ ;  s~) 

~-  ~ > ~  g (~; ~, s l ) . . ,  g (x;  n - s ~  . . . . .  s~_~, s~_~), 

wo sl~ �9 �9 s~  e ~ , . . ,  e~ ihre friihere Bedeutung haben. Sind also die 
Exponen~en yon a nieh~ numerisch gegeben~ so muss man,  um den 
2kusdruck @(a) bilden zu kSnnen, noch die Zahlen s ~ , . . ,  s~ haben, 
d. h. es muss yon zwei. aufeinanderfolgenden Exponenten noch gesagt 
sein, ob sie gIeich sind oder niche. Noch grSsseren Unbequemtich- 
keiten ist man bei den Functrionen t und v ausgese~t~ und die Be- 

handlung der Functionen ~ und ~ wird dadurch ganz uniibersichtllch. 
Man kann diese Schwierigkeiten beseitigen~ indem man die Exponentea 
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dutch andere Gr'dssen ersetzt, welche unter dem Namen ~,Indices ~ 
in die Betrachtung eingefiihr~ werden mSgen. 

Als ,Reihe  der Indices" einer Classe ~ bezeichnen wit eine un- 
endliche Reihe ganzer Zahlen 

deren h t~s Element a~ angiebt~ wie viele Exponenten yon er kleiner 
als h sind. So geh5ren z. B. zu den Classen 

cl ( 2 t 3 t 3 1 5 1 8 ) ;  el (0[417)  
die Reihen 

o, o, 1, 3, 3, 4, 4 4, 5, 5, 5 , . . . ;  1, 1, i ,  1, 2, 2, 2, 3, 3 , . . . ~  
Man erkennt leicht die gichtigkeit  der folgenden S~tze: 

1) Die Reihe der Indices eiaer Classe n te~ Grades a ist eine un- 
endliche niemals abnehmende Reihe ganzer nicht negativer Zahlen, 
welche his zur Zahl n ansbeigt. 

2) Umgekehrt is~ jede Reihe, welche die un~r  1) angegebenen 
Eigenschaften besitzt~ Reihe der Indices ffir eine gewisse Classe e 
yore Grade n.  

3) Der Definition zufolge giebt der hte Index yon a an, wie viele 
Exponenten ( h  sind. 

4) Umgekeht giebt der h to Exponent yon a an, wie viele Indices 
h sind. 

Man kann sich die Reihe der Indices a ~  a2~ . . .  einer Olasse 
auch nach der negativen Seite b.in for~gesetzt denken. Es ist dana 
a 0 ~ 0, a_~ ~-- 0, a_~ ~ 0 ~ . . .  zu setzen. 

Wir fiigen nun zu den S~itzen 1) bis 4) noch die folgenden, deren 
Beweis ebenfalls leich~ ist. 

5) Sind e~ und fl Classen yore Grade n,  a~ (wo far h jede ganze 
Zahl zu setzen ist) die Indices yon ~ b~ d~e Indices yon ~6~ so ist die 
Ungleichung ~ ~ ~ dana und nur dana efffillt~ wean ffir jedes h, 
a~ ~ bl, ist. 

Es seien jetzt 
a 1, a2~. . .aa 

Classen ~t~ Grades und es werde 

[~,, ~ , . . .  ~,] ~ ~,, ( ~ ,  ~ , . . .  ~,) ~ ~', 

[ l ~ , ,  ~ , . - -  ,~,t] ~ ~/', (t,~,, ~ , - -  �9 ~,1) ~ ~'" 

gese~zt; m i t a [  ) ( i ~  1, 2 , . . .  s), c~[, d~(, c~', &[" seien die Indices der 
Classen ~ (~.~---1,2~...s), ~ , , ~  ~, ,~" bezeiehnet. Aas 5) folgt: 

6) Der ~t~ Index cA' des kleinsten gemeinsamen Vielfachen 7' yon 
~ , . . .  ~ ist gleich dem kleinsten~ tier ht~ Index d~" des grSss~n gemein- 
samen Theilers ~" yon ~ , . . .  ~ gleich dem grSssten unter den /~t~ 

Indices ~ , . . .  a~ ~ yon ~ , . . .  ~,. 
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F ~  die Reihen der Indices des Grenzvielfachen und des Grenz- 
~heilers erh~lt man den Satz: 

7) Der h t~ Index c~" des Grenzvieifachen 7" der Classen ~1,---~, 
ist gleich der gr5sseren der beiden Zahlen 

n - -  ~, - = ,~ - ( s - 1 ) n ,  0 und 

der h t~ Index &" ihres Grenztheilers ~" gleich der kleineren der beiden 
Zahlen 

und 

Dabei sind mit a~ 0 die Indices yon a~ bezeichne~ worden. 
Aus 4) ergiebt sich leicht: 
8) Zwischen den Indices a~ und den Exponenbn al,--- a- einer 

Classe ~ besteht unter anderen die Relation 

(l-n)~ + (3--n)~ + (5-n) ~ +..+(n- t)~. ~- .~a~(n-a~). 
h 

Die Grenzen~ bis zu welchen die Summation erstreck~ werden 
muss~ brauchen nicht angegeben zu werden, da die Relation jedenfalls 
richfig ist, wenn man halle ganzen Zahlen durchlaufen l~st. 

3. In w 6 ist die Function g(x; n, m) eingeflihrt und fiir alle 
ganzzahligen Werthe yon n und m definir~ worden. Wir stellen hier 
einige Formeln und Satze, welche diese Function betreffen und welche 
wir spRter brauchen, zusammen. 

( 1 -  ,~)  (~ - **-~) . . .  (1 - ~ - ~ + , )  
1) g(x; n, m) , ~ (I-- x) (I- x ~) ... (i-- ~) far m > 0. 

2) g(~ too) =1. 
3) g(x;%m) ~-0 far m<0. 

4) g (x i0 ,  m) ~-0  ftir m ~ 0 ,  g(x;0,0)-----1. 

5) g(x; n,m) --~-g(x; n - - l ,m) - l - x" -mg(x ;  n - - l , m - - l ) .  
6) g(xl n,m) ~ g ( x ;  n - - I , m - - l ) - { - x m g ( x ;  n - - l , m ) .  

8) g(x;  s, q) .  g(x; s - - q ,  r) ~ g(x; s, r) . g(x; s - - r ,  q). 
m(ra--1} 

9) g (x ;  - -n ,  m) ffi-- ( - - 1 ) ~ i = ' - - - - r - - g ( x ;  n +  m - -  l, m). 
10) g(x~ n, m) ~ g(x; r 6 n - m )  far n ~ 0 .  

(-~ m) a ( z ; , )  11) g 1 ; n, ~ a(x;ra).~(x;n--m) fir n > m > O .  

12) In allen F~illen giebt die Entwickelung yon g nach Potenzen 
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yon x nur eine endliche Anzahl positiver und negativer Po~enzen und 
sind die Coefficienten ganze n i e h ~  negative Zahlen. 

13) F~ir n ~ 0 ist g ( x ;  n ,  m )  eine gauze FtmcHon yon x, flit 
> 0, m ~ 0 verschwindet dieselbe nicht idenHseh. 

w 11. 

Die Functionen ~(a),  t(atfl ), v(al~), dargestellt mit Hilfo dot Indie~s. 

Ha~ die Classe 

die Indices a~, so s~ell~ aa ~ aa-1 die Anzahl derjenigen gxponenten 
dar, welehe gleieh h -  1 sind. Berilcksichtig~ man dahe G dass 
#(xl  0) ----- 1 is~ so erhgl~ man naeh w 6, III die Formel 

(1) ~, (a) = x (~ - ' ) z '+ ( s - ' ) ;~+ ' ' '+ ( ' - t )  ;'~- # (~; a) . 
H a  (x; at, a~_l) 

h 

v.~ i~ ~bo~ (~ ~o, ~, 8)) 2 ( ' -o , )  ~ 
X(  X - ,,) a~ + ( ~ - -  ,,) 7~ + . . .  -F ( ~, - ~ ) g,,  ~ X, ~' 

lamer 
1-T #(xi n) 

h h 

#(x; t~1.) / ' 7  * (~; ~ -  a ,_  0 
1 1  #(~;  ~ -  a,) a(~; ~ - a,_ 0 

h 

h 

= H , ( - b  ~ ~ 
und daher tinter Beriicksiehtigung yon w 10, 3, 7) 

I. r  = x ~ 

(~ 10, 3, 11)), 

) 
.~(n- -a~ ) a~_ I 

. ~ ( .  - - a . )  aA._ 1 

- x ,  H a ( x ;  a,, a,-O. 
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Ist yon den Classen 

a ------ el (al'] - �9 �9 a . ) ,  

= ~1 ( b , ' I . . .  b t) = ~o 

die erste dutch die zweite theilbar~ so is~ (w 8, III) 

(2)  t (a l /~)  = v (~) .  ~ ( 6 i ) . . .  v(r v (t~). v ( ~ , ) . . . v  (6,,_~) 
�9 ( h .  * 0,).- .  * 0.-~) = *(~). ~ (~d)- . -  ~ ( L - , )  

Dabei ergieb~ sich die Bedeutmag der Classen 

~ = / ] o ,  1~,, ~, ( i ~ - - - 1 , . . . n - - 1 )  
aus w 8, (5). Wi t  bezeichnen mit 

al,, b, = b~ ~ ~o), biO, -~io (i ~-  1 , . . .  n - -  1) 

die Indices der Classen 

a, ~ = ~ o ,  ~ - ~ o ,  ~,, ~, 
und erhalten, well fl~ und ~i ( i -~ -0 , . . .  n -  1) yore Grade n -  i sind, 

h 

~ ( . - , - ~ 2 ) ~  ') 

h 

also naeh (2) 

Wi t  wollen den eben gefundenen Ausdruck so umformen, dass er nur 
die Indices yon a und ~ enthiilt. 

Fiir aa < i ist der Exponent yon a a~-~_ h~ daher werden, wie 

= ~ )  o ,  aus w 8~ (5) zu ersehen, b(~ '3 0~ 

far a~ = i ist  ~ < h _< a;-+~ 
r a i s i n  

~(~) = O ,  b(~ ) ---- bh - -  / = b~ - -  a h ,  

fiir aa > i i s t  a~+t < h,  
daher wird 

b[  ) = ~i') ~ -  b,  - i .  
Hieraus folgr 

( ,  - -  i - -  ua~(O~, ua~l'3 __ ( n  - -  i - -  b~)) b~) = 0 f f i r  i ~ as, 

~--- (n - -  b,) (ha - -  an) fiir i = as, 
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Die Summe rechts ]st fiber alle h zu erstrecken, fltr welche a~ einen 
der Werthe O, 1 , . . .  ~ -  1 hat;  da aber a~ ausserdem nut noeh gleich 
n sein kann und in diesem Falle auch b~ == n wird, so brauchen wir 
dem h keine BeschrRnkung aufzuerlegem Ferner ergiebt sich 

--~ 1 ffir i ~ a~_~, 

(' ) 9 ~-; b~--  a~_~, b~_~ - -  a~_t fiir i ~- a~_~ 

,=o , ( : - - ,  ~,:,  ~,,) , 

.~.(,, --b~) (b,~--,,,~) 
,~,,1~ = , , '  �9 H g ( ~ ;  b,- , , , - , ,  b,-,-o,-,) 

~ ' ( , , -  bh) (*h--1--"h--1) .,,_,,. 

= = "  11 a(x~ b.-.._,, b,_,-.,_,) 
h 

, ~ ' ( " -~ )  p, -~-"~-~)  .,,__,. 
~-. x " l l g(x ~ bn--a~,-.,, b ~ - - b ~ , )  

i* 

(w lO, ~, ~+). 

+~ H H  

!I. 

Naeh w 7, I hat man jetzt 

c6) 

1 1  a ( ~  b~, bk_l) " 
Es ist aber 

(7) ~ ~ --~ x ~ , 

und nach w 10, 3~ 11) der Ausdmck hinter dem Productzeichen gleich 
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Da "nun 

(~; ~ -  ~_l) 
�9 ~ (~; b~-~-- ~ - d q  (~; ~ - - ~ - 0 "  

h h 

e (x; b~ -- a._ D ~ (x; b~ -- aU_l) 

h h 

h 

so geht (6) fiber in 

III. = i ,  

h 

~ ~ H g (x; b~--  ah-i,  bh --  a~) 
h 

. ~ ( ~ l - a i )  a~ 
x ~ H g ( 1 ;  bl,--aj,-i, al,--a~..1) 

h 

" l - - r  

x ~ / 1  g (x; bt - -  ah-1, ai  - -  ah-1). 

hUe diese Ausdrfieke sind unter der Vorausse~zung hergeleitet 
worden, dass a > fl ist. Is~ abet diese Voraussetzung nicht erfiillt, 
so kann man h so wihlen,  daas bh--1 <~ an--1 ~ ba ist, dann wird 

g (-~; b~--a._,, b ~ , - - a ~ _ ~ )  = 0 ,  

g (x; bn - -  ai-1, bi_l - -  an-l) ~ O, 

g ( ~ ;  b . - - o . _ , ,  b . - - b , _ , )  = 0 ,  

g (x; b~ - -  a~_l, b~ - -  bk-1) ~ O, 

die vier under II  angegebenen Ausdrficke verschwinden also identiseh, 
und dasselbe gilt yon den vier Ausdriicken III. Da nun in dem hier 
besprochenen Fall thats~chlich t (a[ ~) = 0, v (a 1~) = 0 ist, so besbhen 
die angegebenen Formeln ohne jede Einschriukung. 
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w 12. 

Die 6racle der Funotionen ~, t, v, ~, ) .  

Da es im Folgenden nirgends mehr nBthig sein wird, Olassen 
verschiedenen Grades neben einander zu betrach~en, so sei jetzt fest- 
gesetz~ dass der Grad ~]ler vorkommenden Classen mit ~ bezeichnet 
werde. 

Die Formeln w 11, I zeigen, dass ~p(a) eine ganze Function yon x 
mit ganzzahligen Coefficienten is~ dass der Coefficient der hSchsten 
Potenz yon x gleich 1 und der Grad yon @(a) gleich 

ist, wenn mit ~ die Indices yon ~ bezeichnet werden. Ist {I ein 
Divisor yon ~, so sind (w 11,1I, I I I ) t(~I~)~ v(al~) ebenfatls gauze 
Functionen yon x mit ganzzahligen Coefficienten~ und es ist auch bei 
i.hnen der Coefficient der h5chsten Potenz yon x gleieh 1. Als die 
Grade der Functionen t (atf l)  ~ v(al~ ) ergeben sich, wenn mit b~ die 
Indices yon /~ bezeichet werden, die Ausdriicke 

(a) 
l, 

Fiir die Functionen ~(?; a~, . . .  ~ ) ,  ~(t~; a i , . . ,  it,) haben wit 
n a c h w  9, I Ia ,  IIIa die Relationen 

(4) 

worin r ' =  [a~, . . .  ~,], ~ ' ~  (a~, . . .  a,) ist und die Summation ober 
alle diejenigen Olassen /~ zu erstreeken is~, welche den unter den 
Summenzeichen angegebenen Bedingungen geniigen. Aus (4) und den 
Eigenschaften der Functionen ~ und v ersieht man, dass ~ und ~ ganze 
Functionen yon x mit ganzzahligen Coefficienten sind~ ferner, dass 
verschwindet, wenn die Bedingung 7 ~ 7" nicht erffillt is~, dass 
versehwindet, wenn die Bedingung ~ ~ K nicht erf~iUt ist. 

Wit wollen zan~hst den Grad yon ~ n~her untersuchen und 
setzen r ~ r voraus. Der Coefiicient der hSchsten Potenz yon x kann 
in keiner ~-Function negativ sein, weil die Function f ~  keinen Prim- 
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zahlwerth yon x negativ sein kann, indem sic alsdann eine gewisse 
Anzahl darstellt. Aus (4) folgt daher, dass der Grad yon ~(~; aj, . . ,  a,) 
hSchstens gleich dem Grade yon v(a 116) . . .  v(a, I (~) d. i . -  wean mit 
a(~ '~, dh die Indices yon a~ (i~--1,...s), 5 bezeiehnet werden --  

$ 

(5) ,~t ,~!  (d~- a(~'))a(~ ~ 
i - ~ - I  h 

sein kann und dass nut die beiden folgenden F~lle mSglieh sind: 
Entweder sind die Grade der Functionen 

(6) ~ + I a) ~(~; ~ ,  . . .  ~ , )  

(~' _ ~  ~ d) siimmtlich kleiner als der Ausdruck (5); dann erreicht 
den angegebenen Maximalgrad und der Coefficient der hSehsten Potenz 
ist 1. Oder es steig~ yon den Funetionen (6) eine bis zum Grade 

8 

- -  tab ] r 

i~ - -1  k 

an, da~n bleibt der Grad yon ~ hinter diesem Ausdruck zuriick. 
Wir wollen beweisen, dass die Function 6(5; a l , . . .  ~,) den an- 

gegebenen Maximalgrad (5) dann und nut dann erreicht, wenn die 
Classe d, welche bereits als Divisor yon ~' vorausgesetzt wurde, ein 
Vielfaches des Grenztheilers ~" der Classen a l ~ . . ,  a, ist. - -  Bezeichnen 
wit zu diesem Zweck mR mh die Indices tier variabelen Classe 9, so 
ergiebt sich als Maximum fiir den Grad yon 

der Ausdruek 

(7) 
$ 

( e ~ _  y (;) (,~ _ . 

/ .~ -1  h h ~" 

Es wird ferner (w 10, 2, 7) u. 5)) d dann und nur dana ein Vielfaches 
yon ~" sein~ wenn fiir jedes h 

$ 

__< (8) d, _~.~'  d ) 
i~----1 

i~. 
Ist nun diese Ungleichung best~ndig erfiillt, so folgt aus /~ > $, 

dass koin Glied der Summe 

+ .  , a(~) ) 

+ z - 
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negativ wird. Dagegen muss wenigstens ein positives Glied in der 
Summe vorkommen, da die Gleichhei~ yon g und () ausgeschlossen ist, 
also wenigs~ens fiir ein h die Differenz d~--m~ und somit auch 

(2) a ~  ) - -  m ~  > 0 

ausf~ll~. In dem betraehteten Falle ist d~her der Ausdruck (7) f~r 
jedes ~ kleiner aN der Ausdruek (5). 

Wenn dagegen die Bedingungen (8) nicht, durchweg erffillt sind~ 
so setzen wir 

[a, X'] = K, 
dann ist der Index m~ yon ~' gleich der kleineren der beiden Zahlen 

8 

~_ta~ i) &,, g" kommt, >/~" > is~, unter und und die Classe well 

$ 

den Classen ~ vor. Aus m~ ~ a~ ] folgt nach dem soeben Be- 

wiesenen, dass die Function 6(g';  " 1 , - . - a , )  wirklich bis zum Grade 

i = 1  h 

die Function 

his zum Grade 

m 

v ( K l ~ ) .  ~(~'; - , , . . .  -,) 

' ( ( z ) ) /  I - ~, ,  j . ~  - ( ~ -  m l )  a~ ') - -  ~ i  

i = l  7z h " 

ansteigt, und da fiberdies das Product 

�9 (~3 

ftir jedes h verschwindet, so wird der Grad yon 

v(gl a). ~ (K; ~ ,  . . .  -+) 
gleich 

2 ~ ' ( &  _(~n _(o u2, ] ~ h  - 

i = l  h 

In ganz ghnlicher Weise ergeben sich ftlr die Function 

die folgenden Resultate: 
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Ist ~, ein Vielfaches yon ~,'~- [al, . . .  a~] so ist ~ (~; a , , . . .  r 
hSchstens yore Grade 

(10) 2 ~--J (n - a~ )) (a~~ 

wo mit e~ die Indices yon y bezeichnet worden sind. Die Function 
erreicht diesen Grad, wenn ~, Divisor yon 7"~- [ lal ,  - . -  a~]] ist, und der 
Coefficient der hSchsten Potenz yon x ist alsdann ~ 1 ; in den anderen 
Fiillen wird der Maximalgrad nicht erreicht. 

Da die Funct~ionen ~ und ~ in den F~illen, in welchen der an- 
gegebene Maximalgrad erreicht wird, nicht identisch verschwinden~ so 
miissen sie~ sobald x eine gewisse positive GrSsse fiberschreitet~ stets 
positiv bleiben. Es wird sich spiiter zeigen, dass dies schon fiir x > 1 
eintritt, dass daher die Functionen fiir keinen Primzahlwerth yon x 
verschwinden. Ferner wird es sich heraussteIlen, dass in den fibrigen 
F~illen, ffir welche bisher nut gezeigt wurde, dass jener Maximalgrad 

nicht erreicht wird, die Functionen ~ und ~ identisch verschwinden. 
Damit ist alsdann der Beweis des Satzes w 7, V vollst~ndig ge- 

fiihrt. Um aber dahin zu gelangen, geniigt es nicht, die Grade der 

Functionen ~ und ~ zu betrachten. Wit  mfissen ihre Natur nii~er 
untersuchen und wollen zuniichst diejenigen Functionen ins Auge 
fassen, aus denen sich, wie sparer nachgewiesen wird, die Funct2onen 

und ~ dvxch Multiplication unter Hinzufiigung eines Factors, der 
nur eine Potenz yon x ist, herstellen lassen, in derselben Weise, wie 
die Functionen ~, t, v mit Hilfe der g-Functionen ausgedriic~ wurden. 

w 13. 

Die ~.Funetionen. 

1. Wir bezeichnen mit 

die Samme 
m (m- - l )  ~ m  

(1) rl)g(x;q2-m,  ) 
. . .  g ( x ;  q ~ - - m ,  r , ) .  

x heisst das Argument, k der erate, e der zweite Parameter der 
eo-Functionen, ql und r 1 bilden das erste, q~ und r~ das zwe i t e , . . .  
q, und r, das s t. Parameterpaar. Alle Parameter sollen gauze Zahlen 
sein, und die Summe erstreckt sich fiber alle ganzen Zahlen m. Ist 
e ~ 0, - -  trod auf diesen Fall kSnnen wir uns bier besch~nken - -  so 
ist nur eine endliche Anzahl yon Gliedern der Summe yon 0 ver- 



Zur  Theorie  t ier  Moduln. 47 

schieden. Die to.Function ist dann eine rationale Function yon x, 
welche nut ftir x ~ 0 und x ~--vo mSglicherweise unendlich werden 
kaKD. 

Die Function (1) soll eine ,,eigentliche" a~-Function heissen, wenn 
kein Parameter negativ und ferner 

g, > ( i =  :,..~) 

ist. In diesem FaUe heiss~ der Ausdruck 

k + r l + . - - + r . - - e  
die kritische Zahl der a~-Funetion; ihre Bedeutung werden wit bald 
kennen lernen. 

2. Wir behandeln zun~ichst die co-Function ohne Parameterpaare 

~(x[kle) ---- ~ (--  1)'~x ~ . g ( x ; e , m ) .  

Es ist 

und fiir e ~ 0 folgt aus 

g(x; e, m)-~-g(z i  e - -  1, m - -  i) -[- zing(x; e - -  1, m) 

r e ( m - - l |  k m  

(3) ~ ( x I k l e  ) ~-~'(--I) ~x  2 g(x;  e - - l ,  m - - l )  
~R 

m (m-- l )  

-1- ~ . ~  ( - -  1) '~ x - W - -  - (k-1)~. g (z i e - -  1, m). 

Da nun 

r e ( m -  1) ~m ~ ( m -  I) ( ,~ -~)  _ ( 7 : _  1) ( m - -  1) - -  k 
2 2 

also 

~ X -k 

m (m--l) km 

,~r(--1)mx ~ .g(x; e--l,m--1) 

(m-i) (~--~1 _ (k--l) (m--l) 

~(-:)~-'x ' .g(z; ~-:,m-O 
m 

m (m--Z) _ (~--11~ 

,~! (-- I) 'a x :  . g(x; e-- 1, m) 

ist, so erh~lt man aus (3) 

(4) ~(x lk[e ) ~ ( 1 - - x  -k) to (x lk - -  1 [e-- l )  
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und wei~er, unter Beriicksichtigung yon (2), 

(5) ~(xtkle) ~- (t - ~ - ~ )  ( z - - x - ~ + l ) . . .  ( 1 - ~ - ~ + , - ~ ) .  
Die be~achtete ca-Function set nun eine eigentliche~ also 

~ > o ,  e_>_ o. 
Dann ist k -  e die kritisehe Zahl uad man sieht aus (5), dass die 
Function identisch verschwindet, wenn die krifisehe Zahl negativ is~, 
dass sie dagegen anderenfalls ffir jedes x ~ 1 einen positiven (yon 0 
versehiedenen) Werth ha/~. 

3. Ffir die co-Function mi~ s Parameterpaaren~ yon welcher wir 
zun~chst nut  voraussetzen wollen, dass ihr zweiter Parameter e nicht 
negativ ist~ erh~ilt man durch Anwendung der Relation 

g ( x ;  q , - - m ,  r,) = g ( x ~  g~ - -  1 - - m ,  r , - - 1 )  ~- x '~g(x~ q , - -  l - - m ,  r,) 

die Formel 

(6) 

= x  r.. ~(z3klel q,, ~1 ; . . . ~ - 1 ,  ~.-1; ~ - -  1, r,) 
-[- ~(xlklelql, r l ;  ..-~S--1, ~*$--1; q , - - i ,  rS--1)  

und hieraus allgemeiner 

(7) e~(x lk le[q t ,  r l ;  . . . q , ,  r,) 
t 

~ ~ _ /  C; ~ ( x [  k le lq l ,  rt  ; . . . q,_~, r,_~; q , - -  t ,  r , - -  ~), 

wo t irgend eine ganze nicht negative Zahl bezeichnet. Der Coefficient 
C~" ist,  wie man dutch Induction leicht findet~ gleich 

x (r~-~176 . g ( x ;  t ,  1), 

das, worauf es uns ankommt, ist, dass er fiir jeden positiven Werth 
yon x selbst posi t ivis t .  

4. Wir  beCrach~en den besonderen Fall~ dass q , ~  e ist,  und 
setzen e ~_~ 0 voraus. Aus 

g(x; e, m).g(x' ,  e - - m ,  r , )  = g(~; e, r,) . g(x; e - - r , ,  m) 
ergiebt sich : 

~--g(x; e, r , ) ~ ( x [ k t e - - r , ] f l l ,  r l ;  . . . q , -1 ,  r , - 1 ) .  

Die m-Function auf der rech~en Seite enthEIt ein Parameterpaar weniger. 
Der Factor g ( x ;  e,  ~',) verschwiadet~ wean r~ ~ 0 oder ~ e ist~ sonst 
hat er fiir positives x einen i)osifivea Werth. 

5. Es sei jetz~ 

~@1 ~le lq l ,  r , ;  -. ~,, ~,) 
eine eigenfliche co-Function. Dann ist q , -  e ~> 0, und wena wit  
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zur Anwendung Formel (7) fiir t ~ ~ ~ e mad darauf Formel (8) 
bringenj so erhal~n wir 

(9) o ( x l k l e t q , ,  r , ,  . . . q , ,  r , )  

qs ~ 
--~ ~ C [ g ( x ;  e, r ~ l )  . e o ( x l k [ e - - r ~ q - l l q t ,  r~; . . . q.,_~, r , _~ ) .  

l~O 

Selz~ man r , -  l ~ h, so wird demameh 

(10) co ( x I k [ e l q t ,  r l ,  . . . q , ,  r , )  

e, h). * , ; . . -  q , - , ,  
0 e 

rsq-e--qs i <-~h~---lr s 

~-  ~ Ca . z ( x l k l e - - h  lq , ,  r,~ . . . q~-x , r , - x ) .  

rs-l-e--qs 

Die Summe erstreck~ sich fiber alle h, welehe den Bedingungen 

r ,  -I- e - -  r ,  

geniigen, und die Coeffieienten C haben fiir jedes positive x einen 
positiven Werth. Die co-Funetionen auf der reehten Seite yon (I0) 
sind eigentliehe and enthalten nur k --  1 Parameterpaare. Es is~ daraus 
za ersehen, dass man jede eigeniliehe eo-Funetion linear und homogen 
dutch eigentliehe eo-Funetionen ohae Parameterpaare so ausdrtieken 
kann, dass atle Coeffieien~en fiir positives x positi~r werden. 

Die kritisehe Zahl der betraehteten a~-Funetion is~ 

die Function 
~ ( x t k l e - -  h1 g~,  r t ;  . . .  a~-~,  r ._~)  

ha~ die kritisehe Zahl 

k + r t  q -  . . . .  T r , - x q - h - - e ,  

welehe fiir alle in Betraeht kommenden Wet'the yon h 

~ k - l - r ~  q - . . . q - r , - - e  

ist. Daraus folgt, dass nine eigentliehe ca- Function mit nega~iver 
kritiseher Zahl sieh linear und homogen dureh ebensolehe ea-Functionen 
ohne Parameterpaare ausdrfieken l~ss~ and mithin versehwindet. 

Wir wollen nun aunehmen, dass die kri~isehe Zahl 

k 2r- r l -l- . . . q-  r ,  - -  e ~ O 

sei. Auf der reehten Seite yon (10) versehwinden die m-Funetionen 
mit negativer kritiseher Zahl, es bleib$ abet wenigstens noch nine 
at-Function zurfick, deren kritische Zahl nieht negativ ist~ diejenige 

M a t h e m a t i s c h e  ~knnalen.  L]LL 4: 
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niimlich, welche man erhitlt, wenn man h gleich der kleineren der 
beiden Zahlen e und r, setzt. Man erkennt hieraus, dass man in diesem 
Falle die e-Function durch eigentliche e-Functionen ohne Parameter- 
paare mit nicht negativer kri~ischer Zahl linear und homogen aus- 
drficken kann~ und dass in diesem Ausdruck wenigstens eine derartige 
Function wirklich vorkommt. Da ferner die auftretenden Coefficienten 
fiir positives x selbst positiv sind, die e-Functionen aber~ sobald 
u > 1 ist, so hat auch e(x[/~le[gl, rl; . . .  q,, r+) fiir x > 1 einen 
positiven Wer~h. 

Damit sind wit zu dee wichtigen Resulta~ gelangt: 
I. Eine eigentliche co-Function, deren kritische Zahl < 0 ist~ ver- 

schwindet identisch. 
II. Eine eigentliehe co-Funct.ion, deren kritische Zah] > 0 ist, hat 

ftir u > 1 einen positiven Wer~h. 

w 14. 

Die Fauctionen t anti ~. 

Ffi.r e > 0 i~  
ra (m--l) 

(1) 0 - ~ -  e(xj0[e) = L '  ( -  1) m x ~ . g(x; e, m). 

Sind daher a, b, e ganze Zahlen, welehe den Bedingungen 

(2) O<_ e < a <  b 

geniigen, so geh% wenn man e durch b - - a  und m dutch b - - m  
ersetzt, Gleichung (1) fiber in 

(b--m) (b--m--l) 

Z (_l )V-= x 2 . g ( x ; b - - a , b - - m ) ~ O ,  

und man erhs dutch Multiplication mit 

. g(x; b- -c ,  a - -c )  
und unter Beriicksichtigung der Identi~ten 

g(x; b--a, b--m) g(x; b--c, a--c) ~ g(x; m--c, a--c) g(x; b--c, b--m) 
g(x; m-- c, m--a)g(x; b--G b--m) 

die Relation 

(3) 

�9 g(x" m - - c ,  m - - a )  g(x i b - - c , b - - m )  ~ O. 

Es seien nun a und ~ zwei Classen~ deren Indices mit aa~ bk be- 
zeichnet werden mSgen. Die Summe 
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(4) F~ ~ ~.~! (--  1 ) ~ - ~ .  x 
)b~-l 

2 

m~ 

hat dann far jedes ]~, wenn ~ alle ganzen Zahlen durchl~uft, nur 
eine endliche Anzahl nicht verschwindender (]lieder. Man sieht ferner, 
dass F~, = I wird, wen:: h _< 0 oder gr~sser ist als alle Expone-ten 
yon ~ und ~. 

Da man sich bei der Summation auf diejenigen Wer~he yon m~ 
beschrs kann, welche den Bedingungen 

(5) ~ > ~ > { ~b~-~ 
genfigen, so verschwindet ~'~ fiir a~ ~ b~. ~ verschwindet aber auch, 
wenn a~_: ~- b~_~ und zugleich a~ ~ b~ is~. Denn alsdann geht, wenn 
man a~_~ ~ b~_~ ~ c, a~ ~ a, b~ ~ b setzt,'der Ausdi'uck (4) in (3) 
aber und die Bedingung (2) ist erf~llt. Ist dagegen a~,_: ~-.  b~,_:~ 

a~ ~ b~, so ergiebt sich F~ ~ - 1 .  Das Product 

(6) 

Aus (4) folgt 

h 

hat daher den Werth 1 oder 0, je nachclem die Classen ~ und ~ gleich 

oder verschieden sind. Aus der in w 7 f~r die Functionen ~ und 
gegebenen Definition folg~ fiir den Fall, class die Anzahl s der in 

~(7; ~1 , - - -~s ) ,  ~(~; g l - . - ~ . )  vorkommenden Classen g sich auf 1 

reducirt, ~(7; g ) ~  1 oder ~ -0 ,  ~(~; l z ) ~  1 oder ~ 0, je nachdem 
7 und ~z, bez. ~ und ~z gleich oder verschieden sind. Man kann daher 

das ffir H F~ erhaltene Resultat ausdracken durch die Gleichung 
h 

~ / F ~  ~- ~(~; ~). 
h 

4* 
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Man erh~lt ein Glied dieser Summe, indem man dem m~ ftir jedes 
einen bestimmten Werth nach Belieben beileg~. Man daft sich abet 
auf solche Werthenreihen ffir ma beschr~nken~ welche den Bedingungen 
(5) geniigen, andere Werthenreihen liefern verschwindende Glieder 
und dfirfen also nach Witlkfir hinzugenommen oder fortgelassen werden. 
Man erh~l~ daher die Summe (7) vollsf~ndig, wenn man alle diejenigen 
Werthenreihen m~ beriicksichtigt, welche den Bedingungen 

(8) b,~ >= ~,, >= a~, 
mh ~ ~h--i 

oder gar file diejenigen~ welche den Bedingungen 

(9) m~ > m~_~ > 0, lira m~ ~ 

gen~igen. Die letzteren besagen genau, dass die m~ die Indices einer 
Classe tt yore Grade n bilden, w~hrend durch (8) noch ausgedrackt 
wird, dass dicse Glasse die Ungleichung 

- > i t _ _ > , ~  
erffillt. Under der Voraussetzung, dass die m~ die Indices einer Classe/~ 
bflden, ist der zweite Factor unter dem Summenzeichen in (7) niches 
anderes als unsere Function v(a lit), w~hrend der erste eine wohl- 
defmirte Function yon ~ und tt 
werden mag 

.~'(~,~-~) 
(Io) ~(itlt~) = ( - -  1) 

darstellt, die mit F(tt[16) bezeichnet 

h 

+ (~-m~)b~_l 

�9 g(x; bh--b~-l, b~--m~,). 
Die Gleichung (6) geht hiernach fiber in 

(11) ~ ' v i - l i t )  z(itlP) ---- a (-; P), 
/x 

wo die Summe iiber alle Classen It 
gelegenen zu erstrecken ist. 

Aus (11) folgt 

' ,  /,t / . t  

oder nut die zwischen ~ und 

~(,~; It) v(itlt~), 

ferner 

03) 
g t < ~  

Die Samme rechts erstreckt sich fiber die Classen It, welche < ~ sind; 
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ist also fiir alle diese Classen ~(Vli6) bekannt, so lehrt (13), ~(a]fl) 
zu berechnen. Demnach ist dutch die Relation (11) die Function 

(a//~) vollkommen definirt. 
Ist a kein Vielfaches yon fl, so ist ~(a l~  ) ~---0; man ersieht dies 

aus (13), wenn man fiir /~ < a die Gleichung ~(~]fl) ~-- 0 als bewiesen 
annimmt. 

Sodann zeig~ (13), dass fiir r162 ~ ~ v(~lf l )"~-1 wird. In beiden 
Fiillen hat man: 

(14) ~ ( a l ~ )  v(~lfl) = ~(a ;  ~). 

Indem wit nun fiir den noch nieht betrachteten Fall a > .8 die Richtig- 
keit yon (14) beweisen wollen, kSnnen wir wieder fiir jede Classe 
v < a die Gleichung 

# 

als bewiesen ansehen. Aus dieser folg~ 

(15) ' ' 

* , < o :  /* 

8ub~ahirt; man (15) yon (12), so erhglt man rechts Null und links 

Damit is~ (14) allgemein bewiesen. 
Fiir die Function 

v(6) 
(16) 
folgen aus 

V Cu) 
und unier Beriieksich~igung yon (11), (14) 

(17) = 
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Die Ausrechnung von ~ mi~ Hiilfe der fiir v und ~p geltenden 
Formeln ergiebt nach (16)*) 

(:9) ' 

h 

�9 g (x ;  m~,-- m ~ ,  b~,_:-- m~.:) .  

§ (=-,,~) (b~_:--~,~_:) 

Nach w 9, I ,  II ist 

(~o) . ~ t ( , , t ~ ) ~ ( e ; , ~ , . . .  ~,)--- t ( , , l~,) .  ~0,1-,) . . .  tO, la,) 

Multiplicin man (20), (21) bez. mit i-(Tiv), ~(~ti 8) und summirt man 
dann fiber v bez. ~, so erhiilt man unter Anwendung yon (18), (11) links 

. ~ '  ~(vl,,)tO, I~,)~O,; , ~ , , . . . - . )  = ~ '  ~( r ;  y ) .  ~(~,; ,~,, . . .  ,,.) 

bez. 

~ ( ~  1~)~(~Is)~(~; ~ , . . . ~ , ) = - - ~ 8 ( ~ t 8 ) .  ~ ( ~  ~ , . . .  ~,) 

und somit die Gleichungen 

( ~ )  ~(r ;  ,*,, �9 . .  ,,.) ~- ~TtCTlv). tCvl,z,) �9 �9 t(vJa ) 
$, 

g 

w 15. 

Darstolhng yon ~ und ~ dutch eo.Fanctio~en. 

Die beiden ]e~zten Gleichungen fiihren unmittelbar zur Dars~el- 
lung yon ~(7; a ~ . . .  a,), ~(8; aj~ . . .  a,) durch ~-Functionen. Es 
seien mit a~ O, ca, d~ die Indices yon ai(i-~-l , . . .s) ,  7~ 8 bezeichnet. 

Wir wollen nur die Function ~ etwas eingehender behandeln. 
Man erhKlt, indem man die fiir die Funcfionen v~ ~ gefundenen Aus- 
drficke substituirt, die Gleichung 

*) VgL die Berechnung yon v (al ~)~ S. 41. 
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(I) ~(~ [~)v(~, l~). �9 �9 v(~,I~) 

- - - -  (- 1) ~-~. x ' ~( ~- ,)~-,+(~-,~ )~-I+...+(~,-~ )-~- .#..L ~ 
h 

g(x; mh @ a l 

we die mh die Indices yon ~ bedeuten. Um 8(8; al, ... a~) zu erhalten~ 
hat man die Summe aller solcher Producte zu bilden~ welche man ffir 
die verschiedenen Werthenreihen m~ erhRlt. Die m~ unterliegen dabei 
den f/ir die Indices einer 0Iasse n t~ Grades geltenden Beschr~inkungen. 
Da man aber sofort sieht, class f/it jede Reihe yon Zahlen m~, welche 
nicht Indices einer Classe n t~ Grades sind~ das Product auf der rechten 
Seite yon (1) verschwindet, so kann man die angegebene Beschr~inkung 
aufheben. Alsdann erh~ilt man: 

(2) #(~; ~,,... ~,)-----~(~I~). v(a,l~).., v(a,l~) 

111"~'L-r-r(~-~'(--1) "-''. (,--m,) (,--m~--1) .., ~'d --/m a(1)'a (I) -- --/ -(')" (') I-{, ~-- ~J h--l'r'l, ~-- 7# J 'h--l'i '""i-~.mh--ah Jah-:l 
X 

h m h 

�9 p(x; d,,-- d,,_~, d,. -- ~.,,). g(~; , . , , --  a(~,  a(2-- a(,,L) 

g ( x ; . -  a(~, as ') - a ( ~ J ] } .  
D 6 Q 

Setzt man zur Abkiirzung 

(3) (da-- a(1)) a(~l .~t_ . . . ~f_ (d~ ~ a(~S))a~)_~ --~ h 

(4) a ( ~  + ' ' "  + a(h~-i - dh-.-1 ~--- kh- i  

(5) d + -  &_~ = e~ 

(6) d a - - a ~ - ~ - q ( ~  ), a ( ~ ) - - a ( ~ L x ~ - r ~  ) (/~---1,. . .s),  

so wird die in (2) vorkommende Summe gleich 

und man erh~ilt 

Jede der hier auftretenden e-Functionen 

wird dargestellt dutch eine Summe, welche nur eine endliche Anzahl 
nicht verschwindender Glieder enthRlt~ well nach (5) e~ ~ 0 ist. Wenn 
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h ~ 0  oder grSsser ist als alle Exl0onenten der Classen ~,  a l ,  . . .  a , ,  

so ist f a ~  0 und ea~--1, weil alle Parameter yon eo~ ausser dem 
ersten gleich 0 werden. In dem Product I sind daher nut eine end- 
liche Anzahl yon Factoren yon 1 verschieden. 

Nach (5) und (6) ist 
(s) e ~ > o ,  r ~ > o ,  

Damit ~(~; a~, . . .  a~)nicht identisch verschwinde, ist nothwendig und 
hinreichend,-dass kein cob verschwindet. Wir wollen annehmen, es set 
dies der Fall, und sehen, welche Sehlfisse wit daraus ziehen kSnnen. 

Fiir h ~ 0 ist q~O __~. 0 ~ ~3. Ist jetzt h irgend eine ga:oze Zahl, 
ftir welche q(~L1 ~ r(~a~-) 1 ist, so hat man 

0 < q ~  - -  ~), = ri_, = d~-i a~-, < d , , -  a~n-z = ^(') 

Mso 

Wiixe nun ql ~ < ri 0, so wiirde aus r~ ) :> qk') => 0 sieh ea~ = 0 ergeben, 
Dies widersprichl~ der Voraussetzung, und daher ist fiir jedes h 

(9) "(') _ rl ') u J, :> (i ~ -  1 , . . .  s). 

Aus q(0 r~0 d~ a (~ _(o folgt, dass die Bedingung (9) 
mit jeder der beiden folgenden ~iquivalent is~: 

(lo) d~ > a(T (i = 1 , . . f  s) 

( n )  ai')> e~ ( i =  1 , , , ,  s). 

FLit h ___< 0 ist k~ ~ - 0 .  Ist h irgend eine ganze Z~hl, fiir welche 
k~-i _>0 ist, so ist zufolge (8), (9), (10), (11) eel, eine eingentliche 
ca-Fan&ion. Ihre kritische Zahl ist 

~_~ + ~i 1) + . . .  + rl ') - e~---- ~ 

und muss, damit eo~ nicht verschwindet, ~ 0 sein. Man hat also fiir 
jedes h 

(12) k, >= o. 

Umgekehrt ergiebt sich aus (8) bis (12), dass jedes eo~ eine eigent- 
liche e-Function mit nicht negativer kritiseher Zahl ist, und hieraus 
folgt (w 13, II) nicht nut, dass ~ nicht identisch verschwindet, sondern 
auch, dass $ fiir jedes ~ > 1 einen positiven Werth hat. Die Rela. 
tion (12) ist mit 

$ 

(13) a~ ~ . ~  ~, 



Zur Theorie tier Moduln. 57 

die Relation (10) mit (9) und (11) ~iquivalent, w~hrend (8) yon seIbst 
erfiillt ist. Die nothwendigen und hiareichenden Bedingungen fiir das 
Nichtverschwinden der Function 

~(~;  =,, . . .  ~,) 

werden also durch die Relationen (10) und (13) dargestellt; und yon 
diesen besagt die erste, dass d ein Divisor yon d '~-  (al ,  . . .  ~ ) ,  die 
zweite, dass d eta Vielfaches yon ~"--~ (In1, . . .  a~t) sein muss. 

Ftir die Function ~(7~ = i , . . .  ~)  erh~t man in derselben Weise~ 
wenn man bier 

f f  = 1 ,  . . .  s) 
setzt, 

II. ~(r; ~,, . . .  ~ , ) = / - / J ~ .  ~(xl k~+,l ~ lql  ~), ~i~);. . .  ql ~), ~i*)). 
h 

Damit ~ nicht verschwinde, miissen alle 

~ =  ~ (~ Ik~+~t ~ 1 q '~,, ~i'); . . .  ql ~), ~i ~)) 
eigentliche ea-Functionen mit nicht negativer kritischer Zahl werden, 
und es hat alsdann ~ fiir jedes x ~ 1 einen positiven Werth. Die 
no~hwendigen und hinreichenden Bedingungen hierfiir werden darge- 
stellt durch die Relationen 

c~ < a(2 

c~ > .  - ~ '  (~ - ai") , 

yon denen die erste besag~, dass 7 ein Vielfaehes yon 7"~--" [al ,  . . .  a,],  
die zweite, dass ~, eta Divisor yon ~,"~--- [ l a l , . . .  a~l] sein muss. 

Hiermit ist Satz V, w 7 vollstiindig bewiesen. 

C h a r l o t t e n b u r g ,  den 9. April 1898. 


