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35.
Ueber die Pfa ffsche Methode, eine gevvohnhche lineire

Differentialgleichung zwischen 272 Variabeln durch ein
System von 7 Gleichungen zu integriren.
(Von Herrn Prof. €. G. J. Jacobi zu Konigsberg in Preufsen.)

Erste Abhandlung
: 1.
Pfaff hat in einer Abhandlung, welche unter denen der Berliner Aca-
demie vom J. 1814—15 zu lesen ist, gezeigt, wie man jede Gleichung

. von der Form:

X 0w, 4 X, 02, F .0v. F X,, 02, = 0,
wo X,, X;, X;, . ..., X,, beliebige Functionen von #,, &,, %35 « » -
« + o5 %y sind, durch ein System von 2 Gleichungen integriren kann, von
welcher Aufgabe die Integration der partiellen Differentialgleichungen
erster Ordnung zwischen 7 Variabeln nur ein besonderer Fall ist. Zu
diesem Ende driickt er 22— 1 von den Variabeln ,, 5 ¢+ « +y %an
durch die iibrige =, und durch 27— 1 neue Grofsen By Uy v e ey Gan
aus, Wo @5 @y . . « .5 Gy, gewisse Functionen von =x,, T,y .+ + .« +y Tin
sind. Nach solcher Substitution verwandelt sich die Gleichung:
X, 0, -l—Xc?ac,-l—... + X..0x,,
immer in eine andere von der Form:
Ua‘mm + Axa e, '+' Azaaz + con + Azn—laaen-t = 0,

wo U, A4,y A3y . ..., A,_, Functionen vpri Ly @yy @gy o o« oy Con
sind. Die Functionen @,, @, . . + .y ., bestimmt nun Pfaff so, dals -
U=0, und x, in den Grofsen 4, 4,, . . . ., Ay_, nur in einem allen
gemeinschaftlichen Factor vorkommt. Dividirt man mit diesem, so hat -
man die gegebene Gleichung in eine andere &hnliche, aber nur zwi-
schen 27 — 1 Variabeln @,, @,5, « « . ., 04, verwandelt. Da dieses Ver-
fahren nur bei einer geraden Anzahl Variabeln mdaglich ist, so kann
man diese nicht minder auf eben die Weise in eine Gleichung zwischen
nur 27— 2 Variabeln verwandeln. Pfaff setzt daher eine dieser Va-
riabeln einer Constante gleich, und verwandelt dann wieder die Glei-
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chung zwischen den noch ibrigéen 27— 2 Variabeln, in eine andere
zwischen nur 22— 3 Variabeln, deren eine er wieder einer Constante
gleioh setzt, und so fortfahrt, bis er auf eine Gleichung zwischen nur
2 Variabeln kommt, deren Integration ‘die letate zte Gleichung mit der
nten willkiirlichen Constante giebt. Auf diese Weise hat er die gege-
bene Gleichung durch ein System von 2 Gleichungen mit » willkiir-
lichen Constanten integrirt.

Pfaflf zeigt dann weiter auf eine #hnliche Art, wie ‘es bei den
partiellen Differentialgleichungen zu geschehen pflegt, dafs man aus sol-
cher Losung mit #» willkiirlichen Constanten andere Liosungen mit will-
kiirlichen Functionen ableiten kann. Man denke sich nemlich die =z
Integralgleichungen auf die Form gebracht:

F,=¢C, F,=C, ...., F,.=0C,,
wo C,, C,y . ..., C,, die willkiirlichen Constanten sind, und F,,
F,, . ..., F, diese nicht mehr enthalten. Denkt man sich jetzt die

Grofsen Cy, C,, . ..., C, als Variabeln, so mufls sich, vermoge der
Gleichungen '

F =0, F,=0,...., F,=0C,
der Ausdruck _
X, 0x, 4+ X, 0x, 4 ....+ X,,0x,,
in einen anderen verwandeln lassen von der Form.
KoC, + K00, 4.... 4+ Knacn,
~ weil dieser Ausdruck verschwinden aufs, wenn C,, C,, .. .., C, Con-
- stanten gleich gesetzt werden. Es mufls also auf identische Weise sein:
X, 0x, + X,0x, +....+ X,,0x,, = K,0F,+K,0F,+4....4K,0F..
Dieser Ausdruck verschwindet nun aber nicht blofs, wenn F, F y o s
. . ., I, Constanten gleich gesetzt werden, sondern auch,.indem man m
der Gr@'[‘sen F, F,. cne F, als beliebige Functionen der iibrigen setzt;
zB. F,, F, ...., I, als Functionen von F,., F,.., ...., F;
‘wodurch
KOF,+KoF+...+K,0F, =1,6F, +1,0Fp,+....4+ 1, ,3F,
wird, und alsdann die Gleichungen ' ' "
- =090, II, =0, .... ,_,=0
hinzufiigt. Hat man
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Fx='¢}( m1) m-l-") . n)’
-F;=‘Pz( m+t1 m+zv'-" n):

Tm——"Pm(I‘m-{-uFm-i-z"' ")F)
gesetzt, so wird

I, = K, (88[;/};) +....4+ 4%, (BaFw:‘) + Krr-]-n
o= k() 4.+ K,n(aaF‘"”L) + Koo,

T s
Hn_m__I((g;f,’)—{- .+ K, (aw’")+Kn,

und die gegebene Gleichung
X o0x, + X, 02,4 .... + X, 0x,, = 0
wird auch integrirt durch das System der 7 Gleichungen
F - "~P1(Fm+n m+2,"": Fn))
F, = \Pz( M1y m+2) ) Fn))
m-—- '“Pm( m4-19 m+2, MR ] F)’
I =o0, II,=0, .... II,,=0.
Endlich erhalt man noch eine Losung, wenn man
Ki=o0, K,—0, ...., K, =0
setzt, was mit derjenigen, wo man F,, F,, ...., F, willkiirlichen Con-
stanten gleich setzt, gewissermafsen die beiden extremen Fille bildet,
welche der sogenannten singuliren und vollstindigen Losung bei den par-
tiellen Differentialgleichungen, die iibrigen aber den sogenannten allge-
meinen Ldsungen entsprechen. Alle diese Ldsungen haben einen be-
stirr;imten, unter sich verschiedenen Character, und man wird z. B. nie
die wrspriingliche Losung mit » willkiirlichen Constanten erhalten kon-
nen, indem man Functionen mit » Constanten fiir die willkiirlichen Func-
tionen annimmt. Pfaff hat nur diejenige Losung angegeben, wo man
eine der Functionen F,, F,, ...., F, als Function der iibrigen setzt.

: 2
Man sieht aus dem Vorhergehenden, dafls alles auf eine allgemeine
Methode, die Functionen @, @,, .. .., a,,., jedesmal zu bestimmen, an- -
kommt, welches wir jetzt nach Pfaffs Anleitung unternehmen wollen.
Crelle’s Journal. II, Bd. 4. Hft. 45
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Es sei also die ‘Gleichung:
0 =.X8x+Xl6xl+X;6xg+....+ X, 0x,

gegeben. Es seien a,, @,, ...., @, gewisse Functionen von x, %,
Zyy +ve.y %y, und man denke sich x,, %,5 ...., @, durch diese und durch
x ausgedriickt. Die unter dieser Voraussetzung nach x, ¢,, ¢, ...., @,
genommenen partiellen Differentiale werde ich ohne Klammern bezeich-
nen, so dafs also z. B.

0x __ (BX da, (8X> Bx, (BX) dxp

da;  \dx, '8a,+ O, ++ re

0 xp

Die gegebene Gleichung
0 = Xdx+ X 0,4+ X, 02, +....4+ X,0x,,
verwandelt sich demnach in folgende:

0=Udx+4,0¢,+ 4,00, +....+ 4,00,

wo
_ ax, dx, dx
v=x+xinpxiny 4 xin
Al — ax; 8m2+ + Y 3a‘p
P Qda,’
ax, Ox, 8x,,
Aﬂ - 1 + 2 aa + "+ Yl aa

— amx amz a.’r
4 = ngj;;"‘ *dap + - +X”E)ap

Man setze nun zuerst:
U=Xx —> 0Tp
=X+ x5+ x5F 4 x52 =0

Damit ferner « in 4, Az, ...y A, nur in einem allen gemeinschattli-
chen Factor M vorkomme, mufls man haben: :

1 04, 1 04, 1 04, 1 o0U

4 e T A e == ax_U.—a—x,odef
dlog 4, dlog A, _ __Odlogd, __ dlogU
0x  Gda """ dx T dx

Es sei nun :

0, ox, 0
4 = X,= +X2—7+....-|—Xp»aiiﬂ,

aus welchem Ausdruck man die verschiedenen Werthe von 4,, 4,, ...

» A4, erhilt, wenn man fir ¢ nach einander @,, @, ...., a, setzt,
so hat man:
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o4 __ 0X; 81‘, 0X, ax, aX,, d.vc;!7
dx  Oda + 0x LaEREte ol

Oa
X 8 x, 0* 0* a0, X 0% x,
+ 1citzc'3.'Jc-_l_ 2Gada + e +

Pdadx (9.1:
Aus der Gleichung
0= X4 X,

LIS A AP A

P ox ?
folgt aber, wenn man sie nach e differentiirt,

0%, 0*ax, 0% xp —
X‘8a3x+ 28a8x+ +Xpaa3x
0X, ax, 0X, 830,,
R R 8 SR
‘Nun hat man:

00X, am, X, 8:1:2 0X, [Daxp
dx ' + dw ' Tt 8:1: ‘ Jda

I

o {(%ii’)+(%§) 8“’+ A+(G2)-54
+ 2+ 6D =+ +( 2)-52)
+ &2 () + (5) .2 ) 54,

Ferner

Ba:, 8X2 ax, 0 X,
_é—;_l- da + Oda +-- ot £

7GR + (5 "’”‘+(ax) 8a”‘+ +(52)-

+ S {(ﬁi)+(%’i;)»%§'+(%§:) 2t (5.

Q.JQ,J
Q

() 2 0D 4 4 (6.

Die Differenz beider Ausdriicke giebt 5;%‘.‘ Man setze der Kiirze

wegen (gf;)— (giﬂ ) = (2, 3), wo also (@, B} (3, @) = 0, und zB.
0 = (5z)—(52):

45*

351
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s0 erhalt mAn %ﬁ =
x

Grla,0+ +  + 985 4 3>a""*+' (1, p) 22}
+i2leot+eviEs « +eyiZtteniy
+52{s0+6 1)"’”‘“+<3 °>a””’+ T PENCNOEE S

. . . . . . .

Bm,

3% {(P:0)+Q’:D + (7 am’ T Cerean 4+ = }

Setzt man fiir @ nach emander @, @y -+« .y @, 50 erhilt man

dx? da? """ Jx’

Nun soll, welche der Grofsen a,, 2,, . . . ., @, man fiir @ setze, immer
od __ A4 0U dlog U

aus dieser Formel die verschiedenen Ausdriicke fiir

sein 5o = Fr.m— = N4, wenn man der Kiirze halber — =N
setzt, oder

04 = 07 yx 4 8% vx, ... + 97 vx,
welches der Fall sein wird, sobald die Coéfficienten von é)—ofi, 0%y

da? Jda’
. %%—’3, 1n beiden fir g—g— gefundenen Ausdriicken respective gleich

sind. Man erhilt hieraus die Gleichungen:

N =00+ +  +0LYLZ4o 00l
8x,+ % +,...+(2;P)%‘2’)

JVX—<p,0>+<p,1>3””'+<p,2>"’“’*+ e

Multiplicirt man diese Gleichungen respective mit %—j, %%‘-, Ce e %ﬁ’f

NX, = (2,0) + (2, 1)

. .

und addirt, so erhidlt man
a wr a V2 a
N{XS2 X5+ X, 5

6 cx 8 v,
= 1,05+ 2,052+ ...+ (n0 52,
indem alle iibrigen Gheder sich aufheben, oder da
0=X+X,%?+Xsax2+ +X3xp
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die Gleichung:
2 Ié]
NX = 0,15+ 02 a”” +oooi £ 0, p) F2.
Man erhilt auf diese Wexse p -+ 1 linedre Glexchungen zwischen den

p -+ 1 unbekannten Grolsen ZV, %3;1, %‘%, C e %22

Bx‘

Es hat sich also alles auf blofse Relationen zwischen den nach x ge-

. . 0 Ox .
nommenen Differentialen —gg—%’, ﬁi s e v e uy —g—% reducirt. Nun erhellet,

. . dx; Odux, d
dafs wenn man aus den aufgestellten Gleichungen fiir —8—%’ —a—%, ceens 9{%’

resp. die Werthe , 7;,2, Ve fl;-’ findet, die gesuchten Functionen «,,
A dxe]emgen Functionen sind, welche bei Integration der
Gleichungen:

O0x:0mx,:02,:.0..:0x, = V: ¥V, : V.. ... V.
den p willkiirlichen Constanten gleich gesetzt werden. Denn indem
man nur die partiellen Differentiale nach x sucht, setzt man eben a,,
@, . ..., @, constant. In diesem Falle aber erhilt man: '

Bx 0x,:08,: 00,102, = ViV, Vet V.

oder
dx: __ V, Jdx, V7, dx, _ Vp

Qx ¥V’ 0x V' Gx P
wie verlangt wurde. Findet man also aus den gefundenen p -4 1 Glei-
chungen die Werthe von 7, Viy Pay o« oo uy ¥, so giebt die Integration
der Gleichungen:
0x:0®,: 00,0 @, = ViV WVt i V),
die gesuchten Functionen a,, a,, . ..., @,.

. . 0 Jdux, dxp
Die Gleichungen, aus denen man —3%, 81 »» - Zu suchen

hat, sind dem Obigen zufolge, wenn man mit 0 multiplicirt:

NXdx = # = (0,1)0x,4(0,20x,4....+ (0,p)dx,,
NX 0x = (1,000x+ x +(1,90x.+.... 4+ (1,p)dx,,
A (NX,0x = (2,0)0x + 2, 1) 0w, = +.00i @2 p)0x,,

. . . L] . <

NX,0x = (p,0)0x + (p, )0, + (7, D0, F ...+
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Findet man aus diesen Gleichungen:
~ _NVax’al_NVlax ceeny ax _NVpa.’L‘

ox = /\ - A0 p — A0 so wird
0x:0x,:0%,:.... 20x, = V.V, V... v,
Ferner erhalt man [V = -—ﬁ—

Die Gleichungen (A) haben sehr merkwiirdige Eigenschaften. Das
Characteristische derselben ist, dals die Verticalreihen der Coefficienten
gerade das Negative der Horizontalreihen sind; daher auch diejenigen
Glieder, in welchen die mte Horizontalreihe und die mte Verticalreihe
zusammentreffen, verschwinden, wie es durch die in der Diagonale sich
befindenden Sternchen anschaulich wird. Aus dieser Eigenschaft folgt
zuniichst, dafs p+1, oder die Anzabl der Variabeln =, x,, x,, ...., x,,
eine gerade Zahl sein mufs. Es ist nemlich bekannt, dafs man bei je-
dem System von 7z Gleichungen zwischen n unbekannten Grofsen, darauf
zu sehen hat, ob nicht der den Werthen der Unbekannten gemeinsame
Nenner, welchen Gauls in den Disguis, Arithm. mit dem Namen De-
terminante bezeichnet, verschwinden konne; welches ein Zeichen ist,
dafs das System der 2 Gleichungen nicht bestehen kann, wofern nicht
etwa eine Bedingungsgleichung zwischen den Constanten Statt findet, ver-
moge welcher die nte Gleichung eine Folge der iibrigen 2—1 Gleichun-
gen ist. Nun bleibt nach dem bekannten Algorithmus, nach welchem
die Determinante gebildet wird, diese unverdndert, wenn man die Ho-
rizontalreithen und Verticalreihen der Coefficienten mit einander ver-
tauscht. Fiir unsern besondern Fall nun wird, wenn wir die Determi-
nante mit A bezeichnen, hieraus folgen: A = (—1)"*'A, da jedes Glied
der Determinante ein Product aus p-1 Coefficienten ist, von denen je-
der durch Vertaurchung der Horizontal- und Verticalreihen sich in sein
Negatives verwandelt. Diese Gleichung A == (—1)"*' A aber kann nur

bestehen, wenn p-1 eine gerade Zalil ist, wofern nicht A =0 sein soll.
) Ich will jetzt einige specielle Fille entwickeln.
Fiir p 4 1 = 4, erhidlt man:
V * 4+ @)X, + G, DX, + (1,2X,,
GDX + *  + O)X, + 20X,
Vo= (1,3)X + (3’0>X1 + b + (0, DX,
Fi= @)X + (O, DX, + 1,0X, + *
A=ODG+ 0,3 + 0,2 1L3).
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(S3%

Fir p+1=6, erhdlt man, wenn man, der Kiirze wegen, mit (1,2,3,4)
den Ausdruck
(L, GH + (1L,3HEGY + (1,4 (23)
bezeichnet, und nach diesem Typus die dhnlichen Ausdriicke bildet:
Vo= ox 4(23,45)X,4 (3,45 0)X,4 (4,5,1,2)X,4-(5,1,2,3)X,4 (1,2,3,4)X,,
Vo =(3245X+ %  +(4350)X,45,40,2)X,+ (0,5 2,3)X,4(2,0.3,4)X,,
V= (13,45X+(3450X,+ x  4(450,10)X,4(501,3)X,4+(0,1,34)X,,
V, =@ 1,45)X +(4,2,5,0)X,45,40,0)X,4 *  4(0,51,2)X,4(1,0,24)X,,”
V,=(1,2,3;5)X+4(2,3,5,0) X+ (3,5,0,1) X, (5,0,1,2) X ,-}- % ~+(0,1,2,3) X,
V, = (21,34 X+ (3,2,4,0)X,+ (4,3,0,)X,4 (0,4,1,2) X, (1,0,2,3) X+
Um die allgemeine Bildungsweise dieser Ausdriicke auseinander

zu setzen, werde ich sagen, dafs man einen Typus einen Cyclus durch-
laufen lasse, indem man fiir die Zahlenelemente 0, 1, 2, . ..., p, aus
denen er gebildet ist, nach einander resp. setat:

0,1,2 3, ....,p—1,p,

1,2, 3,4, ....,p 0

2 3,45 ....,0, 1,

p—1Lp 0,1, . ..., p—3, p—2,
PO, 1,2 ..., p—2 p—1.

Man erhilt so, wie man an dem letzten Beispiele sehen kann, den
Ausdruck, welcher 7, gleich ist, aus einem seiner Glieder, indem man
es den Cyclus durchlaufen lifst, nachdem man aus der Zahlenreihe 0,
1, 2, .. .., p die Zahl m fortgelassen hat, wobei zu bemerken ist, dafls
man das Gleiche auch mit dem Index von X zu thun hat. So erhalt
man aus dem Gliede (3,2,4, 5)X, in dem fiir 7, gefundenen Ausdruck
die iibrigen, indem man fir 0,2, 3,4, 5 nacheinander setzt 2,3,4,5,0;
3,4,5,0,2; 4,5,0,2,3;5 5,0,2,3,4. Ferner erhilt man aus dem ganzen
fir 7, gefundenen Ausdruck immer den folgenden fiir 7,,,, wenn man
fir0, 1,2 3,...., p resp. setzt, 1, 2, 3, ... .,.p, 0, und in dem mit
einer Klammer bezeichneten Typus die beiden ersten Elemente versetzt.
So erhilt man aus dem Gliede (1,0, 2,4) X in 7;, indem man fiir 0,1,
2,3,4,5, resp. 1,2, 3,4, 5, 0 setzt, das Glied (2,1,3,5)X, und indem man
die beiden ersten Elemente in (2, 1, 3, 5) versetzt, das Glied (1,2,3,5)X,
welches das erste Glied in dem fiir 7, gefundenen Ausdruck ist. —

Es bleibt noch iibrig, die Bildung eines solchen Typus, wie (1, 2,
3,4) anzugeben. Setzt man fiir p 4 1 Elemente den Coefficienten von
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X, in ¥ gleich (2, 3,4, 5, ... ., p—1, p), so wird (2, 3, ...., p) aus
1X3X3X....Xp—2Gliedern bestehen. Das erste von diesen wird:
2,3).4,5).6,7) ....(p—1, p).

Aus diesem bilde man p—2, indem man die letzten p—2 Elemente
3, 4, ...., p einen Cyclus durchlaufen lifst. Aus jedem dieser p —2
Glieder bilde man p—4, indem man die letzten p—4 Elemente 5, 6, ...
., p einen Cyclus durchlaufen ldfst, u. s. w., bis zuletzt die drei letz-
ten Elemente p— 2, p— 1, p den Cyclus zu durchlaufen haben. Auf
diese Weise erhdlt man z. B. .
R 3 45,6, 7) =
2,3)-(45).6,7) + (2 8)-46).7, 5)
+ @9-6,6).7,3) + 29.6,7.3,6)
+ 256,74 + 25.6,3).4,7) (6,4).(7,3)
+ 26).0,3).¢45) + 26).0,5.05,3) + (2,6).(7,5).(3, 4)
+ Q1B 4.5,6) + @7).3,5).6,4) + (2,7.(3,6).(4 5).
Ist p + 1 eine ungerade Zahl, so haben wir gesehen, dafs immer
eine Bedingungsgleichung Statt finden mufs, wenn die Gleichungen (A)
moghch sein sollen, oder wenn man die Gleichung
0 = Xdor+ X 0w+ X,00,4....4+X,0x,
auf eine #hnliche Gleichung zwischen nur p Vamabeln soll zuriickfithren
konnen. Fiir p 4 1 = 3 wird diese Bedingungsgleichung
X(1, ) + X2, 0) 4 X,(0,1) = o0;
welches die bekannte Conditio integrabilitatis ist.
Fir p41 = 5 wird sie
X(1,2,34) +X,(2,3,4,0) -+ X, (3,4,0, 1) + X,(4,0,1,2) + X,(0,1,2,3) = 0,
Allgemein, wenn p--1 eine ungerade Zahl ist, wird sie
SX(, 2 3 .0ue, p) = 0,
wo man aus X(1, 2, 3, ...., p) die simmtlichen Glieder des mit = be-
zeichneten Aggregais bildet, indem man 0, 1, 2, .. .., p einen Cyclus
durchlaufen laflst. Dies ist also die Bedingungsgleichung, dafs die Glei-

chung

+ ,3).(4,7).(5,6)
+ (2,4).(5,3).6,7)
+ (2,9)

6)

0 = Xdx+ X, 0x, + X, 00,4.... 4 X 0x,,
wo p eine gerade Zah! ist, durch ein System von —g— Gleichungen inte-
grirt werden konue.

Die Aufstellung und Behandlung der Gleichungen (A) in der ele-

ganten und vollkommen symmetrischen Form, wie sie hier gegeben sind,
ist
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ist das Eigenthiimliche und der eigentliche Zweck dieser Abhand-
lung; doch mulfste, des Zusammenhanges wegen, auch das Uebrige der
Pfaffschen Methode kiirzlich dargestellt werden. Es haben diese Glei-
chungen grofse Aehnlichkeit mit derjenigen bekannten Art, wo die Ho-
rizontalreihen und Verticalreihen der Coefficienten dieselben sind, wel-
chen man in sehr vielen analytischen Untersuchungen, unter andern auch
bei der Methode der kleinsten Quadrate, begegnet. In den fir 7, 7, etc.
gefundenen Ausdriicken sind die Horizontalreihen und Verticalreihen der
Coefficienten von X, X, etc. wieder das Negative von einander, so wie
in den Resultaten, welche dort die Auflosung giebt, beide Reihen wieder
dieselben sind. Wendet man den von Gaufs in der Abhandlung iiber
die elliptischen Elemente der Pallas gegebenen Algorithmus auf unser
System an, so sieht man, wie mit grofser Leichtigkeit immer zwei Gro-
(sen auf einmal eliminirt werden konnen, und wie die neuen Gleichun-
gen, deren Anzahl um zwei kleiner ist, wieder dieselbe Form erhalten.
Dieses macht, dafs man ein solches System Gleichungen mit grofser Ra-
piditdt auflésen kann.

Ziusatz. Nach Beendigung dieser Abhandlung bemerkte ich, dafs
die Gleichungen, auf welche Lagrange und Poisson in ihren beriihm-
ten Arbeiten iiber die Variation der Constanten in den Problemen der
Mechanik gekommen sind, eben solches System bilden, wie wir hier né-
her erortert haben. Man sehe das 15te Heft des polytechnischen Journals
S.288.89. Da die Pfaffsche Methode ebenfalls auf Variation der Con-
stanten beruht, so scheint dieses System von Gleichungen vorzugsweise
bei der Methode der Variation der Constanten vorzukommen.

Den 14ten August 1827.
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