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S a r  la  d d m o n s t r a t i o n  de  M. ttilbert~ du  t h d o r b m e  de  W a r i n g .  

P a r  

E. STmDSB~R~ ~ Stockholm. 

M. Ffilber~ a bieu voulu m'invilser ~ rddiger pour les ~a~h. Ann. la 
traduelsion de deux notes que j 'ai publi4es ell sugdois duns l 'k rk iv  f'Sr 
Matemalsik*) concernant la preuve cdl~bre donnde par lui du thgor~me 
de Waring. Je suis lsr~s ttatt6 de ce~ appel de l'dminent ggombtr% et je 
m'empresse de donner iei - -  avee quelques ldg~res modifications - -  an 
rdsum6 de rues deux articles prdc, ilsgs. 

Par  regard aux mgthodes in~rodui~es, ~ ee propos, par M. ttilbert,  
M. Poineard a fail5 la remaxque imporfan~e qui suit: 

<~Nous ne devons pus douter que ces eonsiddrations . . . .  ne puissen~ 
un jour,  quand on en aura bien eompris le sens, 6lsre appliqu6es ~ des 
probl~mes bienzplus gtendus que celui de Waring~> .**) 

Duns ees eirconstanees une simplifiea$ion ~elle que la prdsente pourra 
6~re d'une eer~aine utilitg pour des reeherehes fu*~u~es. 

D'aprbs la proposition de Waring, don~ on doi~ '~ M. Hilberl5 ]a 
premiere dgmonsbalsion gdn4rale***), tout hombre entier ~ositif 2e~tt 4tre 
ddcomlaosd en une somme de N puissances n ~* de hombres entiers ~ O, le 
hombre 2V ne d@endant que de l'exposant n, 

La preuve du th6or~me peut 6tre dans une certaine mesure simplifi6e 
par l 'observation suivanlse de M. Hurwi~z. 

dr 

Soil5 ~ O ~  2)~ ~ une somme de ~,r puissances #~ de hombres cutlers 
1 

a r b R r a i r e s / ~ i ~ 0  mul~ipl/gs par des hombres rationnels positif~ Pi, -hr et ~z 

*) 0fret Hilber~s bevis F6r Warings sats. Not 1 och 2. 2rkiv fOr Ma~., AsSt. 
Fys. 6. N-is 32. 39. Stockholm 1910, 191i. 

**) Prix Bolyai, Rapport par Henri Poincar4. Acta ~ f h .  35 (1911). 
***) Hilbert, Beweis fffr die D~steRbarkei~ der gamzen Z~hlen dttreh eine fesfe 

AnzahI n u~ Potenzen. (Wa~ingsches P~eblcm.). Ma$h. Ann. 67 (1909), S. 281. 
Ma~hetnat~che ~ a l ~ n .  L.X.XIL i 0  
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ne d6pendaut que de /~. Pour abrdger, je ddsignerai toujours, dans co 

1 

Donc, la remarque de M. Hurwif~*) peut ~tre ~nonc~e ainsi: 
Th~or~me 1. Soit B u ~  ~ i ~ "  r&l~ q u e l c o ~ ,  et s~lrposons, qu~ 

tout no,~bre entier positif H~_ B puisse s'dcrire sous la forme H ~ , ( . a ) ,  
ahrfs lv tMarr~me de Waring sera vrai pour n-~ #. 

En effet, soit ~ le plus petit eommun muRiple des d~nominateura 
2~ 

des nombres q~, on aura ~ H - ~ a ~ P ~ " ,  off tous les (~ seront des 
entiers posi~ifs. 1 

Si done X est un entier quelconque ~ ~B, soit X ~  ~ H +  @ 
N 

( H ~ J ~ ,  0 ~ 8 ~ o ) ,  nous aurons X ~ t ~ 2 +  O, et, par consdqnent, 
1 

tou~ nombre entier X suffisamment grand peut 8tre ddeomposd en une somme 

d'au plus I 2  ~ + a - -  1] puissances /t'~ de hombre entiers positifs. 
C. Q. F. D. 

M. Hurwitz a en outre dnoncA*) la proposi~on suivan~e tr~s remarquable~ 
mais dent il n'a pus rdussi ~ prouver la vdritd: 

Thdor~me 2. En ddsignant par x ~ , . . . ,  x~ un hombre arbitraire de 
variables imte'~endan~, on ~oourra~ ~ tout ~mbre entier positif m~ trouver 
une identite" de la for,me 

M 

(1) (xlS+ --" + X,S) ~ = ~ q z ( a t . z X ~  + " .  + a~x~)  ~''~, 
1 

M ddsigna~ un en~ier ~ositif, O~ des hombres rationnels positifs et a,~ des 
hombres rationnels ~ O, qui son~ tous indd2e~dants de xt, .. ., x~. Pour ~rdciser, 
on ~eut en outre~ en sul~arimant clans la laarenth&~e le commun multiple des 
dgnominateurs des a,. ~, sutrposer que tous lea a,. ~ soient des nonbres erdiers. 

M. Hilber~ a l e  premier donnd la preuve for~ ingdnieuse de eerie sup- 
position de M. Hurwitz.**) De la modification t r ~  ~ldgante do cede 
preuve donade plus tard par M. Hausdorff***), il rd.sulte qu'elle peut 6tre 
ramenge ~ une dtude arithm~tique dldmentaire des coefficients de binSme. 

En dtudiant ces coefficients, on peut dana bien des cas se servir 

avee profit d'un symbole qui a did pour la premiere fois introduit par 

*) Hurwi~z, ~ber die Darstellung gaazer Zahlen ale Summen yon ~r ~ Potenzen 
ganzex ZaMen. Math. Ann. 65 (1908), 8. 424. 

**) Hilber~, loc. cir. 
***) Ha~sdorg, Zur Hilbertschen LSaung des Waring~hen Problems. Math. 
6~ (x9o9), s .  ~o~. 
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M. Gordan ~) et qui se pr6te bien ~ des ggngralisations. A c e  sujet je 
renvoie ~ la note prgcitge de M. Gordan ou ~ un article que j'ai publi~ 
dens les Aeta Mathematica 33, off le symbole de hi. Gordan a dt~ ggndralisd 
dens dlverses directions. Dens la recherche pr6sente je feral usage de la 
modification suivtmte du symbole: 

J'introduis un caraet~re h qui aura Ia signification symboIique suivan~: 

h ~  ddsignera [ ~  pour tons les entiers pairs 2g ~ O, et h ~'+~ d~signera 

zdro pour tbus les entiers impairs 2/~ + 1 ~ 1. ]r signitlera toujours 
1r et non pas le produit de ~d' et h ~. (x+h)  ~ sera d~fini par la formule 
du bin~me e~, par eonsdquen~, f(x) ddsignant un polyn6me quelconque, 
soi~ de degrd m, f ( x + h )  sera ddfmi par le ddveloppement ~aylorien, savoir 

(x + h) ~ x~ h~-~-  f ( x  + It) = ~, - -  f~ (x). 

Pour exprimer le produit de 1r et h'~ il y a lieu d'introduire deux 
caracf~res h 1 et h~ qui auront tous deux la signification symbolique 
dgvelopp~e ei-dessns pour h, de fapon que hl~ =h2z ~ / ~ ,  hl~-hl"=]h~+; 
et ainsi de suite, t~ndis que ]hz-h," dgsignera naturellement le produit 
de hi," at h~ ~. 

En se servant de ces symboles e~ des proprid~gs gl~mentaires bien 
connues de la fonction euldrienne F(x), on pent sons une forme siniple 
~noncer e~ prouver quelques propridtgs ari~hmdtiques tr~s intdressan~es des 
coefficients de bin6me parml lesquelles je no feral usage iei que de la pro- 
position suivante dtablie par M. Hansdorff dans son gtude sur la preuve 
de M. ttilber~ du th~or~me de Waring: 

Lemme.  YEn dgsignant par f(x) un 1oolyngme rationnel quelconque, 
qui ~e devient jamais ndgatif ~ u r  des valeurs rdelles de l'argument~ on aura 
toujours f ( x  + h) > 0 pour x rgel**). 

*) Gordan, Transcendenz yon e mad x. Math. Ann. ~3 (1893). 
**) II n'est pas sans in~r~t de rappeler, ~ ce propos, ClUe Hermite et M. Hnrwitz 

oat g~abli un th~or~me tout ~ fai~ analogue ~ cetui de M. Hausdorg mais o~ h est 
le symbole original de M. Gordan, ~ s~voir h r ~ r .  La preuve d~coule d/rectement 
de la formule bien connue 

f( .  +,> + . )  d. .  
o 

(Voir Htu~itz. ~ber die lqull~etlen der Besselschen Fnnktion. Math. Ann. ~8 (1889 h 
S. 259 . ) -  Pour plus de dgtails je renveie ~ rues deux n o ~  pr~cit~s (Arkiv f6r mat~). 

10" 
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En effe~, on aura, crapr~s les 616men~s de la ~hgorie de la fonc~ion I" (x), 

~/~- ,~1 ~ 0 ~ - -  

e~, par sui~e~ on aura 

(;_)/ 

F 

Si done f(a)~>0 pour - - ~ a ~ + ~ ,  on aura gvidemmen~ f(x§ 
C. Q. F. D. 

Maintenaut, en profitan~ dos idges de M. Hilber~, on pe-t ais~ment 
d6mon~er le ~hgor~me 2. On aura, en effet, 

'(h:~+-..+h:2==~ .~' ~'~.-. e"~'~" 
/~1+ " " +  /Lr=m 

=V" ~" 12~ ( ~ :  + . . . + x 2 )  =, 

F 1  "{" "" " + P r  = m  

( h : l  + . . . §  ~'+1 = O, 

ou, en d'aut'res termes, 

(~) (h:~+.. .+h,x,)== h % x : + . . . + ~ : B  (~=o,~,~,...). 

Soient ma~ntenant i l l , '"  ", tim des quantit~s r6elles queleonques~ routes 
in6gales> et dont le discriminant sera~ par suit% ~ 0, et cl~signons par 
Qt, '" ", Q~ m quantit~s r6elles bien d6tinies ]par les 6gali~s 

(3) ~ :  = h, (~ =o, 1,.. . ,m- 1). 
1 

D'apr~s les equations (2) e~ (3) nous aurons 

/u m 

~,(~: +-.- + ~:B= (h:~ +... +;,: ,),  =~x~ ~:~--- ~,(~.1 =~ +...+:,.,x,)~, 

(~ =o, 1,...,~-1). 
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Done, il res~e seulemen~ ~ prouver qu'on peu~ ~oujours donner 
ill , '" ", fl~ des valeurs rafionnelles auxquelles corresponden~ des valeurs 
~galemen~ rafionnelles e~ ~ositives de ~1,"  ", 9m- 

A cet effet, in~roduisons dans ( 2 ) r  ~-2,  x 1 ~-x  + 1, x~ ~ i, nous 
au~O'nS 

(h~x + hi + ~ i )  ~§  = o. 

En iden~ifiant les coefficients de x ~, nous aurons 

(4') h,~'(h~ + h,r O pour l~ < v,  
et, par sui~e~ nous aurons, en dgsignan~ par r un polyn6me quel- 
conque de degrd ~ m -  1, 

(4) ~ - # 0  �9 (h~ +h~)-, = o. 
Pour la fonetion tt,~(x)~ (x+h~ i) m nous aurons la formule de 

r~eurrence qlfi sui~ 

(5) (x + ~ 3 ~  = x ( x + h ~ )  " - ~ -  2(m-- a) (x +h~O ~-~. 
Dbs lors, les fonctions de SOarm correspondan~ ~ t /~(x)  seron~ 

~/~ ./t~,_1 . . . ,  j~r  .H o = 1, et~ H~(x) aura done boujours m z~ros r~els 
diff6rents (pour m = 1, 2, 3,-- -). 

Subs~ituons done d'abord pour f l~ , . . . ,  fl~ les raeines de H ~ ( x ) ~  O. 
Soil, de plus, f,~(x) un polyn6me quelconque de degr6 n ~ 2 m -  1, 

et ddsignons, si n > m, par f,,,_t(x) le r6sidu do fro(x) (too& H~(x)), de 
sor~e que 

(6) f.(x) = ~.,_~(x). H~(x) + f,,,_,(x), 

.ous ~uro.,s, a . ~ s  ~r 6g~i~s (4) e~ (6), 

(7) { f,,(h,) ~ f.,_t(lh), e~ 
f,~(fl,) = f~_ t (~ )  Z = 1, 2,. . . ,  m. 

En ve~u des dgalif~s (3), nous aurons 

~ f~ _, (~)  -- f~_~ (~) .  

Done, on aura, d'apr~s les gquations (7), 

(7') ~ ~ f .(~3 ~ s  
1 

lntxodaisons da~s l'ident~t~ (7~ ee~t~ valeur parti~fli~re de f.(x):  

f,,(x) _--_ ['Y'*,(x) ~ ~, 
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l i o n s  a l l r o n s  

�9 $ 
f,,(#~) = 0 pour ~ + ~ e~ f .(~,)  = (/ /~(~)) > 0, 

d'ofi suit, d'apres (7"), 
o .  (H , i  = f ,  (h , )  = 1, 

Suivant le thdor~me de M. Hausdorff, nous aurons f.(hl)> O, d'ofi 
l'on tire finalement 0~ > 0, pour ~-~ 1, 2 , . - - ,  m. 

Si, d'autre pax~, i l l , '"  ", fl,~ sent des hombres rationnels suffisamment 
raFprochds des raeines de t~r~(x)= 0, les 01,'" ", O~ eorrespondan~s seront 
gvidemment toujours positifs, et, d'aprbs les ggali~gs (3), ils seront en 
out-re rationnels. ~' 

C. Q. F. D. 
De ee ch~or~me, M. Hurwitz a encore tird mae conclusion bien 

iatdressante, qui, avec une 14g~re modification, faite pax M. Hilbert) peut 
~h-e exprimge ainsi: 

Thdor~me  3. En  ddsignant par m , x  et 0 des entiers quelcongues 
O, on aura tqujours 

M 

1 

M ddsignant un entier positif, Q~ des hombres rationnels laositifs, a aet  fl, 
des entiers ~ O, et M,  ~ ,  % ne ~ d a ~ t  que de m. 

En effet, tou~ hombre entier 0~> 0 peu~ ~ta-e ~compos4 en une 
somme de quatre carr4s, soit 

0 = ~1' + x / +  x / +  x~ ~, x~, x~, xs, x~ > O. 

" Done, nous aurons~ d'apr~s le Chdor~me 2, 
M 

(x' q- O)'~=(x ' + x, ' +. . .  q-x,') =--- ~ ' ~  ~a(aax + a,~x, +% zx~ q-aa zx~ +a,  zx~) TM. 
. I  

, C.Q.F.D.  
Coro l l a i r e  de M. Hurwi tz .  Si le thdor&ne de Waring est valable 

sour n-~  m, il le sera aussi pour n = 2m. 
A l'aide de ces th~or~mes prdliminaires~ on peut sans peine dgmontrer 

la proposi~on de Waxing. 
)Ions aurons d'abord le lemme suivant: 
L e m m e .  I~tp.~ mr entier ~ s # i f  ~ ~ m; ea d ' ~  ~ z  x 

~ entier ~ositif ~ et 1?at T u~ entier quelvonque ~_ X~ on l ~ t  
~ s  trouver une dgalitd de la forme 

l a - - t  

o6 les B, . ,  ddsignent certa~ e~tiers ~sit i fs  qui ne ddpor~at ~ue de, m e t  ~. 



TMorbrae de Waring. 151 

En effet, inkroduisons dans (1') m + p au lieu de m e t  diff~rentions 
2p lois par rapport ~ x, nous aurons 

~ i ~ ( ~ + ~  ) 
o 

off A,.~ dgsignent des entiers positffs qui ne ddpendent clue de m et p. 
Or, raisons xS-.k 0 = A~.~T et introduisons 

(v = O, 

n o u s  a u r o u s  
p 

o 

O. Q:F. D. 
Soit mainteuant m > 2 7 et s~tplaOSOnS que le thdor~me de Warir~g soit 

~alable .pour n < m. 1)one, suivant le corrollaire de ~ .  Hurwitz, ce thdor~ne 
est aussi rulable pour toutes les valeurs enti~res paires n < 2m. 

Done, en ddsignant par K~_~ an entier posilif*) quelconque < T, 
on peut toujours fxouver r nombres entiers xl.~, x~.~, - . . ,  x~.~ __> 0, qui 
remplissent la condition 

$- 

(8) ~.~fi~ x~ ",., = K~ _,  ( p =  l , 2 , . . . , m - -  I), 
1 

r dfau~ un hombre qui ne ddpend que de m. 
Introduisons dans l'dquation (1') x = x~.~, x~.r , . .  "7 x~.p respeelive- 

ment, et ajoutons les ggalitds, il vient 

(9 ~) 
p - - I  5 Sv 

0 "t 

Soit B te plus grand des hombres 1~,.~ (v = 1, 2, ...,p; p ~  1, 2; . . ,m--1),  
r 

nous aurons B - ~ x S . "  < B K  < B T ,  pour v = l ,  2, - - - ,p ,  tandis 
1 

que, pour v ~ 0, Bo.~r< = Br.  Par consequent, rexpressioa (9') doit ~tre 
< (r + 2) ~ T  ~. Ecrivons, en subs~ituant ~/~ m -- p, 

(9) Jq+,T~+~ + K~T~ = ~ ( m )  < B ( r §  ~ (~- l ,2 , . - - ,m--1) .  

Ajoufaut tes ggaliMs (9), nous aurons 

I 1 

Pa r  e n t e r  ,~s i t ; i f~  j ' en~nd~  ~u j ou r s  un  e n t e r  ~ O. 
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Par  cons4quent, en d4signant par Ko; K t ; . . . ,  K ' _ ~  des entiers 
positifs quelconques < T, on peuf toujours disposer des quantit4s Kx , . . .  , K~ 
de manibre qu'on aura d'abord 

0o> J=< 

et,  de m~me, en substituan~ T + 1 au lieu de T, 

J(T+ i) ~ + Xo" (r+ I) -~ ~.~(n,), 
ou, en d'au~res termes, 

7t t - -1  

Fax ajoutant lea 6quations (10) el, ( l l ) ,  nous aurons une 6gali~6 de 
la forme 

(12) ]LT~ +2 L,. T' =~ (m), 
o 

o~ l'on peu% toujours supposer - -  en attribuant aux hombres /i[q' des 
valeurs convenablement choisies - -  que L o , - . . ,  Lm_ 1 soient des entiers 
queIconques compris dans l'intervalle 0 ~,~ T, et o% L ne d4pend que de m. 

D4signons maintenan~ par T o --  1 le plus grand des produis (m)L,  

par /~r un 6ntier quelconque _ LTo '~ e~ par iv l'en~ier de Gauss: 

= L1/- J _>_ to, 
�9 ,ous au ro~  L T ' ~ H < L ( T + I )  '~. Or, par h y p o t h ~ ,  nous amrons 

~ le~ en~e~ H compWs clans rL~terva~e L 2 ' ~ < H < L ( m + I )  '' (T~_T~), 
e~ qui e n ~ r ~  H =  ~(~). 

Done, en vertu du ~h4or~me 1, la supposition de Waring est valsble 
190111" ~r ~ ~ .  

Nous avons done prouv4 que si le th4or~me do Waring-Hilber~ es~ 
vrai pour n < m, il le sera aussi pour n = ~r Or le th4or~me 4tan~ valable, 
comme on ]e sait, pour n ---- 1 et pour n ---- 2, il Ie sera aussi pour toutes 
les valeurs enti~res positdves de n. 

C. Q. F. D. 


