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INTRODUCTION.

Soit F(u, v) = > > ¢, u'v’ une fonction entiére en u et v; cette fonction est
==

dite d’ordre apparent total fini s’il existc une quantité positive finie % telle que Lon ait:

li - log |cp,q | I

s (b log(p F ) —

Cette fonction F(u, v) ordonnée suivant les puissances entieres de v s’écrit:

F(u, v) = Z a,(1)v".

Mise sous cette forme, F(u, v) peut étre considérée comme une fonction entiére en v

dont les coefficients sont des fonctions entiéres du paramétre u. Pour chaque valeur
finie de #, cette fonction entiére en v a un ordre apparent que nous pouvons repré-
senter par p.(u).

Nous nous sommes proposés dans le présent travail 'étude de cette fonction p. (),
en nous bornant au cas olt F(#u, v) est d’ordre apparent total fini A. Le résultat général
auquel nous sommes parvenu est le suivant:

Si F(u, v) est une fonction entitre en u et v d’ordre apparent total fini et si la
fonction entiére en v, f(v)=D ¢, v" [c, désignant le coeficient maximum de la fonction
entiere a, ()] est dordre apparent p.~>o0, F(u, v) sera une fonction entiére en v d’ordre
apparent . pour tous les points du plan des u situés a distance finie, sauf pour les points
d'un certain ensemble M pour lesquels elle est d’ordre apparent inférienr & .

Cet ensemble M est tel que P'ensemble N constitué¢ par les points de M appar-
tenant 4 une aire finie quelconque jouisse des propriétés suivantes:

a) il peut avoir la puissance du continu ;
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b) sa projection orthogonale sur une droite quelcongque a une mesure linéaire nulle,
ou, ce qui revient au méme, les droites paralleles & une direction donnée et portant des
points de Pensemble déterminent sur une perpendiculaire & leur direction un ensemble de
points de mesure linéaire nulle.

¢) les cercles concentriques a un point u="0 situé & distance finie dans le plan des
u et portant des points de Vensemble déterminent sur une droite quelconque passant par
le point w = b un ensemble de points de mesure linéaire nulle.

Cette derniere propriété de 'ensemble N montre que d’un point quelconque u=a
de N, on peut tracer une circonférence de rayon moindre qu'un nombre positif ¢
arbitrairement petit et ne renfermant sur son périmetre aucun point de U'cnsemble.

d) les droites issues d'un point w —=a du plan des u situé & distance finie et por-
tant des points de Pensemble N autres que le point uw=a, déterminent sur une circonfé-
rence concentrigue au point u = a un ensemble de points de mesure lindaire nulle.

En combinant ¢) et 4), on voit qu’il est possible de joindre deux points quelconques
u=acet u=~ de N situés 4 distance finie par un chemin continu ne renfermant
pas d’autres points de N autres que les points u = a et u = b.

Pour simplifier Iécriture, nous avons désigné dans le cours de notre travail sous
le nom d’ensemble ponctuel, tout ensemble de points répartis dans un plan et dont la
portion appartenant 4 une aire finie quelconque jouit des propriétés a), b), ¢) et d).

Aprés avoir rappel¢é dans un premier chapitrc les notions relatives aux suites de
nombres 4 un et 4 deux indices et aux fonctions entieres d'une variable (notions qui
nous étaient indispensables pour la suite de notre travail) nous avons étudié au Cha-
pitre IT les fonctions entitres de deux variables a
positifs. Voici les principaux résultats auxquels nous sommes parvenus:

Soit N(R, )= A,(R)r" une fonction entiére des deux variables réelles et

3

coefficients et & variables réels et

2=0
positives R et r & coefficients réels et positifs ordonnée suivant les puissances enticres
log 4,(R \ e .
de r, le rapport IgA_-,%}T))’ o R, est une quantité positive, converge vers unité pour
Og n I

chaque valeur positive de R. De ce résultat nous avons déduit les deux théorémes suivants,
dont le premier avait ét¢ obtenu par M. BoreL:

Si N(R,, r), ot R, désigne une quantité positive, est une fonction entiére en v d’ordre
apparent p, N(R, r) sera une fonction entitre en r d’ordre apparent p. pour toutes les
valeurs positives de R.

Si N(R,, r), o R, désigne une quantité positive, est une fonction entibre en r
dordre apparent p. et & croissance régulitre, N (R, r) sera une fonction entiére en v d’ordre
apparent p. et & croissance réguliere pour toutes les valeurs positives de R.

Soit g, le coeflicient maximum de 4 (R), de la relation l1m g 4,(R) _

n=e l ggn
avons déduit que si N(R, r) était dordre apparent . par rapport & r, la fonction entitre

= 1, nous

en 1, f(r)= Zg ", était d’ordre apparent p, et inversement.

Tous ces “resultats ont été établis sans faire aucune hypothése sur l'ordre apparent
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total de N(R, r). En admettant que N(R, r) est d’ordre apparent total fini et d’ordre
apparent ¢ >0 par rapport a r, nous avons montré gue cette fonction pouvait se mettre

sous la forme
N(R, r) = ;gh Q, (Ryrf» + K(R, ),
g,, Gant le coefficient maximum de A (R) et verifiant quel que soit Pindice g, la relation

- log gqn

g.log g,
égal & qq, (q étant un nombre entier fixe), et K(R, r) dtant une fonction entitre en R

P Q, (R) étant un polyndme en R dont le degré o(q,) est au plus

I
72

).
et v dordre apparent au plus égal & —I~i-27§ par rapport & r.
.

De ce résultat nous avons déduit que si N(R, r) était d’ordre apparent total fini
et que si N(R, , ) était une fonction entitre en r d’ordres apparents (1, ), N(R, r)
est une fonction entitre en r d’ordres apparents (p., 1) pour toutes les valeurs positives
de R. De plus nous avons montré, par un exemple, que si N(R, r) était d’ordre apparent
total infini et d’ordre apparent p. >> o fini par rapport & 7, Pordre apparent p. (R)
pouvait varier d’une maniére continue avec R.

Au Chapitre III nous avons étudié les points limites réguliers de 'ensemble des
zéros d’une suite de polyndmes

G, (x) G, (x).-.., G (x) ...,

de la variable réelle x dont tous les zéros sont réels. Le point x—=uo est dit un point
limite régulier de l'ensemble des zéros des polyndmes G, (x), si au nombre positif e
donné 4 ’avance, on peut faire correspondre un entier Q, tel que pour ¢, > Q,, chaque
polynéme G, (x) posséde au moins un zéro 4 lintérieur d’un segment concentrique au
point x = « et de longueur 2¢c. Si R, est Iensemble de ces points limites réguliers,
cet ensemble R, peut avoir la puissance du continu et dans ce dernier cas coincider
avec tous les points de 'axe des x, ou du moins avec tous les points d’un segment
de Ox; de plus cet ensemble R est toujours un ensemble fermé. Dans le cas particulier
ol parmi les polynémes G,,(x), il y en a une infinitt dont le degré est au plus égal
a4 p, l'ensemble R, comprend au plus p points.

Nous avons également considéré 4 la fin de ce chapitre les points limites réguliers
de P’ensemble des zéros d’une suite de polynémes P, (#) de la variable complexe u.

Dans le Chapitre IV, nous avons fait une étude de 'ensemble des points de moin-

dre croissance de la suite des polyndmes
(G) Gy, (%), Gou(x)y vvs Ggu (%), «-vy
. v _ e

ot G, () =(x—2, )...(x—a 3 les « . éant tous réls et satisfaisant
aux conditions suivantes: 1° tous les zéros de ces polyndémes appartiennent 4 un inter-
valle fini 4B de I'axe des x; 2° si ¢(g,) est le degré de G,, (x), il existe un nombre
entier fixe ¢ tel que I'on ait, quel que soit l'indice ¢,, ¢(g,) < gq,. Nous avons désigné
sous le nom de point de moindre croissance de la suite des polynémes G, (x) tout
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point x=ua pour lequel on a: lim M

Tn= q,logq,

finie ou infinie. De cette définition rcsulte immédiatement que tout point de moindre

, k' ¢étant une quantité positive

croissance est un point limite régulier de Pensemble des zéros des polyndmes G, (x),
mais la réciproque n’est pas vraie. Soit N_ I'ensemble des points de moindre croissance
de la suite des polynémes G, (x). En nous plagant dans le cas particulier ol la suite

des nombres k, admettait zéro comme élément limite unique | k,, étant le minimum de

- log I G’]n

loo 72 et oa Stant les deux zéros

()]
dans Pintervalle (a O aqn,qﬂqn)% o twtid)

extrémes de G,, (%) | nous avons indiqué des cas pour lesquels cet ensemble était au

plus dénombrable ou bien ne renfermait aucun point, et constaté¢ également que cet en-
semble pouvait avoir la puissance du continu. De plus nous avons montré que Iensem-
ble N_ avait toujours une mesure linéaire nulle, sans faire intervenir d’autres hypothéses
que celles que nous avons faites sur les polyndémes G,, (x). Ensuite nous avons ¢tudié
lensemble N des points de moindre croissance d’une suite de polynémes de la variable

Pp (u), Py, (u)y oovs Pp(u), -y
ot P, (0) = (u— a,,)(s —ag,:) ... (4—a,,04,) et satsfaisant aux conditions

(o]

suivantes: 1° tous les zéros des polynémes P, (u) appartiennent i un cercle C, con-
0

complexe :

centrique 4 Porigine et de rayon R ; 2° si ¢(g,) est le degré de P, (), il existe un
entier ¢ fixe tel que l'on ait ¢(g,)qq,. En utilisant les résultats obtenus dans le cas
d’une suite de polyndémes 4 variable réelle et dont tous les zéros sont réels, nous avons
montré que cet ensemble N jouissait des propri¢tés que nous avons énoncées plus haut
pour Pensemble M, et par suite était un ensemble ponctuel.

Au Chapitre V, aprés avoir défini l'ordre apparent total d’une fonction entiére en

uetv, F(u, v)= Z Z ¢, W' v?, et énoncé quelques propositions 4 ce sujet, nous avons
==

d’abord étudié Tordre apparent de T(u, v) = Z ¢ Py, (1) v** par rapport d v, les ¢

. . —log]|c 1 —log|c r
¢tant des constantes vérifiant les relations: lim ng q"’_ et —logle,| Z
s 9.1089, v [ g,logg, p

pour toute valeur de 'indice ¢, et les polynoémes P (u) ¢tant identiques aux polynémes
n

P (u) précédemment considérés. Soit
in

N
®) 3, O, ..., 90, ... G, <)
une suite de quantités positives décroissantes telles que lim 3, = o; désignons par
=00
cf;,i c‘lz,i’ Tt an,i’

—-loglcq N
la suite des coefficients ¢, vérifiant la relation | ———"" — | £3,, lindice ¢,
i T8 g, | =

de ¢, étant égal & Pindice que posséde ce nombre dans la suite des nombres 6, €t
n

2,4
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par Pq",i(u) le polynéme P, (u) qui admet ¢, comme coefficient dans T'(%, v). Soit
N* ensemble des points de moindre croissance de la suite des polynémes Pq"’i(u),
Pindice ¢ des indices ¢, ; étant le méme pour tous ces polynémes, N* est un ensemble
ponctuel d’aprés ce qui a & dit plus haut et cela quel que soit 4; si N est la somme
de tous les ensembles N’ ainsi obtenus, N est un ensemble ponctuel, puisque la somme
d’une infinit¢ dénombrable d’ensembles ponctuels est également un ensemble ponctuel.
Ceci posé, nous avons obtenu le résultat suivant:

La fonction T(u, v) est une fonction entitre en v dordre apparent p. en tout point
uw==" w'appartenant pas a Pensemble N et, pour tout point n=a de N, T(u, v) est une
fonction entitre en v d’ordre apparent inférienr & ..

Ensuite, nous avons étudi¢ I'ordre apparent par _rapport 3 v de la fonction entiere

en 1 et v d’ordre apparent total fini 3, G(u, v)= Z ¢, (w)vi", en supposant que les

¢, (1) sont des polynémes en u dont le degré rf(q) est au plus égal & gg, et cela

pour toute valeur de ¢, (¢ étant un nombre entier fixe) et en outre que le coeflicient

maximum ¢, de ¢, (1) vérifie les relations que nous avons indiquées plus haut 4 propos
k3 n

de la fonction entiére en u et v, T(u, v). Posons

PQn (u) = (u - a‘lrnl)(u - aqmz) o (u - a?n,‘P(‘In)),

a ¢tant les zéros de ¢ (u) dont le module est au plus égal A

qu.1? d‘lm” Tt ﬂ‘]m‘P(qn)
R, -7 (R, et n étant des quantités positives) et

Cq" (u) = an PQn (u) gqn (u).

— loglg, ()]

9,log g,
cercle C, concentrique 4 l'origine et de rayon R, lordre apparent de G(u, v) par

La suite des fonctions convergeant uniformément vers zéro dans le

rapport 4 v en tout point # du cercle Cg, est égal 4 Pordre apparent de

n%wzg%%@w

en tout point # du méme cercle. Remarquant que R, peut étre arbitrairement grand,
et que tout ensemble dont la portion appartenant 4 une aire finie quelconque est ponc-
tuel, est également un ensemble ponctuel, on constate, en tenant compte du résultat
obtenu pour la fonction T'(u, v), que G(u, v) est une fonction entitre en v dordre
apparent p. pour tous les points du plan des u situés & distance finie, sauf pour les points
d’un ensemble M ponctuel pour lesquels elle est d’ordre apparent inférieur & p.
o
Soit F(u, v) = > a,(u)v" une fonction entiére en » et v d’ordre apparent total
n=0
fini A, ordonnée suivant les puissances enti¢res de v; si la fonction entiére en v,
=]
f(v) = Zcﬂv”, [c, désignant le coefficient maximum de a,(#)], est d’ordre apparent

=

2> 0, nous avons montré, en utilisant une proprié¢té des fonctions entiéres de deux
variables 4 cocflicients et & variables rlels et positifs, que la fonction F(u, v) pouvait
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se mettre sous la forme:
F(u, v) = G(u, v) 4 B(u, v),

G (u, v) étant une fonction entiére en # et v satisfaisant aux conditions ¢noncles plus
(J.

haut et B(u, v) uné fonction entiere en v d’ordre apparent au plus égal & 5

2 «

pour chaque valeur finie de u, et nous avons déduit de la relation préc dente_j—le };é

sultat énoncé au début de cette introduction, en nous servant du thioréme précedem-
ment énoncé pour la fonction G(u, v).

Nous avons également donné une limite supérieure du nombre des zéros des fone-

tions entieres 4, (1) dont le module est au plus égal & un nombre positif R, donné
n

a4 lavance, et montr¢ que pour létude de la portion de Pensemble M appartenant au
cercle C, concentrique & lorigine et de rayon R, on pouvait substituer 4 la suite
o

des polynémes P, (), ol

Pq,,(”) = (u — “q,,,J(“ — aq,,,z) v (w— aq,,,w,n)’
A oy By oy ey By g désignant les zéros de S, (1) dont le module est au plus égal
AR +n(n> o), la suite des polynémes P“’(u), ol
Po(wy=(u—a)) Y(uw—ay) ) ... (w—al o )
0 Wl
R, -+ +. Enfin, nous avons terminé par lexamen de quelques cas particuliers.

¢tant les zéros de a, (u) dont le module est au plus égal 4

CHAPITRE 1.

Notions fondamentales

Sur les suites de nombres a un indice.

1. Soit
(U) Uy Uy ooy U,
une suite de nombres positifs 4 un indice. Désignons par (U') Pensemble formé par
tous les ¢léments limites de la suite (U). (U’) ¢tant un ensemble fermé, possede un
élément u plus petit que tous les autres. Cet ¢lément # est par définition la plus petite
limite de la suite (U).

Si ¢ est un nombre positif arbitrairement petity il y a seulement un nombre fini
d’éléments de (U) plus petits que u — ¢, tandis qu’il y en a une infinité qui sont infe-
rieurs 4 u - e.

En effet, » étant le plus petit élément de (U), ce dernier ensemble n’admettra
aucun élément dans lintervalle (u —¢, — o), quel que petit que soit le nombre positif
¢. Par suite (U) aura au plus un nombre fini d’¢léments dans lintervalle (4 — =, — o).
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Il en résulte donc que (U) possédera au plus un nombre fini d’¢léments moindres que
u — ¢ et cela quel que petit que soit le nombre positif «.

D’autre part, » étant un ¢lément limite de (U), il y aura une infinité d’éléments
de (U) dans lintervalle (u ¢, u — €), quel que petit que soit le nombre positif e.
Il en résulte donc que (U) possédera une infinité d’éléments moindres que u - ¢ et
cela quel que soit le nombre positif arbitraire .

Pour indiquer que # est la plus petite limite des nombres #,, on utilise la notation

suivante dte 3 M. PRINGSHEIM:
u=Ilimu,.

=00

2. Soit & un nombre positif quelconque; nous désigncrons sous le nom de suite

principale Uy, ensemble de tous les ¢léments u, de (U) vérifiant la relation:
lu, —u| L 3.

Admettons que # soit un élément isolé de (U") et désignons par ¢ I'élément de
(U") le plus rapproché de #: si & et 8 sont deux nombres positifs inférieurs 4 I =t — x,
(U") n’admettra aucun élément dans chacun des intervalles (v 9, u-93"), (v — 3,
u — 8", et par suite (U) aura au plus un nombre fini d’¢léments dans chacun de ces
deux derniers intervalles; et les deux suites principales Us et U, ne différeront que
par un nombre fini d’éléments.

Il résulte de 1a que si u est un dlément isolé de (U"), il existe un nombre positif
I =1t —u, tel que si & et &' sont deux mombres positifs inférieurs & 1, les deux suites
principales Ug et Uy ne different que par un nombre fini d’éléments.

Il n’en est plus de méme si » est un élément limite de (U"); dans ce cas quel que
petit que soit le nombre positif 8, on peut toujours trowver un nombre positif 8 < § tel
que les deux suites principales Ug et Uy, different par une infinité dénombrable d’éléments.

En effet, u étant un élément limite de (U"), (U’) aura au moins un élément ¢ dans
lintervalle (x93, u). Il en résulte que si 8 est inférieur & t—u, (U’) aura au moins
un élément ¢ dans Pintervalle (v 3, « - "), Par suite (U) aura une infinit¢ dénom-
brable d’¢l¢ments dans ce dernier intervalle et les deux suites principales Uy et U,
différeront par une infinit¢ dénombrable d’¢léments.

Sur les suites de nombres a deux indices.

g2

Pensemble formé par tous les éléments limites de la suite (7). (7) est un ensemble
fermé; il posséde donc un élément v plus petit que tous les autres. Cet ¢lément v est
par définition la plus petite limite de la suite (/) pour p 4 ¢ = co.

Cette plus petite limite se représente par la notation:

3. Soit (¥) une suite de nombres positifs 4 deux indices v, ; désignons par (V")

v=Ilimv, .
P
prg==
Soit & un nombre positif arbitrairement petit; on voit, en procédant de la méme

maniere qu’au n° 1, que st v est la plus petite limite de la suite (V) pour = o,
q y 4 g
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il y a seulement un nombre fini de v, inférieur & v — ¢, tandis qu’il y en a une infi-
nité qui sont moindres que v - <.

Désignons par v; la plus petite limite de la suite des nombres v, _, oli i a une valeur
entiére fixe et ol ¢ prend toutes les valeurs entiéres et positives; v, étant un élément
limite de (7), on aura donc:

v, N\ 0.
Soit 8 un nombre positif arbitraire, nous désignerons sous le nom de suite prin-

cipale Vg, l'ensemble de tous les éléments v, ,. de la suite (V) vérifiant la relation:

— | L.

Les remarques que nous avons faites au sujet des suites principales U, dans le

| 'Upnan

cas des suites 4 un indice s’appliquent également aux suites principales V.

Supprimons de la suite (¥), tous les éléments v,  de cette suite appartenant 4
win

la suite principale ¥, nous obtenons une nouvelle suite 4 deux indices (7T) dont la
plus petite limite pour p - g = oo sera au moins égale 4 v - §, car tous les éléments
de (T) sont supérieurs 4 ce dernier nombre.

L’un au moins des indices p,, g, des éléments de la suite principale V' augmente
ind¢finiment avec 7. Il peut arriver en particulier qu’d partir d’unc certaine valeur 3,
de 3, les indices ¢, augmentent indéfiniment avec #, tandis que les indices p, restent
inférieurs ou au plus égaux 4 un certain nombre fixe p. Dans cette hypothese v sera
égal 4 'un au moins des nombres v, v,, ..., v,.

4. Représentons par w, le plus petit des nombres v, ~dont la somme p 4~ ¢ des
indices est égale & n. Si v est la plus petite limite pour p -+ g = oo de la suite (V),
v est aussi la plus petite limite de la suite des nombres & un indice w,.

En effet, admettons que v soit la plus petite limite pour p 4~ ¢ = oo de la suite
(V), et soit § un nombre positif arbitrairement petit. Les nombres w, faisant partie de
la suite (7), il y en a seulement un nombre fini qui sont moindres que v — 3.

Cette remarque faite, désignons par

qu‘h ’ va:?z’ o va‘In’ te
les ¢léments de (V) faisant partie de la suite principale 7V, c’est-d-dire appartenant i
lintervalle (v - 3, v — 9), extrémités comprises, et posons 7, = p, 4 ¢,; nous aurons

w.év
n; =

. Pisti
et par suite:

w, L +3;
et tous les w, , 4 Pexception d’un nombre fini d’entr’eux, en vertu de la remarque pré-
i
cédente, appartiendront 4 lintervalle (v — 3, v - 3). Comme 3 est un nombre positif
arbitrairement petit, v sera un élément limite de la suite des w,. Ce sera, en outre, le
plus petit des éléments limites de cette dernitre suite, puisque, comme nous l’avons vu

plus haut, il y a seulement un nombre fini de w, moindres que v — 3. Il en résulte
que v est la plus petite limite de la suite des nombres w, 4 un indice.
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Inversement, si v est la plus petite limite de la suite des nombres w, & un indice, v
sera également la plus petite limite pour p 4 g = oo de la suite (V).

En effer, v étant la plus petite limite de la suite des w,, il y a seulement un
nombre fini de nombres de cette suite:

w w w

9 PR Im

moindres que v — 3, tous les autres étant au moins égaux 4 v — d. Par suite, en
tenant ¢galement compte de la définition des w,, on voit que les seuls nombres v,
de la suite (V) inférieurs 3 v—3, font partie de la suite des nombres v,,, pour lesquels

la somme p - ¢ des indices prend les valeurs:

qx’ qz"", qm'

Le nombre des éléments v, de cette derniére suite étant fini, il en résulte que le
nombre des v, inférieurs 4 v — 3§ est fini. Comme ceci a lieu, quel que petit que soit
le nombre positif 3, et que v est un élément limite de (77), puisque les w, font partie

de cette suite, il s’ensuit que v est le plus petit élément limite de la suite (V).

Sur les fonctions entiéres d’une variable. — Ordre apparent.

. Soit f(v) = » a,v" une fonction entiére de la variable complexe v; on sait
n p

=0

que 'on a
",—_—_
limyja,| = o,
#==00
ou, ce qui revient au méme,

=20

]im:l‘%&_l:_]_oo,

. . 1 I —log|a .
Ceci pos¢, considérons Iensemble S des nombres — — ——fg—‘;"—l. Il peut arriver que
n
”

o e . o , I .
S admette une plus petite limite, finie et différente de zéro, —; on dit alors que la

fonction entiere f(v) est d’ordre apparent p.
Dp [

Le nombre p étant ainsi défini, si — p._ est la plus petite limite de la suite des
nombres
I 1\ logn
(1) (T N T)IOg, "’

on dit que la fonction entiére en v, f(v), est d’ordres apparents (g, p,).
Remarquons que pour I'étude de la plus petite limite de la suite (1), on peut

. I 1 \lo . 1
supprimer tous les termes (—« — —) 08 P de cette suite dont les nombres — sont
tp, ) log.p, &,

: I s
4 une distance de — supérieure 4 9.

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXXI (1© sem. 1911). — Stampato il g dicembre 1g910. 2
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Désignons par M(r) le module maximum de f(v) pour |v| =1, il résulte d’un
théoréme établi par M. LiNDELOF *) que:
Si la fonction f(v) entitre en v est d’ordres apparents (p., ), on a:

eri‘(logr)i"’l‘_e <M(7’) < eri"(logr)l"'x‘”
(e nombre positif arbitraire), la premitre inégalité étant vérifide pour une infinité de va-
leurs de r indéfiniment croissantes et la deuxiéme pour toutes les valeurs de r deépassant
un certain nombre fixe r,, et réciproquement.

Croissance réguliére.

— log|a,|

#log n dont la plus petite

6. Considérons la suite (§) des nombres L

limite est égale 4 %; désignons par

L L

P‘?l, ELQz’. ’ Ean’. .
les éléments de (S) faisant partie de la suite principale Sy et rangés d’aprés Pordre de
grandeur de leurs indices. Nous dirons que la fonction entitre en v, f(v), d’ordre ap-
parent . est 4 croissance réguliére, si, quel que petit que soit le nombre positifs 3, les
indices ¢, des éléments de la suite principale S; vérifient la relation:

. logg,.,

@ 2 Togg, =
Dans le cas o _:f est un élément limite isolé de (S), on sait (cfr. n° 2) qu’il

existe un nombre positif I tel que si d et 8’ sont deux nombres positifs moindres que
I, les deux suites principales S5 et Sy ne different que par un nombre fini d’¢léments.
Il en résulte que si la relation (2) est vérifite pour une valeur de 8 moindre que J,
elle sera vérifite pour toutes les valeurs de & inférieures 4 I

Il n’en est plus de méme si L Dest pas un élément limite isolé de (S); on sait

que, dans cette hypothése (cfr. n° 2), quel que petit que soit le nombre positif 3, on
peut toujours trouver un nombre positif &’ moindre que 3 et tel que les deux suites
principales S, et Sy different par une infinit¢ dénombrable d’¢léments. Il en résulte que,
dans ce cas, si la relation (2) est vérifile pour la valeur 3, de 3, elle ne sera pas néces-
sairement satisfaite pour toutes les valeurs de 8 inférieures 4 3.

M(r) désignant, comme plus haut, le module maximum de f(v) pour |v| =7,
il résulte d’un théoréme établi par M. LINDELOF *), que si la fonction entitre f(v) dordre

Yy Mémoire sur la théorie des fonctions entiéres de gemre fini [Acta Societatis Scientiarum Fennice,
t. XXXI (1903), n°® 1, pp. 1-79].

) Sur la détermination de la croissance des fonclions entiéres définies par un développement de TAYLOR
{Bulletin des Sciences Mathématiques, II° série, t. XXVII (1903), Iére Partie, pp. 213-226].
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apparent p. est & croissance régulitre, on a:

et M) < e
(= nombre positif arbitraire), les deux inégalités précédentes étant satisfaites en méme temps
pour toutes les valeurs de r qui dépassent un certain nombre fixe r,, et réciproquement.
La définition que nous avons donnée de la croissance réguliére est donc équivalente
a celle donnée par M. BoreL ®).

CHAPITRE IL

Fonctions entiéres de deux variables & coefficients
et & variables réels et positifs.

Ordre apparent total.

o0 0 . »
7. Soit N(R, r) = > Zg”R”rq, une fonction enti¢re en R et 7, 4 variables et
p=0 g=0

4 coefficients réels et positifs. On sait que 'on a 4):

P+
lim =0
P+q=ngP’q ’
ou, ce qui revient au méme,
— logg
lim ——22PL — —+ oo
pr—= P9

1 = logg,, )
Yy @+ Dlog(p+-9)’

si la plus petite limite de (S) pour p 4 ¢ — oo est un nombre positif fini —)I?—, nous

Ceci étant, considérons la suite (S) des nombres 4 deux indices

dirons que la fonction N(R, r) est d’ordre apparent total fini A.

8. Posons f(1) =N(r, V=13 (g, + f1rer + -+ + £,)7"= 3 4,1"; nous

=0
allons montrer que: si la fonction N(R, r) est dordre apparent total fini A, la fonction
entidre en r, f(r), sera d'ordre apparent N et réciproquement.
Désignons 4 cet effet par b, le plus grand des nombres g, dont la somme p -}-¢
des indices est égale 4 #; en observant que le nombre des g,  dont la somme des
indices est #n, est au plus égal 4 » - 1, nous pouvons écrire:

hn < An < hn(” + I)’

logd, . logh, log(n--1),
" nlogn nlogn nlogn >

d’out
— log b,
nlogn

>

8) Cfr. BOREL, ‘Legons sur les fonctions entiéres (Paris, Gauthier-Villars, 1900).
4) Cfr. BoreL, Legons sur les séries & termes positifs (Paris, Gauthier-Villars, 1902).
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— log b, o = log 4,

ont les
n log n n log n

ce qui nous montre que les deux suites de nombres

mémes éléments limites et en particulier méme plus petite limite.
. T I
Ceci étant, supposons que la plus petite limite pour p 4 g=—oo des nombres —

— logh, o
g est le plus

. I T
petit des nombres T dont la somme p 4 ¢ des indices est égale 4 »; nous aurons
b
(cfr. n® 4):

. I , .
soit ¢égale 2 =» comme, d’apres la définition méme du nombre b,

—logh, B

fim nlogn A

=
et, par suite, d’aprés la remarque faite plus haut,

im — log 4, 1

= nlogn A

et la fonction entiére en 7, f(r), sera d’ordre apparent A
Inversement, admettons que f(r) soit d’ordre apparent A nous aurons (cfr. n° §):

m——logA I

nlogn A

7=—00

et par suite, d’aprés la remarque faite plus haut
p » q p y

lim — lo_gﬁ — 1

== nlogn — %
— logh . 1 .1
Comme — = est le plus petit des nombres —— dont la somme p-}-¢ des indices
nlogn A,
est égale A n, nous aurons (cfr. n® 4):
I I
lim —— =
prg=> )‘p,q A

et la fonction N(R, r) sera d’ordre apparent total A

Notre définition de Pordre apparent total est donc équivalente 4 celle donnée par
M. Borel [loc. cit. *#), page 8o}

9. Ordonnons la fonction N(R, r) par rapport aux puissances croissantes de 7 ;
nous aurons:

N(R, r)=3 4,(R®)r

avec
An (R) = pZ_ogP’n R".

La fonction N(R, r) étant d’ordre apparent total A, et ¢ désignant un nombre
positif arbitrairement petit, nous aurons (cfr. n® 8 et n® 5):

(3) NG, < =e" ‘ (@=X2+79
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pour toutes les valeurs de 7 dépassant un certain nombre fixe r,. De (3) nous déduisons:

o
[4

T
"

4) A(r) <

Nous allons déterminer le nombre r de fagon que le second membre de (4) soit aussi

petit que possible. Nous aurons alors I'inégalité la plus précise que 'on peut déduire
de (4). Cette valeur cherchée de r est fournie par I’équation:

n
61’7t — — = o,
r

G

que Pon obtient en égalant 4 zéro la dérivée de par rapport & r. Cette valeur cher-

r”

chée de r est donc égale & (—:~) et nous obtenons Pinégalité:

® af(2) )<

Il résulte de 1a que: si la fonction N(R, r) est d’ordre apparent total A, on a Pinégalité
(5) a partir d'une certaine valeur de n.

Sur les suites de fonctions continues & variable positive.

10. Considérons une suite (F) de fonctions continues 4 variable positive R:

Fo(B), S, (R), -5 £ (R,
jouissant de la propriété suivante: au nombre positif R, on peut faire correspondre
un entier Py tel que, pour # >> P, chacune des fonctions f,(R) soit positive dans
Pintervalle (o, R). Nous dirons que la suite des fonctions:

o By £, (R), -5 £, (R),

extraites de (F) converge vers une fonction limite, si en chaque point d’abscisse positive
R,, ensemble des nombres

fpl (Ro)3 f 2(Ieo)’ ctt fpn (Ro)’
pris dans l'ordre indiqué admet un seul élément limite.

La fonction inférieure de (F) est, par définition, la fonction qui en chaque point
d’abscisse positive R, coincide avec la plus petite limite de la suite des nombres f,(R,)
(n=o0,1,2 3 ...

Ju(R)

R, étant une valeur positive de R, si le rapport JACH) converge uniformément vers
n (4]

Vunité dans tout segment fini de Uaxe positif des R, les fonctions limites de (F) sont des
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constantes. De plus, toute suile infinie et convergente de fonctions extraites de (F) convergera
uniformément vers sa limite dans tout intervalle fini de Paxe réel et positif.

En effet, admettons que la suite des nombres f, (R,) converge vers a. Sie est un
nombre positif arbitrairement petit, nous pouvons lu1 faire correspondre un entier P
tel que pour p, > P, on ait:

(6) °C—8<an(Ro)<oc+s.

D’autre part, la suite des fonctions =f2>—*_ convergeant uniformément vers ’unité

fon(Ro)
dans tout intervalle fini 4B de 'axe positif des R, il existe un nombre entier Q tel
que, pour p, > Q et pour tout point d’abscisse R de 4B, on ait:

(1 —9)f, (R) </, (B) < (1 +9)f, (R),
et, tenant compte de (6), on aura, pour tous les points de lintervalle 4 B:
o — ¢’ <fP"(R)<o:+s’ [ =c(a+ 1) — ¢ & =¢e(a+ 1)} ¢
dés que p, sera supérieur au plus grand des deux nombres P et Q. Il en résultera
que la suite des fonctions f,,(R) convergera uniformément vers « dans lintervalle 4 B.

Pour que la démonstration de notre théoréme soit compléte, nous devons en outre
montrer, que toute suite infinie et convergente de fonctions:

(7) f.R)y [, (B, -5 £, (R),

extraites de (F) ne saurait converger en un point d’abscisse R, distincte de R, vers
un nombre distinct de I'élément limite de la suite des nombres:

(8) LRy [, R, -5 f, (R,

En effet, admettons que la suite (7) converge pour R==R , vers un nombre y distinct
des éléments limites o de la suite (8). De la relation:

o SaR)

e f (R
on déduit, en tenant compte de I’hypothése faite au début de ce n® sur les fonctions
[ (B):
o Ja (R
T, IACON

Il en résulterait alors que la suite (8) admettrait y comme élément limite, ce qui est
contraire & notre hypothése.

11. Il résulte de ce qui préceéde, que pour toute valeur positive R, de R, la suite
des nombres f,(R,) admet les mémes éléments limites que la suite des nombres f, (R).
Par suite, pour toute valeur positive R, de R, la plus petite limite de la suite des
nombres f,(R)) est égale 4 la plus petite limite de la suite des nombres f,(R,). Il en
résulte donc que la fonction inférieure de la suite de fonctions (F) est une constante.
Nous obtenons donc le théoréme suivant:
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R, étant une valeur positive de R, si le rapport f(B)

fu(R,)

toute valeur positive de R, la fonction inférieure de la suite (F) de fonctions est une
constante.

converge vers Punité pour

.

Ordre apparent de N(R, r) par rapport & r.

12. Rappelons une proposition établie par M. PrixgsHEM °):
] .

Soient D b%(o< %< 1) une série convergente & termes positifs et 8 un nombre
n=0

positif arbitraire; on a:
P 8 1I—x% . _;__I ®
) se<() [Le +) )b.,]-

13. St N(R, r) = iAn (R)r" est une fonction entitre d coefficients et & variables
n=0 .

réels et positifs, et si R est une quantité positive, on a pour toutes les valeurs positives
de R:
log 4,(R) .
log4,(R) 7’
la convergence étant uniforme dans tout intervalle fini de Paxe positif des R.

En effet, N(R, r) étant une fonction entiére en R et 7, la suite des nombres i

+9

deux indices Pi/g—;; converge vers zéro avec

lim

T Il en est de méme de la suite des
P+q
nombres 12&’;—,4 , ol ¢ est un nombre positif quelconque.
Ceci pos¢, soit R, une valeur positive fixe, et R une valeur positive quelconque
supérieure & R (1 - 3) (8 > 0) et moindre que le nombre R’ arbitrairement grand.

I—¢

Au nombre 13' nous pouvons faire correspondre un entier N, tel que, pour p-+#>N,,

on ait:
I1—¢

’=— _ R

/ g 0

Ve <%
Cette inégalité sera évidemment satisfaite, quel que soit le nombre entier p, si nous
assujettissons # 4 rester supérieur 4 N,. Nous aurons donc pour ces mémes valeurs

de n et pour toutes les valeurs entitres et positives de p, ainsi que pour toutes les
valeurs de R appartenant 4 lintervalle (R, = R(x + 3), R'):
RU—9?
Rt =2,
gp,n
Multiplions les deux membres de cette inégalité par et sommons suivant I'indice
p o p gp,n

5) Zur Theorie der gangen transcendenten Functionen [Sitzungsberichte der mathematisch-physika-
lischen Classe der k.b. Akademie der Wissenschaften zu Miinchen, Bd. XXXII (1902), pp. 295-304],

P- 299.
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.

depuis zéro jusqu’d Iinfini, nous obtiendrons:

4,(R) <;[gp,nRﬁ o
dés que > N,.
“Or, en vertu de (9), nous avons:

Zo[gp,q R < (Hai)[

et par suite, en supposant que & < —:

o e 1 8 I~ 1—¢
;[gp,qRﬁ] <( _i\— ) [;gf,qR[::] b

puisque dans cette hypothése on a

(t 3 <145,

Observant que R > R , nous avons donc:

4,(R) < 4,(R) <[4,(R)]'™,

la premitre de ces inégalités étant satisfaite pour toutes les valeurs de # et la deuxieme
pour toutes les valeurs de # > N, et cela quel que soit R dans lintervalle (R, R').
Comme & peut étre pris arbitrairement petit, on en conclut que la suite des fonctions:

log 4,(R)

log 4,(R))
converge uniformément vers I'unité dans lintervalle (R,, R’).

Soit R” un nombre positif inférieur 4 R ; en utilisant une méthode analogue &

la précédente, on constaterait que la suite des fonctions:

log 4,(R)

log 4,(R)

converge uniformément vers I'unité pour toutes les valeurs de R appartenant & Pinter-
g pp

NG

pil 1—¢
(1 4+ M ,, Rﬁ]

o

e
Il

(rn=0,1,2,...,m...)

valle (R”, R)). Il en sera donc de méme de la suite des fonctions:
log 4, (R)
log 4,(R)
Il résulte donc de I'analyse précédente, que la suite des fonctions:
log 4,(R)
log 4,(R)
converge uniformément vers l'unité dans tout intervalle fini de ’axe positif des R.
14. Considérons la suite (F) des fonctions:
— log 4, (R)
nlog n

(n=o0,1,2,...)

(n=o0,12,...)

ol R est assujetti & ne prendre que des valeurs positives. En utilisant Pinégalité (5),
on constate qu’au nombre positif R, arbitrairement grand, on peut faire correspondre
—log 4,(R)

soit positive
nlogn

un entier PRo tel que, pour n<PRO, chacune des fonctions
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. o g 4, (R) iformé.
dans Tintervalle (o, R ). Comme (cfr. n® 13) le rapport log 4. (R converge uniformé
ment vers 'unité dans tout intervalle fini de I'axe positif des R, il en résulte (cfr. n® 10)

—log 4,(R)

que les fonctions limites de la suite (F) des fonctions sont des constantes.

n log
La fonction inféricure de la suite de fonctions (F) sera également une constante
(cfr. n° 11). Par suite, si nous tenons compte de la définition donnée au n® 5, nous

pouvons énoncer le théoréme suivant, obtenu pat M. Borer [loc. cit. )] dans le cas

r
ol la fonction N(r, r) croit moins vite que e” e

Si N(R,, 1), ot R désigne une quantité positive, est une fonction entitre en r dordre
apparent 1, N(R, r) sera une fonction entitre en r d’ordre apparent . pour toutes les
valeurs positives de R.

Ce nombre constant p. sera par définition 'ordre apparent de N(R, r) par rapport
ar.
15. Considérons la suite des nombres

go,n’ gl,n’ "'7gp,n, R
ol # a une valeur enti¢re quelconque et ol p prend toutes les valeurs entiéres et po-

sitives. Cette suite admet un terme maximum, puisque lim I/gh ,= o. Désignant ce terme

maximum par g,, nous allons montrer que les foncttmis limites de la suite des fonctions
— log 4,(R) — logg,
nlog n nlogn
réciproguement.
En effet, soit R, une valeur positive de R <C 1; nous avons

4,(R)<g,(t+ R +R+ oo R4
I
:g‘nITR—

I

sont identiques aux éléments limites de la suite des nombres ,

D’autre part, comme tous les termes de 4, (1) sont positifs, on a:

g, << 4,(1);

il en résulte que le nombre positif g vérifie la double inégalité:
(1 —R)4,(R) <g, <4,(2)
—log 4,(1) < —logg, < —log4,(R)(x +n,) (lim 7, = o)

et par suite, en tenant compte du résultat du n° 13,
— logg, : ; ;
(I + sn) < - log A'I(le < I + nn (’}i_{gsn = 0, 3:‘1;.']” - 0))
logg,

g 4,(R)
au de 14 de toute limite. On en conclut aisément de 1 que les deux suites de nombres
—logd,(R) ., —logg,

nlogn nlogn
en tenant compte d’un résultat du n® 14.

d’oty

ce qui nous montre que le rapport [~ — /5 converge vers Punité lorsque 7 croit

ont les mémes éléments limites, d’oti le théoréme annoncé

Rend. Girc. Matem. Palermo, t. XXXI (1° sem. 1911). — Stampato il g dicembre 1910. 3
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Il résulte du théoréme précédent que Pordre apparent de N (R, r) par rapport a
r est égal & Pordre apparent de la fonction entitre en r, g(r) = igﬂr", g, dtant le

coefficient maximum de A,(R), et réciproquement.
16. Exemples.

° Soit N(R, r) = Z Z#———r jis cette fonction est d’ordre apparent total %,
=0 =0
G+o*

puisque 'on a, quels que soient p et g,
p+q

bog(p+9* __ 1
G+ logp 49

Iei, 4 (R) = i v . Comme le coefficient maximum de A, ,(R) est ¢gal A
=0
(n+p*

, la fonction N (R, r) considérée, sera d’ordre apparent X par rapport & r (cfr. n® 15).

."_
ni

2 Soit N(R, N =3 5 X
p=o0

q=0

v). Cette fonction sera d’ordre apparent
»* 9
total ., puisque, comme on le vérifie aisément,
ﬂ A
lm log(p*q’) _ 1
p+q =00 (P —I—q)log(p +9)

Dans cet exemple, nous avons

An(R) = PZO " _ji 5
n’p*

comme le coefficient maximum de 4, (R) est égal & la fonction N (R, r) sera

n’
v
n

d’ordre apparent v par rapport 4 ». On verrait de méme que cette fonction est d’ordre
apparent . par rapport i R.

Etude de la régularité de la croissance.

17. LEMME. — Soient:
(P) Px’ pz""’pn7
(@ 9y G2 oo Guo

deux suites croissantes de mombres entiers positifs, telles que tous les éléments de la suite
(Q) appartiennent & la suite (P); je dis que, si F'on a:

.
n— log g,
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on aura également:
- log p’”l+l

m=0c0 logpm
En effet, soit p, un nombre de la suite (P) vérifiant la relation:

9y Z by < Gpurs

nous aurons alors p_ L q, . et par suite:

logp,., logg,.,
log p,, = log g,

ce qui nous montre que la plus grande limite de la suite des nombres

= 1.

)

10g P,
il e
logp,
au plus égale & 1. D’autre part, comme par hypothése p . ~>p . la plus petite limite

log p,,..
log p

st

de la suite des nombres est au moins égale 4 1. Il résulte de 14 que l'on a:

m

im 1<1>g Do
m= lOg D,
Remarque. — Le lemme précédent subsiste encore dans le cas ot tous les nombres
g, font partie de la suite (P), sauf au plus un nombre fini d’entr’eux.
18. Supposons que N(R , r), o R désigne une quantité positive, soit une fonction
entiére en » d’ordre apparent p et i croissance réguliére.

= 1.

Désignons par

(10) 4, (R), 4, (R), ..., 4, (R),
—log 4, (R
les coefhcients de N(R,, r) tels que les nombres —% fassent partie de la
- log An (RI) .

suite principale S5 de la suite (S) des nombres ; nous aurons (cfr. n° 6),

nlog n
quel que petit que soit le nombre positif 3,

i 198 Gae

(11) }ir; Togq. — I.

Ceci étant, soit R, une quantité positive quelconque, mais distincte de R, . Dési-
gnons par
(12) 4, (R), 4, R) ..., 4, (R),

, —log 4, (R)

les coefficients de N(R,, r) tels que les nombres correspondants W fassent
partie de la suite principale S') de la suite (§") des nombres '—1-——”0—%0—-——‘;"’2(1?’). Je dis

que la suite (12) comprendra toutes les fonctions 4, (R) qui, pour R = R,, font
partie de la suite (10), sauf au plus un nombre fini d’entr’elles. En effet, de la relation

. logd,(R,) _
i e A (R = "
—log 4, (R)

sont en
q,logq,

établie au n° 13, nous déduisons, en observant que les nombres
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valeur absolue au plus égaux 4 —;— -+ 3,

— log 4, (R) = log 4, (R) . (im,. = o)
T q" qﬂ )

g.logg, —  g,logy,
Ceci posé, de la relation

—log 4, R) _ 1| |—logd, (R) 1] + e, |
g,logg, L= g,logg, - ‘ in

. . ‘ I
nous déduisons, en observant que d’aprés ce qui précéde ¢, converge vers z¢ro avec ——,
n

—logd (R) 1

g,log g, 2
4 partir d’une valeur de ¢, suffisamment grande. Il résulte de I que toutes les fonctions
A4, (R) qui, pour R=R,, font partie de la suite (10), appartiennent pour R =R, 4
la suite (12), sauf au plus un nombre fini d’entr’elles. Par suite, tous les indices g, des
éléments de la suite (10) font partie de la suite des indices p, des éléments de la suite
(12), sauf au plus un nombre fini d’entr’eux. Comme la relation (11) est vérifie par
hypothése, on aura (cfr. n° 17, Remarque):

hm lOg Pm+r

m=00 lOng
Par suite, puisque d est arbitrairement petit (cfr. n° 6), la fonction N(R,, r) sera une
fonction entiere en r 4 croissance réguliére. Nous obtenons donc le théoréme suivant,
en observant que R, est une quantité positive arbitraire:

Si la fonction entitre en r, N(R,, 1), supposée d’ordre apparent p est & croissance
réguliere, N(R, r) sera une fonction entitre en v d’ordre apparent p. et & croissance régu-
liére pour toutes les valeurs positives de R.

Nous dirons alors que la fonction entiére N(R, r) est 4 croissance réguliére par
rapport a 7.

19. Désignons toujours par g, le coefficient maximum de A4,(R); d’apreésle con-
tenu du n° 15 et en procédant d’une manitre analogue A celle du n° 18, on voit

29

- I.

que:
Si N(R, ) est a croissance réoulitre par rapport & r, il en sera de méme de la
s 4 )

onction entitre en v, g{(r) = o 1", el réciproquement,
g ”_og ’ q

Comparaison des ordres apparents,

20, Les résultats des n” 13-19 ont été établis sans faire aucune hypothése sur
Pordre apparent total de N(R, r). En nous plagant actuellement dans le cas ol cette
fonction est d’ordre apparent total fini ), nous allons comparer les deux nombres X
ct ¢, p étant Pordre apparent de N(R, r) par rapport 4 r.
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Comme pour une valeur fixe de R:
N(R, r) < N(r, 1)
4 partir d’'une certaine valeur de 7, nous aurons:
N, r) <
dés que 7 sera suffisamment grand; et par suite:
w LA
Donc, Pordre apparent p. de N(R, r) par rapport & r est au plus égal & Pordre
apparent total \ de cette fonction.

21. Pour obtenir des résultats beaucoup plus précis dans la comparaison des
nombres A et p, nous introduirons la suite (S) des nombres 4 deux indices:

x_ —losg,
, Yy @ Dlog(p+9)
et nous désignerons par
I I I
ceey
P1:4x ’ )\P2142 , )\qu'a ’

les nombres de cette suite faisant partie de la suite principale Sy; trois cas pourront
se présenter, 8 étant supposé arbitrairement petit:
© lim Pr=o. Je dis que dans ce cas la fonction N (R, r) est d’ordre apparent x
Faran= In
bpar rapport a .
En effet, g, étant le coeflicient maximum de 4,(R), nous aurons:

—lo logg
(13) g gq" _ Pu,qn .
g.log g, 9,log g,
Comme
L2 - log ng‘In _ _ log anﬂn (Pn + qn) log (Pn + qn)
q.logg, (bt g)log (b, +¢4.) 9.log g,
et que, d’aprés notre hypothése, ’ensemble des nombres (2t q;) izg (qp” +9.) admet
Punit¢ parmi ses éléments limites et cela quel que petit que soit le nombre positif 3, il
—1
en résulte que —;\- est un ¢élément limite de la suite des nombres —q—(l%”’—q". Par
n gn
. N R — logg, . I
suite, d’aprés (13), la plus petite limite des nombres wlogn qui est égale 4 -

I
(cfr. n° 15), sera au plus égale - Par conséquent, nous aurons: g\ \. Comme,
d’aprés le résultat établi au n® 20, on doit avoir w £ il s'ensuit que les deux
nombres A et p sont égaux.

Réciproquement, admettons que p.=2x; je dis que lim bu _ . En effet, de la

ntHin= q”

suite des nombres g, nous pouvons, d’aprés notre hypothése, en extraire une suite
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infinie :
gs’ g‘z’...’g’n,

1

. —logg,
telle que: :1:21 T logs, = = - Comme g, est le plus grand des nombres g, o

s, a une valeur fixe et ol p prend toutes les valeurs enticres et positives, il existe une
valeur ¢, de p, telle que

gt",xn = gjn *
Nous déduisons de cette égalité:
(I ) — l gg’w log gSn >< Su ].Og Sn
* G, F 1)l (s, 1) s, Togs, 7 (s, Tkt logls, 1)
—lo
Comme:liil; ngf’” et que G tssti z; ) <1, il en résulte que la plus
. . . - log gs”,t

grande limite de la suite des nombres G £)Tog(s " 1) pour ¢, -} s, = oo est au
plus égale & ;\W Commue, par hypothése, la plus petite limite de cette suite pour s,--,=>

- log g‘mtn
(s, + t.)log(s, 4+ 1)

I . . .
admet — comme élément limite unique. Patr suite, on en conclut, en tenant compte

de (14), que l'on a

. I . .
est au moins égale 4 = il s’ensuit que la suite des nombres

s, logs,
lim
surty=o (5, - )log(s +t )
Or cette dernitre relation ne peut subsister que si I'on a

. t
lim . —o.

Sptig=% Sﬂ

Par suite, en remarquant que la suite des nombres s, fait partie de la suite des nom-
bres p,, du moins 4 partir d’une valeur de s, suffisamment grande, on a finalement:

lim —f])i =o.
Putqn=> In
2° lim % = k. D'aprés la réciproque précédente, p sera inférieur 4 A. En
Pntgp=> 1n

remarquant que la plus petite limite pour p, 4 ¢, = oo de la suite des nombres 4 deux

indices b+ 4, est, d’aprés notre hypothese, égale a4 14k, la relation (13") nous

n

montre que: — 4 ! + , Cest-a-dire: p. >\ — . Donc, si lim Pu ky quel
+ k Pﬂ+q”—w qﬂ
que petit que sozt le nombre positif S, Pordre apparent p. de N(R, r) par mpport ar

est inférieur 4 Uordre apparent total X de cette fonction et au moins égal d

lim £n
bntin=> 4,

—|—k

° = oo. Lordre apparent p. sera un nombre positif ou nul inférieur

3
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4 X comme cela résulte de la réciproque de 1° de Phypothése et des relations (13)
et (13").

22. On peut déduire de ce qui précéde le théoréme suivant établi par M. BoreL
[loc. cit. #)]:

Si la fonction N(R, r) est dordre apparent p. >> o par rapport & r et dordre ap-
parent v>o0 par rapport & R, Pordre apparent total ) de cette fonction est inférieur a

[

Cette proposition est évidente dans le cas ot lim b _ o, lim P _ ;
patin=> Yan Putgn=> 4,
car, si lim b =o, on a: p=>% et si lim b = o0, il vient: v="1>u.
Fin=> In Putgn=> {,
Supposons que
lim P":k, lim &T—_k’;
g/ Purin== {,
nous aurons (cfr. n® 21):
A rE
N e Y
b=k =T

et

eyl g+ eg )

d’ou le théoréme énoncé, en observant que la quantité entre crochets dans le second
membre de l'inégalité précédente est au moins égale 4 P'unité.
Remarque.—Dans le cas particulier o I'un des deux nombres p. et v est nul, Pautre

est égal a A

Remarques générales sur les fonctions entiéres
a coefficients et & variables réels et positifs, et d’ordre apparent total fini.

23. Admettons que la fonction N(R, r) soit d’ordre apparent . > o par rapport i
r, et soit g, le coeflicient maximum de 4, (R). Dans cette hypothése (cfr. n° 15), la

suite (G) des nombres _n—llc(:gg% admet “(.IZ_ comme plus petite limite. Désignons par

gq’ ng, ...,gqn,

l — log g,
g,log g

n n

les coefficients g, tels que les nombres correspondants fassent partie de la

. . . —lo
suite principale G; de la suite (G) des nombres “nlo%'

Ceci étant, considérons P'ensemble des coefficients g, ~de N(R, r) vérifiant la
. ’in
relation :

— o
(15) ——g—!igﬂ’i—i Z 29 (¢ > o).
g,10gq, w| =

D’aprés ce qui précéde, pour chaque valeur de ¢, il y aura au moins un coeflicient
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€50 vérifiant la relation (15), puisque g, est un coefficient de N(R, r). En général,
pour une méme valeur de ¢, il y aura plusieurs coefficients g,,, vérifiant la relation
(15). Soit 9(q,) le plus grand des indices p de ces coefficients £,,,5 nous allons mon-

trer que: si N(R, r) est d'ordre apparent total fini A, il existe un nombre entier g
indépendant de q,, tel que Pon ait, pour toute valeur de q,,

2(2.) £ 99,
En effet, N(R, r) étant d’ordre apparent total fini 2, nous avons:

1 In

4[(4) ] <5 @@,

L_ [
g
1

gi’ﬂn (e 6) p+q,, .

q.°
Cette derniére inégalité nous montre immédiatement que si p est supérieur 4 zéro, il

est possible de déterminer un nombre positif ¢ indépendant de g, , tel que P'on ait, quel
que soit ¢, et pour toute valeur de p supérieure 3 ¢gq,,

Q['°‘

—Ioggpq I ~
R £1 L I 28 @ > o).
9.l0g g, > 2 T

Posons

0,® =3 L p,

tous les coefficients de Q (R) seront au plus égaux 4 l'unit¢, puisque g, est le plus

grand des nombres €. (p=o01,2, ..., r,r)(g")). Par suite nous aurons, pour toute

valeur de R supérieure 4 lunité,

(157 Q, (® <o(g )R (v(g,) L494.)-

Ceci étant, désignons par K(R, r) la fonction entiére en R et r formée par tous

les termes de N(R, r) dont les coefficients g,, ne vérifient pas la relation (15). Cette

fonction K(R, r) sera d’ordre apparent au plus égal 4 TP'—S (8>0), carsi g/ est
142

le coefficient maximum de la fonction entiére en R, coefficient de " dans K(R, r)
ordonnée suivant les puissances entitres de 7, nous aurons d’aprés la fagon méme dont
la fonction K(R, r) a été définie:

. log ¢!

fm — log s> + 2%
Comme
(16) N 1) =3¢, 0, R + KR, 1),

nous pouvons énoncer le théoréme suivant:
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Si N(R, r) est une fonction entiére en R et r d'ordre apparent total fini \ et d’ordre
apparent v. > 0 par rapport & r, cette fonction peut se mettre sous la forme (16), les g,

— lo
étant tels que les nombres correspondants 7%?” appartiennent & la suite principale

”

G; de la suite (G) des nombres

— logg,
n

n log
conditions suivantes: 1° si 9(q,) est le degré de Q (R), il existe un nombre entier positif

5 les Q (R) des polynémes satisfaisant aux

g tel que Von ait pour toute valeur de q,: 0(q,) £ qq,; 2° si R est une quantité positive
superieure a Punité, on a, quel que soit q,: Q (R) < ¢(g,)R¥"; et K(R, r) étant

une fonction entiére en R et v dordre apparent au plus égal a par rapport & r.

_
I4+2pd
Variation de ordre apparent p .

24. Pour étudier la variation de l'ordre apparent p. , nous nous placerons unique-
ment dans le cas ou la fonction N (R, r) est d’ordre apparent total fini, et nous dési-
gnerons comme plus haut par p lordre apparent de N(R, r) par rapport 4 r. La fonc-
tion N(R, r) étant d’ordre apparent total fini A, cette fonction peut se mettre sous la
forme (16). Comme l'ordre apparent de K(R, r) par rapport i r est inférieur 4 p,
il en résulte que si pour une positive quelconque R de R, N(R, , r) est une fonction

entiére en r d’ordres apparents (i, (), Z g, Q, (R)r! sera également une fonction
entiére en r d’ordres apparents (p, p,), et réciproquement.

Cette remarque nous permet de remplacer pour Iétude de Pordre apparent p ,
la fonction N(R, r) par la fonction qu“ Q, (R)r', les polynémes Q (R) satisfai-

sant aux conditions énoncées au n° 23.
Ceci posé, des inégalités

Q, (R) , Q,,(R) :
R¥a <~Qiq"u—(1—>~< I si R<1 et 1 <Q::—G— <R si R>1 ((p (g.) £ gqn),
nous déduisons que la différence
— logg, Q, (1) +logg, Q, (B)
g,log, g,

converge vers zéro, pour toute valeur positive de R, lorsque ¢, croit au deld de toute
limite. Il en sera de méme de la différence

— log &”%Qq"(l) —

4

log %o 1 Io;
g‘k+0g

log, g,
Il résulte de 1 que si R, est une valeur positive quelconque de R, les éléments limites

£, 9, (B) g
In In 1 In
Gu T log -

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXXI (1° sem. 1911). — Stampato il 10 dicembre 1910. 4
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—logg, O, (R)— log%y—

de la suite des nombres sont identiques aux éléments li-
9, log, 4.
0 (1
— log 8,2, log =

mites de la suite des nombres ?c‘;g ; . Par suite, d’aprés sa défini-
' | gqn Qqn (R) Qn

— log - 12>~ — log -

tion méme, la fonction inférieure de la suite des fonctions 1%"g 7 &

sera une constante dans lintervalle (o, -~ o0). Si nous nous reportons 4 la définition

du n° nous voyons que si ri* est pour R—1 une fonction entiére en
57 y q ";gq” Q‘]n (R) p R

r d’ordres apparents (p, p), ngn Q, (R)rf sera pour toutes les valeurs positives
=1

de R une fonction entiere en r d’ordres apparents (., ). Par conséquent, en tenant
compte de ce qui a été dit plus haut, nous pouvons énoncer le théoréme suivant:

Si la fonction N(R, r) entitre en R et r supposée d’ordre apparent total fini \ est,
pour R = 1, une fonction entitre en r d’ordres apparents (g, ), N(R, ) sera une
fonction entitre en r d’ordres apparents (w, 1) pour toutes les valeurs positives de R.

Soit R, une valeur positive de R supérieure 4 'unité; des inégalités

1< Q, R)<o@)RM™  [3(s.) £9q4,]

nous déduisons que les deux suites de nombres

—1 R
— log@ — log% o8 &4 Q,R) —

n

log 1=
4, .

“ log, g,

log, g,

ont les mémes éléments limites. Par suite, en tenant compte de ce qui a été dit plus
haut, nous pouvons énoncer le résultat suivant:
Si la fonction N(R, r) entiére en R et r supposée d’ordre apparent total fini X est
o
3 [y : 3 — - q
d’ordres apparents (p., p.) par rapport & r, la fonction entitre en r f(r) = ; g, ™

sera d’ordres apparents (g, p.)), et reciproquement.

25. Si nous ne supposons plus que la fonction N(R, r) est d’ordre apparent total
fini, Pordre apparent p., peut varier d'une fagon continue avec R, comme nous allons
le montrer par un exemple.

Considérons la fonction N(R, r) = > g R*F'°8"s", o g, vérifie la relation:
H=0
. —logg, 1 | i
lim ——=222 — w ct ou E(log, #) est le plus grand nombre entier contenu dans
log, n. Cette fonction sera une fonction entiere en R et 7, puisque d’aprés notre hypo-
8. » puisq p

”
these, VgnR"E“"gz") converge vers zéro, pour toute valeur finie de R. Admettons en
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outre que lim

n=—=0cc

(— logg, _ Iogﬂ) = 0; nous aurons:
nlogn n
log g, R**°&"  logn

lim " £ —_ R
=00 logzn

et le nombre p. sera égal 4 R pour toutes les valeurs positives de R.
Dans cet exemple, la fonction N(R, r) est évidemment d’ordre apparent total

infini.
Ordre apparent de %{) par rapport a r.
26. La fonction é—iva—(RR,,fir) ordonnée suivant les puissances croissantes de r peut
s’écrire :
0" N(R, r S m .
XD =3 amwyr,
ol

AP®) =5 p(p—1) .o (p— m 4 Dgpa R
Deux cas sont & distinguer:
1° Les coefficients g, de d, (R) vériflant la relation (15) sont tels que le premier
rin n
indice p reste inférieur ou au plus égal & un nombre entier fixe g. Dans ce cas

0" N(R, )
a Rm

rieures ou égale & q ou du moins pour un certain nombre d’entr’elles, tandis q’elle sera
d’ordre apparent inférieur & p. pour toutes les valeurs de m supérieures a q.

sera d’ordre apparent p. par rapport & r pour toutes les valeurs de m infé-

2° Parmi les coefficients g, ~de A, (R) vérifiant la relation (15) il y en a au
rin n
moins un, tel que le premier indice p augmente indéfiniment avec ¢, et cela quel que

petit que soit le nombre positf 3. Si g est le coefficient maximum de 4”(R), on
n

aura, d’aprés notre hypothese, -

—loggqn 1

m —— — —
e 11089, 1

et cela quel que soit indice m de dérivation. Par suite:

0" N(R, r)
aRﬂl

d’ordre apparent p. par rapport & r, quel que soit Iindice m de dérivation.

Si nous sommes dans le cas 2° sera une fonction entitre en R et r

Ordre apparent de N(¢r, r) par rapport & r.

27. Si dans N(R, r) nous posons R = tr, nous obtenons une fonction entitre
en ¢t et r & coefficients et 4 variables réels et positifs. Par suite, si nous tenons compte
des résultats des n® 14 et 18, nous voyons que:
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© Si N(R, r) est d'ordre apparent total %, N(tr, r) sera d’ordre apparent X par
rapport a r.

2° 8i N(r, r) est & croissance régulitre, N(tr, r) sera & croissance réguliére par
rapport & r.

CHAPITRE IIL

Points limites réguliers de 'ensemble des zéros
d’une suite de polynémes.

Cas ot tous les zéros sont réels.

28. Soit
&) 4, (x), A4, (x) ..., 4 (x)
une suite de polynémes de la variable réelle x, ou

4 )=E—a, Jx—a, ). ... (x—x )
les «, . étant réels et ¢(g,) augmentant indéfiniment avec ¢,-ou restant inférieur 4 un
certain nombre fixe g¢.

Nous désignerons par E, 'ensemble des zéros des polyndmes 4, (x). E sera
dénombrable.

Le point x = « sera dit un point limite de E,_, s’il existe une infinité de polyno-
mes Aq,, (x) possédant au moins un zéro 4 lintérieur d’un segment concentrique au
point x == « et de longueur arbitrairement petite.

Cette définition du point limite de E, permet de considérer comme points limites
de cet ensemble, tous les points de E, pour lesquels une infinit¢ de polyndmes 4 (x)
s’annulent.

L’ensemble formé par les points limites de E, porte le nom de dérivé; on le note
E'. E est un ensemble fermé, c’est-d-dire qu’il contient tous ses points limites.

29. Nous dirons que le point x — « est un point limite régulier de E, si au
nombre positif &, arbitrairement petit, on peut faire correspondre un entier {, tel que,
pour ¢, > Q,, chacun des polynémes A4, (x) posséde au moins un zéro 4 lintérieur
d’un segment 7, conlentrique au point x = « et de longueur 2s.

il existe une infinité de polyndmes 4, (x) n’admettant que p zéros & Pintérieur
de v,., quel que petit que soit ¢, les autres en admettant au moins p, dés que ¢,>0Q,,
nous dirons que le point x == =« est un point limite régulier d’ordre p.

Dans le cas ot le nombre des zéros de 4, (x) appartenant 4 y,, augmente indé-
finiment avec ¢,, quel que petit que soit ¢, le point x = « sera dit un point limite
régulier d’ordre infini.

De la définition méme du point limite régulier résulte que si le point x=0 n’est
pas un point limite régulier de E_, on peut extraire de la suite (4) une suite infinie



SUR LES FONCTIONS ENTIERES DE DEUX VARIABLES D’ORDRE APPARENT TOTAL FINI. 29

de polynémes:
APl(x), Ah(x), cee Apn(x), cey
telle que si on désigne par H_ Pensemble de leurs zéros et son dérivé par H), le
point x = { ne fasse pas partie de H_.
Exemple. —L’origine est un point limite régulier de 'ensemble des zéros de chacune
des suites de polyndmes:

I I
x—1, X— —y e, X——, ceey

2
(x — 1), (x—%)P, . (x—-—;—)P, ceey
(x — 1), (x———;—),...,(x—%), cee

dans le premier exemple, le point x = o0 est un point limite régulier d’ordre 1, dans
le second un point limite régulier d’ordre p, dans le troisiéme un point limite régulier
d’ordre infini.

30. Supposons en particulier, que parmi les polynémes 4, (x) il y en ait une
infinit¢ dont le degré ne dépasse pas un certain nombre fixe p. Je vais montrer que
le mombre des points limites réguliers de E_ est au plus égal & p.

En effet, admettons que ce nombre soit égal & p-~1 et soient: x=x, (i=1, 2, ..., p--1)
ces points. Il nous est possible de tracer de chacun de ces points comme centre des
segments vy,, de longueur 2¢ sufisamment petite, pour que tous ces segments n’aient
aucune portion, ni extrémités communes. Ces points x = «, étant des points limites
réguliers de E_, chacun des polyndmes 4, (x) possédera au moins un zéro 4 l'intérieur
de chacun de ces segments dés que ¢, > Q,. Il en résulterait que les 4, (x) seraient
au moins de degré p - 1, 4 partir d’une certaine valeur de ¢g,, ce qui est contraire
4 notre hypothése.

En procédant de méme, on verrait que, lorsque le degré de 4, (x) augmente indé-
finiment avec g,, sile nombre des zéros de A, (x) appartenant 4 Vintervalle (— R, R),
(R étant une quantité positive arbitrairement grande) reste inférieur quel que soit ¢, 4
un certain nombre (Qp qui peut croitre avec R, I'ensemble des points limites réguliers
de E, ne comprendra qu’un nombre fini de points dans tout intervalle fini de Ox.

31. Désignons par R, 'ensemble des points limites réguliers de E,. Je dis que
R, est un ensemble fermé.

En effet, soit x = « un point limite de R_, on peut trouver un point x = B de

. . . . o €
R, dont la distance au point x = « soit moindre que le nombre positif - donné¢ 4

o . ..o E
Pavance; x = [ étant un point limite régulier de E,, au nombre positif —~ on peut

faire correspondre un entier Q,, tel que pour g, >(Q,, chacun des polyndémes 4, (x)
posstde au moins un zéro 4 lintérieur d’un segment vy, de longueur ¢ et concentrique
au point x = @. Pour ces mémes valeurs de ¢,, chacun de ces polynémes possédera
au moins un ziro d lintérieur d’'un segment concentrique au point x = « et de lon-



30 JULES SIRE.

gueur 2¢. Par suite, d’aprés la définition donnée au n® 29, le point x = « sera un
point limite régulier de E, .

Tout point limite de R, est un point limite régulier de E, d’ordre infini.

En effet, admettons qu’il n’en soit pas ainsi et que le point limite x = x de R,
soit un point limite régulier de E, d’ordre p. Alors de ce point comme centre, il sera
possible de décrire un segment y, de longueur 7 suffisamment petite pour que parmi
les 4, (x), il y en ait au moins une infinité possédant au plus p zéros 4 Iintérieur
de ce segment. En reprenant le raisonnement du n® 30, on verrait que E, admet au
plus p points limites réguliers 4 lintérieur du segment v, et le point x =2« ne saurait
étre un point limite de R,, ce qui est incompatible avec notre hypothése.

L’ensemble R est: soit un ensemble dénombrable, soit un ensemble ayant la puis-
sance du continu. Dans ce dernier cas, tous les points de I'axe Ox peuvent appartenir
4 R, ou tous les points d'un segment quelconque de Ox. Ainsi tous les points du
segment o— I sont des points limites réguliers de ensemble E, des zéros de la suite

Aqn(x):(x———:?)(x——%) (x__n_n—__x> (=1, 2, ...).

32. Examinons de plus prés les points limites réguliers d’ordre infini, et soit x ==
un tel point. Désignons i cet effet par ©(q,, ) le nombre des zéros de A, (x) appar-

de polyndémes:

tenant au segment vy,, concentrique au point x — « et de longueur 2¢, 0(q,, ¢) aug-
mentera indéfiniment avec ¢,, quel que petit que soit le nombre positif e. Ceci posé,
¢(g,) désignant comme plus haut le degré de 4 (), trois cas pourront se présenter:

(-) (qn I E)

1° il existe une valeur ¢ de ¢ 4 partir de laquelle le rapport —~22’ - converge vers

v (4.)
zéro avec ——; 2° lim (4., ©) =o0; 3° lim 904, ¢) =}, b’ étant une quantité
In == ¢(4,) ’ == 9(4.) ’

positive différente de zéro.

Dans I'exemple donné 4 la fin du n® précédent, tous les points du segment 0 —1
sont des points limites réguliers d’ordre infini satisfaisant 4 2°.

Tous les points du segment o — 1 sont des points limites réguliers satisfaisant
4 1° de Pensemble des zéros de la suite de polynémes 4, (x), oit 4, (x) admet, comme
zéro d’une part, les extrémités des intervalles obtenus en partageant le segment o —1
en E(log,n) parties égales et d’autre part les extrémités des intervalles obtenus en par-
tageant le segment 1 — 2 en E(log n) parties égales. De plus, tous les points du seg-
ment 1 — 2 sont des points limites réguliers d’ordre infini satisfaisant 4 2° de la suite
des polynémes considérés.

Ces deux exemples nous montrent que lensemble des points de R, satisfaisant
soit 4 1° soit 4 2° peut avoir la puissance du continu.

Ceci étant, je vais montrer que Uensemble des points de R, d’ordre infini pour les-

. . o o £ .
quels on a, quel que petit que soit le nombre positif e, qu(‘%)—)>h (b étant une quantite
positive finie), ne renferme qu'un nombre fini déléments. ’
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. .. . . 1
Désignons, 4 cet effet, par ¢ le nombre entier immédiatement supérieur 3 —— et

h

admettons que le nombre des points considérés soit égal 4 ¢. En reprenant un raison-
nement identique 4 celui du n° 30, on constate que le degré de 4, (x) serait supe-
rieur & ¢(g,), ce qui est contraire & notre hypothése. Il en résulte que I'ensemble consi-
déré renferme moins de ¢ points.

D’une manitre plus générale, Vensemble des points de R d’ordre infini satisfaisant
a 3° est au plus dénombrable.

Donnons-nous 4 cet effet une suite décroissante de nombres positifs:
() h, b, ..., b,
tels que lim b, = o. Désignons par S, l'ensemble des points de R, pour lesquels

lim 9;9(,,9, )s) > b, puis par S, ensemble des points de R, ne faisant pas partie
g =09, E—O n
de S, et pour lesquels on a lim (q(,,,)s)>b2, et d’une maniére plus générale par
5= E=0

S. ensemble des points de R, ne faisant pas partie de S, , et pour lesquels on a

lim O 004, 2) 2\ h,; puis posons
g = ,8=0 ( n)

S=S5+S,+ - +S,....
Tout point de S satisfait évidemment 4 3°. Inversement, tout point de R, d’ordre infini
satisfaisant & 3° fait partie de S. En effet, soit x=x un point de R, satisfaisant 1 3%
il existera une quantité positive b, telle que l'on ait
lim 0(4,, £) = bh;
== 2(4)

si h,_, et b, sont les deux nombres de la suite (b) comprenant b, le point x = =z
considéré fera partie de I'ensemble S;.

Il résulte de 1d que Pensemble S est identique & Pensemble des points de R, d’ordre
infini satisfaisant 4 3°.

Comme chacun des ensembles S, ne renferme qu'un nombre fini de points au
plus, d’aprés une proposition établie plus haut, S sera un ensemble au plus dénombrable,
d’ou la proposition énoncée plus haut.

~ De 13, sitous les points de R_sont des points d’ordre infini satisfaisant 4 3°, cet
ensemble R_ sera dénombrable.

Exemple. — Considérons la suite de polynomes:

4, A, - 4,00

1 I I I I\
A () =t{x— —J{x——F+—} ... {x—— —)
¥0) : o )]
p désignant un entier fixe et # prenant toutes les valeurs entiéres et positives. Les
points ayant respectivement pour abscisse:
I I

0o ey ey —
Y 2 ? ’
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seront des points limites réguliers d’ordre infini satisfaisant 4 3° de l'ensemble des
zéros de la suite de polynémes considérés. En effet, pour chacun de ces points le

rapport (4,5 ©) scra constamment égal & j:;_ , quel que petit que soit le nombre

¢(q.)

positif e.

33. Soit
4™ Aq“i(x), qu)i(x), ceey Aq”)i(x),
une suite infinie de polynomes extraite de la suite (A4); nous désignerons par E¥ Pen-
semble des zéros des polyndémes de cette suite (A4'"). D’aprés la définition donnée au
n® 29, tout point limite régulier de E, sera un point limite régulier de EY, mais la
réciproque n’est pas vraie, Clest-d-dire que tout point limite régulier de E\ n’est pas
nécessairement un point limite régulier de E,. Si nous désignons par R’ I'ensemble
des points limites réguliers de E\”, nous aurons:

RPN\ R_.
Dans le cas particulier ot la suite (4") ne différe de la suite (4) que par un nombre
fini de polynémes, on aura évidemment:

RV —R .
Mais si la suite (4") differe de la suite (4) par une infinité dénombrable d’¢léments,
I'ensemble RY pourra étre plus étendu que I'ensemble R, .

Exemple. — Supposons que les polyndmes de la suite (4) soient définis de la fagon

suivante:

Aq"(x):(x——i—)(x—%ﬁ—%) (x—%—]—%) (p étant un nombre entier fixe)

si 'indice #» de ¢, est pair, et

Aq,,(x)z(x—%)(x—i_) (x_”; I)

si indice » de ¢, est impair.

L’ensemble R, des points limites réguliers de E, comprendra seulement p points.

Si nous considérons comme faisant partic de la suite (4") tous les polynémes
A,,(x) précédemment définis pour lesquels I'indice #» de ¢, est impair, 'ensemble R
comprendra tous les points du segment o — I, extrémités comprises, de sorte que
dans Pexemple considéré, ensemble R, différera de 'ensemble R par une infinité non
dénombrable de points.

Remarque. — Admettons que le nombre des zéros des polyndmes 4 (x) dont le
module est au plus égal 4 R, soit pour toute valeur de l'indice ¢, au plus égal & Q.
Dans cette hypothése, 'ensemble des points limites réguliers de ensemble des zéros
d’une suite quelconque (4") extraite de la suite (A4) renfermera au plus Q, points 4
Vintérieur de lintervalle (— R, R).

34. Il importe de savoir pour les applications, dans quels cas le nombre des zéros
de 4, (x) appartenant 4 lintervalle (— R, R), R ¢tant une quantité positive arbitrai-
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rement grande, ne dépasse pas, quel que soit ¢,, un certain nombre Q@ qui peut
d’ailleurs croitre avec R. Sans traiter la question 4 fond, nous remarquons qu’il en est
certainement ainsi s’il existe un nombre fini p tel que les sommes

Pl 1
L 2P
=1 Ty

soient limitées supérieurement, c’est-d-dire qu’il existe une quantité positive L telle que
Pon ait

Plgy) 1
2 e <L
i=1 [

pour toutes les valeurs de lindice ¢, . )

¢lgn
Comme on peut calculer, pour chaque valeur de ¢, , les sommes Z?T—en fonc-
=1 T q,,¢

tion des coefficients de 4, (x) 4 Taide des formules de NEwToN, on voit que la
connaissance des coeficients de 4, (x) nous permet de conclure, dans un certain
nombre de cas, si le nombre des zéros de 4, (x) dont le module est au plus égal 4
un nombre positif R arbitrairement grand ne dépasse pas Q.

Cas ou les zéros sont imaginaires.

35. Soit
P) P (u), P, (u),...,P (40),...

une suite de polyndmes de la variable complexe u, & coefficients réels ou imaginaires, ot

P wy=@w—a Yu—a )...0—a )
les a,,; étant imaginaires et ¢(g,) augmentant indéfiniment avec ¢, ou restant inférieur
d un certain nombre fixe g¢.

Nous désignerons par E Pensemble des zéros de la suite de polyndémes (P). Toutes
les définitions et propriétés que nous avons données aux n® 30-35 s’étendent 4 I'ensemble
E des zéros de la suite de polynomes (P): il suffit de remplacer I'expression segment
de longueur 2: par cercle de rayon e.

Par exemple, nous dirons que le point # = a est un point limite régulier de E,
si au nombre positif ¢ correspond un entier Q, tel que, pour ¢, > Q,, chacun des
polynémes Pqn(u) posséde au moins un zéro a lintérieur d’un cercle concentrique au

point # = g et de rayon e.

Posons: .
P (w)="0, (% 5)+iW, (% y),
a?m" = a?mi —l_ iﬂ‘lmi;

A 3r 18 . ’ :
les @, . sont pour une méme valeur de Iindice g, racines de I’équation A4, (x) que

Pon obtient en égalant 4 zéro le résultat de I'élimination de y entre les équations:
Vq,,(xa y)=o, Wq”('x7 y) =03

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXXI (1© sem. 1911). — Stampato il 12 dicembre 1910. 5



34 JULES SIRE.

de méme si B (y) est le résultat de I'limination de x entre les deux équations précé-
n
dentes, les B . seront pour une méme valeur de g, racines de I’4quation B, (y) = o-
Désignons respectivement par E, et E, les ensembles des zéros des polynomes 4, (x)
et B (y). En utilisant les relations:
”

— — — 6 —
95t alélaqmi % " l aqmi [ll é | rjq”.-i ?)! )
on voit que, si le point u = a = a -~ iP est un point limite régulier de E, les points
x === et y =0 seront respectivement des points limites réguliers pour chacun des ensem-
bles E, et E . Mais la réciproque n’est pas toujours vraie.

|a

CHAPITRE 1IV.

Points de moindre croissance.

Cas ot tous les zéros sont réels.

36. Soit
©) G G®)soes G e s
ot G (x)=(x—w, J(x—=2 )...(x— o,04,), une suite de polynémes de
la variable réelle x satisfaisant aux conditions suivantes:

1° tous les zéros de ces polynémes sont réels et appartiennent 4 un intervalle
fini AB de l'axe des x;

2° si ¢(g,) désigne le degré de G, (x), il existe un entier ¢ tel que on ait pour
toute valeur de ¢,: 9(g,) <g¢gq,-

Soit R une quantité positive supérieure au nombre représentant la longueur du
segment 4 B; nous aurons pour tout point x de ce segment, en vertu des deux condi-
tions précédentes,

(x7) G, () < Reow.
Ceci pos¢, soit x = § un point quelconque du segment 4 B; nous déduisons de (17):
— log| G, ()] _ — ¢(g,)logR
g,log g, g.1ogq, ’
ce qui nous montre, en tenant compte de 2° qu’en tout point x = § du segment 4 B
— log| G, (B)]

la plus petite limite de la suite des nombres est au moins égale 2 zéro.

9,108 ¢,
Désignons comme plus haut par E, 'ensemble des zéros des polynémes G, ()

et par R, l'ensemble des points limites réguliers de E,. Soit x == 8 un point ne faisant
pas partie de R, si toutefois il y a de tels points x = p. Il est possible d’extraire de
la suite (G) une suite infinie de polyndmes:

G, () G, (x) ..., G, (%), ...,

tels que si Pon désigne par H, 'ensemble de leurs zéros et son dérivé par H!, le
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point x = { ne fasse pas partie de H.. Désignons par n le minimum de la distance
du point x=p 4 Uensemble H. Nous aurons, & partir d’une valeur de p, suffisamment
grande,

6,@1> (1) — g6, ()] _ —#eotoe ()
b 2 ’ p,logp, p.logp, ’
ce qui nous montre, en tenant compte de 2° que la plus grande limite de la suite des
— log|G,, (B)] , : ,
nombres “p logp est au plus égale & zéro. Par suite, en tenant compte d’un

résultat précédemment établi, on voit que si x = P est un point du segment 4B n’ap-

— log| G, (B)
———————— €St

partenant pas & R_, la plus petite limite de la suite des nombres 2 1og ¢

égale 4 zéro.

Supposons maintenant que le point x = { appartienne 4 R . Deux cas pourront
— log| G, ()|
————————— €St

g,log g, .
égale & zéro, ou bien cette plus petite limite est une quantité positive £’ finie ou infinie.

se présenter: ou bien la plus petite limite de la suite des nombres

Ceci étant, nous dirons que le point x = « est un point de moindre croissance
de la suite de polynémes (G) si 'on a en ce point:

—log|G, (B _ ,
im ——— T —k
= 911 log Qn
k' ttant une quantité positive finie ou infinie. De cette définition et de ce qui précede

’

résulte que tout point de moindre croissance fait partie de K., mais que tout point
de R, n’est pas nécessairement un point de moindre croissance. Par suite, si nous repré-
sentons par N, 'ensemble des points de moindre croissance de la suite de polyndémes
(G), nous pourrons écrire:
N, ZR,.

De la résulte que si R, comprend un nombre fini de points, N, comprendra un nombre
fini de points au plus. De plus, si R, est dénombrable, il en sera de méme de N,,
car toute portion d’ensemble dénombrable est elle-méme un ensemble dénombrable.

Nous allons étudier ’ensemble N, au double point de vue de la puissance et de
la mesure; mais, auparavant nous établirons un certain nombre de propriétés des ensem-
bles de points intérieurs au sens strict 4 un ensemble de segments 4 deux indices.

Sur certains ensembles de points intérieurs au sens strict
a un ensemble de segments a deux indices.

37. Soit (y) un ensemble de segments 4 deux indices appartenant 4 un intervalle
fini 4B de P'axe des x:
Toir Yuas o009 Yuoms
ol o(n) ayant une valeur finie pour chaque valeur finie de », augmente indéfiniment
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avec n. Nous supposerons en outre que cette suite de segments (v) jouit des propriétés
suivantes:

1° pour une méme valeur de #, les segments vy, n'ont aucune partie, ni extré-
mités communes;

2° si 6, est la somme totale des longueurs de tous les segments v, ; dont le pre-
mier indice est m, on a: lims,, = o.

-

Ceci posé, nous dirons que le point x == % est intérieur au sens strict 4 'ensemble
de segments (y), s’il existe un nombre entier Q tel que, pour chaque valeur de # supé-
rieure 2 Q, il y ait un segment Yy, , comprenant le point x = « 4 son intérieur au
sens étroit. D’aprés 1° pour une méme valeur de #, il y aura un seul segment vy,
comprenant le point x — « i son intérieur et cela pour toutes les valeurs de n supé-
rieures & Q.

Nous désignerons par M ensemble des points intérieurs au sens strict 4 Pensem-
ble de segments (y).

Si M admet au moins un point, d’aprés la définition précédente, il existera une
valeur p de # 4 partir de laquelle il y aura un scgment ¥, ; ayant une partic commune
avec un segment ¥y, , au moins. Par suite, §’il existe un nombre entier p tel que,
pour n > p, un segment ¥, quelconque n’ait aucune partie commune avec un
segment vy, , quelconque, on peut affirmer que 'ensemble M ne renfermera aucun
point.

Soient x = « et x = B deux points distincts de M: il existe un nombre entier Q
tel que, pour m > Q, le segment Y, . comprenant le point x = « & son intérieur est
distinct du segment v, , qui renferme le point x = B 4 son intérieur. Car s'il n’en était
pas ainsi, il existerait une infinit¢ de valeurs de # pour lesquclles les deux segments v, ;
et v,, coincideraient et comme d’aprés 2° les longueurs des segments ¥, ; et v, , con-

be . . . )
vergent vers zéro avec —, les deux points x =—= « et x — f coincideraient, ce qui
n’ y

est contraire 4 notre hypothése.
38. Désignons par M, I'ensemble des points de M tels que chacun d’eux soit inté-
rieur au sens étroit & un segment ¥y, , pour toutes les valeurs de # supérieures A p -1 — 1

et pour celles-ld seulement. Nous avons évidemment:
Ml+1 é Ml *

Soit M;,, Vensemble des points de M, , ne faisant pas partie de M,, je dis que
Pon a:

M= M+ Mo Mo (M= M)

En effet, tout point x =— « de l'ensemble M, est intérieur au sens étroit i un
segment vy, . pour toutes les valeurs de » supérieures 4 p - I — 1; il appartient donc
4 M. Inversement, soit x="0; un point de M; il existe un nombre entier ¢ tel que pour
chaque valeur de # supérieure 4 g, ce point soit intérieur au sens étroit 4 un segment
Y, Donc, si g=p-1—1, le point x =@ appartiendra 4 I’ensemble M, et si
g L p— 1, il fera partic de M’ et la proposition se trouve démontrée.
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Par suite, si chacun des ensembles M; contient au plus un nombre fini de points,
I'ensemble M sera au plus dénombrable, car 'ensemble somme d’une infinité denombra-
ble d’ensembles tels que chacun d’eux renferme au plus un nombre fini de points, est
au plus dénombrable.

De plus, si 'un des ensembles M, a la puissance du continu, il en sera de méme
de 'ensemble M. En effet, admettons que M ait la puissance du continu; comme

M M,
la puissance de M sera au moins égale 4 celle du continu. D’autre part, elle ne peut
lui étre supérieure puisque ’ensemble C de tous les points du segment 4 B a la puis-
sance du continu et que
M<C (cfr. n° 42).

39. Supposons que pout # > p — 1, chacun des segments vy, . ait une partie
commune avec un segment y, . au plus, je dis que, dans cette hypothése, 'ensemble
M, aura au plus un point 4 Pintérieur du segment v, ;. En effet, admettons que M,
posséde au moins deux points 4 intérieur du segment y, ,;: x ==« et x=0. D’apres
une remarque du n® 37, il existe un entier Q tel qu'd partir de # > Q, la suite S, des
segments y, ; comprenant le point x = « 4 leur intérieur est distincte de la suite S,
des segments vy, , qui renferment le point x = $ 4 leur intérieur. Comme Q serait
au moins égal 4 p -}/, il en résulte qu'd partir d’une valeur de # supérieure & p —1,
il y aurait au moins un segment y,, ayant une partic commune respectivement avec
deux segments vy, , et ¥y,, ., ce qui est contraire 4 notre hypothése. Donc il y a au
plus un point de M, 4 lintérieur du segment v,,,,. Comme le nombre des segments
Ypu1: €5t €gal 2 o(p 4 1), il en résulte que lensemble M, posstde au plus ¢(p - 1)
points. La propriété précédente ayant lieu quel que soit lindice I de M;, il s’ensuit
que chacun des ensembles M; posséde au plus un nombre fini de points. Par conséquent,
en tenant compte d’une remarque du n° précédent, nous pouvons énoncer le théo-
réme suivant:

S'il existe un entier p tel que pour n > p — 1, chaque segment v, ait une partie
commune avec un segment ¥, . au plus, Pensemble M des points intérieurs au sens
strict @ Pensemble des segments (y) est au plus dénombrable.

4o. Le segment vy, est dit intérieur au sens étroit au segment vy, si les extrémités
de y, sont intérieures au sens étroit au segment ;.

Soit

Yoo Yas vov0 Yuy -o-
une suite de segments tels que chacun d’eux soit intérieur au sens étroit au segment
qui le préceéde dans la suite, et en outre tels que la longueur de y, converge vers zéro

avec —711— Il existe, comme on le sait, un point x = & commun & tous ces segments
et de plus ce point x = & est intérieur au sens étroit 4 chacun des segments v, .
Cette proposition étant rappelée, admettons que pour toutes les valeurs de # supé-
rieures 3 p~—1, un segment ¥, , comprenne 4 son intérieur au sens étroit un segment
Yus,s €t 1'ait aucune portion commune avec I'un quelconque des segments v, , , restants.
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D’aprés la proposition que nous venons de rappeler, l'ensemble M, possédera au
moins un point 4 lintérieur du segment y,,,;, mais il ne pourra en admettre d’autres
comme on le constate aisément en reprenant un raisonnement analogue 4 celui du n°
précédent. Par suite, Uensemble M, possédera ¢ (p +-1) points et ¢(p 1) seulement.
Comme ¢(#) augmente indéfiniment avec 7, I'ensemble M; admettra au moins un
point pour une infinité de valeurs de I. Par suite, nous pouvons énoncer le théoréme
suivant:

Si pour toutes les valeurs de n supérieures & p — 1 et quel que soit i, chaque seg-
ment vy, , comprend & son inlérieur au sens éiroit un segment ¥, , et n'a pas de portions
communes avec Vun quelconque des segments vy, restants, Vensemble M admet effective-
ment une infinité de points formant un ensemble dénombrable.

41. Considérons maintenant le cas ol pour toutes les valeurs de n supérieures 2
p— 1 et quel que soit i, chaque segment y,, comprend ¢, segments v, , 4 son
intérieur au sens étroit, q étant au moins egal 4 2. Affectons d’un accent tous les
segments v, , compris 4 lintérieur des segments y,,, puis tous les segments v,.,,
compris 3 l'intérieur des segments y,,,, précédemment accentues et ainsi de suite indé-
finiment. L’ensemble des points intérieurs au sens strict 4 'ensemble des segments accen-
tués n’est autre que l'ensemble M, des points de M qui sont intérieurs 4 un segment
y,; pour toutes les valeurs de n supérieures 4 p — 1.

I. Tout segment Y;,iq comprend & son intérieur au moins un point de M, .

En effet, puisque chaque segment Yy, ; contient 4 son intérieur au sens étroit au
moins deux segments ¥,,, ,, nous pouvons extraire de la suite des segments accentués
une suite infinie:

CP) Y;,ipa 'Y;H,ipﬂ y T;,iq7 SR Y:;,in’
jouissant des propriétés suivantes:

1° elle contient le segment y, i

2° tout segment de cette suite est intérieur au sens étroit au segment qui le pré-
céde dans la suite.

D’aprés la proposition rappelée au début du n°® précédent, il existe un point inté-
rieur au sens étroit 4 tous les segments de la suite (y’). Par suite M, admet au moins
un point 4 lintérieur du segment th

II. Tout segment y,, contient & son intérieur une infinité de points de M, .

En effet, supposons qu il y ait seulement p points de M, 4 Pintérieur du segment
considéré. Il est nécéssaire d’aprés I que le nombre des segments vy, intérieurs au
segment y;’iq soit au plus égal 4 p et cela pour toutes les valeurs de n supérieures 2 g¢.
Or ceci est impossible, puisque, d’aprés notre hypothése, le nombre des segments ¥, ;
compris 4 lintériear du segment Y;,iq augmente indéfiniment avec #. Il y a donc une
infinité de points de M| intlrieurs au segment 7;)1.‘1. De plus, tous ces points sont inté-
rieurs au sens étroit 4 ce segment Y;,iq’ puisque 'un quelconque de ces points doit
étre intérieur 4 'un quelconque des segments *{;ﬂ’b, qui sont intérieurs au sens étroit

au segment Yy, iy
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III. Tout point x — « de M est un point limite de cet ensemble.

En effet, soit p un segment de longueur aussi petite que I'on veut et comprenant
le point x = « 4 son intérieur au sens étroit. Ce segment p contiendra au moins un
segment v, ; 4 son intérieur au sens étroit et par suite, d’aprés II, ce segment p com-
prendra 4 son intérieur une infinit¢ de points de M,. Comme la longueur du segment
p est supposée arbitrairement petite, le point x = « est donc un point limite de M.

IV. Tout point limite x = @ de M, fait partie de cet ensemble.

En effet, soit I, un nombre positif moindre que la longueur minimum des intervalles
séparant deux segments ), , consécutifs. Le point x=1 étant un point limite de M,
il y aura une infinité de points x = «, de cet ensemble 4 lintérieur du segment p,
concentrique & ce point et de longueur I . Tous ces points x = «; appartiendront
un méme segment Y;HJP.H d’aprés la fagon méme dont nous avons défini le segment
p,. Par suite, le point x = B, qui est point limite de points intérieurs au segment
Y;HJPH’ sera intérieur 4 ce segment, soit au sens étroit, soit au sens large. Comme le
segment Y;H,ipﬂ est intérieur au sens étroit 4 un segment Y;,i,h’ le point x = B sera
intérieur au sens étroit au segment Y;,ip' En continuant ainsi indéfiniment, nous forme-
rons une suite infinie de segments:

!

Y;’ﬂ'p’ (prtipe,? 00 Yai)
tels que le point x = @ soit intérieur 4 chacun d’eux au sens étroit. Il en résulte que
le point x = B fait partie de M.

D’aprés IIT et IV, ensemble M| est un ensemble parfait. Comme d’aprés un théo-
reme dd 4 M. Georces CANTOR, tout ensemble parfait a la puissance du continu, I'en-
semble M aura la puissance du continu. Par suite, d’aprés une remarque du n° 38,
il en sera de méme de 'ensemble M et nous obtenons le théoréme suivant:

Si pour n>p—1 et quel que soit i, chaque segment vy, comprend & son intérieur
au sens étroit q, . segments ¥, ., q,. étant au moins égal & 2, Pensemble M des points
intérieurs au sens strict a ensemble de segments (Y) a la puissance du continu.

Remarque. — On peut établir que 'ensemble M| est un ensemble parfait, en montrant
que cet ensemble s’obtient en enlevant du segment 4B tous les points intérieurs au
sens étroit 4 une infinité dénombrable de segments sans partie ni extrémités communes.

42. Un ensemble de points répartis sur un segment fini de droite est dit de me-
sure linéaire nulle, si tous les points de cet ensemble peuvent étre renfermés dans une
infinit¢ dénombrable de segments dont la somme totale des longueurs est aussi petite
que 'on veut.

Cette définition rappelée, il est facile de montrer que Pensemble M des points inté-
rieurs au sens strict & Pensemble de segments (Y) a une mesure lindaire nulle.

En effet, soit ¢ un nombre positif arbitrairement petit. Déterminons une suite dé-
croissante de nombres positifs:

£

€ €

1

e fo ot ot

23 * ) n? sy

tels que:
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s, ayant pour limite zéro, lorsque # croit au deld de toute limite (cfr. n® 37), il nous

n

est possible de déterminer une suite de nombres entiers positifs:

Pis Do ovvs Puy oo
Gt,n<s".

Ceci posé, considérons 'ensemble des points de M intérieurs aux segments vy, ; 4
partir de # =p, p ayant une valeur inférieure ou au plus égale 2 p . Ces points sont
compris 4 l'intérieur des segments vy, ; dontla somme totale des longueurs est moindre

1

i

tels que l'on ait:

que ¢,. Considérons ensuite les points de M qui sont intérieurs aux segments Y, ; 4
partir de # = p, p étant au moins égal & p, 1 et au plus égal 4 p,. Ces points

sont 4 lintérieur des segments v, ; dont la somme totale des longueurs est moindre
2y

i
que ¢,. En continuant ainsi indéfiniment, on constate que I’ensemble M peut étre ren-
fermé dans une infinité dénombrable de segments dont la somme totale des longueurs
est moindre que le nombre positif ¢ donné 4 I'avance. Il en résulte que I'ensemble M
a une mesure linéaire nulle.

43- Désignons par M’ lensemble des points du segment 4B tels que chacun
d’eux soit intérieur au sens étroit 2 une infinité de segments vy, ;. Cet ensemhle M’
comprendra tous les prints de l'ensemble M défini au n® 37, mais il pourra contenir
d’autres points, 4 savoir les points intérieurs au sens étroit 4 une infinit¢ de segments
Y,:» ™ De prenant pas toutes les valeurs supérieures 4 un nombre fixe, mais seulement
une infinit¢ d’entr’elles.

o0
Ceci étant, si la série > o, est convergemte, non seulement on peut affirmer que

7n=0

Vensemble M a une mesure lindaire nulle, mais qu'il en est de méme de Vensemble M'.

w
En effet, la séric Y o, étant convergente, au nombre positif ¢ donné a I'avance,

n=0

on peut faire correspondre un entier p tel que:
n=p
e, <&
n=p+1
Comme Pun quelconsue des points de M’ doit étre intérieur au sens étroit & une infi-
nit¢ dénombrable de segments y,,, par suite au moins 4 un segment y,; dés que
u,i n,i

n >> p, notre proposition se trouve établie.

Sur la puissance de I’ensemble N, .

44. Soit
(G) G, (=), G (x)---5 G, (%), ...
une suite de polynémes de la variable réelle x satisfaisant aux conditions énoncées au
n° 36. Désignons par G! (x) le polynéme dérivé de G(x). Des relations:

G, ()| <R, |G ()] <e@)R", (¢(3.)L19)

ol R est une quantité positive supérieure au nombre représentant la longueur du seg-
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ment 4 B, nous déduisons:

—log |G, (L) —log |G, (&)| o

lim ~No et lim ,
==  q.logg, = = 4.logq, =
£,,8¢, ..., ¢, ... étant les abscisses d’une infinité dénombrable de points apparte-

nant au segment A B.
. . 51 . f — ’-
Soit B, . la racine de I’équation an(x)_o appartenant 3 lintervalle (“q,,,i_;“q,,,i)’

et %, ¢tant deux zéros consécutifs de G, (x), et posons:
n
—_ kg, 20nl089 oy o(galosd
|an(3‘1n»2)| — ¢ I 2in " g ey Ian (Qqn’cp(q”))l — e 9n,P(gp)1n "_

D’aprés un résultat que nous venons d’établir, la plus petite limite de 'ensemble des

nst—1

nombres k, ; sera au moins ¢égale 4 zéro. Il en résulte que si k, est le plus grand
ki n
des nombres k. correspondant 4 une méme valeur de g¢,, on aura 4 fortiori:
w
lim 2 o.
In —
In=>

kq”qulogq,,

Remarquons que ¢ ne sera autre que le module de la racine de I’¢quation

A, (y) = o ayant la plus petite valeur absolue, A  (y) étant le discriminant du poly-

néme G, (x). . .
Ceci étant, nous allons étudier la puissance de I'ensemble N, des points de moindre

croissance des polynémes G, (x) en nous plagant uniquement dans le cas ou la suite

(%) des nombres:
(%) ko, kyyeeosk

admet zéro comme élément limite unique. A cet effet, nous déterminerons, en nous
plagant dans cette hypothese, une valeur approchée de la longueur des segments y, . en
n

4n? ceey

chaque point desquels on a
—log |G, (I,
9,108 4, -
Mais auparavant, nous ferons diverses remarques qui nous seront utiles pour cette dé-
termination.
45. 1. Soit k une quantité positive quelconque; on peut lui faire correspondre un
entier Q, tel que, pour g, > Q,, chacune des équations:

) —~10g]G,, ()| _,

g.logg,
admette 29 (q,) racines distinctes.

I .
En effet, & convergeant vers zéro avec —, il existe un nombre entier Q, tel
"

n

b, <k

Par suite, d’aprés la définition méme du nombre k, , on aura, pour ces mémes valeurs
n

que, pour ¢, > (,, on ait:

de ¢, et quel que soit 4,
k, <k

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXXI (1° sem. 1911). — Stampato il 12 dicembre 1910, 6
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d’ott Pon déduit aisément que I'¢quation (18) posséde deux racines dans chacun des
intervalles (x, . , & ) si ¢,> 0,, et comme elle admet une racine dans chacun des
nw s

intervalles (— oo, o, ) et (%, o, + ), elle aura donc 2¢(g,) racines pour les
valeurs de ¢, considérées.

L’équation (18) possédant 2¢(g,) racines dés que ¢,> Q,, le nombre des segments
Y, : en chaque point desquels on a

nt
—log |G, (x)] ~
g,logg, =

sera égal & ¢(q,), et chacun de ces segments comprendra 4 son intérieur un zéro et

un seul de G, (x).
II. Densemble des nombres
— log l“q,,,; — @q,,,e| — log |°‘q,,,i_x —_ [’qul.|
g,logyq, ’ g,logq,

admet zéro comme élément limite unique.
En effet, de la relation:

Gq,.( gq,,,i) = (qui - a?nri)G;n(xqmi )

A} 3 .
ot x, . estun nombre appartenant 4 Iintervalle (=, ., B, ), nous déduisons, en remar-
—log|G, (8, )

[i=2,3,...9(q,), n=1,2,3,...]

quant que, d’aprés notre hypothése sur la suite (£), ’ensemble des nombres

N 9,log g,
admet zéro comme élément limite unique:
= 19818, — %, — 116, G5, )
G +i=oo 9. log 9 9. log 9. ’
et comme (n° 44)
—1lo L —a — log | G
lim g |Bqlm‘ aq,;,il é o, liﬂ] 0g l ) In (x’Jm‘ N o,
P 9,08 4, PR 9. 108 4, -

la relation précédente ne peut avoir lieu que si 'on a 3 la fois:

—lo . — . —log| G ;
i T =l _ L —1BIG, (5,0
Gp+im=o q. log Qn Iuti=> 9. log 9.
De méme, de la relation:

an (qui) = (qui % )G',, ;)’

ou x/ . est un nombre appartenant 3 lintervalle (8, ;v %, . ,) nous déduisons comme
" wt

Inst
précédemment :
—1 — — '
L [T
POSonS Iuti=> 9. og 9. Gnr+is=oo 9. log qn

P(gn)

B® — . B? —
qn 971:) I_]_( Inst — ‘Imm ’ ‘12:1 Inst ) I_I( Insi - Ins

m=2 m==i+1
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x, . pétant autre que le nombre de Pintervalle (P
nt

Comme on a

«, ) considéré plus haut.

Ipsi?

G;” (xqmi) - ? (gn) B(I) (xq,; )B(Z) )7
il résulte d’'un résultat précédemment établi que
[_ log | B;, (x,,0| _ log|By, (x,,,) ‘] 0
9,log g, g,logq, )

en observant toutefois que, d’aprés notre hypotheése sur ¢(q,), on a

i —1089(d.) __
= g, 1089,
De la relation précédente, nous déduisons:
— log| B}, (x,,)] _
worime  4,1089,

en remarquant que, d’aprés une démonstration analogue 4 celle du n® 44, on a

lim

Futi=»

(l =I, 2);

. —log|BY (x, . )I :
lim o1 (=1, 2).
qn+i=oo Og qn
. L’ensemble des nombres
- 1Og laqm’ — 19n:i—1 I [i=2 3 ( ) ne—1.2 ]
g”logqn - 9--"? qn) — 4 ? e

admet zéro comme élément limite unique.
Cette proposition résulte immédiatement de II et des relations:

|1q R Bq i‘ < ‘aq i aq” i—xl = qumi - ﬁq",il + |¢qmi—l - Bq”,i“

— lo G'
V. Lim — 081001
Gtimee 4, log q,

Désignons, 4 cet effet, par x, . et x| . les nombres appartenant respectivement aux

intervalles («, ., B, ) et (aq i» B, :..) €t définis par les relations:

an (Bqn,i) = ((5“,; - )G ( 1)' Gq,. (quiﬂ) = (quiﬂ - “qmi) G;n (x;mi)'

Posons

= o.

Plgq)
B“) q" )— H(an _ ‘1 s ’ B(Z) ';m) - I—I ( [P ‘Im )’
nous aurons B
—log |G, (=, )| _—log|BY(x, )l _ log|BR(x, Il loge(y,)
q,loggq, -~ g,logg, q,log g, q,logg, *

Comme, d’aprés notre hypothése sur o(q,),

lim —1089(4,)
== ¢,logq,

=0,



44 JULES SIRE.

puis, d’apres II,

gp+i=o 1Og 9. Ip+i= 9 }.Og 9a
et enfin, d’aprés le n° 44,

—lo ,
liln g | 9n ( qw‘) l > o,
rimn 4ulogyq, =
il viendra:
— log |G!
Iim g | In ( st ) | —
Gp+i=oo n 1Og qn

Si nous posons

G, () = (x— 9, )C, ()

o8|, (s, )] _
qp+i=00 qn log Qn
an (1 ) — an (d’Ym").

V. D’une manitre générale, si { . est Pabscisse d’'un point du segment A B dont la
1w

nous aurons également:

puisque:

; ; - ’ . —hq,logg ’ .y .
distance au point x=u=, . est égale 4 e~ b étant une quantité positive quelcongue,

on a également:

—log|C, &0 _

9ns
Gp+i=® 9y lOg 9 »
Il sufhit d’aprés la fin de IV de montrer que le rapport Cl(% converge vers
In N Inst

I’unité.
En effet, nous avons:
)

an ();qmi) - CQn (a%z:i) —l_ (:qmi - 1’1 i) C;n (C;mi),

7

C’ ; étant un nombre de Pintervalle (£

o i» %, ;) €t par suite:

Tns

(Z . L —a C )!
(19) ‘In 9m’ — j_— 1 quﬂ ‘111: qm
O CQn (“%ni + C ( )
r
'Cq ( . )l — ¢ hqﬂ i9nlogqy
n ”J
avec lim b .= o dapres la fin de IV,
Gpti=
—b guloggy
IZQn;i - aQn,iI = e—hqnlog‘ln’ | C"In (Z’mi)l =e ot

avec lim b .= o d’aprés une démonstration analogue i celle du n° 44. Donc:
w

quHi=
| Zq I IC' (Cq",t)l . '(h+b;n,i—hq”,i)7n1°g9n

= ¢
l Cq,,( 1) | ’

ce qui nous montre que le premier membre de I'égalité précédente converge vers zéro




SUR LES FONCTIONS ENTIERES DE DEUX VARIABLES D’ORDRE APPARENT TOTAL FINI. 45

in ‘r’ru‘.)
C’In (dpml.)

avec Par suite, d’aprés DPégalité (19) le rapport convergera vers

I
P
'unité.
On verrait de méme que l'on a
—log |G (€, )]

lim i 2w — o

guti=o 9,108 9.
46. Nous sommes maintenant en état de déterminer une valeur approchée de la

k > 3

longueur des segments y; . pour des valeurs de g, suffisamment grandes. D’apres I,
k Lot . 1

chaque segment y, . pour des valeurs de ¢, supérieures 2 Q,, ne comprendra i son

19010890

d
. . -~ . —k
intérieur quun seul zéro x =« . de G, (x). Désignons par ¢ la longueur
n "

18 .41
: k Teood : : §p,i9n'089n
de la portion du segment y; . situte 4 droite du point x = ®, et pare ' la

longueur de la portion du méme segment située & gauche du point x = a, ;. Je dis

que Uensemble des nombres k:mi et ki . admet k comme élément limite unique.
Admettons qu’il n’en soit pas ainsi et supposons par exemple que la suite des

nombres kjmi possede un élément limite £’ different de k. Nous supposerons pour fixer

les idées k"' < k. Soit » un nombre positif tel que & —mn > k'". Il existera alors une
infinit¢ de valeurs de ¢, :

pl? pz”"’Pn’
kﬁmi<k—n.

Ceci posé, désignons par x = mei le point du segment 4 B situé 4 droite du point
x=w . et dont la distance i ce dernier point soit égale 4 ¢~*~"#4°6?» De Ia relation:

telles que 'on ait:

st
— log |G, &, )| _ —loglx,,—%, .| log|C, &, )l
p,logp, p.logp, p.logp,

nous déduisons, en tenant compte de V,

- log |G " (mei) I .
pn 10;17,. = k - + sti ( hm spnxi = O)'

Pyti=oo

Par suite, 4 partir d’une valeur de p, suffisamment grande, nous aurons:

— log IGpn (Z-p,,,i) | <k— n
p.logp, 2’
Il résulte de ld que si ’ensemble des nombres ’*’i,,,f admettait un élément limite %'

inférieur 4 %, il existerait, pour une infinité de valeurs de ¢,, des points x d’un segment

k - - .
Y,,; au moins pour lesquels on aurait

—log |G, ()]
g.log g,
ce qui est impossible, puisque, par définition, on a, en tout point x d’un segment y:

’
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quelconque,

On verrait d’'une maniére analogue que l'ensemble des nombres k‘;mi et kgmi ne peut
admettre un ¢élément limite supérieur 3 k.

47. La suite des nombres kjmi et k¢ . convergeant vers k, au nombre positif &”'
inférieur 4 %k on peut faire correspondre un entier Q,, tel que, pour ¢, > Q,,, la lon-
gueur d’un segment Y:,.,i soit moindre que ¢ *'9'°8% et cela quel que soit le second
indice 1.

Cette remarque faite, admettons que la suite des nombres

9 Doy + v 3 Gus
vérifie la relation:

(20) lim T+ — m,

m étant une quantité positive finie. Désignons par p un nombre entier positif au moins
égal 2 4. Nous allons montrer qu’a partir d’une valeur de q, suffisamment grande la

piéme partie de la distance entre dka zéros consécutifs quelconques de Gqu(x) est supé-
. \ 2

rieure 4 la longueur d'un segment y, . quelconque. Posons, 4 cet effet,

fe,  —a,
In+1 Ingrt e*hq”+,,i‘1n+xl°g9n+r .
Comme lim & . =o, d’aprés n° 45, III, et que d’aprés notre hypothése sur les
gy ri=es Y
g“ On a
lo I . .. . .
U5 U > — (m' étant une quantité positive finie supérieure 3 m),

Gyer 108G, 7 M
nous pouvons déterminer un entier Q, tel que Pon ait:

k" q,lo
(21) hq ,‘< qut gqn s

nn qﬂ+[ og qﬂ+[
k' désignant une quantité positive inférieure 3 k, pour toutes les valeurs de g, supé-
rieures & Q, et quel que soit l'indice 7. L’inégalité précédente nous montre que, pour
les valeurs de g, considérées, la pieme partie de la distance entre deux zéros consécutifs

. __k! )
quelconques de G, (x) est supérieure 4 e ¥'aulogtn | D’autre part, d’aprés une remar-
que faite au début de ce n° au nombre positif &'’ correspond un entier Q,., tel que,
pour ¢, > Q,. et quel que soit 7, on ait:

k —ky 1o
longueur du segment y, <l e W o8In,

Il en résulte donc que, pour toutes les valeurs de g, supérieures au plus grand des
deux nombres Q, et Q,., la pime partie (p > 4) de la distance entre deux zéros con-
s¢cutifs quelconques de G, (x) est supérieure 4 la longueur d’un segment Y:,,,; quel-

conque.
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48. Désignons par M, Pensemble des points intérieurs au sens strict 4 I'ensemble

des segments v* .. Cet ensemble M, est au plus dénombrable. En effer, d’aprés le ré-
g (q i k b p
n
sultat du n°® précédent, 4 partir d’une valeur de ¢, suffisamment grande, un segment
p y 4 p 9. 8 ) g
y;‘ , 4 une partie commune avec un segment Y: , au plus. Par suite (cfr. n° 39)
w n+1

I’ensemble M, est au plus dénombrable.

Comme le résultat du n® précédent subsiste quel que petit que soit le nombre
positif k, nous pouvons énoncer la proposition suivante:

Si les indices g, des polyndmes G,,(x) de la suite (G) vérifient la relation (20) et

. . , I .
si le nombre k,, défini au n° 44 converge vers zéro avec — , Uensemble M, des points

n

intérieurs au sens strict a Uensemble des segments y’; . est auw plus dénombrable et cela
"

quel que petit que soit le nombre positif k.
49. Désignons par M,, ensemble des points x = « de moindre croissance pour

lesquels on a
LA
= fn108¢, T
k' &tant une quantité positive finie. Si k£ est une quantité positive inféricure 4 k', on
aura, pour toutes les valeurs de ¢, dépassant un certain nombre fixe et pour un point
x=oa de M,,
— log G, (1)l > k.
g,log g,
Cette dernitre inégalité a une interprétation géométrique trés simple: elle s'gnifie que
pour chaque valeur de ¢, suplrieure 4 Q,, le point x = 2 doit étre intérieur au sens
ttroit 4 un segment v, .
Si M, a la méme signification qu’au n® 48, la remarque que nous venons de faire
montre que tout point de M,, fait partie de M,. Comme M, peut contenir des points
x = B pour lesquels on a

—log|G, @) _,
n= 11084, ’
" étant une quantité positive vérifiant la double inégalité:
1 > L é k,
nous aurons:
Mk é Mk”

ce qui nous montre que la puissance de I'ensemble M,, est au plus égale 3 la puissance
de I'ensemble M,. Par suite, en tenant compte de la proposition du n° précédent,
nous pouvons énoncer le résultat suivant:

Si les indices g, des polyndmes G, (x) vérifient la relation (20) et si le nombre ky,

défini au n° 44 converge vers zéro avec , Vensemble M,, est au plus dénombrable.

Soit "
(%" K, k,...,k, ...

2
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une suite décroissante de quantités positives telles que lim &k} = o. Désignons par M,

12200

Pensemble des points de moindre croissance x = «;, tels que

i — 10816, ()] _
== ¢,logy,
Nous allons montrer que Pon a

N,=My+ M+ -+ M, ...,

N, étant Uensemble des poinis de moindre croissance de la suite des polyndmes G,, (x).
comme lon a, en ce point,

k ki, > K > k).

En effet, soit x = «; un point de 'ensemble M, ;
. —log|G, (a«,
hm DI q”( 1)’ —
In=> 9. log 9.

ce point fait partie de N,. Inversement, soit x = « un point de N, ; il existe par d¢fi-

k' G, >¥ >k,

nition une quantité positive k' telle que on ait:
p q

lim 1081 Go, (1 _

k.
o= q,logy,
Par suite, si k' vérifie la double inégalité:
B>k S,

le point x = « appartiendra 4 'ensemble M,, .

1

Comme, moyennant les hypotheses énoncées dans le résultat précédent et en vertu
de ce résultat, chaque ensemble M est au plus dénombrable, il en sera de méme de
I'ensemble N, et nous obtenons le théoréme suivant:

Si les indices g, des polyndmes G, (x) verifient la relation (20) et si le nombre

I, ) )
, lensemble N_ des points de moindre

n

k,, défini au n° 44 converge wvers zéro avec

croissance de la suite de polyndmes G, (x) est au plus dénombrable.
50. Considérons la suite (D) de polynémes:

D,.(x) D, (),---, D,
D_ (x)=6G,(x)G

In+1

(%), ...,
().

Les zéros des polynémes G, (x) appartenant 4 un intervalle fini 4 B de P'axe des «x,
il en est de méme des zéros des polyndémes D, . (x). Soit 4(g,.,)ledegreé de D (x);

Iégalité
b(g,..) =9(q,) + 92(q...)

nous montre que 'on a, pour toute valeur de g¢,,

¢(9n+l) é 2 q qn+x °

On en conclut que la suite de polyndémes (D) satisfait aux mémes conditions que la
suite de polynomes (G). Soit h,,,, le nombre qui par rapport au polynéme D (x)

ou

In+1

est identique au nombre k, par rapport au polynéme G, (x). Il résulte de ce qui
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. I .
\ , .
précéde, que, si hqn+1 CONVerge Vers zero avec g nous pouvons appliquer 3 la suite
n+1

de polyndémes (D) tous les résultats du n® 45. En particulier, application du n® 45, III
nous montre que la suite des nombres

— log |«

dwi " Fauant]

fuei 108 4,0
admettra zéro comme élément limite unique. Par suite, si nous supposons que la suite
des nombres entiers ¢, vérifie la relation (20), la suite des nombres

=12, (g hl=1,2,..., 9(q,,,);n=1,2,3,...]

- log I o!'q,,,i -

g,log g,
admettra également zéro comme ¢&lément limite unique. Si nous supposons également

9n+1»l’

=1,2..., (g ) l1=1,2,..., (g, , ), #=1,2,3,...]

. I } oy
que le nombre kq défini au n® 44 converge vers zéro avec — et si nous utilisons
n
n

le résultat du n® 46, il résulte de ce qui précéde qu’a partir d’une valeur de ¢, suffi-
samment grande, un segment Y;mi quelconque n’aura aucune portion commune, ni
. k .
extrémités communes avec un segment y, . quelconque et cela quel que petit que
soit le nombre positif k. Par suite, 'ensemble M, des points intérieurs au sens strict
4 I'ensemble des segments y* . ne renfermera aucun point et cela quel que petit que
w

soit le nombre positif k. Il en sera de méme de I'ensemble M,, et cela quel que petit
que soit le nombre positif £’ et continuant comme au n® précédent, nous obtenons le
théoréme suivant:

Si les indices g, des polyndmes G, (x) vérifient la relation (20) et si les nombres

; 1 . . .
k, et'h  convergent vers zéro avec — , Pensemble N, des points de moindre crois-
n n+1

n
sance de la suite des polyndmes G, (x) ne renfermera aucun point.
”
51. Avant de donner des exemples, nous établirons la propriété suivante:
Si & partir d’une certaine valeur de q,, la distance entre deux zéros consécutifs

quelconques de G, (x) est supérieure & — , b étant une quantité positive finie, la suite

n
des nombres k, —admet zéro comme élément limite unique. En effet, désignons par B .
n "
Pabscisse du point milieu de lintervalle dont les extrémités ont respectivement pour
abscisses x =« . et x = o, , nous aurons évidemment 4 partir d’une valeur de
" LI

g, suffisamment grande:

, h , 2h
Iﬁqn,i - a’qn,i-Hl > qqn 2 'Bqn,i - an,i+2| > qqn )

d’ott I'on déduit aisément:

b
o Byl >

, B (g4,Y
| an (qui ) l > (q qn)qq" *

Comme cette derniére inégalité, pour une méme valeur de Pindice ¢, est indépendante
du second indice 4, on en déduit, en utilisant une formule d’approximation de n!, que

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXXI (1° sem. 1911). — Stampato il 13 dicembre r910. 7
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- log |an(g;n,i)l
q,logq,

zéro. Il en sera de méme de la plus grande limite de la suite des nombres

est au plus égale &
—loglGer(B‘In:i)‘
g,log g,

la plus grande limite de la suite des nombres

puisque:

16, ¢, > 16, (B Dl

_1 o G 5
Comme lim o8 ‘ ‘In(pqn,l)l
g p =00 qn lOg g,;
—log G, (8, )l

o (cfr. n° 44), il en résulte que la suite des nom-

bres s Tog g admet zéro comme ¢lément limite unique. Par suite k, , qui est
—log |G, (8, )] o
¢gal au plus grand des nombres g logﬂg : pour lesquels le premier indice

I
est ¢g,, converge Vvers zero avec —— .

n

. . I, .
On verrait de méme que k _ converge vers zéro avec — si tout intervalle
n

n

(=, ;s %, .,) de longueur supérieure 4 b est suivi d’'un nombre fini au plus égal

n

. . h
2, ) dont la longueur soit moindre que ——,
"

n

3 un entier fixe ¢ dintervalles (a,

i1
g,lo .
#1008 avec lim b = o.

Gp== "

52. Exemples. —1. Considérons la suite de polyndmes
G, (%), Gs(x) y ooy G(X), ...,
G()=(x—ea, Yx—=.)...(x—a,)
i

an,i 7 (i:I,Z,...,n——I).

. . —h
mais supérieure 4 ¢ !

avec

Tous les zéros des polyndmes G, (x) ainsi définis appartiendront 4 Pintervalle (o — 1)

et de plus tous les points de ce segment seront des points limites réguliers de 'ensemble
de ces zéros. D’aprés la proposition établie au n° précédent, la suite des nombres k,
correspondant 4 la suite des polynémes considérés admettra zéro comme élément limite
unique.

Ceci étant, chaque intervalle (&, , « ) séparant deux zéros consécutifs du pro-

i de longueur supérieure & ———(h >> 0) étant suivi d’un inter-
duit G, (x)G,  (x) de long p - I( > 0) inter
(=)

d’aprés la fin du n° 51,

’ ! [4 . .
valle (a, ;, o, ;..) séparant également deux zéros consécutifs du produit G, (x) G,..
de longueur moindre que —L, mais supérieure 4 *I—z,
1 CE=))

. . 1 .
la suite des nombres b définis au n° 50 converge vers zéro avec - Par suite (cfr.
n° so) Pensemble N des points de moindre croissance de la suite de polynémes con-
sidérés ne renfermera aucun point.

II. Supposons maintenant que G,(x) admette comme zéro les # premiers nombres
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de la suite infinie:

et ceux-ld seulement. Tous les points du segment o — 1 d’abscisses rationnelles (les
points o et 1 étant exclus) sont des points de moindre croissance, puisque pour l'un
quelconque de ces points x = a,, on a, 4 partir d’'une certaine valeur de 7,
—log[G,(a)| _ |
nlogn

De plus, la considération des segments y', nous permet de constater qu’il n’y a pas
d’autres points de moindre croissance.

III. Partageons le segment o — 1 en deux parties égales, puis chacune de ces
parties en deux autres parties égales et ainsi de suite indéfiniment. Considérons la suite

G, (), G (%) .-, G () ...,
le polyndme G, (x) admettant comme zéros les points de la si¢™e division ne faisant
poly o p
pas partie de la (n—1)*e. Le degré de ces polyndémes G, (x) ainsi définis sera pour
n

de polynémes

chaque valeur de l'indice ¢, évidemment inférieur 4 ¢,, si nous posons g, =2". Alors
Gnvs
9

”

la limite du rapport sera ¢gale 3 2, puisque 'on a, pour chaque valeur de Pin-

. I .
dice #, It — 5. Comme e, . —a . |>— (cfr. n° 51), la suite des nombres k&
q. Tt~ 1 Inst q. In
correspondant 4 la suite des polyndmes G, (x) considérés admettra zéro comme ¢élément
n

limite unique. D’autre part, comme l'intervalle séparant deux zéros consécutifs quelcon-
I
(cfr. n° 51),

la suite des nombres h,  définis au n® 5o admettra également zéro comme élément
®+1

ques du produit G, (x) G, = (x) a une longueur au moins égale 4

n—+1

limite unique. Par suite (cfr. n° 50) I'ensemble N, des points de moindre croissance
de la suite de polynémes considérés ne renfermera aucun point.

IV. Supposons maintenant que G, (x) admette comme zéros tous les points de
la nitme division et ceux-ld seulement, lindice ¢, ayant la méme valeur que dans 'exemple

p

précédent. On aura encore lim k, = o. Tout point d’abscissc x = = appartenant 4
In=>> * 2

Iintervalle o — 1, extrémités exclues, sera un point de N_. En effet, en un tel point
on a, & partir d’'une valeur de ¢, suffisamment grande,

o (5)

fomd o0
q,loggq, +

et la considération des segments y} . nous permet de voir que 'ensemble N, ne ren-
-

— log

ferme pas d’autres points.
Remarque. —Les ensembles de points de moindre croissance des exemples Il et IV
sont des ensembles dénombrables partout denses dans le segment o — 1.
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53. En restant toujours dans '’hypothése ou la suite des nombres k, ~definis au

”
n° 44 admet zéro comme élément limite unique, supposons que la plus grande limite
gn-hl

n

P’ensemble des points de moindre croissance de la suite de polynémes (G) peut avoir
la puissance du continu. A cet effet, nous allons montrer qu’il est toujours possible de

de la suite des nombres soit infinie. Nous allons montrer que, dans ces hypothéses,

construire une suite de polynémes
G, &), G, ..., G (x) ...,

o]

telle que lim Drts — o et jouissant en outre des propriétés suivantes: 1° tous les zéros

gp=»

de ces polynémes appartiennent & un intervalle fini 4B de l'axe des x; 2° le degré
de G, (x) est inférieur 4 ¢,; 3° la suite des nombres k, ~correspondant 4 cette suite
de polynémes admet zéro comme élément limite unique; 4° si % est une quantité posi-
tive inférieure 4 I'unité, Uensemble M, des points intérieurs au sens strict 4 U'ensemble
des segments YZ,,,; a la puissance du continu. Nous nous placerons, pour simplifier, uni-
G

n

admettant —}- co comme élément limite unique. Alors, si nous posons

qn == gn—l On’
la suite des nombres ©_ sera une suite constamment croissante convergeant vers -} oco.
Par conséquent, si &, est 'exposant de la plus haute puissance de 2 contenue dans O,

quement dans le cas ou la suite des nombres est une suite constamment croissante

la suite des nombres X sera non décroissante. De plus, nous pouvons admettre que
g, a ¢&té choisi suffisamment grand, pour que lon ait, quel que soit g,

¢~ Inlo8dn > 8¢ 20nloBIn

Ceci étant, soit A, le plus petit des nombres A, vérifiant la relation 3,1, et x=2,
1 - Py

un point de l'axe Ox situ¢ & distance finie. Portons de part et d’autre de ce point

e 9p.1089p, .
une longueur égale 4 ——, —» hous obtiendrons un segment ¢, dont la longueur
by

sera égale & e77r.'°%%p,. Soit %, le plus petit nombre de la suite des %, distinct de X,

et vérifiant la relation: %, >\ 2. Nous déterminerons deux points x=w, L etx=a .
2’ 2’

4 lintérieur du segment ‘, tels que la distance de chacun d’eux & lextrémité la plus
1
voisine du segment %, soit égale & ¢792.'°8%r2(1 -} 0) (nm étant une quantité positive
I

inférieure 4 P'unité). D’aprés notre hypothese sur les g,, la distance entre ces deux points
sera supérieure & 4¢7*97:'°8%,; . Alors, si nous portons de part et d’autre de ces points une

99,1080, .
longueur égale 4 ——,—» nous obtiendrons deux segments €y, . € €, o SADS partie
ni extrémités communes, et la distance entre les extrémités les plus voisines de ces
segments sera supérieure 4 2¢7%:'°8%:. De plus, ces deux segments seront intérieurs

au sens ctroit au segment ¢, . En continuant ainsi indé¢finiment, nous formerons d’une
by
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part une suite de nombres 4 4 deux indices, le nombres des @, i ayant g, pour
I » ]

premier indice érant égal 4 2" ~ @Ph > par suite moindre que G)Ph , et la longueur

”
de lintervalle (oqu " ath'k) s¢parant deux nombres «

h

1 aqf’h’k quelconques étant su-

périeure 4 4¢7*, '°8%p, 5 et d’autre part une suite de segments 4 deux indices &, i
telle que chaque segment ¢,, ; comprenne a son intérieur au sens étroit deux segments
y

»
&, ¢ e la longueur de lintervalle séparant deux segments €, i € ¢
b+ b1 b h
. . —29p  loggy
consécutifs étant supérieure 4 2¢ Th—r T b
Ceci posé, nous définirons les polynémes G, (x) de la facon suivante: G, (%)
n n

admettra pour zéros les nombres 19"h’i pour lesquels le premier indice est égal i %,
et ceux-1a seulement si ¢, verifie la relation:
' < Qn é qph *

Par suite, le degré de G, (x) sera inférieur 4 ¢, et tous ses zéros appartiendront 3

9,

un intervalle fini 4 B de Ox. Je dis, en outre, que la suite des nombres k, correspondant
n

4 la suite de polyndmes précédemment définis admet zéro comme élément limite unique.
En effet, soit x=§/ . I'abscisse du point milieu de lintervalle dont les extrémités ont

Inst

respectivement pour abscisses x —a . et x = «

T ani-17 Fgics
zéros constcutifs quelconques de Gy, (x). Nous aurons évidemment, d’aprés la fagon
méme dont nous avons défini les zéros des polyndmes G,,(x) et d’aprés ce qui a
été dit plus haut:

- IOg I Fﬁlq”,i - “qmil < 2 Qn—x ].Og qn—l? - ].Og H‘}’ i uq”,i——xl < 2 gn—x lOg qn_4

9nst

et « . désignant deux

. -
et pour tout autre z¢ro ¢, . de G, (x) distinct de ¢, , et «

i Gpyi—1 :
- log I g;mi - quh | < 29'4—-1 log gn—z *

Par suite, il viendra, en observant que le nombre des zéros de G, (x) ne dépasse pas @, :
n

- log lA‘In(B'qn:i)l < 4 qn—-l Iog qn—-! _I_ 2 ®n qn—z log qn—z — 4‘ qn—l Iog qn—l + 2 gn—z log gn—z .

9. logy, 9,108 4, 4. log g, g.log g, ¢uilogg, ,’
—log|G, (B! .
d’ott on conclut que la plus grande limite de la suite des nombres Ogll 1. (P,
9.1089,
est au plus égale 4 zéro, puisque d’aprés I'une de nos hypothéses le rapport gﬁ#—g%—’
n—I o Qn-x

I
converge vers z¢ro avec — . Comme |G, (B
®

q’l
—log |G, (8, )]
q,logq,
—log|G, (8, ) N

> o. Il en résulte que la suite des nom-

|G, (B, ), la plus grande limite

9ns

Ins

de la suite des nombres

sera au plus égale 4 zéro. D’autre part

cfr. n° on a lim
( 44)’ qn+i=o° Qn log Qn
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- 1Og | an (pqn,i) '

g,log g,
de la suite des nombres k, d’aprés leur définition donnée au n° 44.

bres

admet zéro comme élément limite unique. Il en sera de méme

Soit k£ une quantité positive inférieure & l'unité; un segment Y: ., comprendra &
k2
son intérieur au sens étroit un segment ¢,,  pour toutes les valeurs de ¢, vérifiant la
b

relation :

Gy, < 9n £ 9, -

Il en résulte que I’ensemble M, des points intérieurs au sens strict 4 'ensemble des
segments Y: ., comprendra tous les points de Pensemble M’ des points intérieurs au
n

sens strict & 'ensemble des segments &, i Comme chaque segment ¢, . comprend
b 9,

son intérieur au sens étroit deux segments e, et ¢ M’ aura la puissance du

> 9
Ph+x Phis
continu (cfr. n® 41). Il en sera de méme de P'ensemble M, et par suite de I’ensemble

1 ,i?

N, des points de moindre croissance de la suite de polynomes considérés, puisque I'on
a N, > M,.

54. 1l résulte en particulier de ce qui précéde, que l’ensemble N, peut avoir la
puissance du contina lorsque les indices ¢, vérifient les relations:

== g, == logg,
m’ étant une quantit¢ positive finie. En nous plagant dans cette dernitére hypothése,
nous allons déterminer un cas pour lequel on peut affirmer que cet ensemble N_ est
au plus dénombrable, en admettant toujours que la suite des nombres k, admet zéro
comme élément limite unique. Désignons, i cet effet, par m, le minimum des lon-
gueurs des intervalles séparant les zéros de G, (x). I peut arriver qu’il existe une quan-
tité positive = telle que l'on ait
I
7.
a partir d’une valeur de ¢, suffisamment grande. Dans ce cas I'inégalité (21) sera satis-
faite 4 partir d’une certaine valeur de g,. Continuant comme aux n® 48-49, on obtient
le théoréme suivant:

mqn >

Si Pensemble des nombres k, définis au n° 44 admet zéro comme dlément limite
unique, Uensemble N, des points de moindre croissance de la suite des polyndmes G, (%)
sera au plus dénombrable, si Uon suppose en outre:

I . . " . = 10
m, > — (& partir dune certaine valeur de ¢,), lim 08 Guer — m',
" g s log g,
% et m' étant des quantités positives finies.

Designons par n, . le minimum des longueurs des intervalles séparant les zéros

du produit G, (%) anﬂ (x), et supposons que I'on ait, 4 partir d’une valeur de ¢, suffi-
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samment grande:
1

e =
% étant une quantité positive. Nous en déduisons, en tenant compte de la relation
— lo
11 g qn+l —_— ml,
.~ loggq,
—log|x
lim gl i 7"+"ll=o li=1, 2, ..., 9(g,), I=1,2, ..., 9(q,,;) n=1,2,3 ...1;

wee {1089,
et par suite, 4 partir {’une valeur de ¢, suffisamment grandc, un segment Y:nr" quelconque
n’aura aucune portion, ni extrémités, communes avec un segment Y:n+1:h quelconque.
L’ensemble M, ne renfermera aucun point et cela quel que petit que soit le nombre
positif k Il en résulte donc que Iensemble N, ne contiendra aucun point et nous
obtenons le théoréme suivant:

Si Vensemble des nombres k, définis an n° 44 admet zéro comme élément limite
unique, Vensemble N_ des points de moindre croissance de la suite des polynomes G, (x)

ne renfermera aucun point si Pon suppose en outre:

. . lo
a partir d’une certaine valeur de q,, fim 28 durs — =m',

n *
In+1 qn+l gp= 10g q.

x et m' étant des quantités positives finies.

. - 2
Exenple. — Désignons par ¢, le plus grand nombre entier contenu dans ¢” ; nous
aurons évidemment:

n

Ceci étant, admettons que G, (x) posséde comme zéros toutes les fractions irréductibles
n
ayant g, comme dénominateur et ccux-l4 sculement. La suite des nombres k  corres-
n

pondant 4 la suite des polynémes G, (x) ainsi définis admettra zéro comme élément

n
limite unique (cfr. n° 51). D’autre part nous avons:

I
> I
In+1 [/ .

Par suite, d’aprés le théoréme précédent Pensemble N, ne renfermera aucun point.
55. Admettons que tous les points du segment 4 B soient des points limites ré-
guliers de 'ensemble des zéros de la suite des polynémes G, (). Alors, si M, ~est le
maximum de la longueur des intervalles séparant deux zéros consécutifs quelconques
de G, (x), nous aurons lim M = o. Ceci étant, nous allons montrer que Pensemble

In=> "
N, a effectivement la puissance du continu, si la suite des nombres k, admet 2éro comme
lément limite unique et s’il existe deux quantités positives » (x <1) et b telles que Von
ait:
I lo
<1 u 108 Tyt
7. logyg,
a partir dune valeur de g, suffisamment grande.

> hy,
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Soit k une quantité positive moindre que hx, et ¢ un nombre positif quelconque
que nous supposerons au moins égal & 3. Nous pourrons, d’aprés notre hypothése,
déterminer un entier Q, tel que pour ¢, > Q on ait:

log qn+l lOg q + kqn

log g, x. log ¢,
et par suite:

¢ kqqlogy, > q .

%
n+1

Cette derniére inégalit¢ nous montre que, pour ces valeurs de g,, le segment ‘f:n,z
comprendra 4 son intérieur au sens (troit au moins quatre zéros de G, (%) et cela
quel que soit le second indice i. Comme (cfr. n°® 45, I) un segment Y:,,H,i ne com-
prend 4 son intérieur qu'un seul zéro de G, (x) si g,,, est suffisamment grand, le
segment Y;,,,i comprendra donc au moins deux segments y, , ety, , 4 son inté-
rieur au sens étroit, et cela & partir d’une valeur de ¢, suffisamment grande et quel que
soit I'indice i. Par suite (cfr. n® 41) lensemble M, des points intérieurs au sens strict
4 Pensemble des segments Y:,,,i a la puissance du continu. Il en sera de méme de I'en-
semble N_ puisque N, > M,.

Remarque. — Le nombre positif x de '¢énoncé du théoréme précédent doit étre sup-
posé au plus égal 4 1. Car, si » était supérieur & 1, la distance entre les deux zéros
extrémes de G, (x) convergerait vers zéro, comme on le constate aistment en tenant
compte de hypothése 9(g,) £ ¢qq, (¢ étant un nombre entier fixe). Par suite, l'en-
semble des points limites réguliers de I’ensemble des zéros des polynémes G, (x) admet-
trait au plus un point ce qui est contraire 4 'une de nos hypothéses: a4 savoir que
tous les points du segment 4 B sont des points limites réguliers.

Exemple. — Considérons la suite de polyndmes

G, (), G, (), ..-s G, (), ...,

ot G, (x) admet comme zéros toutes les fractions qui ont g, comme dénominateur.
”
Si nous posons g, = ¢ [n], nous aurons, 4 partir d’une certaine valeur de ¢,
log ¢,..,
logg,
. . I
Comme la distance entre deux zéros consécutifs quelconques de G,, (x) est égale 4 ,

>qn

n

Iensemble N, aura la puissance du continu d’aprés le théoréme précédent.
56. Soient G (x) et G (x) les dérivées du premier et du second ordre de G, (%)
Désignons par £/ . la racine de I¢quation G (x) = o appartenant 4 lintervalle

(B,,i_.» B, ) Nous allons montrer que, si la suite des nombres k, de{ﬁm's au n° 44
—log | G’ NCAD)
9 Tog 1,

It

admet zéro comme élément limite unique, la suite des nombres admetira

dgalement zéro comme élément limite unique.
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En effet (cfr. n° 45, V), si x_-—_{qwi_I est un point dont la distance au point x==x,_ ;
est égale & ¢"!°8%« () étant une quantité positive quelconque) et appartenant 4 inter-

- logl G’ (E-q”,i—-x)l

valle (B, ., B ), lasuite des nombres admet zéro comme ¢élément
" nr

9,log g,

L —log|G"(B; DI .
limite unique. Il en sera de méme de la suite des nombres Ty logg. puisque
d’une part on a: i "

|G, B DI 16 €, DI
et d’autre part (cfr. n® 44):
. —log| Gl (8, DI
lim 0.
imi=s 4.1084, =
Par suite, si nous posons:
(x , , (1) o
‘G;n(p; )l = e_k )1q"10gqn T l an(ngq)(qn))l = e—kqqunﬂrll B ’

Pensemble des nombres k", admet zéro comme élément limite unique. Il en sera de
nr
méme de la suite des nombres k', k") ¢étant le plus grand des nombres K" . ayant ¢
In" in [T n
pour premier indice.
Ceci étant, considérons la suite de polyndmes

G, (%), G, (x),..., G (%), ...

se déduisant de la suite (G) du n° 44 en remplacant chaque polynéme G, (x) par
son dérivé. Cette suite de polyndmes G (x) satisfait aux mémes conditions que la

suite de polynémes (G). Puisque dans ’hypothése ol lim k,, = o on a d’aprés ce
In=

qui précede lim k“ = o, tout ce que nous avons dit aux n*® 45-55 au sujet des poly-

In=>

némes G, (x) sapphque également aux polyndmes G (x). En particulier, si nous

désignons par y ; le segment comprenant le point x _B ., 4 son intérieur et en

5t

tout point duquel on a
— log |G, (x)l

g,logq, T
on aura 3 partir d’une valeur de ¢, suffisamment grande, en désignant par %" un
nombre positif moindre que %,

>k

longueur du segment vy} . <C ¢~ 4nlo8tn
Comme (cfr. n® 45, III)
— log |«

lim Gurimt Bq”,il —0 im —— 10g|°‘qn,i - Bqn,il
trrie 9,logyg, T gerie 9,log g,
il en résulte, en tenant compte du résultat du n® 46 et de ce qui précede, qu'il existe
un entier QJ, tel que pour ¢ > Q,, un segment y" , quelconque n’ait aucune partie,

=O,

ni extrémités, communes avec un segment Y v' quelconque Soient M, I'ensemble des
points intérieurs au sens strict 4 'ensemble des segments y , et MY Densemble des

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXXI (1© sem. 1911). — Stampato il 13 dicembre 1910 8
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points intérieurs au sens strict 4 l'ensemble des segments y"'., ces deux ensembles

958

. . , I .
wWauront aucun point commun si k, converge vers zéro avec ——. Car si ces deux en-
”
k3
sembles avaient un point commun, il en résulterait que, pour toutes les valeurs de g,

dépassant un certain nombre fixe, il y aurait au moins un segment Y:,l,; ayant une
partie commune avec un segment Y;;,I,H ce qui est impossible d’aprés ce qui précéde.
Comme ceci a lieu quel que petit que soit le nombre positif %, on en conclut que
Vensemble N, des points de moindre croissance de la suite des polyndmes G, (x) n’a
aucun point commun avec 'ensemble N des points de moindre croissance de la suite

des polynémes G’ (x). Donc:

. , 1 . ) .
Si k, converge vers zéro avec —, lensemble N, des points de moindre croissance
n

”

de la suite des polyndmes G, (x) w'a aucun point commun avec Uensemble N, des points
n

de moindre croissance de la suite des polyndmes G; ().

Sur la mesure de I’ensemble N, .

57. Soit A B le segment de I'axe des x renfermant 4 son intérieur tous les zéros
] . o . .
des polyndémes an(x) considérés au n° 44, les points 4 et B ayant respectivement

pour abscisses @ et b (a < b). Les points du segment 4 B pour lesquels on a

— log |G, (x)|
g, logg, =

(k > o) constituent des segments y’; _en nombre au plus égal 3 9(g,) sans parties

communes et ayant respectivement pour extrémités les points dont les abscisses sont

—log| G, (%)]

les racines de Péquation —————=—— —=%. Soit ¢ la somme totale des longueurs
1 g,logq Tn
n "

C , 1
de ces segments, je dis que o, converge vers zéro avec — . Nous remarquons i cet
”

b
effet que lintégrale ] = — f log |]x — a|dx étant une fonction continue de « dans

Pintervalle 4 B, extrémités comprises, admet un minimum = et un maximum M dans
cet intervalle. Par suite, si nous posons

*log | G, (x) |
g,logg,

nous aurons

mo(q,) Mo (q,,)
g,log g, <L.<ib g,logq,
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. , X
ce qui nous montre que I converge vers zéro avec -—, cn tenant compte de la rela-
n

tion: 9(q,) <gqq,. "

Cette remarque faite, admettons que la suite des nombres 6 admette un élément
1

!

limite ¢ diffrent de zéro. Il existera alors une infinit¢ de valeurs de ¢, :

Pl’ pz""?Pn’ cet

telles que l'on ait
G
GP,; > —é_ .
Ceci étant, nous remarquons que I'on peut é&crire:
log ]GPn (x)] log len (%)
Ip —_ — lmdx— ml dx.
4 O-Pn Pn ngn AB—”pn Pn ngn

La seconde des intégrales figurant dans le second membre de Pégalité précédente a pour
limite zéro. On le voit en reprenant le raisonnement par lequel nous avons montré

1 . . .
que I, converge vers zéro avec —. La premiére de ces intégrales est supérieure 2
"

"
1%‘—, quel que soit I'indice p, .

Donc P'hypothése que la suite des nombres ¢, a un élément limite difiérent de
zéro a comme conséquence que ensemble des nombres I admet au moins un élément
limite différent de zéro, ce qui est en contradiction avec la remarque faite plus haut.

=]
Il en résulte donc que lim ¢, ==o. ¢, ayant pour limite zéro, la série ;Gq" peut étre

p— n
In=>

q”
convergente ou divergente. Nous allons donner un exemple pour lequel ce dernier cas
se présente. Posons
G,(x) = (x — a)';
la longueur du segment y, pour lequel on a
—log|G,()] «_,
nlogn -

2 -
est égale 4 —; nous aurons donc ici:
n

Par suite, si k est inférieur i P'unité, la série D o, sera divergente.

n=0

Soit M, l'ensemble des points intérieurs au sens strict 4 I'ensemble des segments
y’; 3 M, aura une mesure linéaire nulle (cfr. n° 43). Il en sera de méme de Pensemble
st

M,, des points x = 2 de moindre croissance pour lesquels on a

— log |G («
m O WS

Ip=> q'ﬂ lOg IIn
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Comme & peut étre pris arbitrairement petit, il en résulte que [Pensemble M, a une
mesure lindaire nulle et cela quelque petit que soit le nombre positif k'

Ceci étant, soit
(%) B, k,...,k, ...,

une suite de quantités positives décroissantes, telles que lim k] = o. Désignons par M,/
1

i=00

I’ensemble des points x = «, de moindre croissance vérifiant la relation:

lm—logle,,(«,-)l_k, B> F )
== gq,logg, = =

Nous avons vu {cfr. n° 49) que l'on a
N, =My +M; + --- +Mki+
Chacun des ensembles M, ayant une mesure linéaire nulle d’aprés ce qui précéde,
t
’ensemble N, aura également une mesure linéaire nulle, puisque l'ensemble somme
d’une infinit¢ dénombrable d’ensemble de mesure linéaire nulle a également une mesure

linéaire nulle. Donc:
L’ensemble N des points de moindre croissance de la suite des polynémes G, (x)

est un ensemble de mesure lindaire nulle.
58. La conclusion qui résulte de nos recherches au sujet de I'ensemble N_ est la

suivante :
L’ensemble des points de moindre croissance de la suite des polyndmes G, (x) est

un ensemble de mesure linéaire nulle pouvant avoir la puissance du continu.

Cas ou les zéros sont imaginaires.

59. Soit
P P (W, P(w) ..., P (1),
ot P (u)=(u—a, Y(u—ay,.) ... (u—a . ) nnc suite de polynémes de la
variable complexe # satisfaisant aux conditions suivantes: .
1° tous les zéros de ces polyndémes appartiennent 4 un cercle C, concentrique
0
4 Torigine et de rayon R ;
o I . , .
2° si 9(q,) est le degré de P, (4) il existe un nombre entier g, tel que I'on ait

pour toute valeur de g,:
9(2.) £ 99,

Ceci post, désignons par E l'ensemble des zéros des polynomes P, (#), et par R
I'ensemble des points limites réguliers de E. Nous dirons que le point # = a est un
point de moindre croissance de la suite des polynémes P, (u), si 'on a en ce point:

- —log|P, (a)|
lim =
= 4.1084,
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k' étant une quantit¢ positive finie ou infinie. En procédant de la méme mani¢re qu’au
n° 36, on voit que tout point de moindre croissance appartient 2 R, mais que tout
point de R n’est pas nécessairement un point de moindre croissance. De 14 résulte que,
si N est I'ensemble des points de moindre croissance de la suite des polyndmes P, (u),
on a
N ~Z R
On en conclut de 1d que, si R contient au plus un nombre fini de points, il en sera
de méme de N; et que si R est au plus dénombrable, N sera également au plus dé-
nombrable.
60. Posons

aqmi p— “qn,i —[— f)qmii/———l—,
an (x) = (x - a%u‘)(x - aqwz) e (x - a?wqu))’
Hgn(y) = (y - {5‘11»1) (y _— B 2) tr (x o B‘Iwcp(qn));

les suites de polynomes G, (x) et H (y) ainsi définis vérifieront les conditions énon-

ns

cées au n° 36. Désignons par N_ l'ensemble des points de moindre croissance de la
suite des polynémes G, (x), et par N, lensemble des points de moindre croissance
”

de la suite des polynémes H, (y). Les relations:
qmili |B — qu" é Ia —a
(6=t 8Y=T)

nous montrent que si le point # = a (@ = « - B¥— 1) appartient & N, les points
x=o et y = appartiendront respectivement aux ensembles N, et N, . Mais la réci-

Id—aqmi‘é]a_a q”,i|7

proque n’est pas toujours vraie. Par suite si N, et N| sont les projections respectives
de N sur O, et O, nous aurons:

N. ZN,, N, LN,.
Comme les ensembles N, et N, peuvent avoir la puissance du continu (cfr. n® §8) et
que dans cette hypothese, il peut se faire que l'on ait:

N, =N, Ny' = Ny (cfr. n° 66),
il en résulte que I'ensemble N peut avoir la puissance du continu. Donc:

L’ensemble N des points de moindre croissance de la suite des polyndmes P (u)
peut avoir la puissance du continu.

N! étant la projection orthogonale de N sur Ox, comme N, £ N, on voit, en
tenant compte du résultat du n® §7 et en remarquant que la direction de Ox peut
étre prise arbitrairement, que la projection orthogonale de N sur une droite quelconque
a une mesure lincaire nulle et nous obtenons le résultat suivant:

 La projection orthogonale de N sur une droite quelconque a une mesure linéaire
nulle.

Ce résultat peut encore se mettre sous la forme suivante:



62 JULES SIRE.

Les droites paralléles & une direction donnée et portant des points de N déterminent
sur une perpendiculaire 4 leur direction commune un ensemble de points de mesure linéaire

nulle.
61. Désignons par r le module de u, et par To i le module de a, ;3 nous aurons
”nr n

évidemment:
(22) P, W Q, ()  (ul=r)
en posant
Q = (r—r, r—r1,,) o (r—7, o))
Ces polynémes Qqn(r) satisferont aux conditions énoncées au n°® 36. Par suite, si N,
est 'ensemble des points de moindre croissance de la suite des polynémes Q, (r), N,

aura une mesure lindaire nulle (cfr. n® §7). Soit » = p un point quelconque de l'axe
des r dont la distance & lorigine est au plus égale & R et n’appartenant pas 2 N,.
On peut alors extraire de la suite des polyndmes Qqn (r) une suite infinie de polynémes:

Q, (), Q, (), ..., Q, (1) ...

- —log|Q, (p)
lim ——————— =0
Pp=> Pn log Pn
Soit C, la circonférence de rayon p concentrique 4 lorigine. De (22), nous déduisons
que P'on a, pour tout point u de C,,
9 —log| Q, ()] o= log [P, ()]
2 .
’ P log , p,1ogp,

D’autre part, la relation:
P, (6) <R™  [R'>R, et 9(p) L g1}
satisfaite pour tout point # du cercle C,, nous fait voir que 'on a également pour tout

point % de la circonférence C,:

tels que l'on ait:

— log P, ()] R

: — 9(p,) log R

(24) P" logpn P” logpn ("P (pn) é gpn)

(23) et (24) nous montrent, en tenant compte de notre hypothése sur les polynomes
— log| P, (#)]

QPn (r) au point r = p, que la suite des fonctions converge uniformeé-

p.logp,
ment vers zéro sur la circonférence C,. Donc:

Si le point r = p w’appartient pas & N,, il est possible d’extraire de la suite des
polynomes P, (u) une suite infinie de polynsmes P, (u) tels que la suite des fonctions

— log | Pp,, ()]

p,logp,
Porigine et de rayon p.
Il en résulte que parmi les circonférences concentriques 4 I'origine, celles qui portent

converge uniformément vers zéro sur la circonférence C, concentrique a



SUR LES FONCTIONS ENTIERES DE DEUX VARIABLES D’ORDRE APPARENT TOTAL FINL 63

des points de N sont comprises parmi les circonférences ayant pour rayons les abscisses
des divers points de N,. Donc: _

Les circonférences concentriques & Porigine et portant des points de N déterminent
sur une droite quelconque passant par Porigine un ensemble de points de mesure linéaire
nulle.

Si nous prenons pour origine des coordonnées un point quelconque # =a de N,
il résulte en particulier du résultat précédent que:

D'un point quelconque uw = a de N on peut décrire une circonférence de rayon
moindre que le nombre positif ¢ donné & Uavance et ne renfermant, sur son contour, aucun
point de Pensemble N.

62. Considérons un angle C O D ayant son sommet & l'origine des coordonnées
et détachant sur le cercle trigonométrique concentrique & lorigine un arc de longueur
s suffisamment petite pour que Jexpression

$? st
I—:!*—'-—é!— e

soit supérieure 4 . Désignons par 6 Pargument de u et par

eqn,l, eqn,z’ trt eqn}4a(qn) (4' (qn) é {‘P (gn))

les arguments des zéros du polynéme P () intérieurs 4 la région A du plan des u

intérieure 4 angle COD et extérieure 4 une circonférence C, concentrique 4 ’origine
et de rayon trés petit e. Posons '

Sﬂn (6) = (G - Oinl)(e - 6471:2) T (e — 0971:4"(‘1”)).
Ces polynémes S (6) satisferont aux conditions énoncées au n° 36. Par suite, si Ny

est ensemble des points de moindre croissance de la suite des polyndmes S (9), N,
n

aura une mesure linéaire nulle (cfr. n® 57).

Ceci étant, posons P () = P () P(a)
In T T NP
P;;’(u) étant un polynéme dont le coefficient de la plus haute puissance de « est ¢gale
4 I'unité et admettant comme zéros les zéros de P, () dont les arguments sont racines
de Iéquation Sqn(e):o et ceux-ld seulement. Soit # un point quelconque de la région
A définie plus haut et a, ; un zéro quelconque de P, (u). De la relation:

)

o —a, =1 +r, —a2rr, ,cos(0—8

I

qui peut s’écrire:

2rr, (0—86 ) 0 —6 )
2 2 Inst Inst ,i
lu"—aqn,i‘ __(r__.rqwi) -+ 2 [I__‘_;‘T'q_"«_‘_ ...],

nous déduisons, en tenant compte de nos hypothéses,

ret(6—8, )
2 Inst
v —a, > ——

b
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d’ou
(25) IP(!)(u)l > (s_)\{u(qnis .

In 2 In
Soit 8 = 6, un point de I'arc s ne faisant pas partie de I'ensemble N, et distinct des
extrémités de cet arc. Tragons une demi-droite issue de O et passant par le point 6 =10
et déterminons sur cette demi-droite un point A dont la distance 4 lorigine O soit
égale 4 2¢, puis désignons par B lintersection de cette demi-droite avec le cercle Cp_

concentrique 4 lorigine et de rayon R, . On aura, pour tout point # =25 du segment

A B ainsi défini,
—log| PO _

m
In== 9. IOg 9.
Le point § = 8 ne faisant pas partie de 'ensemble N,, on peut détacher de la suite
des polynémes S, (), une suite infinie de polyndmes

S,.®, S, (0, ..., S, (%),

—log[5, (0
e Plogp,
De Pinégalit¢ (25), nous déduisons:
—log| P (w)| _—logl|S, (8)  (p) e
p,1og p, plogh peen b a  (HEIZ0h),

ce qui nous montre que on a, pour tout point # ==& du segment 4 B:
 — log| P} (3)]
hm U 4 [ S,
Pa=c° Pn log pn
— log | P2 (8]
im ———=2—— X0,
Pn:i pn Og pn
il en résulte que P'on a, pour tout point u — b du segment A4 B,
— log | P7(5)]
m 2 =
pu=> Pn Iog pn
et par suite, en utilisant un résultat précédemment établi,

tels que

Zo;

€t comme

li - IOg IPpn (b) |
m ———=—"— =0,
. Pu= pn ‘log Pn
puisque " "
. . P (b)) = P ) P .
Ceci étant, soit
[ € g

1? 2 "t iy **

une suite décroissante de quantités positives telles que on ait lime, = o; désignons

=0
par Ny 'ensemble des points de moindre croissance de la suite des polyndmes S, (9),
”

le polynéme S;”(O) admettant pour racines les arguments de tous les zéros du poly-
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néme P () appartenant 4 la région du plan intérieure 4 I'angle COD et extérieure
n

au cercle C., concentrique i Porigine et de rayon ¢,. Chacun des ensembles Nj est
un ensemble de mesure linéaire nulle. Il en est donc de méme de leur somme Nj.
Soit & = 0 un point de l'arc s n’appartenant pas a N, et tracons la demi-droite O B
joignant L'origine au point 6=9 . Nous aurons, pour tout point =25 de cette demi-
droite distinct de O, en vertu d’un résultat précédemment établi:

i = log | P, (b)|
m ——— — 0
o= 4,l08q,

Par conséquent, 'ensemble N ne renfermera aucun point sur le segment O B, 4 Pexcep-
tion peut étre du point O. Il en résulte donc que les demi-droites issues de O et
portant des points de N distincts de O déterminent sur I'arc s un ensemble de points
de mesure lincaire nulle. On en conclut aisément que:

Les demi-droites issues du point O et portant des points de N distincts de O déter-
minent sur le cercle trigonométrique concentrique an point O un ensemble de points de
mesure lindaire nulle.

Soient 4 et B deux points quelconques de I'ensemble N. II est possible de tracer
de Porigine comme centre une circonférence C ne renfermant aucun point de N. D’autre
part, d’apres le théoreme précédent, on pent tracer deux demi-droites issues respectivement
de 4 et B et ne contenant pas de points de N en dehors des points origines. Soient
D et E les points de rencontre respectifs de ces demi-droites avec la circonférence C.
La ligne continue constituée par les deux segments rectilignes 4D et BE et par l'arc
de cercle DE ne contiendra pas de points de N en dehors des points 4 et B. Par suite :

Il est possible de joindre denx points quelconques A et B de N par ume ligne conti-
nue ne renfermant pas d’autres points de N que les points A et B considérés.

63. Pour simplifier Iécriture, nous conviendrons de désigner sous le nom d’en-
semble ponctuel, tout ensemble de points répartis dans un plan et tel que l’ensemble
tormé par tous les points de lensemble considéré appartenant i une aire finie quel-
conque jouisse des propriétés suivantes:

[+]

1° la projection orthogonale de cet ensemble sur une droite quelconque a une

mesure linéaire nulle;

2° les circonférences concentriques 4 un point # = a situé i distance finie et por-
tant des points de ensemble déterminent sur une droite quelconque passant par le
point # == a un ensemble de points de mesure linéaire nulle;

3° les demi-droites issues d’un point 4 = a situé 4 distance finie et portant des
points de I'ensemble déterminent sur une circonférence concentrique au point # — a
un ensemble de points de mesure linéaire nulle.

Moyennant cette définition, nous pouvons réunir les résultats obtenus aux n°® 6o,
61 et 62 dans le théoréme suivant:

Lensemble N des points de moindre croissance de la suite des polyndmes P (u)
est un ensemble ponctuel.

Rend. Circ. Matem, Palermo, t. XXXI (1° sem. 1911). — Stampato il 14 dicembre 1910. 9
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Remarquons que Pensemble somme d’une infinité dénombrable d’ensembles ponc-
tuels est lui-méme un ensemble ponctuel. Cette propriété résulte de ce que la somme
d’une infinit¢ dénombrable d’ensembles de mesure linéaire nulle est également un en-
semble de mesure linaire nulle.

64. Désignons par k;‘n et kgn les nombres identiques au nombre kqn défini au n° 44

et correspondant respectivement aux polynomes G, (x) et H (y). Admettons que les

I . b
nombres k7 et k) convergent vers zéro avec —. Alors (cfr. n° 49) si les indices
”n n
n

g, des polynémes P (u) vérifient la relation (20), les ensembles N_et N, seront tous
In ¥
. . ’
deux des ensembles au plus dénombrables. Comme les projections orthogonales N et N,
de N sur Ox et Oy sont respectivement au plus égales & N, et 4 N, l'ensemble N
sera lui-méme au plus dénombrable. Donc:
Si les deux suites de nombres k; et k; admnettent zéro comme élément limite unique,
n n
Vensemble N des points de moindre croissance de la suite des polyndmes P, (u) est au
plus dénombrable, si Uon suppose en outre que les indices g, vérifient la relation:

In=> q,
m élant une quantité positive finie.
Désignons par b7 et b}  les nombres identiques au nombre h,.. défini au n° 50

n+t n+1

et correspondant respectivement aux polyndmes G, ()G, (x) ee H (DH, ()

:m,

Si outre les conditions précédentes, nous supposons que I'une au moins des deux suites
de nombres b7 et k)  admet zéro comme élément limite unique (cfr. n° 50), I'un
n+1I n+r

au moins des ensembles N, et N, ne renfermera aucun point. Il en sera de méme de
Pensemble N, puisque N, et N, sont au moins ¢gaux aux projections orthogonales
respectives de N sur Ox et Oy. Par suite:

Si les deux suites de nombres ky et k) admettent zéro comme lément limite unique

et s'il en est de méme de P'une au moins des deux suites de nombre by et h ., len-
n4+1

1n+1

semble N ne renfermera aucun poimt si Pon suppose en outre que les indices q, des poly-
nomes P, (u) vérifient la relation:
In

En‘h—__—m,
"

m étant une quantité positive finie.

65. En restant toujours dans I’hypothése ot la suite des nombres k; et k) admet
n

n
zéro comme é&lément limite unique, supposons que les indices ¢, des polynémes P (u)
"

vérifient la relation suivante:

fim Zor — o

9= qn
Dans ce cas les ensembles N, et N, peuvent avoir la puissance du continu (cfr. n° 53);
il en résulte donc que dans ce cas I'ensemble N peut avoir la puissance du continu.
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En nous plagant dans I’hypothése o les indices ¢, vérifient la relation:

m' étant une quantit¢ positive finie, nous allons indiquer un cas ot I'on peut affirmer
que l'ensemble N est au plus dénombrable. Désignons 4 cet effet par m? et m) les
n n

nombres identiques au nombre m,  défini au n° 54 et correspondant respectivement
ﬂ
aux polynémes G, (x) et H, (y). Supposons qu’il existe une quantité positive x telle
n n

ue 'on ait, pour toutes les valeurs de dépassant un certain nombre fixe
q ) p qn ’

. 1 y 1
WG M

Alors (cfr. n° 54) les ensembles N, et N, seront des ensembles au plus dénombrables
et il en sera de méme de Pensemble N. Donc:

Si les suites de nombres k; et k) admettent iéro comme ¢lément limite unique, Pen-

W

semble N sera au plus dénombrable si Pon a, & partir d’une valeur de q, suffisamment
grande,

I I
m, > x m! % (x> 0)
g g,
et si de plus les indices q, des polyndmes P, (u) vérifient la relation:
— loggq ., ., .y .. .
lim 2t — m' (m' étant une quantité positive finie).
9= log qn
Si n; et n) sont les nombres identiques au nombre n, défini au n® 54 et cor-

. . , ) .o .
respondant respectivement aux polyndémes Gq"(x) et an(y), on voit d’une maniére

analogue, en tenant compte d’un résultat du n° 54 que:
Si les suites de mombres ki et k) admeitent 1éro comme élément limite unique et
n n

si Pon a, & partir d’une certaine valeur de g,
I I
n, > —, n, > —,
In q, In q,
Vensemble N ne renfermera aucun point, si Uon suppose en outre que les indices g, des
polyndmes P, (u) vérifient la relation:

li—m IOg T
== logg,
m' dtant une quantité positive finie.

— ’
_m,

66. Admettons que tous les points d’un cercle C, concentrique 4 Porigine et de
(o]

rayon R, soient des points limites réguliers de 'ensemble des zéros des polynémes
P, (u). Si 4 et B sont les points de rencontre du cercle C, avec I'axe des x, tous
n (]

les points du segment A4 B seront des points limites réguliers de 1’ensemble des zéros
p g p
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des polynomes G, (x); de méme, si C et D sont les points de rencontre du cercle
n

Cy avec Paxe des y, tous les points du segment C D seront des points limites regu-
o
liers de l’ensemble des zéros des polynémes H, (y). Ceci étant, solent M et M) les
n ”n "

nombres identiques au nombre M, défini au n° 55 et correspondant respectivement aux
n
. by , .
polynémes G, (x) et H, (y), et supposons qu’il existe d’une part un nombre positif »

au plus égal 4 1, tel que I'on ait, & partir d’une certaine valeur de g,

X I I -
qu<#q71 Mgn<q—:’

et d’autre part qu’il existe un nombre positif ) tel que Pon ait, 4 partir d’une certaine
valeur de ¢, suffisamment grande,

log q'rH—l
_logT > hg,.

Chacun des ensembles N, et N, aura cflectivement la puissance du continu (cfr. n° 55).
Il en sera de méme de l'ensemble N puisque dans ce cas, comme on le vérifie aisément
en tenant compte d’un résultat du n® 45, les projections N, et N de N sont respec-
tivement égales & N, et N, et nous obtenons le résultat suivant:

Si les suites de mombres ky et k) admeltent zéro comme élément limile unique et si

les conditions énoncées dans ce n° sont satisfaites, Pensemble N aura effectivement la
puissance du continu.
67. Considérons une infinit¢ dénombrable de suites de polyndmes

(P) P (w), P (), ...,P (u) ...

n,i

les polynomes de la suite (P°) satisfaisant aux conditions énoncées au n° 59 et la suite
de rang i se déduisant de la suite de rang i—1, quel que soit Iindice 4, par la sup-
pression d’un nombre fini ou d’une infinit¢ dénombrable de polynémes. Tous les poly-
némes de la suite (P’) appartiendront, quel que soit lindice i, 4 la suite (P°). Nous
supposerons en outre que lindice ¢, ; du polyndéme Pqn’i(u) est égal ¥ I'indice que pos-
séde ce polynéme dans la suite (P°). Soit N* Iensemble des points de moindre crois-
sance des polynémes de la suite (P'); comme tous les polyndmes P () satisfont par
hypothése aux conditions énoncées au n° 59, 'ensemble N’ est un ensemble ponctuel
(cfr. n° 63) et cela quel que soit lindice 1.

Tout point de N'=" fait partie de N'. En effet, si le point u = a fait partie de
Ni=*_ il existera une quantité positive &’ telle que l'on ait:

. —log|P = (8)]
lim mi—s =

k'
InyimEmoo qnﬂ._x log q

n,i—1
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on aura également, puisque les polynomes P (u) appartiennent avec leurs indices 4 la
suite (P™): ’
. —log|P ()]
lim ot —
i 901084,
ce qui nous montre que le point # = g fait partie de N*. Dans le cas particulier ou
la suite (P’) differe de la suite (P™") par un nombre fini de polyndmes, tout point
de N’ appartiendra également 4 N*~*, de sorte que 'on aura dans cette hypothése:
Ni = N+,
Mais si la suite (P?) differe de la suite (P™") par une infinité dénombrable de polyné-
mes, 'ensemble N* pourra admettre des points n’appartenant pas & N*; de sorte que

b

Pon aura dans ce cas: . .

N' > N
De ce qui précéde résulte également que si le point # — @ appartient 4 'ensemble N/,
il appartiendra 4 chacun des ensembles N* pour chaque valeur de i supérieure 4 j.

Soit N la somme de tous les ensembles N’ précédemment définis, Pensemble N
sera un ensemble ponctuel, comme étant la somme d’une infinité dénombrable d’ensembles
ponctuels (cfr. n® 63). En général on aura

N > N°%;
mais si pour chaque valeur de lindice 7, la suite (P*) differe de la suite (P'~") seule-
ment par un nombre fini de polyndémes, nous aurons, d’aprés ce qui a été dit plus haut,
. Ni —_ Ni—x
et par suite: .
N' = N°;
et cela quel que soit I'indice 7. Donc:

Dans le cas particulier on la suite (P') différe de la suite (P*"), pour chaque valeur
de Pindice i, par un nombre fini de polyndmes, Uensemble N est identique & P'ensemble N°
des points de moindre croissance de la suite de polyndmes (P°).

Admettons en particulier que les polynbémes P, (u) soient de degré au plus égal

a p; lensemble R® des points limites régulicrs de I’ensemble des zéros des polyndmes
Pqn,;(“) admettra au plus p points (cfr. n° 30) et comme lon a

N £ R (cfr. n° 36)
Pensemble N* comprendra au plus p points, et cela quel que soit Vindice 4. Il en résulte
que, dans ce cas particulier, Uensemble N admettra au plus p points.

L’ensemble N étant un ensemble ponctuel, il existe des points du cercle Cg, ne
faisant pas partie de N. Soit # = b l'un quelconque de ces points. Le point u =&
ne faisant pas partie de N, n’appartiendra 4 aucun des ensembles N, quel que soit i.
Par suite, en un tel point » = b, on aura, pour chaque valeur de i,

— log |P,, ()] __

T T 1084,
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. . . I
Si 3, est une quantité positive convergeant vers zéro avec — , nous pouvons détacher
1

— log | P,, . (b —log | P, (§)]|
de la suite des nombres —gl——qf—(—)l , un nombre TR el que
g,:108 4, ; p;logp;
—log P, ()]
TS T hlogp, 0
— log IPP_(b)|
et la suite des nombres W—— ainsi obtenus admettra zéro comme élément

limite unique.

CHAPITRE V.

Fonctions entiéres de deux variables.

Ordre apparent total.

oo =2
68. Soit F(u, v)= > > ¢, '’ une fonction entiére en u et v; on sait que
=0 §=o

I'on a
pg
lim ¢, 7 [0y = O
prg=
ou, ce qui revient au méme,
—log|c,,

ﬁw@+@@@+@ =t
S’il existe une quantité positive finie A telle que Pon ait
—loglc,, B
lim
= (P -F'Q)log(P -F 9
nous dirons que la fonction entitre en # et v, F(u, v), est d’ordre apparent total fini A.
Désignons par N(R, r) la fonction majorante de F(u, v) définie par I'égalité:

N(R, r) :%;]cmlR r?;
la fonction N(R, r) sera également d’ordre apparent total % (cfr. n® 7). Par suite
(cfr. n° 8), la fonction entitre en r, N(r, r), est d’ordre apparent A. Comme
|F(v, )| LN(r, ),

il en résulte que la fonction entiére en v, F(v, v), est d’ordre apparent au plus égal
4 A Par suite:

Si la fonction entitre en u et v, F(u, v), est d’ordre apparent total )\, la fonction
entitre en v, F(v, v), sera d'ordre apparent au plus égal & .

Nous verrons plus loin (cfr. n° 79) que la fonction entiére en v, F(v, v), est

effectivement d’ordre apparent A sauf dans des cas exceptionnels pour lesquels elle est
d’ordre apparent inférieur 4 2.
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69. La fonction F(u, v) ordonnée suivant les puissances entitres de v s'écrit:

Fy v) = a,(1) + a,(8)v 4 4,(0) 7" + -+ -+ 2,(" + -+,
les a (u) étant des fonctions entiéres en u. La fonction majorante N (R, r) ordonnée
suivant les puissances entiéres de r s’écrit:

N(R, r) = 4,(R) + 4, (R)r + -+ +4,(R)r" + -+~
A, (R) étant la fonction majorante de a, ().
Ceci posé, comme N (R, r) est d’ordre apparent total %, on a (cfr. n° 9):

A(2)) <" e=r40

A partir de n = p; par suite, nous aurons pour tous les points d’un cercle C, con-

I

qlz

a
. .. n . . .
centrique 4 Porigine et de rayon (—) , n étant un nombre entier quelconque supe-
G

rieur 4 p,

als

(26) la,(u)] < *_% ’

puisque P'on a, pour tout point de ce cercle,

1

aiza((£))

Donc, si F(u, v) est dordre apparent total fini ), on a inégalité (26) pour chaque

valeur de n supérienre & un certain nombre fixe et pour tout point w du cercle C, con-

I

o
L s n
centrigue & origine et de rayon (T;—)

Ordre apparent de T(u, v) par rapport a v.

70. Soit
T(u, v) = i ¢, P, (wvt

une fonction entiére en # et v ordonnée suivant les puissances entiéres de v satisfaisant
aux conditions suivantes:

1° les polyndmes P, (u) satisfont aux conditions énoncées au n° 59;
n

— log ¢, |

o . S 17y, I

2° les ¢, sont des constantes telles que lim = — et en outre telles
In

9= Qn log 9u o -
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que l'on ait, quel que soit lindice ¢,
—log e, |
9,log g,

8 étant une quantité positive différente de zéro.

_L||és,
y.

Nous nous proposons de déterminer I'ordre apparent de T'(u, v) par rapport i v
en tout point # du cercle Cp qui renferme 4 son intérieur tous les zéros des poly-
o

némes P (u). Considérons, & cet effet, une suite décroissante de quantités positives
n

)] 3, 8,...,3, G, <),
telles que 'on ait lim &, == o. Désignons par
i==00
quz’ 6721‘, R C‘In,i, .
—loglc, |
. . In,i ;.
la suite des coefficients ¢, tels que les nombres correspondants log ¢ vérifient
" 9n,i n,i

> ]

la relation:
— log|c, |
SRR P2 Y
9,108 4,,; -
Pindice g, ; de ¢, . ¢tant égal A lindice que posséde ce coefficient dans la suite des

coefficients ¢, s par P, (u) le polynéme P, (u) ayant ¢, pour coefficient dans T(u, v)
n 1,1 n ",
et par (P") la suite des polynémes Pqn)i(u) ainsi définis.
Soient N* 'ensemble des points de moindre croissance des polynémes P (), et

N la somme de tous ces ensembles N'. N est un ensemble ponctuel. Il existe donc
des points du cercle C, n’appartenant pas 4 N. Soit # =14 l'un quelconque de
0

ces points. Le point # = b n’appartenant pas & N ne fera pas partie des ensembles N

.. . . . —log |P,, . (B)]
quel que soit 7. Par suite, on peut extrairc de la suite des nombres ologg.
(cfr. 20 67) bre —EIPO S
cfr. n° 67) un nombre ————— | tel que

pilogp, 7 1
— log| P, (B)]
: p:log p; Y
Comme le coeflicient ¢, de P, (u) vérifie la relation:
— log | ¢,
$ _ <»
pilogp; b
. —-Iog|cP.PP.(b)|
et que 9, converge vers zéro avec ——, il s'ensuit que la suite des nombres e
? pilogp,
admet —— comme élément limite unique. Par suite % est un ¢élément limite de la
) — log ]cqn log Pq” Q] = log | Pqn Q] .
suite des nombres ; et comme lim Mo, il en ré-

q,logq, i=s  9.logg,
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1 o — loglc, o5 P, ()
sulte que — est la plus petite limite de la suite des nombres Jlog ¢ .

Donc:

Si f(v) = ;cq"v"" est une fonction entitre en v d’ordre apparent p., T (u, v) sera

une fonction entiére en v d’ordre apparent p. en tout point u intérieur au cercle Cy, et
n’appartenant pas 4 N.

Soit # = a un point de N; il existe un entier j tel que ce point n’appartienne
pas 4 N* pour les valeurs de i inférieures & j, mais fasse partie de l'ensemble N/ et
par suite de chacun des ensembles N* pour toutes les valeurs de i supérieures 4 j.

g,logq,

Nous partagerons la suite (§) des nombres en deux suites partielles

— log|¢, log P, (a)
p.logp,

suite (S) dont les indices p, sont distincts des indices g, ;. Alors nous aurons, d’aprés
la définition méme des indices ¢, ,

— log|e, | I —log|c, |
n - >N M I’n L
p,logp, P >3, dou I%Ii—m b, logp, = n 3

D’autre part, comme le point » = a n’appartient 4 aucun des ensembles N* pour
i <j, nous aurons
—log|P, ()]
lim B
= P.108p,

Par conséquent, la plus petite limite de la suite () sera un nombre positif

e la

(S") et (5°). La suite (S') comprendra tous les nombres

I
’

3

au moins égal 2 —:1.— - 3]. et par suite supérieur 3 —:/._ La suite ($*) comprendra

tous les nombres de la suite (S) ayant les q,,; pour indices et ceux-li seulement. Le
point # =g étant un point de N/, il existe une quantité positive &' telle que I'on ait:

— log |P, .
lim Ogl Qn,](a)l :k’.
== ¢,:loggq, .

Par suite, la plus petite limite —*;I,—; de la suite (5*) est au moins égale & yi + & et
par conséquent supérieurc 2 % Il en résulte que la plus petite limite de la suite (S)

. . . 1 I . I .
qui est égale au plus petit des nombres —- et o sera supérieure 2 —. Par consé-
y.

quent la fonction enti¢re en v, T(4, v), est d’ordre apparent inférieur 4 p. Donc:

Si la fonction entitre en v, f(v) = Zcqn vin, est dordre apparent ., la fonction

H=1
entitre en v, T (u, v), sera une fonction entitre en v dordre apparent inférieur & p. en
tout point w appartenant & ensemble N.

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXXI (19 sem. 1911). — Stampato il 14 dicembre 1910. 10
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En réunissant les deux résultats de ce n° on obtient le théoréme suivant:
Si la fonction entibre en v, f(v)=> ¢, v, est d'ordre apparent p., T(u, v) sera
=
une fonction entitre en v d’ordre apparent p. pour tous les points du cercle C, a4 lexcep-
o

tion des points d’un ensemble N ponctuel pour lesquels elle sera d’ordre apparent inférienr

a p.
Remarque. —En tout point extérieur au cercle C, , la fonction T'(u, v) sera une
0

fonction entiére en v d’ordre apparent ., puisque pour 'un quelconque de ces points

#=~0 on a
- —loglP, ()]
m - = 0,
g q,1084,

—log|c, P, (8)]

9,log g,
— logJe, |
9,log g,
71. L’ensemble N considéré dans le n° précédent est indépendant de la loi suivant
laquelle les nombres 3, convergent vers zéro. Il suffit de montrer que si I'on part d’une
suite de nombres positifs

et par suite, les éléments limites de la suite des nombres sont iden-

tiques aux éléments limites de la suite des nombres

]
¥, ¥, ..., &, ..,
tels que lim 3; = o et distincte de la suite des 31. on obtient le méme ensemble N.

Désignons par
cqx,z’ qu,z"
la suite des coefficients ¢, vérifiant la relation:
n
—-log]cqi’l| .

R 1L Py
qn,l log qn,l Py P

Pindice ¢ , de ¢, étant égal & Pindice que posséde ce nombre dans la suite des ¢ ,
n,l In,l 7n

et par Pqn’l(u) le polynéme P_(u) admettant ¢, Pour coeflicient dans T(u, v). Soit

N' Pensemble des points de moindre croissance des polynémes P, (u), et N' la somme
",

de tous ces ensembles N’. Tout point de N’ appartient 4 N. En effet, soit u=a un

point de N’, il appartient donc 4 un certain ensemble N’; par suite, comme la suite
des indices ¢, , comprend tous les indices g, ; si 3 >\ 3,, ce point u ==a appartiendra

3 Pensemble N° et par suite 4 N. On verrait de méme que tout point de N fait partie
de N
I . . o .
72. Admettons que " soit un élément limite isolé de la suite des nombres
— log|c, |

9,log g,
une infinit¢ dénombrable de termes dans T'(#, v), on peut toujours s’arranger en sorte

; en disposant convenablement des notations et supprimant il est nécessaire
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— log |cq | .
"~ admette —— comme élément limite unique. Alors,
9,log g

n n

en tenant compte d’un résultat du n® 2, la suite des nombres ¢, , se déduira de la

que la suite des nombres

suite des nombres ¢, , en supprimant au plus un nombre fini d’¢léments; par suite,
la suite de polynémes (P¥) se déduira de la suite (P™') pour chaque valeur de 4, en
supprimant au plus un nombre fini de polyndémes dans cette dernitre suite. Dans ce
cas (cfr. n° 67) lensemble N est identique & 'ensemble N° des points de moindre
croissance de la suite des polynémes P, (u).

. I . .- . .
Supposons maintenant que — soit un élement limite non isol¢ de la suite des
— log| ani

9,log g,
de telle maniére que pour chaque valeur de lindice i, la suite (P") se déduise de la
suite (P*™*) par la suppression d’une infinité dénombrable de polyndmes, de sorte que
dans ce cas on pourra avoir, quel que soit lindice 4,

N> N

nombres . on pourra toujours choisir (cfr. n® 2) la suite des nombres 3.
3 1

Ordre apparent de G(u, v) par rapport a v.

73. Soit
p— 9
G(u, v) = ;cq”(u)v .
une fonction entiére en u et v d’ordre apparent total fini A, ou

o W=c,, + -+, u¥4n)

qn

est un polynéme dont le degré ¢(g,) vérifie, pour chaque valeur de ¢,, la relation:

9(q,) £94,,

g étant un nombre entier fixe. Nous nous proposons d’¢tudier I'ordre apparent de la
fonction entiére en v, G(u, v), pour chaque valeur finie de u, en supposant que la
— log ¢

qnl
9,108 g,

comme plus petite limite et en admettant en outre qu’il existe une quantité positive 3

telle que lon ait, pour toute valeur de lindice g,,

— log ]c‘lnl I

2w L s,
q,logq, p|=

Mais auparavant, nous ferons un certain nombre de remarques.

. . . LI
suite des nombres (¢, étant le coefficient maximum de ¢, (#)] posséde —
n n P.

Posons
an (wy=@—a, Yu—a, . ... (u— 2, gD
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@y or By ay ey Ay g, Ctant les zéros de ¢, () dont le module est au plus égal 4

R, 4= (R, et n étant deux quantités positives), et
6, (1) =P, ()b, (4);

les b (u) seront des polyndmes en # n’admettant aucun zéro i Pintérieur du cercle
n

Cg,.n concentrique a lorigine et de rayon R, 4. Si B, (R) est la fonction ma-

log B (R)

jorante de b (u) pour |u|= R, nous allons montrer que le rapport “Togle | lq;' |
In

converge vers Punité pour toute valeur positive de R. Nous désignerons 3 cet effet par

C, (R) la fonction majorante de ¢, (u), (R = |u]).
Soit |cqn(5q )| le maximum de |¢, (4)] atteint pour le point 4 =&  de la circon-
de rayon R -} 2n concentrique 4 lorigine. Des relations
6, )|
lcm,qnl é (RO + 2,n)m
lcqn (Eqn)l > Ax Cq” (R + n)?

4, étant une quantité positive finie indépendante de ¢,. Par suite, en remarquant que

|
férence CR0+2n

nous déduisons

Pon a, pour tout point # de la circonférence C; .,
0

|7, ()| <(R,+ 2m)¥,

nous déduisons, de I'inégalité précédente,

4,C, (R,)
18, G 1> (R, F 2 m)fan R =R+  ($4) Lq4)
et par conséquent
4.C, (R)
(26) B (R)> " (R, = R, 27)

(R, + 2n)¥
B, (R)X 0|
— log C,, (R)

—log]cqn|

puisque

Comme (cfr. n° 15) le rapport converge vers ['unité lorsque g, aug-

mente indéfiniment, l'inégalité (26) nous montre que

__log B, (R,)
fim — "
=" log | cqn ' -

en observant que d’aprés nos hypothéses on a

$(g.)

1 e
=g, logg,
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. . . . o .
Soit |, (§; )| le maximum de |5, ()| atteint pour le point u_Eqn de la circonférence

C

. e .
R,4m CODCENTriqUE 4 Porigine et de rayon R, - 34; nous aurons

B, (R) < 4,15, ()| (R, = R, + 2m),
A, désignant une quantité positive finie indépendante de ¢,, et par suite

B (R) < 4, e, G
( )< I q"(E )I

d’otr

C, (R, + 3m)|
(27) B, (R)<A

(2 .n)+<qn)
en remarquant que C (R, 4+ 31) X |¢, (E' )| et en observant que I'on a

P ()| >——
| ()l ( )qu)

. . ;
pour tout point # de la circonférence Cp ..

De I'inégalit¢ (27) nous déduisons, en tenant compte de (15) et des hypothéses
énoncées au début de ce n° que

log |B, (R)I
im et — N
= og Icqﬂl
— log| B, (R,)]
log lcq”|
au deld de toute limite. Comme (cfr. n® 13)
. log Bqn(R)
qliglo log B, (R,) =1

1.

Il en résulte donc que le rapport converge vers l'unité lorsque ¢, croit

pour toute valeur finie de R, il en résultera, d’aprés ce qui précéde, que
' log B, (B
}:2}0 log|c -

pour toute valeur fine et positive de R.

In l

Désignons par ]bq"(cq")l le maximum de |5, ()| pour |u] = —2— atteint pour un

point # = Kq de la circontérence C, concentrique 4 Porigine et de rayon 2 Des
” —_
4

inégalités:
4.8, (§) <18,@)1<5, (L),

ou A, est une quantité¢ positive finie, nous déduisons, en tenant compte du résultat
précédent,
7
log |6 (%,) |

sme loglc |
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. , —log[8(Z, )1
Par conséquent, les ¢léments limites de la suite des nombres - . 1»O-~—~—— sont identi-
— log |6, )|

ques aux ¢léments limites de la suite des nombres Par suite, si nous

posons
bqn (14) = ang‘ln (U),
— loglg, (€)1
g,log g,

remarquant que d’aprés notre hypothése sur les ¢ on a
n

la suite des nombres admettra zéro comme é&lément limite unique, en

— log|c, |
lim —— " 2 I 8,
= qn log qn _ y' +
74. La fonction enti¢re en u et v, G(u, v), étant d’ordre apparent total fini A, si

¢ est une quantité positive supérieure 4 A, nous aurons, pour tous les points d’un cercle

1

C, concentrique 4 lorigine et de rayon (&) et 4 partir d’une certaine valeur de
n G

g, (cfr. n® 69), .
_9_1_; .

le, W] < — -
9.
o3
A fortiori, nous aurons, pour tous les points d’une circonférence Cy _,, de rayon R -21,

concentrique 4 Porigine et 4 partir d’une valeur de ¢, suffisamment grande,

9n
F

e, )| <—=; 5

(%)

et en observant que 'on a, pour tout point u de cette circonférence C,

1P, (w)] > ¥ (V(g,) £ 9(3.)),

il en résultera que l'on aura, pour tous les points du cercle C;
O

o+21?

+2m 7

in

0‘

16, W) < ——4 X Fam w,,) (¥(g) £ 9(3)-

A )
G
On en conclut, en tenant compte de notre hypothése sur ¢(g,), que les fonctions harmo-
— log b, (w)]
9,log g,

niques sont positives, 4 partir d’une valeur de ¢, suffisamment grande,
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en tout point # du cercle Cy concentrique 4 lorigine et de rayon R, 4. Comme
0
. . n .. .
le cercle C'"' concentrique au point u=7{ et de rayon R - 7fa1t partie du cercle
n

Cryny il en résulte qu'a partir d’une valeur de ¢, suffisamment grande, chacune des

— log lbqn (u)]

fonctions harmoniques e Serd positive pour tout point du cercle C'%" cor-
7.'08 4,

respondant. De plus, chacune de ces fonctions sera régulitre 4 Pintérieur et sur le
contour du cercle C* correspondant, puisque les fonctions entitres 4 () nc possédent
"

aucun zéro & lintérieur du cercle C, de rayon R -« et concentrique & lorigine.
o

75. Soit R une quantité positive supérieure 4 R_-}- n. Posons

P;;’ (#) = (v — aqwx)(u — “q,,,z) con (0 — aqu(qn)),

! 4 f
By oy By oy ooy 4, Ctant les zéros de Cq,,(”) dont le module est au plus égal 4
R, + =; puis o
_ 1 1
¢, () = P ()b (1)
et enfin

P (y) = u) P (u);
()= P, () Py (1)
nous aurons, pour tout point # intérieur au sens étroit au cercle C

Ry+m)
b, (u) = b (u) P (w),

d’ou
—log |4 — log |1 log | P — log |8 (x
g6, (m| _ —loglby)(w)| _log|P/)(w)| _—log] q"(t),+s w,
7108 4, g,log g, 9,log g, 9,log g, i
¢, (u) convergeant uniformément vers zéro dans le cercle C | concentrique 4 lori-

Ry+ T“

gine et de rayon R, - v, puisque l'on a, pour tout point u de ce cercle,

4

et que lim (‘D(q") —
1= 9,108 q,

Il résulte en particulier de ce qui précéde, que l'on aura

(+) 1P| < (7 + %«-‘n)@(w CICAPXICH),

— loglb,, G, )1 —loglb, ()] e
7.log 9. q.logyq, n
avec lim g, =o.
gp= "
— log |B()]

76. Ceci étant, la fonction harmonique étant réguliére et positive 4

*q.logq,
partir d’une valeur de ¢, suffisamment grande pour tout point # du cercle C' concen-

. - n .
trique au point # = Cq et de rayon R - > (cfr. n° 74), nous aurons, en appliquant
n

un théoréme bien connu sur les fonctions harmoniques positives, pour tout point u
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dont la distance au point ¥ = Zq” est au plus égale 3 R 4 %,

log [5°(Z, )1 —loglb(ql’(“)l log [6°(Z, )
G - AN - A D)= 1oz,
avec
2R, +m 8 — 2R, 4
R LR Fn’ =R _R

Comme la distance d’un point quelconque # du cercle C, concentrique & l'origine et
o

. ) K
de rayon R au point u = Zq” est au plus égale 4 R, 4 ——, on en conclut que la

double inégalité précédente sera vérifite pour tout point u du cercle C, et pour toutes
0
les valeurs de ¢, supérieures 4 un certain nombre fixe Q.
De (27) nous déduisons

log|d, (£,)] — log|b, (w)] log|b, Z,)
n n D In In In {2)
g,loggq, Fe, (< q,logq, <@+ g,loggq, e, ()

s;”(u) et a‘qz’(u) convergeant uniformément vers zéro dans le cercle Cg , €n vertu
k3 n [

— I —a

d’une remarque faite plus haut, et par suite
alogc, | loglg, (€, )1 —loglg, (¥)]
1 S — [ —
“g,logq, q,logq, q,logg,
logle, | —loglg, (€, )] 4w,
g,loggq, q,logq, In

Ceci posé, soit ¢ un nombre positif donné 4 I'avance; comme les nombres

OR

—log|ec, |
g,logg,

sont bornés dans leur ensemble, nous pouvons déterminer le nombre positif R de
maniére que Pon ait, pour chaque valeur de ¢, supérieure & Q,

g - Blog l Cq " l g€
q,logg, 3’ q,logq, 3

alog|c, |

o . € .
Le nombre R! étant ainsi déterminé au nombre —-, nous pcuvons faire correspondre
un nombre entier Q' N\ (Q, tel que l'on ait
€ €
s(l) — (2) u -
(1) > e (1) <5
dés que ¢, > Q' et pour tout pomt u du cercle Cy ; ceci est possible puisque les
fonctions efl” (u) et sf;’(u) convergent uniformément vers zéro dans Cj %, . D’autre part,
" ”
. . —loglg, (£
puisque lim

In= qn log qn
spondre un entier Q" tel que, pour ¢, > Q”, on ait

aloglgqn(zqn)l > . i - (510g ng"(z-qn)l <j_
g,loggq, 37 q,logq, 3

cap €. . .
= 0, au nombre positif 5 il est possible de faire corre-
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On en conclut que on aura, pour toutes les valeurs de ¢, supérieures au plus grand
des deux nombres Q' et Q' et pour tout point # du cercle Cg,,

—lo u
o lele, @l
g,log g,

: . . —loglg, ()] .
ce qui nous montre que la suite des fonctions g converge uniformément
vers géro & Pintérieur et sur le contour du cercle CR". "

: . —loglg, (1] :
77. La suite- des fonctions ———'"—2- convergeant vers zéro en tout point

9,log g,
u du cercle CRo’ il en résulte que l'ordre apparent de la fonction entiére en v, G (u, v),

en tout point # du cercle C, est identique & 'ordre apparent de la fonction entiére
o
. o0 q A . . . b o
en v, T(u, v)= ,;Z——, ¢, P, (w)vin,c, et P (u)ayant la méme signification qu’au n° 73.
Comme les Pq (u) satisfont aux conditions énoncées au n° 59, nous pouvons énoncer
n
le résultat suivant (cfr. n°® 70):
Si la fonction entitre en v, f(v) = Y ¢ v [c désignant le coefficient maximum
'; ” n

de ¢, (w)], est d’ordre apparent p, G(u, v) sera une fonction entidre en v d’ordre ap-
parent p. pour tout point u du cercle Cy concentrique & Porigine et de rayon R,, sauf

pour les points d’un ensemble ponctuel pour lesquels elle sera d’ordre apparent inférieur

a p.

Ceci étant, soit M Pensemble des points du plan des # situés 2 distance finie et
pour lesquels G(u, v) est une fonction entitre en v d’ordre apparent inférieur 3 .
‘Comme le résultat précédent subsiste quel que grand que soit le nombre positf R,
il en résulte que la portion de M appartenant 4 une aire finie quelconque est un
ensemble ponctuel. Par suite (cfr. n® 63) Pensemble M sera luiméme un ensemble
ponctyel. Nous obtenons donc le théoréme suivant:

Si la fonction entitre en v, f(v) =) ¢, v™ [c, désignant le coefficient maximum
ne—=1l n ”
de c, (w)], est d’ordre apparent p, G (u, v) sera une fonction entiére en v d'ordre apparent

W pour tous les points du plan des u situés a distance finie, & Uexception des points d’un
ensemble M ponctuel pour lesquels elle sera d’ordre apparent inférieur & p.

Ordre apparent de F(u, v) par rapport a v.

78. Soit F(u, v) = > a,(u)v" une fonction entiére en u et v que nous suppose-

n=0

rons d’ordre apparent total fini . Nous allons étudier 'ordre apparent de F(u, v),
considérée comme une fonction entiére en v, pour chaque valeur finie de %, en supposant

que la fonction entiére en v, f(v) = > ¢,v", est dordre apparent p.>>o0 [¢, désignant
n=0

le coefficient maximum de a,(u)].

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXXI (1° sem. 1911). — Stampato il 15 dicembre 19ro. 11
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La fonction entitre en v, f(v) = > ¢ v", étant d’ordre apparent , N(R, r) sera

=4
d’ordre apparent p. par rapport 4 r. Comme
la, ()] < 4,(R) (J#] L B),

il en résulte que, pour toute valeur finie de u, F(u, v) sera une fonction enti¢re en v
d’ordre apparent au plus égal 4 p.

Cette remarque faite, comme N (R, r) est une fonction entiére en R et r d’ordre
apparent total fini % et d’ordre apparent g >> o par rapport & 7, cette fonction peut
se mettre sous la forme (cfr. n° 23)

NR =3¢, Q, (R)yr"+H(R, r),

¢, ¢tant le coeflicient maximum de 4, (R) ou, ce qui revient au méme, le coefficient
n n

maximum de @, () et vérifiant en outre pour chaque valeur de lindice g, la relation
n

—logle, |

WgL;”— — —;— Z3 (3> 0), Q, (R) un polynéme dont le degré ¢(g,) est pour

chaque valeur de ¢, au plus égal 4 ¢¢, (¢ étant un nombre entier fixe) et H(R, r)

une fonction entiére en R et r d’ordre apparent au plus égal 4 - & 3 Par rapport 4 r.
14 2p

Désignons par S (u) le polynéme formé par tous les termes de la fonction entiére
en u, a, (u), dont les modules des coeficients sont les coefficients de Qqn(R) et par
B(u, v) ensemble de tous les termes de F(u, v) dont les modules des coeficients
sont les coefficients de H(R, r); la fonction F(u, v) pourra se mettre sous la forme:

(28) F(u, v) = G(, v) + B(u, v)

avec
0
G(u, v) = ; ¢, S, (Wyvin.

EL
I - 2pd

d’aprés la remarque faite plus haut B(u, v) sera une fonction entiére en v d’ordre

Comme H(R, r) est d’ordre apparent au plus égal A par rapport A r,

apparent au plus égal 4 % et par suite d’ordre apparent inférieur 4 g pour toute va-
I

219
leur finie de ». D’autre part, la fonction G (u, v) précédemment definie satisfait aux
mémes conditions que la fonction G(#, v) considérée au n° 73. Par suite (cfr. n° 77),
comme ¢, est le coefficient maximum du polyndme ¢, (W)= cqusqn (u) et que par hypothe-

el
se la fonction entiére en v, f, (v) = ¢, v, , est d’ordre apparent p., G(u, v) est une
=i

9n?

fonction enti¢re en v d’ordre apparent p. pour tous les points du plan des « situés 2

distance finie, sauf pour les points d’un ensemble M ponctuel pour lesquels elle est
I

d’ordre apparent inférieur 4 p. L’¢galit¢ (28) nous montre, en remarquant que
B(u, v) est une fonction enti¢re en v d’ordre apparent inférieur 4 w pour toute valeur
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finie de u, que F(u, v) est une fonction enti¢re en v d’ordre apparent p en tout point
du plan des » situés & distance finie et n’appartenant pas & M et qu’en tout point de
ce dernier ensemble F(#, v) est une fonction entiére en v d’ordre apparent inférieur
4 p. Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant qui est la conclusion de nos
recherches:

Si F(u, v) est une fonction entitre en u et v d’ordre apparent total fini ) et si la

Sfonction entitre en v, f(v) = i ¢, v" [c, etant le coefficient maximum de a_(u)], est d’ordre

apparent i, F(u, v) sera une fonction entiére en v d'ordre apparent g pour tous les
points du plan des u situés & distance finie, & Uexception des points d’un ensemble M
ponctuel pour lesquels elle sera d’ordre apparent inférieur & p..

Ce théoréme peut encore se mettre sous la forme suivante:

St F(u, v) est une fonction entitre en u et v d’ordre apparent total fini X et si N(R, 1)
est d’ordre apparent p. par rapport & r, F(u, v) sera une fonction entitre en v d’ordre
apparent p. pour tous les points du plan des u situés & distance finie, sauf pour les points
d'un ensemble M ponctuel pour lesquels elle sera d’ordre apparent inférieur 4 p.

79. Considérons la fonction entiere en w et v, F(wwv, v), se déduisant de la fonc-
tion entiére en # et v, F(u, v), que nous supposons d’ordre apparent total fini 2, en
posant # == wv. Soit N(tr, r) la fonction majorante de F(ww, v); cette fonction
N(tr, r) sera d’ordre apparent X par rapport 4 r (cfr. n°® 27). Par suite, d’aprés le n°
précédent F(ww, v) sera une fonction entiére en v d’ordre apparent X pour tous les
points du plan des w situés 4 distance finie, 4 l'exception des points d’'un ensemble
M, ponctuel pour lesquels elle sera d’ordre apparent inférieur 4 X

Par suite, si le point w — 1 n’appartient pas 3 M , la fonction entiére en v,
F(v, v), sera d’ordre apparent %, mais si le point w=1 fait partie de 'ensemble M,
F (v, v) sera une fonction entiére en v d’ordre apparent inférieur a .

Limite supérieure du nombre des zéros des a, (#) dont le module

ne dépasse pas un nombre positif R, donné a Favance.

80. Soit

a, () a (u),...,a, ()

la suite des fonctions entitres @, (u) dont le coefficient maximum ¢, vérifie pour cha-
” n
que valeur de g, la relation:
— log |cq"| 1

R AL S §
q,logq, p1=

8 étant une quantité positive. Nous nous proposons de trouver une limite supérieure
du nombre des zéros de @, (u) dont le module est au plus égal au nombre positif R
n
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donné 4 P'avance. Nous remarquons 4 cet effet que 'on peut écrire:
— (x)
a, (u) = 6. S, (@) + 5. (),
S, (u) étant un polyndme dont le degré est au plus égal 4 g¢, (¢ étant un nombre

entier fixe), S (u) éuant une fonction entiére en # dont le coefficient maximum ¢
" n

vérifie pour toute valeur de Pindice la relation:
P qn?

—log|c;nl

I
> — -} 23
slogg, ~ T
Posons
aqn(u) - anf‘IM (u);
nous aurons
S (u)
In
£ =S, () + .
I
e . . S () . . 2
Soit 5V (R) la fonction majorante de — %3 comme le coefficient maximum |-~ de
Iy In
C’
— log |-~
.

Sy (R) vérifie la relation lim X\ 3, nous aurons également (cfr. n°® 15)

Iu=* 9. log qn
— log S (R)
lm —————"—r
== 4.1089, =
. e O . .
et par suite au nombre positif — on peut faire correspondre un entier Q tel que, pour

g,> Q, on ait

SW (u)
—log s (R, + — log| =
894, \ Mo 2 S . " 7 _3_ wl SR n
g,logyq, > = © par suie g,log g, ra U =y b

Ceci étant, posons

Pq”(u) = (u — aqml)(u — “q,,,z) con (u— aqmwn),

a a oy 4 étant les zéros de S, (u) dont le module est au plus égal &

9w’ Tqp2 ¥ T 9,4
R, -4 (n étant une quantité positive trés petite), puis

Si, (W) = Py (w)g, (u);

— log|g, (1)

la suite des fonctions converge uniformément vers zéro & lintérieur

g,log g,
. .. n
et sur le contour du cercle C _ concentrique i lorigine et de rayon R, -~ -
Rot 7
(cfr. n® 76), par conséquent au nombre positif —— nous pouvons faire correspondre un

8
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entier Q' tel que, pour ¢,>> Q’, on ait, pour tout point # du cercle C ,
R

+
0

n}:&

—loglg, W) 3§

q,logq, 8’

Q, (r) ayant la méme signification qu’au n® 69, désignons par s, la somme totale
" ”

3 :
des longueurs des segments 8 . de I'axe des r appartenant 4 lintervalle (Ro, Ro—f—%)

—log1Q, ()| _ 3 A |
g’:]_og—q;”— > 5 Ces polynémes Qq" (r) satis-

faisant aux mémes condition que les polyndmes A, (x) considérés au n° 36, nous
n

et en chaque point desquels on a

aurons lim 6, =0 (cfr. n® 57); par suite nous pourrons déterminer un entier Q"
”

="

tel que Pon ait, pour ¢, > Q",
N
Gq" < T .

Soit g, un nombre de la suite des indices ¢, supérieur au plus grand des trois nombres

3

-Q, Q', Q". g, étant supérieur a Q", il existera au moins un point r =p dans l'inter-
valle (RO, R | %) et tel que l'on ait
— log|Q, (p)|
9, log g,
P ()10, (N |ul=r,

nous aurons, pour tout point de la circonférence C, concentrique 4 l'origine et de

3
<35

Comme

rayon ¢:
—log|P, ()| _ 3

g,log g, - 8
et par suite, puisque g, > Q' et que la circonférence C, est toute entiére 4 lintérieur

du cercle C ,
R n

-+
o2

—log|S, (W) _ 3

q,logg, 4

Comme d’aprés ce qui a été dit plus haut on a, en remarquant que ¢, > Q, pour
tout point de la circonférence C,,
RO

— log ‘. }_
g,logq, >3

on en conclut que 'on aura pour tous les points de la circonférence C,:

510

5, <"

Le polynéme S, () ne possédant aucun zéro sur la circonférence C, il résulte d’un
n
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thgoreme bien connu que le nombre des zéros de f (u) et par suite de a, (u) est
¢gal au nombre des zéros du polynéme S, (u) 4 lmtérleur du méme cercle.

Comme le degré de 5,, () est au plus égal & ¢gg, (¢ étant un nombre entier fixe)
il en résulte que le nombre des zéros de a, () dont le module ne dépasse pas R, est
au plus égal 4 g¢,. On conclut de ce qui précede que, si la fonction entiére en u et v
F(u, v) =Y a,(u)v" et si les a, (u) ont la méme signification quw’an début de ce n°,
au nombre p;sitif R, on peut faire correspondre un entier QRO_tel que, pour q, > Qp ,
le nombre des zéros de a, (u) dont le module ne dépasse pas R, soit au plus dgal d qq,

(q étant un nombre entier positif indépendant de R et q,).
Remarque. — En procédant de la méme maniere que précédemment, on constate que
tout point limite de ’ensemble des zéros des polyndmes S, (u) est tgalement un point
limite de I'ensemble des zéros des fonctions entitres 2, ().
81. Posons
PU(w) = (v — a) )(u — .(n—a

(1) (2) a?
qp,17? aqn,l 2T Tgdign)

R, 4= et

‘z’m‘{"(Qn)),
¢tant les zéros de fq"(u) dont le module est au plus égal

971;

IMOESMOTMO?
En procédant comme au n° 76, on constate que la suite des fonctions

— log | g, (w)]
g,logg,

converge uniformément vers zéro dans le cercle CR , concentrique 4 l'origine et de
o+

rayon R, -+ %‘ .
Soit N, lensemble des points du plan des u qui par rapport aux polynémes
P"(u) est identique 4 Pensemble N par rapport aux polynémes P, (u) et défini au

(1) (1) — (qln)( )
P (w)g(w) = P, (g, () + 2=

nous montre, en tenant compte de ce qui précede et du résultat du n° 76, que tout
point de N, intérieur au sens large au cercle C, est un point de N intérieur au sens
0

n° 70. La relation

large au cercle C, , et inversement. Cette remarque va nous permettre de substituer
0

i la suite des polynémes P, (u), la suite des polynémes P'(u), pour Pétude de la

portion de I'ensemble M appartenant au cercle Cp , M étant l'ensemble des points du

plan des u situés 4 distance finie pour lesquels la fonction entiére en v, F(u, v), est

d’ordre apparent inférieur 4 p.

Examen de cas particuliers.

82. Les P‘q”(u) ayant la méme signification que dans le n® précédent, nous dési-
it

o . . . - y
gnerons par P (u) le polyndme extrait de la suite des P(u) tel que le coefficient
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maximum €y de la fonction entiére a, (u) correspondante vérifie la relation:
mi

|
L 8,
q,;:logq,; P

3, étant un nombre de la suite (3) considérée au n° 70; puis par N/ ensemble des
points de moindre croissance de la suite des polynémes P;”‘.(u) ainsi définis; et par N,
nr

—log|¢

In,i

la somme de tous ces ensembles N'. D’aprés le n® précédent, la portion de 'ensemble
N, appartenant au cercle C; coincide avec la portion de N appartenant 4 ce cercle.
N o

Ceci pos¢, soient k7 (R)) et ¥ (R,) les nombres qui par rapport au polyndéme
P(‘I"(u) sont identiques aux nombres % et K’ par rapport au polynéme P, (u) et
définis au n° 64. Si nous faisons varier R, (n restant fixe), k; (R,) et k} (R,) devien-

dront des fonctions non décroissantes de la variable réelle et positive R . Nous allons
étudier 'ensemble M des points du plan des # pour lesquels F(u, v) est une fonction
entiére en v d’ordre apparent inférieur 4 p en admettant que les deux suites de fonctions
k; (R) et k) (R) admettent zéro comme fonction limite unique.

I peut arriver que, quel que soit 4, les indices ¢, des polyndmes P (u) vérifient

la relation: )

Twi=* G,
m étant une quantité positive finie. Alors chacun des ensembles N sera au plus
dénombrale (cfr. n® 64) et il en sera de méme de I'ensemble N,, puisque la somme
d’une infinit¢ dénombrable d’ensembles au plus dénombrable est-elle méme un ensemble
au plus dénombrable. Il en résulte que la portion de l'ensemble M appartenant au cer-
cle Cg est au plus dénombrable. Comme ce qui précéde a lieu pour toute valeur posi-

tive de R, on en conclut que P'ensemble M est au plus dénombrable. Donc:
Si les deux suites de fonctions k; (R) et k) (R) admettent zéro comme fonction limite

unique et si les indices g, ; des polyndmes P (u) vérifient, quel que soit i, la relation:

Ini=> {,;
m étant une quantité positive finie, Uensemble des points du plan des uw pour lesquels
F(u, v) est dordre apparent inférieur & p. est un ensemble au plus dénombrable.
Soient b (R) et b (R) les fonctions qui pour une valeur déterminée R, de R

sont par rapport au polynéme PV 1) (Y identiques aux * 7
P PP poly e Pqn (u) XX Pq"H( ) q ux nombres hqnﬂ et h

I+t

par rapport 4 P (u) X P, (u) et définis au n® 64. Admettons qu'outre les conditions
du résultat précédent, Pune au moins des deux suites de fonctions by . (R)eh) (R)
admette zéro comme fonction limite unique, on verrait de méme que Uensemble M ne ren-
ferme aucun point, et par suite que F(u, v) est une fonction entitre en v d’ordre apparent
w pour tous les points du plan des u situés & distance finie.

83. En restant toujours dans 'hypothése ou les suites de fonctions ky (R) et k) (R)
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admettent zéro comme fonction limite unique, supposons qu’d partir d’une certaine
Dortri

n,i
dans ce cas 'un quelconque des ensembles N? pour i >\ ;j peut avoir la puissance du
continu (cfr. n° 65). Par suite, dans ce cas 'ensemble M pourra avoir la puissance
du continu. En supposant que les indices ¢, ; vérifient quel que soit i la relation:

TIE log qn+l,i
w,i~=log g,
m’ étant une quantité positive finie, nous allons indiquer un cas pour lequel 'ensemble

. . ) . )
M est au plus dénombrable. Désignons 4 cet effet respectivement par m; (R,) et m, (R,)

valeur j de l'indice 4, la suite des nombres admette o0 comme élément limite;

_4_ m’7

les minima des projections sur Ox et Oy des segments ayant pour extrémités les zéros
de P”(u). Les fonctions m; (R) et m) (R) seront des fonctions positives de R (en
n n n

écrivant R au lieu de R)). Admettons qu’il existe un nombre positif = tel que pour

chaque valeur de R on ait
1 I

x
m; (R) > vl m) (R) > 7

n n

dés que g, > Qg (Qy pouvant varier avec R); alors pour chaque valeur positive de
R (cfr. n° 65) chacun des ensembles N} sera au plus dénombrable et cela quel que
soit i. Il en sera de méme de Pensemble N, et par suite de l'ensemble M et nous

obtenons le théoréme suivant:
Si les deux suites de fonctions k; (R) et k) (R) admettent zéro comme fonction limite
unique et si Uon a, pour toutes les valeurs de g, supérienres & Qy,

m: (R) >

I I
- et m) (R)> ik

Pensemble M des points du plan des w situés & distance finie, pour lesquels F(u, v) est
une fonction entitre en v d’ordre apparent inférieur & W, est un ensemble au plus dénom-
brable si I'on su t te les indices vérifient pour chaque valeur de i la
rable si lon suppose en outre que les indice 9, ifient p q r il

relation
Erons log qu—x,i ’
lim oag =™
In,i=> Og qn,i
m' étant une quantité positive finie.
Désignons par n7 (R) et ) (R) les minima des projections respectives sur Ox
n-+q n+1
et Oy de tous les segments joignant deux zéros du produit Pi" ()P (u); on verrait
de méme en tenant compte d’un résultat du n° 65 que:
Si les dewx suites de fonctions k; (R) et k) (R) admettent zéro comme fonction limite

unique et st U'on a, pour toutes les valeurs de supérieures &
q > Qﬂ R

" 1 v I
B> B>

Pensemble M ne renfermera aucun point et par suite F(u, v) sera une fonction eniitre
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en v dordre apparent p. pour tous les points du plan des u situés & distance finie, si Pon
suppose en outre que les indices g, vérifient pour chaque valeur de i la relation:

i~ ].Og qn+],i N ’
Tee ~ | 3
m' dtant une quantité positive finie.
84. 1l sera excessivement difficile de reconnaitre si les suites de fonctions k;‘ (R)
”
et k) (R) admettent zero comme fonction limite unique. Nous allons indiquer un cas
pour lequel on peut affirmer qu’il en est ainsi. Supposons qu’il existe une fonction po-
sitive de R, h(R), telle que Von ait, pour toutes les valeurs de q,>> Qg,
h(R) h(R
my (B> EB - iy > 2
en tenant compte du résultat du n° 51, on constate que les fonctions k;‘n (R) et k;n(R)
admettent Zéro comme fonction limite unique.
Exemples: 1. — Posons:

o :
F(u, v) = ) (¢ sinwnu)vi"4-¢,,
n=1
olt g, = n* et ol les constantes ¢, vérifient la relation
”
!
— logle, | 1

4= 4,089, P
Cette fonction F(u, v) sera une fonction entiére en u et v d’ordre apparent total fini.

(1 > o).

Si ¢, est le coefficient maximum de ¢, sinwnu, on aura, d’aprés notre hypothése sur
n "

les ¢, lim ——— 4 — ~_ Comme tous les zéros des fonctions sin w#u appat-
q b) - . pp

" gy qn Iog qu lJ'

tiennent 3 I'axe des x et que la distance entre deux zéros consécutifs quelconques de

. ) 1 . S . .
sinmnu est égale & — , Cest-d-dire égale 2 —, il en résulte que les suites de fonctions
n x
2

Iu
k; (R) et & (R) admettent zero comme fonction limite unique. Posons

@ =u(e— L) (s—2) o =0

la portion de ensemble N, appartenant 4 lintervalle o — 1 coincidera avec I'ensemble
N des points de moindre croissance de la suite des polynémes P (u) appartenant d
n
—logle, |

. ) } 1
Pintervalle o — 1. puisque la suite des nombres ————*— admet — comme élément
, puisq Io "

k12 gn

limite unique.
A ’ — — 1
Comme tous les polyndmes P, («) s'annulent pour # = o et pour # = I, il en

résulte que ces deux points appartiennent 4 N. La distance entre deux zéros consécutifs

dans tout intervalle intérieur au sens

du produit P (u étant supérieure A
P qn( )Pqn_H (u) ' P Gotr

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXXI (10 sem. 1911). — Stampato il 22 dicembre 1910, 12
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étroit 4 l'intervalle o — 1 et les nombres ¢, vérifiant la relation lim kl)oigq;»ﬂ =1, il

en résulte que N ne renfermera aucun point dans tout intervalle intérieur au sens
étroit 4 Dintervalle o — 1. Par suite la portion de N appartenant 3 lintervalle o — 1
renfermera uniquement les points # — 0 et # = 1. On en conclut, en tenant compte
de la périodicit¢ des fonctions sin=#u, que la fonction F(u, v) considérée sera une
fonction enti¢re en v d’ordre apparent p. pour tous les points du plan des u situés 4
distance finie, 4 exception des points de 'axe des x d’abscisses entiéres pour lesquels
cette fonction entiere en v se réduit & une constante.
II. Considérons la fonction entiére en u et v:

F(u, v) = i (¢, sing,mu)vin,
n=i

— log|¢! | I
lim W#: — les indices ¢, vérifiant la condition énoncée au n° §s.
9= n " )

Posons

1

2
P)(u) = u(u — _97) voo (u— 1);

ensemble N, des points de moindre croissance de la suite des polynémes P () aura
effectivement la puissance du continu dans tout intervalle intérieur 4 Vintervalle (o — 1)
(cfr. n° 55). On en déduit que ensemble M aura effectivement la puissance du continu.
Donc la fonction F(u, v) considérée sera une fonction entiére en v d’ordre apparent
u. pour tous les points du plan des # situés 4 distance finie, sauf pour les points d’un
ensemble M appatrtenant 4 P'axe des x et ayant effectivement la puissance du continu,
pour lesquels elle sera d’ordre apparent inférieur a ..

85. Comme autre cas particulier, nous pouvons considérer le cas ou le nombre
a, (1)

o

au plus égal 4 R ne dépasse pas un entier Qp pouvant croitre avec R. Alors pour
chaque valeur de R le nombre des points limites réguliers de I'ensemble des zéros des
polynémes P."(#) appartenant au cercle Cg,.,, est fini; par suite il en est de méme

des zéros des fonctions entitres en u, f (u), ot f, (1) = dont le module est
" "

de la portion de P'ensemble M appartenant & ce cercle. On en conclut que, dans le cas
considéré, la fonction F(u, v) est d’ordre apparent yp. pour tous les points du plan des
u situés & distance finie, sauf au plus pour les points d'un ensemble M w’admettant aucun
point limite & distance finie et pour lesquels elle est d’ordre apparent inférienr & p.

Ce dernier cas comprend comme cas particulier celui dans lequel toutes les fonctions
entieres f, (u) sont bornées dans leur ensemble dans toute aire finie. Les fonctions

entieres f (u) sont dites bornles dans leur enscmble, §’il existe une fonction entiére

f(u) 4 coefficients positifs, telle que pour chaque valeur de g¢,, le coefficient d’un terme
quelconque de f, (#) soit en module au plus égal au coefficient correspondant de f(%).



SUR LES FONCTIONS ENTIERES DE DEUX VARIABLES D’ORDRE APPARENT TOTAL FINI.

91

Donc, si les fonctions entiéres f (u) sont bornees dans leur ensemble dans toute aire

finie, Pensemble des points du plan des w pour lesquels F(u, v) est une fonction entibre

en v dordre apparent inférienr 4 p. w'admet aucun point limite & distance finie.

Belverne (Haute-Sadéne), 8 aodt 1910.
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