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A d u n a n z a  del  r 4 a g o s t o  x g m .  

I N T R O D U C T I O N .  

Soit F(u,  v)--~ Y 3- ut'v q une fonction entiSre en u et v; cette fonction est p="% q----_-o c pq 

dire d'ordre apparent total fini s'il existe une quantit6 positive finie ). telle que l'on ait: 

lira - -  log I cp,ql I 
p+q=~ (p .qt_ q) log(p  -}- q) - -  ). 

Cette fonction F(u ,  v) ordonn6e suivant les puissances enti~res de v s'&rit: 

~ = o  

Mise sous cette forme, FOe , v) peut &re consid6r& comme une fonction enti&re en v 
dont les coefficients sont des fonctions enti&res du param&re u. Pour chaque valeur 

finie de u, cette fonction enti&re en v a un ordre apparent que nous pouvons repr6- 
senter par g.(u). 

Nous nous sommes propos6s dans le pr&ent travail l'&ude de cette fonction ~.(u), 

en nous bornant au cas oda F(u ,  v) est d'ordre apparent total fini ~,. Le r6sultat g+n6ral 

auquel nous sommes parvenu est le suivant: 

Si F(u,  v) est une fonction enti~re en u et v d'ordre apparent total fini et si la 

fonction enti~re en v, f ( v ) =  Y___. c v" [c,, dgsignant le coefficient maximum de la fonction 
enti~re a,, (n)] est d'ordre apparent ~. > o, F(u ,  v) sera une fonction entikre en v d'ordre 
apparent ~ pour torts les points du plan des u sitltdS gt distance finie, sa t (  pour les points 
d'un certain ensemble M pour lesquels elle est d'ordre apparent infgrieur d ~. 

Cet ensemble M est tel que l'ensemble N constitu6 par les points de M appar- 

tenant h une aire finie quelconque jouisse des propri&& suivantes: 

a) il pettt avoir la puissance du continu ; 
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b) sa projection ortbogonale sur nne droite quelconque a une mesure lindaire nulle, 

ou, ce qui revient au mdme, les droites parall~les it une direction donnde et portant des 

points de l'ensemble ddterminent sur une perpendiculaire it leur direction nn ensemble de 

points de mesure lindaire nulle. 

c) les cercles concentriques h un point u ~  b situd it distance finie da~zs le plan des 
u et portant des points de l'ensemble ddterminent snr une droite quelconque passant par 

le point u ~ b u n  ensemble de points de mesure lingaire nulle. 

Cette derni~re propri~t6 de l'ensemble N montre que d'un point quelconque u ~ a 

de N, on peut tracer une circonf~rence de rayon moindre qu'un nombre positif 

arbitrairement petit et ne renfermant sur son p6rim~tre aucun point de l'ensemble. 

d) les droites issues d'un point u ~ a du plan des u sitM it distance finie et p o f  

tant des points de l'ensemble N autres que le point u ~ a ,  dgterminent sur ttne circonfd- 
rence concentrique au point u ~ a un ensemble de points de mesure lindaire nulle. 

En combinant c) et d), on volt qu'il est possible de joindre deux points quelconques 

u - -  a e t  u --- b de N situ6s ~t distance finie par un chemin continu ne renfermant 
pas d'autres points de N autres que les points u = a et u = b. 

Pour simplifier l'6criture, nous avons d&sign& daus le cours de notre travail sous 

le nora d'ensemble ponctuel, tout ensemble de points rbpartis dans un plan et dont la 

portion appartenant ~t une aire finie quelconque jouit des propri6t6s a), b), c) et d). 

Apr6s avoir rappel6 dans un premier chapitrc les notions relatives aux suites de 

hombres ~t un et ~t deux indices et aux fonctions entihres d'une variable (notions qui 

nous 6talent indispensables pour la suite de notre travail) nous avons 6tudi6 au Cha- 

pitre II les fonctions enti6res de deux variables ~ coefficients et ~t variables r6els et 

positifs. Voici les principaux r6sultats auxquels nous sommes parvenus: 

Soit N ( R ,  r ) =  s  ~ une fonction enti6re des deux variables r~elies et 
~ o  

positives R e t r  ~t coefficients rbels et positifs ordonn6e suivaut les puissances enti6res 
log A ( e )  

de r, le rapport log A (RI) , ou R, est une quantitd positive, converge vers l'unitg pour 

cbaque valeur positive de R. De ce rbsultat nous avons d~duit les deux thborbmes suivants, 

dont le premier avait +t+ obtenu par M. BOREL: 
Si N ( R , ,  r), oi~ R, ddsigne une quantitd positive, est une fonction emi~re en r d'ordre 

apparent V', N ( R ,  r) sera une fonction entikre en r d'ordre apparent ~. pour toutes les 

valeurs positives de R. 
Si N ( R , ,  r), oi~ R, ddsigne nne quantitd positive, est une fonction entikre en r 

d'ordre apparent ~. et it croissance rdgulibre, N ( R ,  r) sera une fonction enti~re en r d'ordre 

apparent ~ et it croissance rdguli~re pont toutes les vaIeurs positives de R. 

Soit g,, le coefficient maximum de A ( R ) ,  de la relation lira log A,,(R) __ r, nous 
. . . .  log g,, - -  

avons d6duit que si N ( R ,  r) gtait d'ordre apparent y. par rapport it r, la fonction enti~re 

en r, f (r)  - -  s g. r" , dtait d'ordre apparent ~, , et inversement. 
~ t = o  

Tous ees r~sultats ont 6t+ 6tablis sans faire aucune hypothbse sur l'ordre apparent 
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total de N(R ,  r). En admettant que N ( R ,  r) est d'ordre apparent total fini et d'ordre 
apparent ~,.~ o par rapport ~l r, nous avons rnontr+ que cette fonction pouvait se mettre 
sous la forme 

N(R ,  r ) =  ~g~.Q~,,(R)r~.,-{ - K(R,  r), 

g~,, gtant le coefficient maximum de A ,, (R) et vgrifiant quel que soit l'indice q. la relation 

~logg~ , ,  i ~ 8 ,  Qv,,(R) dtant un poI),n6nle en R dont Ie degrg ~(q,,) est auplus 
q, log q,, ,~. - -  

ggal dt q q., (q dtant un hombre entier 

e t r  d'ordre apparent au plus ggaI it 

fixe), et K(R,  r) dtant une fonction enti~re en R 

l~" par rapport d r. 

De ce r~sultat nous avons d+duit que si N(R ,  r) dtait d'ordre apparent total fini 
et que si N ( R , ,  r) gtait une fonction enti~re en r d'ordres apparents (~, ~. ), N (R ,  r) 
est une fonction entikre en r d'ordres apparents (~,., I~.) pour routes les valeurs positives 
de R. De plus nous avons lnontr6, par un exernple, que si N(R ,  r) &air d'ordre apparent 
total infini et d'ordre apparent ~. ~ o fini par rapport ?t r, l 'ordre apparent ~,.,(R) 
pouvait varier d'une mani~re continue avec R. 

Au Chapitre III nous avons &udi+ les points limites r+guliers de l'ensemble des 
z6ros d'une suite de polyn6mes 

G (x), G 2 ( x ) ,  . . . ,  G (x), . . . ,  

de la variable r+elle x dont tous les  z~ros sont r6els. Le point x ~ ~ est dit un point 

limite r~gulier de l'ensemble des z~ros des polyn6rnes Gq,(x), si au hombre positif 

donn~ A l'avance, on peut faire correspondre un entier Q~ tel que pour q. ~ Q~, chaque 
polyn6me Gq,(x) poss6de au rnoins un z~ro ~ l'int+rieur d'un segment concentrique au 

point x = ~ et de longueur 2~. Si R~ est l'ensernble de ces points limites r~guliers, 
cet ensemble R~ peut avoir la puissance du c o n t i n u e t  dans ce dernier cas coincider 
avec t o u s l e s  points de l'axe des x, ou du moins avec tous les  points d'un segment 
de Ox;  de plus cet ensemble R, est toujours un ensemble ferm& Dans le cas particulier 
off parmi les polyn6mes Gq,, (x), il y en a une infinit6 dont le degr+ est au plus ~gal 

~t p, l'ensemble R~ cornprend an plus p points. 
Nous avons ~galernent consid~r~ A la fin de ce chapitre les points limites r~guliers 

de l'ensemble des z~ros d'une suite de polyn6rnes P~,(u) de la variable complexe u. 
Dans le Chapitre IV, nous avons fait une +tude de l'ensemble des points de moin- 

dre croissance de la suite des polyn6mes 

( 6 )  . . . ,  . . . ,  

off Gq,(x) "-- (x ~ ~ , ~ ) . . .  (x ~ ~q,,~lq,)), les ~,,.i ~tant tous r~els et satisfaisant 

aux conditions suivantes: I ~ tous les  z+ros de ces polyn6rnes appartiennent ?t un inter- 
vaIIe fini A B  de l'axe des x; 2 ~ si ~(q,,) est le degr~ de Gq,,(x), il existe un nombre 

entier fixe q tel que l'on ait, quel que soit Hndice q,, ~ ( q , ) ~ q  q .  Nous avons dbsign8 

sous Ie nora de point de moiudre croissance de la suite des polyqdmes G~,(x) tout 
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point x-- -~  pour lequel on a: lira - - l ~  G%'@)l=k ' ,  k' &ant une quantit~ positive 
%,=~ q, log q,, 

finie ou infinie. De cette d~finition rl.,sulte immddiatement que tout point de moindre 
croissance est un point limite rbgulier de l'ensemble des z&os des polyn6mes G%,(x), 
mais la r+ciproque n'est pas vraie. Soit N,  l'ensemble des points de moindre croissance 
de la suite des polyn6mes Gq,(x). En nous plagant dans le cas particulier off la suite 

des nombres kq, admettait z~ro comme ~l&nent limite unique [ks. &ant le minilnum de 
p . .  

- -  log ] G%, (x) ] dans l'intervalle (~.q.,,, ~ ), - et &ant les deux z~ros 
q. log q. ,j.,~:,~,,) u.q,,,, %,,,~(%,) 

extremes de G~,,(x)/ nous avons indiqu~ des cas pour lesquels cet ensemble &ait a u  

plus d~nombrable ou bien ne renfermait aucun point, et constat~ bgalement que cet en- 
semble pouvait avoir la puissance du continu. De plus nous avons montr~ que l'ensem- 
ble N avait toujours une mesure lin~aire uulle, sans faire intervenir d'autres hypoth6ses 
que celles que nous avons faites sur les polyn6mes G%,(x). Ensuite nous avons &udi6 
l'ensemble N des points de moindre croissance d'une suite de polyndmes de la variable 
complexe u : 

Pq,(u), Pq=(u), . . . ,  P , , (u) ,  . . . ,  

off Pq,,(u) ~--- (u - -  ag,,O(u - -  aq,,:) . . .  (u - -  aq,,~r et satisfaisant aux conditions 
suivantes: i ~ tousles zSros des polyn6mes Pq,,(u) appartiennent ~t un cercle C~o con- 

centrique ~ l'origine et de rayon Ro; 2 ~ si <? (q,) est le degr~ de Pq,, (u), il existe un 
entier q fixe tel que l'on ait ~? (q , , ) / ' qq .  En utilisant les r~sultats obtenus dans le cas 
d'une suite de polyn6mes ~. variable rteelle et dont tous les z&os sont r&ls, nous avons 
montr& que cet ensemble N jouissait des propri&Ss que nous avons ~nonc~es plus haut 
pour l'ensemble M, et par suite ~:tait un ensemble ponctuel. 

Au Chapitre V, apr&s avoir d~fini l'ordre apparent total d'une fonction enti~re en 

u et v, F(u ,  v ) =  2 2 c!,quevq, et 4nonc4 quelques propositions ?tce sujet, nous avons 
p~o q=o 

d'abord &udi+ l'ordre apparent de T(u ,  v ) =  2 c q P ( u ) v  q. par rapport ~t v, les cq. 
? t = 1  

&ant des constantes v6rifiant les relatious: lim - - log ]c , .  I__ I et --l~ - I - l ~ a  
q-~  q,, log q. u. q, log q,, e./ 

pour toute valeur de l'indice q. et les polyn6mes P (u) &ant identiques aux polyn6mes 

P (u) pr&4demment consid&4s. Soit 

(a) 8,, 8 ,  . . . ,  a,, . . .  ( a , < a )  

une suite de quantit~s positives d&roissantes telles que lira a ~ - - o ;  d&ignons par 

C q l , i  C q 2 , i ~  " " " ~ g q n , i  ~ " " " 

c v&ifiant la relation - - l ~  ]c~.,i I __ ~_) ~ ~i, Hndice q.,~ la suite des coefficients 
q,,i log q,,~ ~. , - -  

de c%,,~ &ant 6gal ,i l'iudice que possbde ce nombre dans ta suite des nombres c ,  et 
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par P%i(u) le polyn6me Pq,(u) qui admet c%,,i comme coefficient dans T(u, v). Soit 

N ~ l'eusemble des points de moindre croissance de la suite des polyn6mes P%,.i(u), 

l'indice i des indices q,,,~ &ant le m8me pour tous ces polyn6mes, N ~ est un ensemble 
ponctuel d'apr~s ce qui a ~t~ dit plus haut et cela quel que soit i; si N est la somme 
de tous les  ensembles N * ainsi obtenus, N e s t  un ensenable ponctuel, puisque la somme 

d'une infinit~ d6nombrable d'ensembles ponctuels est ~galement un ensemble ponctuel. 

Ceci pos~, nous avons obtenu le r~sultat suivant: 
La fonction T(u, v) est une fonction enti~re en v d'ordre apparent ~. en tout point 

u =  b n'appartenant pas d l'ensemble Net ,  pour tout point u~---a de N, T(u, v) est une 
fonction entibre en v d'ordre apparent infdrieur d ~.. 

Ensuite, nous avons 6tudi6 l'ordre apparent par rapport ~t v de la fonction enti~re 

en u et v d'ordre apparent total fini ~,, G (u, v) = ~- c%, (u)v %,, en supposant que les 

c%,(n) sont des polyn6mes en u dont le degr6 ~(q,,) est au plus 6gal ~t q q,, et cela 

pour toute valeur de q~ (q 6tant un nombre entier fixe) et en outre que le coefficient 

maximum c%, de c%, (u) v~rifie les relations que nous avons indiqu~es plus haut fi propos 

de la fonction enti~re en u et v, T(~e, v). Posons 

= ( ,  - a%,,,)(u - . . .  (u  - -  a 

aq,,,, aq,.,, . . . ,  a,,,iq, I ~tant les z6ros de cq,,(u) dont le module est au plus ~gal fi 

R o -J-"~ (R o e t  v~ 6tant des quantit~s positives) et 

c ( u )  = c%, P ( u )  g%,(u). 

La suite des fonctions - - l o g l g ~ ( u ) ]  convergeant uniform~'ment vers z~ro dans le 
q,, log q~ 

cercle CRo concentrique A l'origine et de rayon Ro, l'ordre apparent de G(u,  v) par 

rapport A v en tout point u du cercle C~ o est ~gal ~ l'ordre apparent de 
o o  

%, 

en tout point u du mSme cercle. Remarquant que R o peut &re arbitrairement grand, 

et que tout ensemble dont la portion appartenant ~l une aire finie quelconque est ponc- 
tuel, est ~galement un ensemble ponctuel, on constate, en tenant compte du r~sultat 
obtenu pour la fonction T(u,  v), que G(u,  v) est une fonction enti~re en v d'ordre 
apparent V" pour tous Ies points du plan des u situgs d distance finie, sauf pour les points 
d'un ensemble M ponctuel pour lesquels elle est d'ordre apparent inf~rieur d ~,.. 

o~ 

Soit F(u, v ) - ~  ~ - a ( u ) v  ~ une fonction enti6re en u et v d'ordre apparent total 

fini ;% ordonn6e suivant les puissances enti6res de v; si la fonction enti~re en v, 

f ( v ) - - - - -~c . v  ~, [c d~signant le coefficient maximum de a,,(u)], est d'ordre apparent 
n~o 

V" ~ o, nous avons montr6, en utilisant une propri&6 des fonctions enti~res de deux 

variables ~l coefficients et ".i variables r6els et positifs, que la s F (u ,  v) pouvait 
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se mettre sous la forme: 
r ( . ,  v ) =  o(, , ,  v ) +  ~(,,,  v), 

G(u~ v) &ant une fonction entiSre en u et v satisfaisant aux conditions Ononc&s plus 

haut et B(u ,  v )  une fonction enti&e en v d'ordre apparent au plus ~gal "l lz 
I + 2~Lr 

pour chaque valeur finie de tt, et nous avons dOduit de la relation pr&+dente, le r& 

sukat ~nonc+ au d+but de cette introduction, en nous servant du th~'or~me pr&&dem- 

ment ~nonc~ pour la foncdon G(u, v). 

Nous avons /~galement donn6 une limite sup&ieure du nombre des z&os des fonc- 

tions enti~res aq. (u)  dont le module est au plus ~gal i't un nombre positif Ro donn~ 

l'avance, et montr~ que pour l'&ude de la portion de l'ensemble M appartenant au 

cercle CRo concentrique h l'origine et de rayon Ro, on pouvait substituer .~ la suite 

des polyn6mes Pq.(u),  o~ 

P~,, (,,) = ( .  - % , ) ( .  - % : )  . . .  (,, - %,.~,,,,,), 

aq,.,, aq,,. 2 , . . . ,  a ,,.,l.~,, I dt~signant les z&os de S , , ( u )  dont le module est au plus &gal 

~t R o -~- "~ (~ > o), la suite des polyn6mes P"l(u) ,  off qn 

(,/  ( u  - -  a/') ) ( u  - -  a/') "~ ( u  - -  d '~ "~ Pq,,(")  = q,,., . q ..... " ' "  q,,,ol,,,l:, 

a I'l a I'l a I') &ant les z&ros de a (u) dont le module est au plus bgal :'t 
q n ~ t  ~ q n , 2  ~ " . . ~ qn,O(qn) 

R o -~-"~. Enfin, nous avons terrain+ par l'examen de quelques cas particuliers. 

C H A P I T R E  I .  

N o t i o n s  f o n d a m e n t a l e s .  

Sur les  suites  de nombres  ~ un indice. 

L Sok 
(U) . , ,  ,,2, . . . ,  , , , , ,  . . .  

une suite de nombres positifs ~ un indite. D&ignons par (U')  l'ensemble form8 par 

tous les  ~l&ments limites de la suite (U). (U')  &ant un ensemble fermS, possbde un 

~l~ment u plus petit que tous les autres. Cet ~l~ment u est par d~finition la plus petite 

limite de la suite (U).  
Si ~ est un hombre positif arbitrairement petit, il y a seulement un nombrc fini 

d'dldments de ( U )  plus petits que u - -  ~, tandis qu'il y en a une infinitd qui sont inf/- 

rieurs d u --~ ~. 
En effet, u &ant le plus petit ~16ment de (U'), ce dernier ensemble n'adnlettra 

aucun 616ment darts l'intervalle (u ~ ~, - - w ) ,  quel que petit que soit le nombre positE 

*. Par suite (.U) aura au plus un hombre fini d'614ments dans l'intervalle (it - -  ~, ~ w) .  
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I1 en rSsulte done que (U)  poss~dera au plus un hombre tint d'616ments moindres que 

u - -  r et cela quel que petit que soit le nombre positif ~. 

D'autre part, u &ant un 616ment limite de (U), il y aura une infinit6 d'61&nents 

de (U)  dans l'intervalle (u + ~, u - -  ~), quel que petit que soit le hombre positif ~. 

I1 en r&ulte done que (U)  poss~dera une infinit6 d'6bments moindres que u + ~ et 
cela quel que soit le hombre positif arbitraire ~. 

Pour indiquer que u est la plus petite limite des nombres u ,  on utilise la notation 
suivante dfie ~i M. PRINGSHEIM: 

u = lim u .  

2. Soit ] un nombre positif quelconqne; nous d+signcrons sous le nora de suite 

principale U, ,  l'ensernble de tons les ~:l~ments u de (U)  v&'ifiant la relation: 

Admettons que u soit un ~16meut isol6 de (U')  et dtsignons par t l '6bment de 

(U')  le plus rapprocht de u: si ~ et ] '  sont deux nombres positifs inf&ieurs ,'i l = t -  u, 

(U ' )  n'admettra aucun 61&alent dans chacun des intervalles (u ~-~,  u ~-~ ') ,  ( u -  3, 

u - -  ~'), et par suite (U)  aura au plus un nombre tint d'61tments dans chacun de ces 
deux derniers intervalles; et les deux suites principales U6, et U,, ne diff6reront que 
par un nombre tint d%16ments. 

I1 rtsulte de 1A que si u est un dldment isold de (U'), il existe un nombre positif 
I - -  t ~ u, tel ques i  ~ et ~' sont deux hombres positifs infdrieurs d 1, les deux suites 
principales U~ et U,,, ne different que par un hombre tint d'd~ments. 

I1 n'en est plus de mSme si u est un 616ment limite de (U ' ) ;  dans ce cas quel que 
petit que soit le hombre positif ~, on peut toujours trouver un hombre positif 8' ~ ~ tel 
que les deux suites principales U s et U~, di~erent par une infi~t[ti ddnombrab!e d'dldments. 

En effet, u &ant un 6bment limite de (U') ,  (U')  aura au moths un bl&nent t dans 

l'intervalle (u-+-8, u). I I e n  r6sulte que si 8' est inf~rieur ,-t t - - u ,  (U')  aura au moths 
un 6bment t dans l'intervalle (u -~ 8, u -~- 8'). Par suite (U)  aura une infinit+ d&aom- 

brable d'bl6ments dans ce dernier intervalle et les deux suites principales U 6, et U~, 
diff&eront par une infinitb d~nombrable d'61~ments. 

S u r  les  su i tes  de n o m b r e s  h deux  indices.  

8. Soit (V) une suite de nombres positifs ?t deux indices v;.q; d~signons par (V') 

l'ensemble form6 par tous les 616ments limites de la suite (V). (V') est un ensemb!e 

ferm6; il poss~de done un 616ment v plus petit que tous les  autres. Cet 616ment ves t  
par d6finition la plus petite limite de la suite (V) pour p + q = oo. 

Cette plus petite limite se repr6sente par la notation: 

v = lira v m . 
p + q = ~  

Soit ~ un nombre positif arbitrairement petit; on voit, en proc~dant de la mSme 

mani~re qu'au n ~ I, que s i v  est la plus petite limite de la suite (V)  pour p -~- q = 0% 
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il y a seulement un nombre fini de v m infdrieur ?t v - -  ,, landis qu'il y e n  a une infi- 

nitd qui sont moindres que v + ,. 

D6signons par v~ la plus petite limite de la suite des hombres v,,q, off i a une valeur 

entibre fixe et off q prend toutes les valeurs enti~res et positives; v i &ant un 616ment 
limite de (V), on aura donc: 

V I ~ V .  

Soit 8 un nombre positif arbitraire, nous d6signerons sous le nora de suite win- 
cipale V,, l'ensemble de tous les  ~16ments vp,,,q, de la suite (V) v6rifiant la relation: 

1%.,q. - vl  __l 8. 

Les remarques que nous avons faites au sujet des suites principales Ur dans le 
cas des suites A un indice s'appliquent 6galement aux suites principales V,.  

Supprimons de la suite (V), tous les ~16ments vp,,,q,, de cette suite appartenant 

la suite principale V~, nous obtenons une nouvelle suite ~t deux indices ( T )  dont la 

plus petite limite pour p + q = ~ sera au moins ~gale .~ v -~- 8, car tous les ~l~ments 

de ( T )  sont sup~rieurs A ce dernier nombre. 

L'un au moins des indices p . ,  q,, des 616ments de la suite principale V~ augmente 

ind~finiment avec n. I1 peut arriver en particulier qu'A partir d'une certaine valeur 2 

de ~, les indices q. augmentent ind6finiment avec n, tandis que les indices p. restent 
inf6rieurs ou au plus ~gaux A un certain hombre fixe p. Dans cette hypoth~se v sera 

6gal ~t l'un au moins des nombres v ,  v~, . . . ,  vp. 

4. Repr~sentons par w le plus petit des hombres v m dont la somme p + q des 
indices est 6gale ~t n. Si v est la plus petite limite pour p + q = ~ de Ia suite ( V ) ,  

v e s t  aussi la plus petite limite de la suite des nombres it un indice % .  

En effet, admettons que v soit la plus petite limite pour p - ~ - q  = ~ de la suite 
(V), et soit ~ un hombre positif arbitrairement petit. Les nombres w faisant partie de 

la suite (V), il y e n  a seulement un nombre fini qui sont moindres que v -  8. 
Cette remarque faite, d6signons par 

Vp~,q x ~ ~Upa,q 2~ �9 . . ~ Vpmqn~ �9 �9 �9 

les ~l~ments de (V)  faisant partie de la suite principale V~, c'est-A-dire appartenant :~ 
l'intervalle (v ~t_ 8, v - -  ~), extr6mit6s comprises, et posons n z = Pi -~- qi; nous aurons 

~Unl ~ Vpl,q i 
et par suite: 

et tous les  w , ~t l'exception d'un nombre fini d'entr'eux, en vertu de la remarque pr6- 

c6dente, appartiendront ~t l'intervalle (v ~ 8, v -[- ]). Comme ~ est un nombre positif 
arbitrairement petit, v sera un 61~ment limite de la suite des w .  Ce sera, en outre, ie 
plus petit des ~16ments limites de cette derni~re suite, puisque, comme nous l'avons vu 
plus haut, il y a seulement un hombre fini de w moindres que v -  8. I1 en r6sulte 
que v e s t  la plus petite limite de la suite des nombres w ~t un indice. 
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Inversement. si v e s t  la plus petite limite de la suite des hombres w .  ?t un indice, v 

sera dgalement la plus petite limite pour p -~- q --" oo de la suite ( V ) .  
En effet, v 6tant la plus petite limite de la suite des w . ,  il y a seulement un 

hombre fini de hombres de cette suite: 

gUq~ , $J2q~ , . . . , gUqm 

moindres que v -  8, t o u s l e s  autres &ant au moins Lgaux ~ v ~ 8. Par suite, en 
tenant 6galement compte de la d~finition des w,,, on voit que les seuls nombres v m 
de la suite (V)  inf~rieurs ~ v - - a ,  font partie de la suite des nombres v m pour lesquels 
la somme p + q des indices prend les valeurs: 

q,,  q 2 ' ' ' ' , q m "  

Le nombre des ~l+ments v~,q de cette derni6re suite 6tant fini, il en r&ulte que le 
hombre des v m inf&ieurs ~t v ~ ~ est fini. Comme ceci a lieu, quel que petit que soit 
le hombre positif 8, et que v e s t  un ~16ment limite de (V) ,  puisque les w font partie 
de cette suite, il s'ensuit que v e s t  le plus petit bl+ment limite de la suite (V). 

S u r  l e s  f o n c t i o n s  e n t i & r e s  d ' u n e  v a r i a b l e . -  O r d r e  a p p a r e n t .  

5" Soit f ( v )  - -  ~- a v" 

que l'on a 

ou, ce qui revient au m~me, 

une fonction enti~re de la variable complexe v; on salt 

t t  

lim t/[ a I ~- o, 
~ c o  

lim - -  log a. I __ 71_ oo. 

Ceci pos~, consid&ons l'ensemble S des n o m b r e s !  - -  - -  log I a.  { I1 peut arriver que 
/ z  - -  n l o g n  -" 

S admette une plus petite limite, finie et diff~rente de z+ro, ,~7; on dit alors que la 

fonction enti6re f ( v )  est d 'ordre apparent p.. 
C "  

Le nombre ~z &ant ainsi d~fini, si - - 8 .  est la plus petite limite de la suite des 
nombres 

( I )  ~.. ~. log~ n ' 

on dit que la fonction enti~re en v, f ( v ) ,  est d'ordres apparents (/~, ~,). 
Remarquons que pour l'&ude de la plus petite limite de la suite ( I ) ,  on peut 

supprimer tous les termes ( ~  ~ ) l o g p .  - -  sont . /* ~ de cette suite dont les nombres I 
V'0. 

une distance de I sup~rieure ~ 8. 

Rend.  Circ. M a t e m . . P a l e r m o ,  t. XXXI (go sere. x ? x l ) . -  Stampato il 9 dicembre xgxo. 2 
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D~signons par M(r )  le module maximum de f ( v )  pour I vl = r, il r6sulte d'un 
th6or~me &abli par M. DND~.L6F ' )  que: 

Si la fonction f ( v )  entikre en ves t  d'ordres apparents (~., ~. ), on a: 

e "t~il~ < M (r)  < e "~ll~ 

(r nombre positif arbitraire), la premibre indgalitd dtant vdrifide pour une infinitg de va- 
leurs de r inddfiniment croissantes et la deuxikme pour toutes Ies valeurs de r dgpassant 
un certain nombre f i x e r , ,  et rgciproquement. 

C r o i s s a n c e  r 6gu l i 6 r e .  

6. Consid~rons la suite (S) des nombres 
~,, 

limite est ~gale ~. i - -  ; d~signons par 

I I I 
~ " ' '  9 9 " ' ~  

x - -  logla~l  
- -  n l o g  n 

dont la plus petite 

les ~l~ments de (S)  faisant pattie de la suite principale S s e t  ranges d'apr~s l 'ordre de 
grandeur de leurs indices. Nous dirons que la fonction enti~re en v, f ( v ) ,  d 'ordre ap- 
parent 8- est ~l croissance r~guli~re, si, quel que petit que soit le nombre positifs 8, les 
indices q. des ~l~ments de la suite principale S~ v~rifient la relation: 

(2) lim log q.+, - -  I .  

.=~ log q. 

Dans le cas off ! est un ~16ment limite isol~ de (S), on salt (cfr. n ~ 2) qu'il 

existe un nombre positif 1 tel que si ~ et 8' sont deux nombres positifs moindres que 
I, les deux suites principales Ss et Ss, ne different que par un nombre fini d'blbments. 
I1 en r~sulte que si la relation (2) est v&ifi~e pour une valeur de ~ moindre que I, 
elle sera v~rifi~e pour toutes les valeurs de 8 inf&ieures ~i 1. 

I1 n 'en est plus de m~me si I - -  n'est pas un ~l~ment limite isol~ de (S) ;  on sait 

que, dans cette hypoth~se (cfr. n ~ 2), quel que petit que soit le nombre positif 8, on 
peut toujours trouver un hombre positif 8' moindre que ~ et tel que les deux suites 
principales Ss et Ss, diff6rent par une infinitb d~nombrable d'~l~ments. I1 en rbsulte que, 
dans ce cas, si la relation (2) est v&ifi~e pour la valeur 8 de 8, elie ne sera pas nbces- 
sairement satisfaite pour toutes les valeurs de 8 inf~rieures ~i 8 .  

M(r)  d~signant, comme plus haut, le module maximum de f ( v )  pour I v [ - - r ,  
il r~sulte d 'un th~or~me &abli par M. LINDELOF ~), que si la fonction enti~re f ( v )  d'ordre 

, )  Mimoire sur la thiorie des fonctions enti~res de genre fini [Acta  Societat is  Sc ien t ia rum Fennic~e, 

t. X X X I  (x9o3)  , n ~ I, pp. I"79]. 
a) Sur la d~termination de la croissance des fonctions enti~res difinies par un diveloppement de TAYLOR 

[Bulletin des Sciences  Math6mat iques ,  II ~ s6rie, t. X X V I I  (x9o3)  , I ~re Part ie ,  pp. 213-2z6].  
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apparent ~. est d croissance rdgulikre, on a: 

e~-~ ~ m ( r )  ~ e 7~+~ 

(-: nombre positif arbitraire), les deux indgalitds prdcddentes dtant satisfaites en mdme temps 
pour toutes les valettrs de r qui ddpassent un certain hombre fixe r,, et rdciproquement. 

La d6finition que nous avons donn6e de la croissance r6gulibre est donc 6quivalente 
celle donn~e par M. BOREL n). 

F o n c t i o n s  

C H A P I T R E  II.  

e n t i 6 r e s  de  d e u x  v a r i a b l e s  ~l c o e f f i c i e n t s  
e t  h v a r i a b l e s  r + e l s  et  p o s i t i f s .  

Ordre a p p a r e n t  total.  

00 

Soit N ( R ,  r)---  --~-gmRPr ~, une fonction enti6re en R et r, ~t variables et 7. 
p~o q=o 

coefficients r6els et positifs. On sait que l'on a *): 
p+q 

tim 1/g . = o, 

ou, ce qui revient au m~me, 

lim - -  log gm __ + oo. 
p+~=oo p + q  

I - -  log g#,q 
Ceci &ant, consid6rons la suite (S) des hombres ~t deux indices 

~'m - -  (P -~- q)log(p-+-q);  

si la plus petite limite de (S)  pour p 71- q = ~ est un nombre positif fini -~--, nous 

dirons que la fonction N(R,  r) est d'ordre apparent total fini ),. 
oo o0 A 

8. Posons f ( r ) = N ( r ,  r) ~ ' (go , . -J-g  ..... qt_ . . .  _]_g.,o)r.= Z . r " ;  nous 

allons montrer que:  si Ia fonction N(R,  r) est d'ordre apparent total fini ~, la fonction 
entib.re en r, f ( r ) ,  sera d'ordre apparent X et rdciproquement. 

D6signons gtcet  effet par h. le plus grand des nombres gm dont la somme p -~-q  
des indices est ~gale ~t n;  en observant que le nombre des gm dont la somme des 

indices est n, est au plus 6gal ~t n -]- I, nous pouvons 6crire: 

h,, < .4. < h,,(n + 
d'ofl 

log A. log b. log (n + I )  log b. ~ ~ . . . . .  
n log n n log n n log n n log n ' 

3) Cfr. BOREL, "Le;ons sur les fonctions enti~res (Paris, Gauthier-Villars, I9OO ). 
4) Cfr. BOREL, Le;ons sur les sdries d termes positzfs (Paris, Gauthier-ViUars, 19o2 ). 
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ce qui nous montre que les deux suites de n o m b r e s -  log h,, - - l o g A ,  et ont les 
n log n n log n 

m4mes 614ments limites et en particulier m4me plus petite limite. 

Ceci &ant, supposons que la plus petite limite pour p - } - q = o o  des nombres I )'p,q 
I - -  l o g  h .  

soit ~gale ~t = - ,  comme, d'apr6s la d~finition m~me du nombre h ,  est le plus 
a n log n 

petit des nombres I dont la somme p -}- q des indices est 6gale ~t n ;  nous aurons 
~p,q 

(cfr. n ~ 4):  
l i m - -  log b,, __ I 
,,=-~ n log n ), 

et, par suite, d'aprbs la remarque fake plus haut, 

lim - -  l~ A" __ I 
.=o~ n l o g n  X 

et la fonction enti6re en r, f ( r ) ,  sera d'ordre apparent ;~. 
Inversement, admettons que f ( r )  soit d'ordre apparent ;~ nous aurons (cfr. n ~ 5): 

lira - -  log A I 
.=--~ n l o g n  - -  ), 

et par suite, d'aprbs la remarque fake plus haut, 

l i m -  log h. I 
.== n logn  - -  

Comme - - l o g h  est le plus petit des nombres I dont la somme p + q  des indices 
n log n 7,~,~ 

est ~gale A n, nous aurons (cfr. n ~ 4):  

I I 
lim 

/ , + q ~  )'p,q ), 

et la fonction N ( R ,  r) sera d'ordre apparent total ),. 

Notre d&finition de l'ordre apparent total est donc &quivalente ~ celle donn& par 

M. BOREL [1OC. cit. 4), page 80]. 
9. Ordonnons la fonction N ( R ,  r) par rapport aux puissances croissantes de r ;  

nous anrons : 

,=~o A N(R, O = Y . ( e ) r  

La fonction N ( R ,  r) &ant d'ordre apparent 

avec 
o o  

& (e)  = e". 

total ),, et e d~signant un nombre 

positif arbitrairement petit, nous aurons (cfr. n ~ 8 et n ~ 5): 

(3) N(r ,  r) ~ e rz+~ - -  d ~' 
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pour toutes les valeurs de r d@assant un certain hombre f ixer , .  De (3) nous d~duisons: 

er ~r 

(4) .,4 (r) < 7 " 

Nous allons d&erminer le nombre r de fa~on que le second membre de (4) soit aussi 
petit que possible. Nous aurons alors l'in+galit+ la plus precise que l'on peut d+duire 
de (4). Cette valeur cherch+e de r e s t  fournie par l'~quation: 

n 
(; r ~ - x  - -  o~ 

r 

que l'on obtient en ~galant ~t z~ro la d~riv~e de e'~ 7 par rapport ~i r. Cette valeur cher- 

ch+e de r est donc 6gale ~t et nous obtenons l'in+galit6: 

(s) ,4 < e 

I1 r~sulte de 1~ que: si la fonction N(R,  r) est d'ordre apparent total )~, on a ring~alitg 
(5) d partir d'une certaine valeur de n. 

Sur  les  sui tes  de fonctions continues ~ var iable  posit ive.  

IO. Consid~rons une suite (F)  de fonctions continues ~l variable positive R: 

fo(R), f , (R) ,  . . .  , f . (R) ,  . . .  

jouissant de la propri&+ suivante: au nombre posifif R, on peut faire correspondre 
un entier PR tel que, pour n ~ PR, chacune des fonctions f . ( R )  soit positive dans 
Hntervalle (o, R). Nous dirons que la suite des s 

f h  (R), fp,(R),  . . . ,  fp,(R), . . .  

extraites de (F)  converge vers une fonction limite, si en chaque point d'abscisse positive 
Ro, l'ensemble des nombres 

fh(Ro),  fp,(Ro) , . . . ,  fp.(Ro), . . .  

pris dans l'ordre indiqu6 admet un seul ~l~ment limite. 
La fonction inf~rieure de (F)  est, par d~finition, la fonction qui en chaque point 

d'abscisse positive R ~ coYncide avec la plus petite limite de la suite des nornbres f .  (Ro) 
( n - - -O ,  I1 21 31 .- .)-  

Ro dtant une valeur positive de R, si le rapport f , ( R )  converge uniformdment vers 
L (Ro) 

l'unitg dam tout segment fini de raxe positif des R, les fonctions limites de (F) sont des 
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constantes. De plus, route suite infinie et convergente de fonctions extraites de ( F) convergera 
uniformdment vers sa Iimite dans tout intervalle fini de l'axe rid et positif. 

En effet, admettons que la suite des nombres fpn(Ro) converge vers ~. S i ,  est un 

nombre positif arbitrairement petit, nous pouvons lui faire correspondre un entier P 
tel que pour p. ~ P, on ait: 

(6) ~ - -  ~ <fp . (Ro)  < o~ --[- ~. 

D'autre part, la suite des fonctions f;, ,(R) fp. (Ro) convergeant uniform~ment vers l'unit6 

dans tout intervalle fini A B  de l'axe positif des R, il existe un nombre entier Q tel 
que, pour p. ~ Q et pour tout point d'abscisse R de AB, on ait: 

( i  - -  ,)fp.(Ro) < f ~ ,  (R) < (i  -Jr- *)fp.(Ro), 

et, tenant compte de (6), on aura, pour tous les points de l'intervalle A B :  

0t - -  ," < f p .  (R) < ~ + *' [~" = z (~ + ~) - -  s';  ~' - -  ~ (0~ + I) n t- e'] 

d~s que p,, sera sup+rieur au plus grand des deux nombres P e t  2. I I e n  r6sultera 
que la suite des fonctions fp. (R) convergera uniform~ment vers ~ dans l'intervalle A B. 

Pour que la d~monstration de notre th6or6me soit compl6te, nous devons en outre 
montrer, que toute suite infinie et convergente de fonctions: 

(7)  L , ( e ) ,  L . ( e ) ,  . . .  , L . ( e ) ,  . . .  

extraites de (F)  ne saurait converger en un point d'abscisse R, distincte de Ro, vers 
un nombre distinct de l'+l~ment limite de la suite des nombres: 

(8) L,(eo), L (eo), . . . ,  L.  (Ro), . . . .  

En effet, admettons que la suite (7) converge pour R ~ R , ,  vers un nombre y distinct 
des ~16ments limites a de la suite (8). De la relation: 

lim f,~(R,) 
L,(eo) - i 

on d6duit, en tenant compte de l'hypoth~se fake au d~but de c e n  ~ sur les fonctions 

L ( e ) :  
lira f,~(Ro) 

I .  

I1 en r6sulterait alors que la suite (8) admettrait 7 comme 616ment limite, ce qui est 
contraire ~t notre hypoth~se. 

IX. I1 r6sulte de ce qui pr6c~de, que pour route valeur positive R, de R, la suite 
des nombres f .  (R,) admet les mdmes 616ments limites que la suite des nombres f~ (Ro). 
Par suite, pour toute valeur positive R, de R, la plus petite limite de la suite des 
nombres f~(R,)  est 6gale ~i la plus petite limite de la suite des hombres f .(Ro).  I1 en 
r~sulte donc que la fonction inf6rieure de la suite de fonctions (F)  est une constante. 
Nous obtenons donc le th~or~me suivant: 
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R o dtant une valeur positive de R, si le rapport f , ( R )  converge vers l'unitg pour 
L(1r 

toute valeur positive de R, la fonction infdrieare de la suite (F) de fonctions est une 
constante. 

O r d r e  a p p a r e n t  d e  N(R, r) p a r  r a p p o r t  ~t r. 

x2. Rappelons une proposition ~tablie par M. PRINGSHEIM S): 
oo 

Soient ~ - - b " ( o ~ y . ~ r )  une s6rie convergente ~t termes positifs et 8 un nombre 
n ~ o  

positif arbitraire; on a : 

(9) b"< 
t t = o  

A " fonction enti~re d coefficients et d variables x3. Si N ( R ,  r ) =  ,,(R)r est une 
~ o  

rgels et positifs, et si R, est une quantitg positive, on a pour toutes Ies valeurs positives 
de R: 

log A, (R) _ 
lira log A , , ( R , ) -  x, 

la convergence gtant uniforme dans tout intervalle fini de l'axe positif des R. 
En effet, N ( R ,  r) &ant une fonction entibre en R et r, la suite des nombres ~i 

P+q I 
- -  I1 en est de m~me de la suite des deux indices 1/g~,q converge vers z~ro aVeCp _~_ q. 

P - ~  
nombres 1/gp,q, off e est un nombre positif quelconque. 

Ceci pos6, soit Ro une valeur positive fixe, et R u n e  valeur positive quelconque 
sup6rieure ~t Ro(i  -1-- 8) (~ ~ o) et moindre que le nombre R' arbitrairement grand. 

Au nornbre nous pouvons faire correspondre un entier N, tel que, pour p-~ -n~N, ,  

on ait: 

< 

Cette in~galit~ sera ~videmment satisfaite, quel que soit le nombre entier p, si nous 
assujettissons n ~ rester sup~rieur ~i N~. Nous aurons donc pour ces m~mes valeurs 
de n e t  pour toutes les valeurs enti~res et positives de p, ainsi que pour toutes les 

valeurs de R appartenant ~t l'intervalle (R. = R(z  ~t_ ~), R ' ) :  

R (~-~)p R ~ < - o  
g~,, 

Multiplions les deux membres de cette in~galit~ par g~,, et sommons suivant l'indice p 

S) Zur Theorie der ganzen transcendenten Functionen [Sitzungsberichte der mathematisch-physika- 
lischen Classe der k.b. Akademie der Wissenschaften zu Mi:mchen, Bd. XXXII (I9O2), pp. 295-3o4], 

p. 299. 
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depui~ ~&o jusqu'?t l'infini, nous obtiendrons: 
o~ 

~4(e)  - "--~ ~ - ' - '  C ~Lgp,,, oJ 
d~s que n D N , .  

"Or, en vertu de (9), nous avons: 

oo # E  P x--~ 

i et par suite, en supposant que ~ ~ u  

" ;]- y [g?,q i%q'-' < g~.~ ~ , 
p=o 

puisque dans cette hypoth~se on a 

0 + ~ ) ' - '  < I  + ~. 

Observant que R D R,,  nous avons done: 

.4. (R,) < -4. (~) < [& (e,)]'-~', 
la premiere de ces in~galit~s &ant satisfaite pour toutes les valeurs de n et la deuxiame 
pour toutes les valeurs de n ~> N~,, et cela quel que soit R clans l'intervalle (R,,  R'). 
Comme ~ peut ~tre pris arbitrairement petit, on en conclut que la suite des fonctions: 

log A .  ( R )  
log A , ( R , )  (n = o, r, 2 . . . . .  n, . . . )  

converge uniform+ment vers l'unit+ dans l'intervalle (R,,  R'). 
Soit R" un nombre positif inf&ieur ~t R, ; en utilisant une m&hode analogue ~t 

la pr&~dente, on constaterait que la suite des fonctions: 

log A, (R,) 
log A (R) 

converge uniform~ment vers l'unit+ pour toutes les valeurs de R appartenant ~i Hnter- 
valle (R", R,). I I e n  sera donc de m~me de la suite des fonctions: 

log A. (R) 
log A. (R,) " 

I1 r+sulte donc de l'analyse pr&$dente, que la suite des fonctions: 

log A. (R) 
log A ( R , )  (n -~ o, i, 2, . . . )  

converge uniform+ment vers l'unit+ dans tout intervalle fini de l'axe positif des R. 
14. Consid+rons la suite (F)  des fonctions: 

log A .  (R)  (, ----- o, i, 2 . . . .  ), 
n log n 

off R est assujetti f ine  prendre que des valeurs positives. En utilisant l'in6galit~ (5), 
on constate qu'au nombre positif R o arbitrairement grand, on peut faire correspondre 

un entier PRo tel que, pour n ~PRo chacune des fonctions ~ log A,, ( R )  soit positive 
' n log n 
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log A (R) converge uniform~- dans l'intervalle (o, Ro). Comme (cir. n ~ I3) le rapport log A (R,)  

rnent vers l'unit6 dans tout intervalle fini de l'axe positif des R, il en r6sulte (cfr. n ~ I o) 

que les fonctions Iimites de la suite (F)  des fonctions ~ log A (R) sont des constantes. 
n log n 

La fonction inf+rieure de la suite de fonctions (F )  sera ~galement une constante 
(cfr. n ~ i 1). Par suite, si nous tenons compte de la d6finition donn6e au n ~ 5, nous 

pouvons 6noncer le th6or~me suivant, obtenu pay M. BOREL [1OC. cir. 4)] darts le cas 
..e r 

off la fonction N(r ,  r) crolt rnoins rite que d 

Si N ( R , ,  r), oi~ R, ddsigne une quantitd positive, est une fonction enti~re era r d'ordre 
apparent ~,., N ( R ,  r) sera une fonction entikre en r d'ordre apparent ~. pour toutes les 
valeurs positives de R. 

Ce nombre constant ,u. sera par d+finition l'ordre apparent de N ( R ,  r) par rapport 
~tr. 

I5. Consid6rons la suite des nombres 

go.,,, g~,., . . ' ,  gp,,,, . . ' ,  
off n a une valeur entibre quelconque et off p prend toutes les valeurs entibres et po- 

1 P - -  sitives. Cette suite admet un terme maximum, puisque tim l/gp,,, = o. D~signant ce terme 

maximum par g . ,  nous allons montrer que Ies fonctions limites de la suite des fonctions 
log A (R)  - -  log g,, 
n log n sont identiques aux ddments limites de la suite des nombres et 

n l o g n  ' 
rgciproquement. 

En effet, soit R, une valeur positive de R < I ;  nous avons 

< g . ( ,  + + + . . .  + + . . . )  
I 

g" I - -  R, " 

D'autre part, comme tous l e s  termes de A ( I )  sont positifs, on a: 

g. < 
il en r6sulte que le nombre positif g. v+rifie la double in~galit6: 

( I  - -  RI)AI~(RI) <gIg  < -g4~t(I), 
d'ofi 

- -  log A,,(z) < - -  logg.  ~ - -  log A . ( R , ) ( z  -[- ~.) (li=m ~. = o) 

et par suite, en tenant compte du r~sultat d u n  ~ 13, 

- -  log g .  
( i  --k ~.) < __ log A,, (R,)  < I + -~, 0i=rn z, = o, li__m n, = o), 

log g. 
ce qui nous montre que le rapport log A , ( R , )  converge vers l'unit+ lorsque n crCt 

au de 1~ de toute limite. On en conclut ais6ment de 1~ que les deux suites de nombres 

- - l o g A . ( R , )  et - - l o g g ,  ont les m~mes ~l~ments limites, d'ofi le th+or&me annonc6 
n log n n log n 

en tenant compte d'un r~sultat d u n  ~ 14. 
Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXXI ( i  o sere. xgt i  ). - -  Stampato il 9 dicembre x9xo. 3 
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I1 r&ulte du th~or6me pr&6dent que l'ordre apparent de N ( R ,  r) par rapport it 
o0 

X ~  r n r est dgal d rordre apparent de la function entibre en r, g ( r ) =  2..og. , g. dtant le 

coefficient maxinzum de A (R), et rdciproquement. 
16. Exemples. 

1 ~ so t r ) =  5 - 5  R r' . . . . .  ~:,:; cette fonction est d 'ordre apparent total ),, 
> o ~ O ( p  + q )~ -  

puisque l'on a, quels que soient p et q, 
P+q 

log (p + q) z I 
- - - -  _ _  ~ 

(p -+- q) log (p -}- q) - -  )~ 

Ici, A ( R ) =  ,,+p Comme le coefficient maximum de A . (R)  est ~gal 5 

(n + p) 
I 

~ - ,  la function N ( R ,  r) consid&6e, sera d'ordre apparent ), par rapport ~t r (cfr. n ~ 15). 
n Y 

R e rq 
2 ~ Soit N ( R ,  r) - -  s s p q (V- > v). Cette fonction sera d'ordre apparent 

q Op~ q 

total ~, puisque, comme on le v&ifie ais6ment, 
P q 

lim log (p ~ q~) __ I 
;+q== (p -]- q)log (p -{- q) - -  

Oans cet exemple, nous avons 

= 5- . P ; 
P=~ pt~ 

comme le coefficient maximum de A . ( R )  est 6gal ~ i ~ la function N ( R ,  r) sera 

n 

d'ordre apparent ~ pal" rapport A r. On verrait de m6me que cette function est d'ordre 
apparent lz par rapport A R. 

~ t u d e  de la r6gular i t6  de la  c r o i s s a n c e .  

17"  LEMME. - -  Soient: 
(P) p,, p : , . . . , p . ,  . . .  

(9_.) q, ,  q:, . . . ,  q . ,  . . .  

deux suites croissantes de nombres entiers positifs, telles que tous les ddments de la suite 
(Q)  appartiennent d la suite (P) ;  je dis que, si l'on a: 

lira log q.+, 
.== log q. 
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on aura ggalement: 
lim logp . . . .  - -  1. 
,,=o~ log p., 

En effet, soit Pm un nombre de la suite (P)  v&ifiant la relation: 

q . ~ P , . < q . + , ;  
nous aurons alors Pro+, / q.+, et par suite: 

logp,.+, / / l o g  q.+, 
logp,,, - -  logq .  ' 

logp..+, 
ce qui nous montre que la plus grande limite de la suite des nombres 1Ogpm est 

au plus +gale ~ x. D'autre part, comme par hypothSse p ....  ~ p . . ,  la plus petite limite 

de la suite des hombres Iog p..+, 1Ogpm est au moins ~gale ~ i. I1 r~sulte de l~t que l'on a: 

lira log p..+, __ I. 
. . . .  log p~ 

Remarque.--Le lemme pr&~dent subsiste encore dans le cas off t o u s l e s  nombres 
q,, font partie de la suite (P) ,  sauf au plus un hombre fini d'entr 'eux. 

18. Supposons que N(R,, r), off R I d+signe une quantit+ positive, soit une fonction 
enti~re en r d'ordre apparent 8- et ~ croissance r+guli6re. 

D+signons par 
( lO)  A . . . ,  (R,) ,  . . .  

- -  log Aq.(R,) 
les coefficients de N(R, r) tels que les nombres fassent partie de la 

' q. log  q. 

- -  log A (R,)  ; (cfr. n ~ 6), suite principale S s de la suite (S)  des nombres nous aurons 
n log n 

quel que petit que soit [e nombre positif ~, 

(I  I )  lira log q.+, __ I. 
.=~o log q. 

Ceci &ant, soit R 2 une quantit6 positive quelconque, mais distincte de R, .  D&i- 
gnons par 
(12 )  . . . ,  " ' "  

- -  log Ap,, (R,)  fassent les coefficients de N(R~, r) tels que les nombres correspondants Pm log p,. 

pattie de la suite principale ~c,) de la suite (S ~ des hombres ~ log A.(R~)  Je dis 
~ s  n log n 

que la suite (12)  comprendra toutes les fonctions A o . (R  ) qui, pour R - " R , ,  font 

partie de la suite (IO), saul au plus un hombre fini d'entr'elles. En effet, de la relation 

l o g A . ( R ~ )  
i m p - -  - -  I, 

.=~ tog A. (R~) 
- -  l o g . 4  (R,)  

&ablie au n ~ I3, nous d~duisous, en observant que les nombres q" sont en 
q,, log q. 
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valeur absolue au plus +gaux ~ ! + 8, 

- -  log Aq. (R=) 

q. log q. 

Ceci pos+, de la relation 

- -  log Aq. (R=) ~ 

q. log q. ~. 

- -  log Aq,,(R,) 

q. log q. 

I - -  log (R,)  As- 
- q. log q. 

( l i m e  ~--- o). 
8qn n~oo ~n 

converge vers z&o avec - -  
I 

nous d~duisons, en observant que d'aprbs ce qui pr&~de ~%, q. , 

log As, ,(R2) I ~ 28  
- q l ~ q .  - - 7 - -  

~t partir d'une valeur de q, suffisamment grande. II r&ulte de l~t que toutes les fonctions 
As . (R ) qui, pour R = R , ,  font partie de la suite (Io) ,  appartiennent pour R = R =  

la suite (x2), sauf au plus un nombre fini d'entr'elles. Par suite, tous les indices q. des 
~l~ments de la suite ( I o )  font partie de la suite des indices p,. des +l&ments de la suite 
(I2) ,  sauf au plus un nombre fini d'entr'eux. Comme la relation ( I I )  est v&ifi~e par 

hypoth6se, on aura (cfr. n ~ I7, Remarque): 

lim logp . . . .  - -  I .  

..=oo 1Ogpm 

Par suite, puisque 8 est arbitrairement petit (cfr. n ~ 6), la fonction N(R=, r) sera une 
fonction enti&re en r 2t croissance r~guli&re. Nous obtenons donc le th+or~me suivant, 
en observant que R. est une quantit~ positive arbitraire: 

Si la fonction entibre en r, N ( R , ,  r), supposge d'ordre apparent ~ est d croissance 
rggulikre, N ( R ,  r) sera une fonction entikre en r d'ordre apparent ~* et d croissance rggu- 
libre pour toutes les valeurs positives de R. 

Nous dirons alors que la fonction enti6re N ( R ,  r) est 2t croissance r~guli6re par 

rapport ~ r. 
I9.  D&ignons toujours par g. le coefficient maximum de A ( R ) ;  d'apr6s le con- 

tenu d u n  ~ 15 et en proc~dant d'une mani~re analogue h celle du n ~ 18, on volt 
que : 

Si N ( R ,  r) est gt croissance rggulikre par rapport d r, il en sera de mgme de la 
oo 

fonction entikre en r, g (r) ~- ~- g. r", et rdciproquement. 
~ 0  

C o m p a r a i s o n  d e s  o r d r e s  a p p a r e n t s .  

20. Les r&ultats des n ~ I3- i9  ont ~t~ ~tablis sans faire aucune hypoth&se sur 
l 'ordre apparent total de N(R,  r). En nous plagant actuellement dans le cas off cette 
fonction est d 'ordre apparent total fini ;% nous allons comparer les deux nombres X 
ct 8., l* &ant l 'ordre apparent de N ( R ,  r) par rapport ~t r. 
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Comme pour une valeur fixe de R:  

N(R,  r) < N(r,  r) 

~t partir d 'une certaine valeur de r, nous aurons:  

N (R, r) < e r~'+' 

d~s que r sera suffisamment grand;  et par suite: 

Donc, l'ordre apparent ~,. de N(R,  r) par rapport d r est au plus ggal tt rordre 
apparent total X de cette fonction. 

2x. Pour  obtenir des r~sultats beaucoup plus precis dans la comparaison des 
nombres ~, et e., nous introduirons la suite (S) des nombres ~l deux indices: 

i - -  log gm 

Xe,q (p + q)log (p_+ q) 
et nous d~signerons par 

I I I 

)'P,,q, )'P2,q2 )'P..q~ 
les hombres de cette suite faisant partie de la suite principale S~; trois cas pourront  
se presenter, ~ +tant suppos+ arbitrairement petit: 

i ~ lim P-~" = o. Je dis que dam ce cas la fonction N(R,  r) est d'ordre apparent X 
p.+q,,=~ q. 

par rapport d r. 
En effet, g .  &ant le coefficient maximum de .4 (R), nous aurons :  

0 3 )  - -  log g~. <~ __ loggp.,q. 
q. log q. q. log q. 

C o m m e  

- -  log gp.,q. - -  log gp.,q. (p.  + q.) log (p .  + q.) 
( I 3 ' )  q log q. (p .  + q . ) log  (p.  + q.) X q. log q. 

et que, d'apr6s notre hypoth~se, l 'ensemble des hombres (p" -[- q") log (p .  + q.) admet 
q. log q. 

l'unit+ parmi ses 616ments limites et cela quel que petit que soit le hombre  positif ~, il 
I ~ log 

en r~sulte que ~ est un ~l~ment limite de la suite des nombres  gP"'q" Par 
q. log q. 

suite, d'apr~s ( I 3 )  , la plus petite limite des nombres - - l o g g . ,  qui est 6gale ~t ___i 
n log n iz 

I 

(cfr. n ~ I5),  sera au plus +gale ~t -~ - .  Par consequent, nous aurons :  I z ~ ) , .  Comme,  

d'apr~s le r~sultat ~tabli au n ~ 2o, on dolt avoir Iz ~ .  ),, il s 'ensuit que les deux 
nombres ), et ~.~ sont ~gaux. 

R~ciproquement, admettons que 8.---k; ]e dis que lim P~" - -  o. En effet, de la 
n+qn ~ qn 

suite des nombres g e . '  nous pouvons,  d'aprbs notre hypoth6se, en extraire une suite 
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infinie : 
g , , ,  g,=, . . . ,  g , ,  . . .  

telle que: lim - -  logg,,, __ ! Comme g,. est le plus grand des hombres gp,,. ot~ 
,.=~ s log s x 

s a une valeur fixe et o~ p prend toutes les valeurs entibres et positives, il existe une 

valeur t. de p .  telle que 

Nous  d+duisons de cette &galit+: 

- -  l og  g,..,,. 
(14)  ( s - ] -  t ) l o g ( s  %- t,,) 

g l . , $ .  - - -  g s .  �9 

- -  l og  g$. s,, l og  s .  

- -  s l o g s  X ( s  %-t,,)log(s.+t)" 

Comme lira - -  log gs. et que s. log s. ,.=~ s logs .  (s,, q - t ) l o g ( s - ~ - t . )  ~ I, il en r&ulte que la plus 

grande limite de la suite des nombres - -  logg,. , , .  ( s  + t ) l o g ( s  + t )  p o u r t  - ~ - s  = ~ e s t a u  

I 
plus ~gale h -~-. Comme, par hypoth&se, la plus petite limite de cette suite pour s % - t - - ~  

i - -  log g,..,,, 
est au moins ~gale ~t - ~ - ,  il s'ensuit que la suite des nombres ( s  -{- t ) l o g ( s  + t )  

I 
admet T comme ~l~ment limite unique. Par suite, on en conclut, en tenant compte 

de ( I 4 )  , que l'on a 
lim s. log s. __ 

, . - , . = = ( s  + t ) l o g ( s .  + t ) - -  I. 

Or  cette dernibre relation ne peut subsister que si l 'on a 

lira t. 
$.-+t.~ S. 

Par suite, en remarquant que la suite des nombres s. fait partie de la suite des nom- 
bres p . ,  du moins ~t partir d'une valeur de s suffisamment grande, on a finalement: 

lim P" --- o. 
pn+qn = ~  q .  

2 ~ lim P~"--" k. D'apr~s la r&iproque pr&~dente, p. sera inf+rieur 5 ),. En 
p.+q,,=~ q .  

remarquant que la plus petite limite pour p .  --~ q. - -  m de la suite des nombres ~ deux 

indices p" -or- q". est, d'apr~s notre hypoth~se, +gale ~ I -{- k, la relation ( I 3 ' )  nous 
q, 

i i + k  x p. 
montre que:  - - L -  c'est-s p. ~ Do,c ,  si lira --  - - -k ,  quel 

p. - -  X ' - - i + k "  p.+~.== q, 

que petit que soit le hombre positif ~, rordre apparent p. de N ( R ,  r) par rapport gt r 
X 

est infgrieur dt l'ordre apparent total X de cette fonction et au moins ggal dt i+k" 

3 ~ lira P~" = w .  L'ordre apparent H. sera un hombre positif ou nul inf&ieur 
�9 ~.+q.=~ qn 
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~i ), comme cela r~sulte de la r&iproque de i ~ de l 'hypoth6se et des relations ( I 3 )  

et (13') .  
02. O n  peut d~duire de ce qui pr&~de le th+or~me suivant &abli par M. BOREL 

[loc. cit. 4)]: 

Si la fonction N(R,  r) est d'ordre apparent ~. ~ o par rapport ~ r et d'ordre ap- 
parent v ~ o par rapport ~ R, I'ordre apparent total ~ de cette fonction est infgrieur 
~.+~. 

Cette proposition est &idente dans le cas off lira P~ = o, lira P~ = oo; 
p.+~.-~ q. p.+~.== q. 

car, si lim P~" : o ,  on a: ~ = ) , ,  et si 

Supposons que 

lira P~ = k, 
p.+q.=~ q. 

nous aurons (cfr. n ~ 2 I ) :  

et 

lim P-~-" = oo, il vient: v = ),. 
P.+q.=~ q. 

li--~ P--"-" - -  k' ; 
p,,+q.=~o q. 

X kk '  

_ i + k + - -  I + k '  
d'ofl le th+or~me 6nonc+, en observant que la quantit+ entre crochets dans le second 

membre de l'in+galit+ pr&~dente est au moins 6gale ?t l'unit& 
Remarque.--Dans le cas particulier off Fun des deux nombres V. et ves t  nul, l'autre 

est 6gal ~t X. 

R e m a r q u e s  g 6 n 6 r a l e s  s u r  les  f o n c t i o n s  e n t i ~ r e s  
h c o e f f i c i e n t s  et  /i v a r i a b l e s  r6e l s  et  pos i t i f s ,  e t  d ' o r d r e  a p p a r e n t  t o t a l  fini. 

28. Admettons que la fonction N(R,  r) soit d'ordre apparent ~. ~ o par rapport ~l 
r, et soit g.  le coefficient maximum de A.(R).  Dans cette hypoth~se (cfr. n ~ 15), la 

suite (G)  des nombres - - l o g g .  admet I - -  comme plus petite limite. D&ignons par 
n log n 

gq.' gq2' " " '  g~. '  " ' "  

- - l o g g y .  fassent partie de la les coefficients g. tels que les nombres correspondants q. log q. 

suite principale G~ de la suite (G)  des hombres - - l o g g .  
n log n 

Ceci &ant, consid+rons l'ensemble des coefficients gin. de N(R,  r) v~rifiant la 
relation : 

- -  log [gp, q.I i [ ~ 2~ 
0 s )  - 

D'apr~s ce qui pr&6de, pour chaque valeur de q, il y aura 

(8 > o). 

au moins un coefficient 



24 J U L E S  SIRE. 

gin.  v&ifiant la relation ( i5)  , puisque gq,, est un coefficient de N(R, r). En g~n&al, 

pour une meme valeur de q,, il y aura plusieurs coefficients g~,q, v&ifiant la relation 

(I5).  Soit ~(q,)  le plus grand des indices p de ces coefficients gp,q,; nous allons mon- 

trer que: si N(R, r) est d'ordre apparent total fini ~, il existe un nombre entier q 
inddpendant de q., tel que l'on ait, pour toute valeur de q., 

~(q.) L q q.. 

En effet, N(R, r) &ant d'ordre apparent total fini )., nous avons: 
I qn 

Aq. < e (cfr. n ~ 9), 
qn  

d'ofi 
P 

gp,q, < (e ~) ~ p+~. .  
G 

q. 
Cette derni6re in6galit6 nous montre imm6diatement que si ~ est supbrieur ~i z~ro, il 
est possible de d&erminer un nombre positif q ind6pendant de q.,, tel que l'on ait, quel 
que soit q. et pour toute valeur de p sup6rieure zl q q.,  

Posons 

- -  log gin. ~ I 
q logq.  ~ + 2~ (8 > o). 

*~q") gin.  Rp; 

tous les  coefficients de Q~. (R) seront au plus ~gaux ~l l'unit~, puisque g~. est le plus 

grand des hombres e , , .  (p = o, i,  , ,  . . . ,  ear suite . o u s  aurons, pour toute 

valeur de R sup+rieure ~t l'unit~, 

(I5') Q~.(R) < q~(q.)R ~(q.' (? (q . )L  qq.). 

Ceci &ant, d&ignons par K(R, r) la fonction enti~re en R e t r  form+e par tous 
les termes de N(R, r) dont les coefficients gm ne v&ifient pas la relation (I5).  Cette 

fonction K(R, r) sera d'ordre apparent au plus ~gal .-t ~* ( ~  o), car si g '  est 
I + 2 t ~ 8  

le coefficient maximum de la fonction enti6re en R, coefficient de r" dans K(R, r) 
ordonn6e suivant les puissances entibres de r, nous aurons d'apr~s la faqon m~me dont 
la fonction K(R, r) a 6t6 d~finie: 

lim log g'. I 
.=~ n l o g n  ~ - -  -[- 2~. 

C o m m e  

( I6 )  N(R, r ) =  s  Qq.(R)rq.. J r- K(R, r), 

nous pouvons ~noncer le th+orbme suivant: 
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Si N (R ,  r) est une fonction entikre en R et r d'ordre apparent total fini X et d'ordre 
apparent ~,. ~ o par rapport ~t r, cette fonction peut se mettre sous la forme (I6) ,  les gq. 

dtant tels que les nombres correspondants - - loggy .  appartiennent g~ la suite principale 
q. log q,, 

Gs de la suite (G) des nombres - -  logg .  ; les Q~.(R) des polyn3mes satisfaisant aux 
n log n 

conditions suivantes: I ~ si ~(q.) est le degrg de Qq,,(R), il existe un nombre entier positif 

q tel que l'on ait pour toute valeur de q. : ~? (q,,) ~ qq,,; 2 ~ si R est une quantitdpositive 
supgrieure it l'unitd, on a, quel que soit q,: Q q , , ( R ) ~  q~(q.)R~lq"); et K(R,  r) gtant 

une fonction enti~re en R et r d'ordre apparent au plus ggal it V" I -o r- 2 [*. 8 par rapport it r. 

V a r i a t i o n  de  l ' o r d r e  a p p a r e n t  ? , .  

24. Pour &udier la variation de l'ordre apparent 8",, nous nous placerons unique- 
ment dans le cas off la fonction N ( R ,  r) est d'ordre apparent total fini, et nous d6si- 
gnerons comme plus haut par ~. l 'ordre apparent de N ( R ,  r)par rapport ~t r. La fonc- 
tion N(R,  r) &ant d'ordre apparent total fini )., cette fonction peut se mettre sous la 
forme ( i6) .  Comme l'ordre apparent de K(R,  r) par rapport ~l r est inf&ieur ~t ~., 
il en r&ulte que si pour une positive quelconque R, de R, N ( R , ,  r)est  une fonction 

o~ 

enti~re en r d'ordres app'arents (~., ~.), ~=g~,, Q.q.(R,)r q. sera ~galement unefonct ion 

enti6re en r d'ordres apparents (8-, ~',), et r&iproquement. 
Cette remarque nous permet de remplacer pour l '&ude de l 'ordre apparent ~ . ,  

o0 

la fonction N ( R ,  r) par la fonction ~__~og~, ' Qq,,(R)V", les polyn6mes Qq.(R) satisfai- 

sant aux conditions Lnonc6es au n ~ 2 3. 
Ceci pos+, des in+galit~s 

Q~. (R) _ Q~. (R) < R~r ) R~(q,,~ Q q , , ( i ) < i  si R ~ r  et I ~ . ~  si R ~ I  (q~(q . )~qq . ) ,  

nous d~duisons que la diff&ence 

- -  log gq. Oq . ( I )  -[- loggq. Qq.(R) 

q. log. q. 

converge vers z+ro, pour route valeur positive de R, lorsque q. crolt au delft de toute 
limite. I1 en sera de m~me de la diff&ence 

- -  log gq" Q q ' ( I )  - -  l o g  qn gq,, Qq,, ( R )  - -  q. ~ -  -{- log .qt_ log q" 
q. ~- 

log~ qn 

I1 r+sulte de l~t que si R, est une valeur positive quelconque de R, les ~l+ments limites 
Rend. Cim. Matem. i~alermo, t .  X X X I  O ~ sere .  , 9 H ) . -  S t a m p a t o  il ,o d i cembr e  xpxo. 4 



=6 j ~ n ~ s  s r t ~ .  

de la suite des nombres 
- - loggy .  Q~.(R~)- log ~-" 

mites de la suite des nombres 

q. log~ q. 

- -  log gq" Qq.(I) 
q, 
log, q,, 

sont identiques aux 61~ments li- 

log q" 
~" . Par suite, d'apr~s sa d~fini- 

- -  log g~" Q~" (R) log q" 
tion m6me, la fonction inf&ieure de la suite des fonctions q" t* 

log~ q. 

sera une constante dans l'intervalle (% -t- oo). Si nous nons reportons ~t la d~finition 

d u n  ~ 5, nous voyons  que si L g q ,  Qq.(R)rq" est pour R =  I unefonct ion enti~re en 

r d'ordres apparents (~., /*,), .~__-_gq, Q~,,(R)r q'' sera pour toutes les valeurs positives 

de R une fonction enti&re en r d'ordres apparents (~., ~.). Par cons+quent, en tenant 
compte de ce qui a &~ dit plus haut, nous pouvons ~noncer le th~or&me suivant: 

Si la fonction N ( R ,  r) enti~re en R et r supposge d'ordre apparent total f ini ;~ est, 
pour R ~-- i ,  une fonction entikre en r d'ordres apparents (~., ~.,), N ( R ,  r) sera une 
fonction entikre en r d'ordres apparents (Iz, b'.~) pour tomes les valeurs positives de R. 

Soit R, une valeur positive de R sup&ieure .~ l'unit~; des in~galit& 

nous d~duisons que les deux suites de nombres 

log gq~" ~ log q'~' 
q, /z 

log2 q, et log~ q. 

- -  log gq. Qq. ( e , )  _ log q" 
q. t* 

ont les m~mes ~l&ments limites. Par suite, en tenant compte de ce qui a ~t~ dit plus 

haut, nous pouvons ~noncer le r&ultat suivant: 
Si la fonction N ( R ,  r) enti~re en R et r supposde d'ordre apparent total f ini ~ est 

d'ordres apparents (~., ~ . ) p a r  rapport d r, la fonction entikre en r f (r) ~ .=, gq,, r q" 

sera d'ordres apparents (~., e'i), et reciproquement. 
25. Si nous ne supposons plus que la fonction N ( R ,  r) est d'ordre apparent total 

fini, l 'ordre apparent ~'.x peut varier d'une faqon continue avec R, comme nous allons 

le montrer  par un exemple. 

Consid&ons la fonction N ( R ,  r ) =  .... g,,R "E(l~ off g,, v&ifie la relation: 

lira ~ logg.  I ,=o~ n l o g n  - -  V- ~ et oth E( log .  n) est le plus grand nombre entier contenu dans 

logan. Cette s sera une fonction enti~re en R et r, puisque d'apr~s notre hypo- 
~t 

th6se, 1/g.R "~C~~ converge vers z6ro, pour toute valeur finie de R. Admettons en 
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- -  log g ,  
outre que !ira n log n log n ] __ o ; nous aurons  : 

n ] 

10 nE(l~ gg,,R log n 

lira n ~ - -  - -  R 
. . . .  log~ n 

et le nonqbre ~., sera ~,gal A R pour  routes les valeurs positives de R. 

Dans cet exemple,  la fonct ion N(R ,  r) est 6v idemment  d 'o rdre  apparent  total 

infini. 

Ordre apparent  de 
O'"N(R, r) 

par rapport  /~ r. 

26. La fonct ion 

s'~crire : 

off 

0" N ( R ,  r) ordonn~e suivant les puissances croissantes de r peut  
c)R ~ 

~ N ( R ,  r) 
0 e ~  - AT'(R)r" 

n=o 

A~')(R) = ~ p (p  - -  I) . . .  (p - -  m _31_ i)gp, ,R p-re. 
r--'-'-o 

Deux cas sont  ~t d is t inguer :  

I ~ Les coefficients gp,q,, de Aq,(R) v+ri~ant la relation (15 )  sont  tels que le p remier  

indice p reste inf+rieur ou au plus 6gal ,~ un nombre  entier  fixe q. Dans ce cas 
d'~ NCR, r )  sera d'ordre apparent p. par rapport d r pour routes les valeurs de m infd- 

OR"' 
rieures ou ~gale d q ou du moins pour un certain nombre d'entr'elles, tandis qu'elle sera 
d'ordre apparent infdrieur d ~ pour routes les valeurs de m supgrieures ?t q. 

2 ~ Parmi  les coefficients gin,, de Aq,(R) v~rifiant la relation ( I 5 )  il y en a au 

moins un, tel que le premier  indice p augmente  ind+finiment avec q, et cela quel que 

petit que soit le n o m b r e  positif ~. Si g~q"> est le coefficient max imum de A~ ' (R) ,  on 

aura, d'apr~s no t re  hypoth&se, 

lim - -  log gCq~J __ I 
~,=~ q l o g q ,  V" 

et cela quel que soit l ' indice m de d6rivation. Par  suite:  
c)mN(R, r) 

Si nous sommes dans le cas 2 ~ OR" sera une fonction entikre en R et r 

d'ordre apparent p, par rapport ?t r, quel que soit l'indice m de dgrivation. 

Ordre apparent  d e  N ( t r ,  r) par rapport  A r. 

27. Si dans N ( R ,  r) nous posons R - - t r ,  nous ob tenons  une fonct ion enti6re 

en t e t r  ~ coefficients et h variables r~els et positifs. Pa r  suite, si nous tenons  compte  

des r6sultats des n ~ 14 et I8~ nous voyons  que :  
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I ~ Si N ( R ,  r) est d'ordre apparent total "*, N ( t r ,  r) sera d'ordre apparent X par 
rapport d r. 

2 ~ Si N(r ,  r) est it croissance rggulikre, N ( t r ,  r) sera d croissance rggulikre par 
rapport it r. 

C H A P I T R E  I I I .  

P o i n t s  l i m i t e s  r 6 g u l i e r s  de  l ' e n s e m b l e  d e s  z 6 r o s  

d ' u n e  s u i t e  de  p o l y n 6 m e s .  

Cas off tous  les zdros sont  rdels. 

28. Suit 
( .4) .4q1(x)' 4 2 ( x ) '  . . . ,  _4 (x),  . . .  

une suite de polyndmes de la variable r6elle x, off 

4 .  ( x )  = (x  - -  %,,1)(x  - -  " , 9  " "  ( x  - 

les ~q..i &ant r6els et ? (q . )  augmentant ind&finiment avec q . o u  restant infSrieur ~t un 

certain nombre fixe q. 
Nous  d&ignerons par E l'ensemble des z&os des polyndmes `4q,(x). E sera 

d6nombrable. 
Le point x = @. sera dit un point limite de E , ,  s'il existe une infinit& de polyn6- 

rues .4q,(x) poss~dant au moins un z&o ~t l 'int&ieur d'un segment concentrique au 

point x = ~ et de longueur arbitrairement petite. 
Cette d+finition du point limite de E x permet de consid&er comme points limites 

de cet ensemble, tous les points de E,  pour lesquels une infinit6 de polyndmes Aq, (x)  
s'annulent. 

L'ensemble form& par les points limites de E porte le nora de d&iv+; on le note 
E'~. E'~ est un ensemble ferm6, c'est-s qu'il contient tous ses points limites. 

29. Nous  dirons que le point x = ~ est un point limite r~gulier de E si an 
nombre positif ~, arbitrairement petit, on peut faire correspondre un entier Q~ tel que, 
pour q,, > Q~, chacun des polyndmes A ( x )  poss6de au moins un z6ro ~t l 'int&ieur 

d'un segment ~'=~ con&ntrique au point x = a et de longueur 2~. 
S'il existe une infinit6 de polyndmes .4 (x)  n 'admettant qne p z&os :i l 'int&ieur 

de 7=~, quel que petit que suit ~, les autres en admettant au moins p, d6s que q . > Q , ,  
nous dirons que le point x = ~. est un point limite r~gulier d'ordre p. 

Dans le cas off le nombre des z~ros de .4%,(x) appartenant ft ~.~ augmente ind6- 

finiment avec q . ,  quel que petit que suit ~, le point x -~- ~ sera dit un point limite 
r6gulier d'ordre infini. 

De la d6finition m~me du point limite r+gulier r&ulte que si le point x ~---} n'est 
pas un point limite r,Sgulier de E ,  on peut extraire de la suite (,4) une suite infinie 
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de polyn6mes : 
. . . ,  . . . ,  

telle que si on d~signe par H.  l'ensemble de leurs z~ros et son d~riv~ par H'x, le 
point x ~ ~ ne fasse pas partie de H '  

x �9 

Exemple.-  L'origine est un point limite r~gulier de l'ensemble des z~ros de chacune 
des suites de polyn6mes: 

I I 
X ~ I )  X ~ - - ~  . . .  , X - -  - - ,  . . . , 

2 n ( i )  ( ) 
(X - -  I )  p ,  X ) . . .  , X , �9 . .  , 

n . n 

( 1 )  2 ( I ) n 
( x - - I ) ,  x , . . . ,  x , . . . ;  

2 n 

dans le premier exemple, le point x = o est un point limite r6gulier d'ordre I, dans 
le second un point limite r6gulier d'ordre p, dans le troisi&ne un point limite r6gulier 
d'ordre infini. 

3o. Supposons en particulier, que parmi les polyn6mes Aq,,(x) il y e n  ait une 

infinit6 dont le degr6 ne d6passe pas un certain nombre fixe p. ]e vais montrer que 
le hombre des points Iimites r~guliers de E est au plus dgal a p. 

En effet, admettons que ce nombre soit ~gal ~ p-[-I et soient : x = ~  (i---I, 2, ..., p-i--I) 
ces points. I1 nous est possible de tracer de chacun de ces points comme centre des 
segments y~, de longueur 2 ~ suffisamment petite, pour que tous ces segments n'aient 
aucune portion, ni extrfimitbs communes. Ces points x ~ ~ &ant des points limites 
rbguliers de E ,  chacun des polyn6mes Aq,,(x) poss~dera au moins un z&o ~ l'int&ieur 

de chacun de ces segments d6s qne q, ,~  Q,. II en r~sulterait que les Aq~(x)seraient 
au moins de degr6 p n t- I, ~ partir d'une certaine valeur de q,,, ce qui est contraire 
:1 notre hypoth6se. 

En procbdant de m~me, on verrait que, lorsque le degr~ de A (x) augmente ind& 

finiment avec q,,, si le hombre des z~ros de Aq,,(x) appartenant ~ l'intervalle ( - -R ,  R), 
(R &ant une quantit~ positive arbitrairement grande) reste inf&ieur quel que soit q. 
un certain hombre QR qui peut croltre avec R, l'ensemble des points limites r~guliers 
de E ne comprendra qu'un nombre fini de points dans tout intervalle fini de Ox. 

3x. D~signons par R, l'ensemble des points limites r~guliers de E .  Je dis que 
R. est un ensemble feting. 

En effet, soit x - - ~  un point limite de R,,  on peut trouver un point x - - ~  de 

R,. dont la distance au point x - - z  soit moindre que le nombre positif ~ donn~ 
2 

l'avance; x---[~ &ant un point limite r~gulier de E ,  au nombre positif ..... on peut 
2 

faire correspondre un entier Q~, tel que pour q,~Q~,  chacun des polyn6mes . 4  (x) 

poss6de au moins un z~ro ~ l'int~rieur d'un segment u de longueur ~ et concentrique 
au point x - "  ~. Pour ces m~mes valeurs de q,, chacun de ces polyn6mes poss~dera 
au moins un z&o ~i l'int&ieur d'un segment concentrique au point x - - ~  et de Ion- 
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gueur 2~. Par suite, d'apr&s la d&finition donn& a u n  ~ 29, le point x = ~ sera un 
point limite r~gulier de E x . 

Tout point limite de R x est un point Ii,nite rggulier de E x d'ordre infini. 
En effet, admettons qu'il n'en soit pas ainsi et que le point limite x--= :~ de R x 

soit un point limite r6gulier de E d'ordre p. Alors de ce point comme centre, il sera 

possible de d&rire un segment y~ de longueur ~ suffisamment petite pour que parmi 

les Aq.(x), il y e n  ait au moins une infinit6 possbdant au plus p z&os ~t l'int&ieur 

de ce segment. En reprenant le raisonnement d u n  ~ 30, on verrait que E admet au 

plus p points [imites r~guliers .4 l'int6rieur du segment 7~ et le point x ~---~ ne saurait 

&re un point limite de R x, ce qui est incompatible avec notre hypoth6se. 

L'ensemble R~ est: soit un ensemble dbnombrable, soit un ensemble ayant la puis- 
sance du continu. Dans ce dernier cas, tousles points de l'axe O x peuvent appartenir 

il R~ ou tous l e s  points d'un segment quelconque de Ox. Ainsi tous les points du 

segment o - - I  sont des points limites r6guliers de l'ensemble E~ des z&os de la suite 

de polyn6mes : 

A q , ( x ) =  x - x . . .  x ( , ~ = i ,  ~ , . . . ) .  
n n , n 

82- Exarninons de plus pros les points limites r6guliers d'ordre infini, et soit x = ~ .  

un tel point. D&ignons fi cet effet par O(q. ,  ~) le nombre des z~ros de Aq.(x) appar- 

tenant au segment y~, concentrique au point x ~ ~ et de longueur 2 ~, O(q . ,  e) aug- 

mentera indffiniment avec q.,  quel que petit que soit le nombre positif *. Ceci pos6, 
O" w ~?(q.) d6signant comme plus haut le d%re de Aq.(x),  trois cas pourront se pr6senter: 

I ~ il existe une valeur , de , ~ partir de laquelle le rapport O(q,,, ~) (q.) converge vers 

I , 20 O(q,,, , )  ~o lim O(q,,, e) h' z6ro avec - -  �9 lim - -  - -  o; ) - -  h', &ant une quantit6 
q . . . .  ,~=o ~ (q.) .==,,=o q, (q.) 

positive diff+rente de z~ro. 

Dans l'exemple donn+ h la fin d u n  ~ pr&~dent, t o u s l e s  points du segment o - -  
sont des points limites r+guliers d'ordre infini satisfaisant ~t 2 ~ 

Tous les points du segment o -  I sont des points limites r~guliers satisfaisant 

i ~ de l'ensemble des z~ros de la suite de polyn6mes Aq.(x), off Aq.(x) admet, comme 

z6ro d'une part, les extr6mit6s des intervalles obtenus en partageant le segment o - - I  

en E( log  n) parties ~gales et d'autre part les extr6mit6s des intervalles obtenus en par- 

tageant le segment I ~ 2 en E( log  n) parties Lgales. De plus, tous les points du seg- 

ment  ~ - - 2  sont des points limites r~guliers d'ordre infini satisfaisant li 20 de la suite 
des polyn6mes consid&~s. 

Ces deux exemples nous montrent que l'ensemble des points de R, satisfaisant 
soit ft. I ~ soit .4 2 ~ peut avoir la puissance du continu. 

Ceci &ant, je vais montrer que l'ensemble des points de R. d'ordre infini pour les- 

quels on a, quel que petit que soit Ie hombre positif ,, O(q.,  ~) ~[~.5 > h (h dtant une quantitd 

positive finie), ne renferme qu'un nombre fini d'ddments. 
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I 
D~signons, ~ cet effet, par q le nombre entier imm~diatement sup~rieur k ~ -  et 

admettons que le nombre des points consid&bs soit ~gal ~ q. En reprenant un raison- 
nement identique ~ celui d u n  ~ 30, on constate que le degr& de Aq. (x) serait sup& 

rieur ~ ~ (q.), ce qui est contraire ~i notre hypoth~se. I1 en r&sulte que l'ensemble consi- 
d~r~ renferme moins de q points. 

D'une mani~re plus gdndrale, l'ensemble des p.oints de R x d'ordre infini satisfaisant 
it 3 ~ est ate plus ddnombrable. 

Donnons-nous ~ cet effet une suite d&roissante de nombres positifs: 
(h) h,, h 2 , . . . , h . ,  . . .  

tels que !!=rn=h = o. D+signons par S, l'ensemble des points de R~ pour lesquels 

lira O(q,, ~ ) ~  h puis par S~ l'ensemble des points de Rx ne faisant pas partie 

de S et pour lesquels on a lira O(q,,, ~ ) ~  h~ et d'une mani6re plus g&n+rale par 

S~ l'ensemble des points de R~ ne faisant pas pattie de S~_, et pour lesquels on a 

lira O(q, ,  ~) q.=oo,~=o ? (q,,) ~ h ; puis posons 

s = s , + L +  . . .  + s ,  . . . .  

Tout  point de S satisfait ~videmment ~ 3 ~ Inversement, tOUt point de R~ d'ordre infini 
satisfaisant ~ 3 ~ fait partie de S. En effet~ soit x =  ~ un point de R~ satiss ~ 30, 
ii existera une quantit~ positive h, telle que l'on ait 

lira O(q,,, ~) __ h; 
q.=~.,,=o ?(q,)  

si hi_ ~ et h~ sont les deux hombres de la suite (h) comprenant h, le point x = 
consider+ fera pattie de l'ensemble S~. 

I1 r+sulte de i~ que l'ensemble S est identique it l'ensemble des points de R~ d'ordre 
infini satisfaisant it 3 ~ 

Comme chacun des ensembles S~ ne renferme qu'un nombre fini de points au 
plus, d'apr~s une proposition &ablie plus haut, S sera un ensemble au plus d+nombrable, 
d'ofi la proposition ~nonc& plus haut. 

De lh, si tous les points de R. sont des points d'ordre infini satisfaisant 5 3 ~ cet 
ensemble R~ sera d&nombrable. 

Exemple . -  Consid&ons la suite de polyn6mes: 
~ 4  (x), ~ a  (x), . . . ,  A O) ,  "." 

off 
I 

p d~signant un entier fixe et n prenant toutes les valeurs entibres et positives. Les 
points ayant respectivement pour abscisse: 

I I 
o ~  - - ~  . , .  ~ - -  

2 p 
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seront des points limites r6guliers d'ordre infini satisfaisant ~ 3 ~ de l'ensemble des 
z&os de la suite de polyn6mes consid6r6s. En effet, pour chacun de ces points le 

o(q,, 
rapport sera constamment 6gal h ! quel que petit que soit le nombre 

~(q.)  P ' 
positif ~. 

83. Soit 
, 4  . . . ,  G , , i ( x ) ,  . . .  

une suite infinie de polynames extraite de la suite (A);  nous d6signerons par E (~)~ l'en- 
semble des z6ros des polyn6mes de cette suite (A~). D'apr6s la d6finition donn6e au 
n ~ 29, tout point limite r4gulier de E x sera un point limite r6gulier de E(r , mais la 

' cr " E ( i l  r6ciproque n'est pas vraie, c'est-~-dire que tout point limite r%uher de x n'est pas 
n6cessairement un point limite r6gulier de E x. Si nous d6signons par R!j ~ l'ensemble 
des points limites r6guliers de E"lx , nous aurons: 

ex. 
Dans le cas particulier o6 la suite (d" ' )  ne diff6re de la suite ( d )  que par un nombre 
fini de polyn6mes, on aura 6videmment: 

Mais si la suite (A ~z~) diff~re de la suite ( d )  par une infinit6 d6nombrable d'616ments, 
l'ensemble R!~ ) pourra ~tre plus &endu que l'ensemble R~. 

Exemple.- Supposons que les polyndmes de la suite ( d )  soient d6finis de la faqon 
suivante : 

A(x)=(x--~)(x--+-]-~-)...(x--~.-{-~) (p &ant un nombre entier fixe) 

si l'indice n de q,, est pair, et 

I n 2 ..  n - - x )  

si l'indice n de q. est impair. 
L'ensemble R~ des points limites r6guliers de E~ comprendra seulement p points. 
Si nous consid6rons comme faisant partie de la suite ( d  (~1) tous les polyn6mes 

dq.(x) pr+c6demment d6finis pour lesquels l'indice n de q. est impair, l'ensemble R~ I 
comprendra tous les points du segment o ~ I, extr6mit6s comprises, de sorte que 
dans l'exemple consid+r6, l'ensemble Rx diff+rera de l'ensemble RJ ~ par une infinit6 non 
d6nombrable de points. 

Remarque.- Admettons que le nombre des z&os des polyn6rnes X%,(x) dont le 

module est au plus 6gal ~t R, soit pour route valeur de l'indice q,, au plus 6gal .~ QR- 
Dans cette hypoth6se, l'ensemble des points limites r6guliers de l'ensemble des z6ros 
d'une suite quelconque ( d  ")) extraite de la suite (A) renfermera au plus Q~ points h 
l'int6rieur de l'intervalle ( - - R ,  R). 

34. II importe de savoir pour les applications, dans quels cas le nombre des z6ros 
de d%,(x) appartenant ?t l'intervalle ( - - R ,  R), R &ant une quantit4 positive arbitral- 
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rement grande, ne d+passe pas, quel que soit q., un certain nombre QR qui peut 
d'ailleurs croitre avec R. Sans traiter la question k fond, nous remarquons qu'il en est 
certainement ainsi s'il existe un nombre fini p tel que les sommes 

~(qn) I 

Z 0r " 
i=l qn,* 

soient limit+es sup~rieurement, c'est-h-dire qu'il existe nne quantit+ positive L telle que 

l'on ait 
q)(q") I 
5- < L  
i=L qn,, 

pour toutes les valeurs de l'indice q .  
q:(qn) I 

Comme on peut calculer, pour chaque valeur de q., les sommes ~- ~,~---~ en fonc- 

tion des coefficients de ~/q. (x) h l'aide des formules de NEWTON, on voit que la 

connaissance des coefficients de Aq.(x) nous permet de conclure, dans un certain 

nombre de cas, si le nombre des z~ros de Aq.(x) dont le module est au plus ~gal ~t 

un nombre positif R arbitrairement grand ne d~passe pas QR" 

Cas od les z6ros sont tmaginaires. 

85. Soit 
(p)  Pq,(u), Pq2(u), . . . ,  P (u ) ,  . . .  

une suite de polynSmes de la variable complexe u, ~t coefficients r~els ou imaginaires, off 

P ( u )  = ( ,  - -  % , i ) ( "  - % , J  . . .  ( "  - -  

les a~.,i &ant imaginaires et ?(q,,) augmentant ind$finiment avec q. ou restant infSrieur 
un certain hombre fixe q. 

t "o" Nous d eslonerons par E l'ensemble des z6ros de la suite de polynSmes (P). Toutes 
les d6finitions et propri6t6s que nous avons donn6es aux n ~ 30-35 s'6tendent ~t l'ensemble 
E des z6ros de la suite de polyn6mes (P): il suffit de remplacer l'expression segment 
de longueur 2z par cercle de rayon ~. 

Par exemple, nous dirons que le point u ~ a est un point limite r6gulier de E~ 
si au nombre positif z correspond un entier Q, tel que, pour q. > Q~, chacun des 
polyn6mes Pq.(u) poss~de au moins un z6ro ~t l'int6rieur d'un cercle concentrique au 

point u - - a  et de rayon r 
Posons : 

nq.(u) = V ( x ,  y) --~ iWq.(x, y), 

aq.,~ - -  % . , ~  + i ~q.,~ ; 

les 0:~..,. sont pour une m~me valeur de l'indice q. racines de l%quation Aq,,(x) que 

l'on obtient en +galant h z~ro le r~sultat de l%limination de y entre les ~quations: 

~ . ( x , y ) = o ,  W (x, y ) = o ;  

Rend. Cir~. Matem. Palermo,, t. XXXI ( i  o sem. xgii  ). - -S tampato  il I2 dicembre igxo. 5 



$4 J U L E S  S I R E .  

de m~me si Bq.(y)  est le r&ultat de l%limination de x entre les deux ~quations pr&+- 

dentes, les {~q.,i seront pour une m~me valeur de q. racines de l'&quation B q . ( y ) - - o .  

D&ignons respectivement par E.  et Ey les ensembles des z&os des polyn6mes Aq. (x)  

et Bq.(y).  En utilisant les relations: 

on voit que, si le point u = a ~--- ~ q-  i ~ est un point limite rggulier de E, les points 
x ~- ~ et y = ~ seront respectivement des points limites rdguliers pour cbacun des ensem- 
bles E.  et E , .  Mais la rgciproque n'est pas toujours vraie. 

C H A P I T R E  IV.  

P o i n t s  de  m o i n d r e  c r o i s s a n c e .  

Cas  o~  tous  l e s  z6ros  son t  r6els .  

36. Soit 
(C)  Oq,(x), Oq2(x) ,  . . . ,  G q . ( x ) ,  . . .  , 

o~ Gq.(x) ::~ (x  - -  ~q.,~)(x - -  ~q.,~) . . .  (x - -  ~ . , ~ . 1 ) ,  une suite de polyn6mes de 

la variable r~elle x satisfaisant aux conditions suivantes: 

I ~ tous les z&os de ces polyn6mes sont r&ls et appartiennent ~t un intervalle 
fini A B de l'axe des x;  

2 ~ si ~(q..) d~signe le degr~ de Gq.(x),  il existe un entier q tel que l 'on ait pour 

toute valeur de q. :  ? ( q . )  ~ q q .  

Soit R u n e  quantit+ positive sup&ieure au nombre reprSsentant la longueur du 
segment A B;  nous aurons pour tout point x de ce segment, en vertu des deux condi- 
tions pr6c~dentes, 
( I 7 )  O (x) < R  ~l~"~. 

Ceci pos~, soit x = [~ un point quelconque du segment A B ;  nous d~duisons de (17) :  

- -  ? (q,)  log R - -  log I Gq,, (~)] ~ 
q. log q. q. log q. 

ce qui nous montre, en tenant compte de 2 ~ qu'en tout point x ~ ~ du segment A B  

la plus petite limite de la suite des nombres - -  log[ Gq. ([~)l est au moins +gale ~i z&o. 
q. log q. 

D&ignons comme plus haut par E x l 'ensemble des z6ros des polyn6mes Gq.(x)  

et par R~ l'ensemble des points limites r+guliers de E .  Soit x --= ~ un point ne faisant 
pas partie de R~, si toutefois il y a de tels points x ~ ~. I1 est possible d'extraire de 
la suite (G)  une suite infinie de polyn6mes: 

6 p , ( x ) ,  . . . ,  . . . ,  

tels que si l 'on d~signe par /-/. l'ensemble de leurs zbros et son d6riv~ par H '  le x~ 
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point x - -  ~ ne fasse pas partie de H '  x . D~signons par , le minimum de la distance 
du point x = i~ -4 l 'ensemble H ' .  Nous aurons, .,i partir d'une valeur de p,  suffisamment 
grande, 

(: 1 Gp. (~) I ~> - -  , d'ofi p. log p. < p. log p. ' 

ce qui nous montre, en tenant compte de 2 ~ que la plus grande limite de la suite des 

- -  log  l ( ~ ) l  
nombres Gp.. est au plus ~gale ~t z~ro. Par suite, en tenant compte d'un 

p., log p.  
r~sultat pr&~demment &abli, on voit que si x - -  ~ est un point du segment .4 B n'ap- 

partenant pas ~t Rx, la plus petite limite de la suite des nombres - - l~  est 
q, log q, 

~gale ~ z~ro. 
Supposons maintenant que le point x = [~ appartienne h R~. Deux cas pourront  

se pr+senter: ou bien la plus petite limite de la suite des nombres - - l o g ]  Gq. ([5)1 est 
q. log q. 

~gale ~'t z&o, ou bien cette plus petite limite est une quantit~ positive k' finie ou infinie. 
Ceci &ant, nous dirons que le point x = ~ est un point de moindre croissance 

de la suite de polyndmes ( G )  si l'on a en ce point: 

lira - -  l~ Gq. (~)1 ._  k', 
q.=~o q. log q. 

J 

k' &ant une quantit~ positive finie ou infinie. De cette d+finition et de ce qui pr&~de 
r~sulte que tout point de moindre croissance fair pattie de R~, mais que tout point 

de R~ n'est pas n&essairement un point de moindre croissance. Par suite, si nous repr& 
sentons par N~ l'ensemble des points de moindre croissance de la suite de polyn6mes 

(G),  nous pourrons &t i re :  
N~LR. 

De la r~sulte que si R~ comprend un nombre fini de points, N comprendra un nombre 
fini de points au plus. De plus, si R~ est d~nombrable, il en sera de m~me de N~,  
car toute portion d'ensemble d~nombrable est elle-m~me un ensemble d~nombrable. 

Nous allons &udier l 'ensemble N~ au double point de vue de la puissance et de 
la mesure; mais, auparavant nous &ablirons un certain nombre de propri&~s des ensem- 

bles de points int~rieurs au sens strict ~l un ensemble de segments ~l deux indices. 

Sur  certa ins  e n s e m b l e s  de points  int6rieurs au  s e n s  strict  
un e n s e m b l e  de s e g m e n t s  ~ d e u x  indices.  

87. Soit (u un ensemble de segments ~l deux indices appartenant ~l un intervalle 

fini A B de l'axe des x:  
Y.,~, "f,,,2, �9 �9 �9 , Y,,~,), 

off 9 (n)  ayant une valeur finie pour chaque valeur finie de n, augmente ind~finiment 
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avec n. N o u s  suppose rons  en outre que cette suite de segmen t s  ( 7 ) j o u i t  des propriSt~s 

suivantes : 

i ~ pour  une m ~ m e  valeur de n, les segments  7,,~ n ' o n t  aucune pattie, ni extrfi- 

mit~s c o m m u n e s  ; 

2 ~ si % est la s o m m e  totale des longueurs  de tous les segments  "l,,,, dont  le pre- 

mier  indice est m, on a :  lira % = o. 
m ~ o o  

Ceci pos~, nous  dirons que le point  x = ~ est intSrieur au sens strict 'a l ' ensemble  

de segments  ('1"), s'il existe un nombre  entier Q tel que, pour  chaque valeur de n sup~- 

r ieure ~i Q, il y air un  segment  "(,,~ comprenan t  le poin t  x = ~ ~l son int~rieur au 

sens ~troit. D ' ap rbs  I ~ pour  une m~me valeur de n, iI y aura  un seul segment  "l',a 

c o m p r e n a n t  le poin t  x = ~ :i son int~rieur et cela p o u r  toutes  les valeurs de n sup~- 

r ieures ~i Q. 

N o u s  d~signerons par  M l 'ensemble  des points  int~rieurs au sens strict :i l ' ensem- 

ble de segments  (F)- 

Si M admet  au moins  un point,  d 'aprSs la d~finition pr~c~dente, il existera une 

valeur l0 de n zt par t i r  de laquelle il y aura un s e g m e n t  "1',,,~ ayan t  une partie c o m m u n e  

avec un s egmen t  "l' . . . .  ~ au moins.  Pa r  suite, s'il existe un h o m b r e  entier p tel que, 

pou r  n ~ p, un segmen t  .(,,,~ quelconque n 'a i t  aucune  pat t ie  c o m m u n e  avec un 

segment  -( . . . .  b quelconque,  on peut  affirmer que l ' ensemble  M ne r en fe rmera  aucun 

point.  

Soient x ~--o~ et x ~--~ deux points distincts de M :  iI existe un nombre entier Q 

tel que, pour n ~ Q, le segment "(,,~ comprenant le point x ~--- ~ dt son intdrieur est 

distinct du segment y,,~, qui renferme le point x ~ ~ gt son intdrieur. Car  s'il n ' en  &ait 

pas ainsi~ il existerait  une infinit+ de valeurs de n pour  lesquclles les deux segments  "{,,~ 

et y,.~ co~ncideraient et c o m m e  d 'apr~s 2 ~ les l ongueur s  des segments  y.,~ et y,,~ con- 

I les deux points  x ~ ~ et x - - ~  co]'ncideraient, ce qui ve rgen t  vers  z~ro avec - - ,  
n 

est contra i re  ~t no t re  hypothbse.  

8 8  D+signons  par  M z l 'ensemble des points  de M tels que chacun d 'eux suit int~- 

r ieur au sens &roi t  ~ un segment  ~ '~ pour  toutes  les va leurs  de n sup~rieures ~ p q -  1 - -  1 

et pou r  celles-l~t seulement .  Nous  avons  6 v i d e m m e n t :  

m~+~ ~ M~. 
Suit M'~+~ rensemble des points de M~+, ne faisant  pas partie de M~, je dis que 

run a: 
M --- M[ -{- M" -a t- . . .  -Jr- M~--]- . . .  (M~ - -  M,) .  

E n  effet, tou t  poin t  x = a de l ' ensemble  M ;  est int6rieur  au sens 6troit ~. un  

segment  ~.,,/ pour  tomes  les valeurs de n sup6rieures  A p -]-  I ~ I;  il appar t ient  done  

~l M. Inve r semen t ,  suit x-----} un point  de M ;  il existe un n o m b r e  entier q tel que pou r  

chaque valeur  de n sup~rieure ~i q, ce point  suit int~rieur au sens &roit  ~i un s egmen t  

"r,,~. Donc ,  si q -~- p + 1 - -  1, le point  x ~--- .~ appar t i endra  A l 'ensemble  M; et si 

q ~ / p  ~ ~, il fera partie de M', et la p ropos i t ion  se t rouve  d6montr~e.  
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Par suite, si chacun des ensembles M' z contient au plus un nombre fini de points, 

l'ensemble M sera au plus d6nombrable, car l'ensemble somme d'une infinit6 denombra- 

ble d'ensembles tels que chacun d'eux renferme au plus un nombre fini de points, est 
au plus d&nombrable. 

De plus, si l 'un des ensembles Mj a la puissance du continu, il en sera de m~me 

de l'ensemble M. En effet, admettons que M'  ait la puissance du continu; comme 

M ~ M '  
- -  i '  

la puissance de M sera au moins 6gale fi celle du continu. D'autre part, etle ne peut 

lui &re sup~rieure puisque l'ensemble C de tous les points du segment .4B a la puis- 
sance du continu et que 

M ~ C (cfr. n ~ 42). 
;39. Supposons que pour n ~ p -  I, chacun des segments Y,,i air une partie 

commune avec un segment "l ..... ~ au plus, je dis que, dans cette hypoth~se, l 'ensemble 
M~ aura au plus un point ~ l'int~rieur du segment ye+~,,. En effet, admettons que M t 
poss~de au moins deux points 'h l'int~rieur du segment Yp+z,~: x - - ~  et x =  9- D'apr&s 

une remarque du n ~ 37, il existe un entier Q tel qu'~t partir de n >  Q, la suite S~ des 
segments 3',,,~ compreuant le point x = ,  ~ leur int~rieur est distincte de la suite S~ 

des segments Y,,h qui renferment le point x ~---} ~t leur int~rieur. Comme Q serait 

au moins ~gal ~t p + 1, il en r~sulte qu'~ partir d'une valeur de n sup&rieure ~ p ~ I, 

il y aurait au moins un segment y,,; ayant une partie commune respectivement avec 
deux segments "f,+,,~ et Y,+i,k, ce qui est contraire ~ notre hypoth&se. Donc il y a au 

plus un point de M z ~ l'int~rieur du segment Yp+z,~. Comme le nombre des segments 

~'p+l,; est ~gal ~ q~ (p -a t- l), il en r~sulte que l'ensemble M l poss&de au plus q~(,p q -  I) 
points. La propri&& pr&~dente ayant lieu quel que soit l'indice I de Mz, il s'ensuit 

que chacun des ensembles M; poss~de au plus un nombre fini de points. Par consequent, 

en tenant compte d 'une remarque d u n  ~ pr&~dent, nous pouvons ~noncer le th~o- 
r~me suivant : 

S'il existe un entier p tel que pour n ~ p ~ I, chaque segment Y,,i ait une pattie 

commune avec un segment "( . . . .  ~ au plus, l'ensembIe M des points intdrieurs au sens 

strict ~ l'ensemble des segments (y)  est au plus ddnombrable. 

4 o. Le segment y~ est dit int~rieur au sens &roit au segment Ti si les extr6mit6s 
de y~ sont int6rieures au sens &roit au segment y~. 

Soit 

u  Y~, . . . ,  y~, . . .  
une suite de segments tels que chacun d'eux soit int~rieur au sens &roit au segment 

qui le pr&~de dans la suite, et en outre tels que la longueur de "L, converge vers z6ro 
I 

avec - - .  I1 existe, comme on le salt, un point x-----~ commun A tOUS ces segments 
n 

et de plus ce point x = ~ est int~rieur au sens &roit A chacun des segments y . .  

Cette proposition &ant rappel6e, admettons que pour toutes les valeurs de n sup& 

rieures A p ~ - I ,  un segment y.,~ comprenne ~t son int6rieur au sens &roit un segment 

y,,+,,~ et n'ait aucune portion commune avec l 'un quelconque des segments -f,+,,~ restants. 
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D'apr&s la proposition que nous venons de rappeler, l 'ensemble M~ poss6dera au 

moins un point ~t l'int6rieur du segment Fp+l.,, mais il ne pourra en admettre d'autres 
comme on le constate ais6ment en reprenant un raisonnement analogue ~t celui du n ~ 
pr6c6dent. Par suite, l'ensemble MI poss6dera ~? (p-a  t- l) points et ~(p q -1 )  seulement. 
Comme c?(n) augmente ind6finiment avec n, l 'ensemble M; admettra au moins un 
point pour une infinit4 de valeurs de 1. Par suite, nous pouvons 6noncer le th6orhme 

suivant : 
Si pour toutes les valeurs de n supdrieures ~ p - -  ~ et quel que soit i, chaque seg- 

ment  Y,,~ comprend d son intgrieur au sens dtroit un segment Y,+l,~ et n'a pas de portions 
communes avec Fun quelconque des segments y . . . .  k restants, l'ensemble M admet effective- 

ment une infinitd de points formant  un ensemble dgnombrable. 
4 i .  Considfirons maintenant le cas off pour toutes les valeurs de n sup~rieures ~t 

p -  I e t  quel que soit i, chaque segment y,,~ comprend q,,,~ segments Y . . . .  ~ ~t son 
intfirieur au sens &roit, q.,~ &ant au moins figal ~t 2. Affectons d'un accent tous les 

segments yp+.,~, compris ~ l'int~rieur des segments Yp,~, puis t o u s l e s  segments "(p+~,k 
compris ~ l'int6rieur des segments Yp+.,h pr~c6demment accentu6s et ainsi de suite ind6- 
finiment. L'ensemble des points int+rieurs au sens strict A l'ensemble des segments accen- 
tubs n'est autre que l'ensemble M des points de M qui sont int+rieurs A un segment 

Y,,,~ pour toutes les valeurs de n sup&ieures ~t p ~ x. 
p I. Tout segment Tq,~ comprend it son intdrieur au moins un point  de M , .  

En effet, puisque chaque segment Y',,~ contient /t son int~rieur au sens &roit au 
moins deux segments Y',+i,h, nous pouvons extraire de la suite des segments accentu~s 

une suite infinie: 
( v ' )  ' ' ' ' 

T~,i~, "f~+~,~+~, " '"  ~ T~,i~, " ' "  ~ T,,,i,, " ' "  

jouissant des propri&+s suivantes: 
i ~ elle contient le segment Y'~,~; 

2 ~ tout segment de cette suite est int~rieur au sens 6troit au segment qui le pr6- 

c~de dans la suite. 
D'apr~s la proposition rappel+e au d+but d u n  ~ pr6c~dent, il existe un point int~- 

rieur au sens &roit ~t tous les segments de la suite (y ' ) .  Par suite M, admet au moins 

un point A l'int+rieur du segment T'~,;~" 

II. Tout segment T~,~ contient gt son intgrieur une infinitd de points de M , .  

En effet, supposons qu'il y air seulement p points de M ,  ~ l'int+rieur du segment 

consid+r& II est n+c6ssaire d'apr6s I que le nombre des segments T',,~ int6rieurs au 
segment T'a,~ soit au plus 6gal A p e t  cela pour toutes les valeurs de n sup6rieures ,~ q. 

Or  ceci est impossible, puisque, d'apr6s notre hypoth~se, le nombre des segments ~"~ 
compris A l'int6rieur du segment y'q,~q augmente ind+finiment avec n. II y a donc une 

infinit+ de points de M int&ieurs au segment y'q,~. De plus, tous ces points sont int6- 

rieurs au sens &roit Ace  segment y'~q, puisque Fun quelconque de ces points dolt 

6tre int~rieur ~t l 'un quelconque des segments T'~+,,~, qui sont int6rieurs au sens &roit 

au segment T'~,~" 
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III. Tout point x ~ o~ de M est un point limite de cet ensemble. 

En effet, soit ? un segment de longueur aussi petite que l 'on veut et comprenant 

le point x - - ~  ~t son int6rieur au sens &roit. Ce segment ~ contiendra au moins un 

segment Y',,i A son int&ieur au sens &roit et par suite, d'apr~s II, ce segment ? com- 

prendra A son int6rieur une infinit6 de points de M .  Comme la longueur du segment 
est suppos& arbitrairement petite, le point x ~-0c est donc un point limite de M .  

IV. Tout point limite x - -  ~ de M fair partie de cet ensemble. 

En effet, soit 1 un hombre positif moindre que la loIlgueur minimum des intervalles 
s~parant deux segments y'p§ cons&utifs. Le point x ~ - ~  &ant un point limite de M ,  

il y aura une infinit6 de points x = 0 h de cet ensemble A l'int6rieur du segment ?, 
concentrique Ace point et de longueur I .  Tous ces points x = ~i appartiendront 

t un m~me segment Yp+i,~p~ d'apr~s la fa~on m~me dont nous avons d6fini le segment 

P I. Par suite, le point x = ~3, qui est point limite de points int6rieurs au segment 
F y?+,,~p+1 ~ sera int6rieur Ace  segment, soit au sens &roit, soit au sens large. Comme le 

segment Y'p+i,i~+~ est int6rieur au sens &roit A un segment Y';,i~, le point x - -  ~ sera 

int6rieur au sens &roit au segment y'p,~p. En continuant ainsi ind6finiment, nous forme- 

rons une suite infinie de segments: 
r ~,tP 

Y p ,  lp~ * p + t , l p +  t '  " " "  ' Y n f i n '  ~ " " ' 

tels que le point x = ~ soit int6rieur A chacun d'eux an sens &roit. I1 en r~sulte que 

le point x - - ~  fait partie de M .  

D'apr~s III et IV, l'ensemble M~ est un ensemble parfait. Comme d'apr~s un th6o- 

r~me dfi A M. GEORGES CASTOR, tOUt ensemble parfait a la puissance du continu, l'en- 

semble M aura la puissance du continu. Par suite, d'apr~s une remarque du n ~ 38, 
il en sera de m6me de l'ensemble M e t  nons obtenons le th6or~me suivant: 

Si pour n ~ p - - I  et quel que soit i, chaque segment y~.~ comprend ~ son intdrieur 

au sens dtroit q,,~ segments y . . . .  b, q,.~ dtant au moins dgaI ~ 2, rensembIe M des points 

intdrieurs au sens strict ~ l'ensemble de segments (y) a la puissance du continu. 

Remarque. ~ On pent &ablir que l'ensemble M~ est un ensemble parfait, en montrant  

que cet ensemble s'obtient en enlevant du segment A B tons les points int6rieurs au 

sens &roit ~t une infinit6 d~nombrable de segments sans partie ni extr6mit6s communes. 

4~. Un ensemble de points r6partis sur un segment fini de droite est dit de me. 
sure lin~aire nulle, si tons les points de cet ensemble peuvent &re renferm6s dans une 

infinit6 d~nombrable de segments dont la somme totale des longueurs est aussi petite 
que l 'on vent. 

Cette d~finition rappel&, il est facile de montrer que l'ensemble M des points intd- 

rieurs au sens strict ~ l'ensemble de segments (y) a une mesure lindaire nulle. 
En effet, soit ~ un nombre positif arbitrairement petit. D&erminons une suite d& 

croissante de nombres positifs: 

~ z  ' ~ 2  ~ " " " ' ~ n  ' " " " 9 
tels que: 
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~ ayant pour limite z~ro, lorsque n croit au delA de toute limite (cfr. n ~ 37), il nous 

est possible de d&erminer une suite de nombres entiers positifs: 

P,, P 2 , . . . , P . ,  " ' ,  
tels que 1'on ait: 

(TPn ~ ~n" 
Ceci post,  considtrons l'ensemble des points de M inttrieurs aux segments T,,i ~t 

partir de n ~--p, p ayant une valeur inftrieure ou au plus 6gale ~t p .  Ces points sont 

compris A l ' inttrieur des segments ,fp,,~ dont la somme totale des longueurs est moindre 

que 5 .  Consid&ons ensuite les points de M qui sont inttrieurs aux segments "(,,~ ~t 
partir de n = p ,  p &ant au moins ~gal A p , - ] -  I e t  au plus 6gal ~tp . Ces points 

sont ~t l 'int&ieur des segments "t'p~,~ dont la somme totale des longueurs est moindre 

que ~ .  En continuant ainsi ind~finiment, on constate que l'ensemble M peut &re ren- 
ferm6 dans une infinit6 dtnombrable de segments dont la somme totale des longueurs 

est moindre que le nombre positif , donn6 ~t l'avance. I I e n  r~sulte que l'ensemble M 

a une mesure lin~aire nulle. 

43- Dtsignons par M' l'ensemble des points du segment 2/B tels que chacun 
d'eux soit inttrieur au sens &roit ~t une infinit~ de segments ~',,i. Cet ensemhle M'  

comprendra t o u s l e s  w.ints de l'ensemble M dtfini au n ~ 37, mais il pourra contenir 
d'autres points, gt savoir les points int&ieurs au sens &roit A une infinit6 de segments 
y,,~, n ne prenant pas toutes les valeurs suptrieures gt un hombre fixe, mais seulement " 

une infinit6 d'entr'elles. 
eo 

Ceci &ant, si Ia sgrie ~-~ est convergente, non seulement on peut affirmer que 
**=o 

I'ensemble M a une mesure lindaire nulle, mais qu'il en est de mgme de l'ensemble M'. 

En effet, la s6rie ~ - ~  &ant convergente, au nombre positif e donn6 ?t l'avance, 

on peut faire correspondre un entier p tel que: 

Y 

Comme l'un quelcomiue des points de M'  dolt &re int6rieur au sens &roit ~t une infi- 

nit~ d6nombrable de segments T,,,~, par suite au moins ~t un segment T,,~ d6s que 
n ~ p, notre proposition se trouve &ablie. 

S u r  l a  puissance de l ' e n s e m b l e  N~.  

44. Soit 
(C)  Oq,(x), Gq2(x), . . . ,  G . ( x ) ,  . . .  

une suite de polyntmes  de la variable r~elle x satisfaisant aux conditions ~nonc&s au 
n ~ 36. D~signons par G'q.(x)le polyntme d~riv~ de G(x).  Des relations: 

IO .(x) l < I G '  (x) l < (q.) (q.) L q q.), 
off R est une quantit~ positive sup&ieure au nombre repr6sentant la longueur du seg- 
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ment A B, nous dbduisons: 
t 

l i m - - l ~  ~ o  et l i m - - l ~  ~ o ,  
~.== q. log q. - -  q,,== q. log q,, - -  

~ ,  [2, . . - ,  4. ,  . . .  &ant les abscisses d'une infinit+ dfinombrable de points apparte- 
nant au segment A B. 

Soit ~q,e,i la racine de l%quation G ' n ( x ) = o  appartenant ?t Hntervalle .(~ ~q.,,..), 

~q,,,~_~ et ~q,,,i &ant deux z~ros cons&utifs de Gq.(x), et posons: 

D'apr~s un r~sultat que nous venons d'&ablir, la plus petite limite de l 'ensemble des 
hombres kq,,, i sera au moins ~gale ~t z&o. I1 en r~sulte que si kq. est le plus grand 

des nombres kq.,~ correspondant :i une m~me valeur de q.,  on aura ~t fortiori: 

lim k 2~ o. 
qn - -  

q n ~oo  

Remarquons que e -k%,~''l~ ne sera autre que le module de la racine de l'~quation 
�9 q.(y) = o ayant la plus petite valeur absoiue, • (y)  &ant le discriminant du poly- 

n6me Gq. (x). 
Ceci &ant, nous allons &udier la puissance de l'ensemble N~ des points de moindre 

croissance des polyn6mes Gq.(x) en nous pla~ant uniquement dans le cas off la suite 

(k) des nombres:  
(k) k ,  k ~ , . . . , k q ,  . . . ,  

admet z~ro comme 616ment limite unique. A cet effet, nous d&erminerons, en nous 
pla~ant dans cette hypoth6se, une valeur approch+e de la longueur des segments y~.,~ en 

chaque point desquels on a 
- -  log [ Gq. (x)]  

- - k ~ o .  
q. log q. 

Mais auparavant, nous ferons diverses remarques qui nous seront utiles pour cette d& 
termination. 

45. I. Soit k une quantitd positive quelconque; on peut Iui faire correspondre un 
entier Q~ tel que, pour q. ~ Qk, chacune des dquations : 

(~8) - - l o g  [ G .  (x)[  _ k -= o 
q. log q. 

admette 2q)(q,,) racines distinctes. 
I 

En effet, kq,, convergeant vers z~ro avec - - ,  il existe un nombre entier Qk tel 
q. 

que, pour q. ~ Qk, on air: 

k ~ n ~ k .  

Par suite, d'aprbs la d~finition m~me du nombre k , on aura, pour ces m~mes valeurs 

de q. et quel que soit i, 

R e n d .  Circ .  M a t e m .  P a l e r m o ,  t. XXXI (x ~ sere. igx~ ). - -S t ampa to  il x2 dicembre xgxo. 6 
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d'ofi l 'on d6duit ais+ment que l'~quation (~8) poss6de deux racines dans chacun des 

intervalles (%,,.~_,, 0~ ,,.~) si q. > Q~, et comme elle admet une racine dans chacun des 

intervalles ( - - o %  ~ . , )  et (~a..+l~.,, -]-oo), elle aura donc 2 ~ ( q . )  racines pour les 

valeurs de q. consid6r&s. 
L%quation ( I 8 )  poss6dant 2~?(q,,) racines d~s que q,,[> Q~, le nombre des segments 

�9 [q..~ en chaque point desquels on a 

- -  log I Gq. ( x )  l ~ k 
q. log q. - -  

sera 6gal ~t ~?(q.), et chacun de ces segments comprendra A son int&ieur un z+ro et 

un seul de G (x). 
II. L'ensemble des hombres 

- -  log  [~q.,, - -  ~ . , ,  I - -  log I%.,,_, - -  ~q.,, I 
[ i=2 ,  3,-.. ~(q,), n = I ,  2, 3 . . . .  ] 

q. log q. ' q. log q. 

admet zdro comme dldment limite unique. 
En effet, de la relation: 

o = - ( x , ) ,  

off x~.,,, est un nombre appartenant ~t l'intervalle (~q.,i, ~3q.,i), nous d6duisons, en remar- 

qua~at que, d'apr~s notre hypoth~se sur la suite (k), l 'ensemble des nombres - -  I~ I 
admet z6ro comme 616ment limite unique: q,,log q. 

lim - -  log l[3q.,, - -  ~q.,,I - -  log I G '  (xq.,,)] 
~ O ;  

q.+~== q. log q. q. log q. 
et comme (n ~ 44) 

f X - -  log  [~q.,  - -  I - -  log  I Gq. ( q . , , )  [ ~ o, 
lira ' ~q"'~ xx o, lira 

q.+~== q. log q. - -  q.+i=oo q. log q. - -  

la relation pr&6dente ne peut avoir lieu que si l 'on a 2t la lois: 

- -  log  l ~ . , , - -  ~ [ - - l o g l G '  
lim q"'~ - -  o, lim ~"(xq"'i) l 

- -  ~ O .  
q.+i=o, q. log q. q,,+i=~ q. log q. 

De m~me, de la relation: 

O . (L . , , )  = ( L . , ,  - ) ~  
t off xq.,~ est un nombre appartenant ~t l'intervalle (~q,,,~, ~ .,~_~), nous d6duisons comme 

pr&6demment : 

lim - -  l o g ] ~ q . , - -  ~q.,~_,] - -  l og ]G 'q . (x ' , , ) ]  ' ~-- o, lira ~ o. 
q,,+~== q. log q. q.+i== q. log q. 

Posons 
i r 

.) B(,) 
m ~ 2  m = t + l  
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xq.,i n'&ant autre que le hombre de l'intervalle (~q.,i, %.,i) consid&& plus 

Comme on a 
G' (x~..,i) = - r_ , B"' ~' v ~ . J  ~. (xq.,,) B .  (x~.,,), 

il r&ulte d'un r&ultat pr&~demment &abli que 

[ - - l o g  B"'(xq.,,), log,B~ (x,..,) ,.] = o, 
lim q" 

~..+~== q. log q. q. log q. 

en observant toutefois que, d'apr6s notre hypoth6se sur 9(q.,), on a 

lira - -  log 9 (q.)  __ o. 
q.== q. log q. 

De la relation pr&+dente, nous d+duisons: 

log -I~l - I~.(x~.,,) I 
lim ~ o 

~.+~=oo q. log q. 

en remarquant que, d'apr& une d6monstration analogue :i celle du n ~ 44, on a 

haut. 

lira 
qn4-1=oo 

III. L'ensemble des nombres 

( l  ~ I ,  2 ) ,  

[ i = 2 ,  3, -.., ~(q,) ,  n = x ,  2 . . . .  ] 

~ .  (~. , , )  = (~,,,, - -  % 3  d; .  (,%,); 
Posons 

i 
(x} 

B . (x~.,,) = I - - i  (x .,, - ~. ,~) ,  

n o u s  a u r o n s  

= _ ; .(; . . ,)  G (fs ,+,) ( ~ . , , + ,  ~ . c x . .  

~(qn) 

' I - I  ' B'"~. ( ,%, )  = (x~.., - ~ . , . ) ;  
m~i-4- I 

- -  l o g  [ G'  ( % . , , )  [ - -  l o g  B '~' (xq.,,) I qn ~ qn 
q. log q. q. log q. 

log I B~J (x;., ,) ] log ~ (q.)  

q. log q. q. log q. 

Comme, d'apr~s notre hypoth~se sur ~(q.,), 

lira - -  log ~ (q.)  __ o, 
q.== q. log q. 

- -  l o g  I%.,i  - -  ~q. , ,_ ,  [ 

qn log q. 

admet zdro comme dlgment limite unique. 
Cette proposition r+sulte imm~diatement de II et des relations: 

I % , -  ~q.,,I < I % , -  %,,_,1 = I % , , -  ~q,,,,I + I % , _ , -  ~,.,,I. 

- -  log ] G~.( q.,,)l 
IV. Lira ~ o. 

q.+i-= q. log q. 
D&ignons, /t cet effet, par xq.,~ et x'q.,~ les nombres appartenant respectivement aux 

intervalles (~q.,~, ~q.,i) et (e~.,~, ~.,~+,) et d~finis par les relations: 

log] iz~ - -  Bq, (xq,,,,)] ~ o (l = ~ ,2) .  
q. log q. 
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puis, d'apr6s II, 

- -  l o g  B"'q. (xq , , . , )  I 
lira 

q.+~== q. log q. 

et enfin, d'apr~s le n ~ 44, 

- -  ~--- o ,  lira 
qn+i~*o 

il viendra : 

Si nous  posons 

nous aurons ~galement:  

t - -  log I B'~ =',, (x%.,,) I 
q, log q. 

lira - -  logiC.;., (%.. , )  [ ~ o, 
~.+~=oo q, log q,, - -  

- -  l o g  I~;,, (%31 
lim --- = o. 

~.+i=o~ q. log q. 

o (x) = (x - -  % , )  c%, (x), 

~ O  

- -  log I c%, ( % , , )  I 
lim = o, 

q,+i=oo q,, log q. 
puisque : 

rs q n 
cq. (~,.,) = G' ( % ) .  

V. D'une manihre ggndrale, si ~.q,,,~ est l'abscisse d'un point du segment A B  dont la 

distance au point x-~-zq ..... est dgale it e -~'q,)~ , h dtant une quantitd positive quelconque, 

on a ggalement: 

lim - -  log] Cq. (~q.,,) I = o. 
~,+r q. log q. 

II suffit d'aprbs la fin de IV de montrer  que le rapport  Cq,,([q,,r converge vers 
Cq. (%,,,) 

l 'unit& 

En  effet, nous avons:  

c (,~.,,) = c (%, )  + (%,,, - % , )  c;.(~',.,,), 

[q.,~' &ant un nombre  de l 'intervalle (.%,,~,[ ~q,,~) et par suite:  

(,.~.,,) = + --~ , )c '  (~' , ) .  0 9 )  C~. ~" C (%, )  i + C%,,,; ,, ~. c (%,,) 
O r  

avec lim h~,,i = o d'apr6s la fin de IV, 
qn+i~o o 

t 
I ~qn - -  O~qn, i I = e--hqni~ , ] ctqn (~tqn,i) l ~ -  e--hqn'iqnl~ 

avec lira h' . - -  . ~,,, o d'aprbs une d~monstration analogue ~t celle d u n  ~ 44. Donc :  
qn+i=o o 

I % . . , -  % ,  II c'~. (~'.,,) I -,~+%,-~..,,~.1o~. 
IC~. (%,)  I = ~ 

ce qui nous montre  que le premier membre de l'~galit6 pr&~dente  converge vers z~ro 
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Par suite, d'apr~s l'LgalitL ( 1 9 ) l e  rapport 
C , ~  
C (~,,,;) convergera vers avec - -  

q . + i "  

Funk& 
On verrait de m6me que l'on a 

lira - -  l~ = o. 
q,,+~=~ q. log q. 

46. Nous sommes maintenant en &at de d&erminer une valeur approchLe de la 
longueur des segments ~.~.,~ pour des valeurs de q. suffisamment grandes. D'apr+s I, 
chaque segment k , �9 ~.q.,~ pour des valeurs de q. supeneures h Qk, ne comprendra ~ son 

int&ieur qu'un seul z&o x - - ~ q . , i  de Gq.(x). D&ignons par e -kq"'iq"l~ la longueur 

de la portion du segment ],~,,,~ situLe ~ droite du point x = ~q..~ et par  e -k~"'iq"l~ la 

longueur de la portion du m~me segment situLe 2t gauche du point x - - % . , ~ .  ]e dis 

que l'ensemble des nombres k a et k ~ admet k comme aliment limite unique. qn, i qmz 

Admettons qu'il n'en soit pas ainsi et supposons par exemple que la suite des 
nombres k d~,,~ possbde un L16ment limite k" diffLrent de k. Nous supposerons pour fixer 

les idles k" ~ k. Soit -t~ un hombre positif tel que k ~ ~ ~ k". I1 existera alors une 
infinitL de valeurs de q. : 

P , ,  & ,  . . . ,  P,,, . . .  
telles que 1'on air: 

k d ~ k  - - ~ .  
Pn, i 

Ceci posL, d&ignons par x---~ ~p,,,~ le point du segment A B situL ~t droite du point 

x = 0~q.,~ et dont la distance ~i ce dernier point soit Lgale ~i e-~k-~)t'.~~ De la relation: 

- -  log [Gp. ([~. , ,)  I __ - -  log ] 0c~.,, - -  It.,, I log ] Cp. ([p.,~) I 
p. log p.  - -  p. log p. ~ p. log p.  

nous dLduisons, en tenant compte de V, 

log [Gp. ([p., ,)  [ 
p. logp.  = k ~ ~0 + ~p.,~ (~.+~=oolim ~.,~ - -  o). 

Par suite, A partir d'une valeur de p.  suffisamment grande, nous aurons: 

- -  log I G~. ([.~.,,) I 
p. log p.  ~ k - -  --2 

I1 r&ulte de lfi que si l'ensemble des nombres k a admettait un 616ment limite k"  
Pn,i 

inf&ieur ~t k, il existerait, pour une infinit~ de valeurs de q.,  des points x d'un segment 
"1"~.,~ au moins pour lesqUels on aurait 

- -  log ] G,.  (x) [  
< k ,  

q. log q. 

ce qui est impossible, puisque, par d~finition, on a, en tout point x d'un segment ~. .... 
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quelconque, 

- -  log lOq. (x )  l k. 
q. log q,, - -  

On verrait d'une mani6re analogue que l'ensemble des nombres k aq.,~ et k~..~ ne peut 

admettre un ~l+ment limite sup&ieur ~t k. 
47. La suite des nombres k a . et k~ ~ convergeant vers k, au nombre positif k" 

inf&ieur ~t k on peut faire correspondre un entier Qe, tel que, pour q. > Qk,,, la lon- 

gueur d'un segment 7~..~ soit moindre que e-k"%,1~ et cela quel que soit le second 

indice i. 
Cette remarque faite, admettons que la suite des nombres 

q,,  q=, . . - ,  q. ,  . . .  
v~rifie la relation: 

lim q"+~ = m, 

m &ant une quantit~ positive finie. D&ignons par p u n  nombre entier positif au moins 
~gal h 4. Nous allons montrer qu'd partir d'une valeur de q,, swSsamment grande la 
p~e"~ l,artie de la distance entre deux zgros consgcutifs quelconques de Gq .... (x)  est supg- 

rieure d la longueur d'un segment y~,,~ quelconque. Posons, h cet effet, 

[~q,+,,i - -  o~ . . . .  i+x] = e_~q . . . .  iqn+,logqn+i " 
p 

h . . . .  ~ - - o ,  d'apr&s n ~ 45, III, et que d'aprbs notre hypoth~se sur les Comme lira 

qn Oil a 

q. log q. I 
q .... log q.+, ~ m' (m' ~tant une quantit~ positive finie sup~rieure ~t m), 

nous pouvons d&erminer un entier Qk tel que l 'on ait: 

k" q. log q. 
( 2 I )  hq . . . .  , < 

q.+, log q.+, ' 

k" d6signant une quantit6 positive inf6rieure A k, pour toutes les valeurs de q. sup& 
rieures ~t Qk et quel que soit l'indice i. L'inbgalit6 pr6c~dente nous montre que, pour 
les valeurs de q. consid6r~es, la pi~mo partie de la distance entre deux z&os cons&utifs 

quelconques de G + , ( x )  est sup&ieure ~t e -v'%,l~ D'autre part, d'apr~s une remar- 

que fake au d6but de c e n  ~ au hombre positif k" correspond un entier Qk',, tel que, 
pour q,, ~ Qk,, et quel que soit i, on ait : 

longueur du segment "r~,,i ~ e-k"q"l~ 

I1 en r&ulte donc que, pour toutes les valeurs de q,, sup&ieures au plus grand des 
deux nombres Qk et Qe,,  la piem~ partie (,p ~ 4) de la distance entre deux z&os con- 
s6cutifs quelconques de Gq .... (x)  est sup6rieure ~t la longueur d'un segment y~,,i qud- 

couque. 
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48. D~signons par M k l 'ensemble des points int~rieurs au sens strict ~ l 'ensemble 

des segments Y~.,~" Get ensemble M k est au plus dgnombrable. En effet, d'apr~s le r~- 

sultat du n ~ pr&~dent ,  :i partir d 'une valeur de q, suffisamment grande,  un segment 
k "~'~,,,i a u n e  partie commune  avec un segment  yq ..... h au plus. Par  suite (cfr. n ~ 39) 

l 'ensemble Mk est au plus d~nombrable. 
Comine  le rLsultat d u n  ~ pr&~dent  subsiste quel que petit que soit le nombre  

positif k, nous pouvons ~noncer la proposition suivante: 
Si les inJices q. des polyn6mes Gq.(x) de la suite (G) vdrifient la relation (20) et 

i l'ensemble M~ des points si le nombre kq, ddfini a u n  ~ 44 converge vers ~dro avec - - ,  
q, 

intdrieurs au sens strict d l'ensemble des segments .fkq,,,~ est an plus ddnombrable et cela 

quel que petit que soit le hombre positif k. 
49. D6signons par M k, l 'ensemble des points x = ~ de moindre  croissance pour 

lesquels on a 

lira - -  l~ Gq,, (~)] 2~ k', 
q.=~ q. log q. - -  

k' &ant une quantit+ positive finie. Si k est une quantit+ positive inf6rieure .h k', on 

aura, pour toutes les valeurs de q. d6passant un certain nombre fixe et pour un point 

x ~-- ~ de M k, , 
- -  log I Gq, (~-)1 ~ k. 

q,, log q,, 

Cette derni&e in+galit6 a une interpr&ation g6om&rique tr+s simple: elle s'gnifie que 
pour chaque valeur de q,, sup~rieure ~t Q~, le point x ~ ~ dolt &re inff'rieur au sens 

k &roit ~t un segment  yq,,~. 

Si M k a la m~me signification qu'au n ~ 4 8, la remarque que nous venons de faire 
montre  que tout  point de M v fait partie de M k. Comme M k peut contenir  des points 
x = I3 pour lesquels on a 

lim - -  log J Gq. (~)1 = k"  
~,,=oo q. log q,, 

k"  &ant une quantit+ positive v+rifiant la double in6galit+: 

k ' ~  k " ~ k ,  
nous aurons : 

ce qui nous mont re  que la puissance de l 'ensemble M~, est au plus ~gale ~t la puissance 

de l 'ensemble M k. Par  suite, en tenant  compte de la proposit ion du n ~ pr&6dent,  
nous pouvons ~noncer le r6sultat suivant:  

Si les indices q. des polyn6mes Gq.(x) vdrifient la relation (20)  et si le nombre kq,, 
I 

dgfini a u n  ~ 44 converge vers zdro avec - - ,  l'ensemble Mi, est au plus ddnombrable. 

Soit q" 
(k ' )  k' ' k' ~I) kz  ~ "'') i '  "'" 
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une suite d/:croissante de quantitSs positives telles que lim k' i - -  o. D&signons par Mk~ 

l'ensemble des points de moindre croissance x = ~ tels que 

lim - -  log I G (:'-i) l = k' 
~,~=~ q. log q. 

Nous allons montrer  que l'on a 

N - -  M;,  + M;~-~- . . .  -~- Mk: . . . ,  

N~ dtant l'ensemble des points de moindre croissance de la suite des pol)n6mes Gq,, (x). 
En effet, soit x = ~ un point de l'ensemble Mkl ; comme l'on a, en ce point, 

lim ~ log I Gq., (%)1 = k' (k,_ I ) k! ~ ki)l 
q.=~ q,, log q. 

ce point fair pattie de N~. Inversement, soit x = - ~  un point de N~; il existe par d+fi- 
nition une quantit~ positive k' telle que l'on air: 

lim ~ log l Gq.(~)l = k' .  
q.== q,, log q. 

Par suite, si k' v+rifie la double in~galit+: 

k',, > k' k' - -  _ _  i ,  

le point x ~ ~ appartiendra h l'ensemble Mk~. 

Comme, moyennant  les hypotheses +nonc~es dans le r+sultat pr+c~dent et en vertu 
de ce r~sultat, chaque ensemble M~, est au plus d+nombrable, il en sera de m~me de 

l'ensemble N~ et nous obtenons le th+or~me suivant: 
Si les indices q. des polyn6mes G~.(x) vdrifieut la relation (2o) et si le uombre 

I l'ensemble N des points de moindre kq,, ddfini aft n ~ 44 converge vers zdro avec - - ,  
q. 

croissance de la suite de polyn6mes Gq.(x) est au plus ddnombrable. 
5o. Consid&ons la suite (D)  de polyn6mes: 

D (x), D ( x ) ,  . . . ,  Dq.+~(x), . . . ,  
off 

Dq,+, (x) = Gq. (x) Gqn§ (X). 

Les z6ros des polyn6mes Gq.(x) appartenant ~t un intervalle fini A B  de l'axe des x, 
il en est de m~me des z&os des polyn6mes Dq.~_, (x). Soit +(q,+,)  le degr$ de D + ,  (x ) ;  
l'6galit6 : 

+ (q~ = ~ (q,,) + ?(q .+ , )  
nous montre que l'on a, pour route valeur de q. ,  

+ (q.+,) ~ 2qq.+ . 

On en conclut que la suite de polyndmes (D)  satisfait aux m~mes conditions que la 
suite de polyn6mes (G). Soit hq.+, le nombre qui par rapport au polynSme Dq.+~(x) 

est identique au nombre kq. par rapport au polyndme Gq.(x). I1 r&ulte de ce qui 

(k~_, > k' ~ k 3. 
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I 
pr6c~de, que, si bqn+~ converge vers z+ro avec - - - ,  nous pouvons appliquer ~ la suite 

q.+~ 
de polyn6mes (D)  tous les r6sultats d u n  ~ 45. En particulier, l'application d u n  ~ 45, III 
nous montre que la suite des hombres 

- -  log ] ~q.,i ~ 0tq . . . .  z [ 
[ i =  I, 2 . . . . .  q0 (q,), l =  I, 2, . . . ,  q~(qn+z); n =  1,  2, 3 . . . .  ] q. . ,  log q,,+, 

admettra z6ro comme 616ment limite unique. Par suite, si nous supposons que la suite 
des nombres entiers q. v+rifie la relation (2o), la suite des nombres 

- -  log I ocq.,i - -  ~q . . . .  1 [ 
[ i  = x, 2 . . . .  , ~ ( q . ) ,  l = I ,  2 . . . . .  ~ ( q , , + , ) ,  n = 1, 2 ,  3 ,  ". "] q. log q. 

admettra +galement z6ro comme 61~ment limite unique. Si nous supposons 6galement 
I 

que le nombre k d6fini au n ~ 44 converge vers z6ro avec - -  et si nous utilisons 
q" q. 

le r6sultat d u n  ~ 46, il r~sulte de ce qui precede qu'?t partir d'une valeur de q, suffi- 

samment grande, un segment 7~.,~ quelconque n'aura aucune portion commune, ni 
k extr6mit6s communes avec un segment 7q . . . .  ~ quelconque et cela quel que petit que 

soit le nombre positif k. Par suite, l'ensemble M k des points int6rieurs au sens strict 
~i l'ensemble des segments gq.,~k ne renfermera aucun point et cela queI que petit que 

soit le hombre positif k. I1 en sera de m~me de l'ensemble M e et cela quel que petit 

que soit le nombre positif k' et continuant comme au n ~ precedent, nous obtenons le 
th~or~me suivant : 

Si les indices q. des polynames Gq.(x) vdrifient la relation (2o) et si les nombres 
I 

convergent vers xdro avec - - ,  l'ensemble N~ des points de moindre crois- k,, et b +, qn 

same de la suite des polyn3mes Gq.(x) ne renfermera aucun point. 

51. Avant de donner des exemples, nous &ablirons la propri&6 suivante: 

Si it partir d'une certaine valeur de q.,  la distance entre deux z~gros consdcutifs 
b 

quelconques de Gq,, (x) est supdrieure d - - ,  b grant une quantitd positive finie, la suite 
q. 

dec hombres kq. admet zdro comme dldment limite unique. En effet, d6signons par {~' 
qn,i 

l'abscisse du point milieu de l'intervalle dont les extr~mit+s ont respectivement pour 

abscisses x---'~q..,, et x = ~q,,,~__~, nous aurons ~videmment ~t partir d'une valeur de 

q. suffisamment grande:  

b 2b t - -  ' l - -  

I - % , + ,  I > q q. [ - > q q. 

d'ofi l 'on d6duit ais~ment: 

, " ' "  , 
h 

%,,,_2t > qqW, 

~, h ~(q") (q q. !) 
I c (qn,i) I > (q q.).. 

Cornme cette dernihre in6galit6, pour une m~me valeur de l'indice q,, est ind6pendante 

du second indice i, on en d4duit, en utilisant une formule d'approximation de n l,  que 

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXXI  (x ~ sem. x9H ).  - - S t a m p a t o  il 13 dicembre ~9~o. 7 



~o JULES SIRE. 

G t 

la plus grarlde limite de la suite des nombres est au plus 6gale ~t 
q,, log q,, 

- - log  lG~,(~q. ~)l 
z&o. II en sera de m~me de la plus grande limite de la suite des nombres 

q, log q. 
puisque : 

Comme lira --l~ ~ o  (cfr. n ~ 44), il en r~sulte que la suite des nom- 
q,+~=oo q, log q,, 

- l o g  ! 
bres admet z&o comme dl~ment limite unique. Par su i t e  kq,,~ qui est q,, log q,, 

log lG ([~q,,~)l pour lesquels le premier indice +gal au plus grand des hombres ' ' 
q,, log q, 

I 
est qn ~ converge vers z6ro avec - -  

q, 
I 

On verrait de m~,me que k%, converge vers z&o avec si tout intervalle 
q, 

b 
(%,,,i, %,5- , )  de longueur sup&ieure ~t - -  est suivi d'un nombre fini au plus 6gal 

q, 
b 

un entier fixe q d'intervalles (%,,~+~, ~ ~) dont la longueur soit moindre que - - ,  
q, 

mais sup&ieure ~i e -b~.q'l~ avec l i m b  ~---o. 
qn=~ qn 

52. Exemples.~I. Consid&ons la suite de polyn6mes 

G~(x), G~(x) ,  . . . ,  G , ( x ) ,  . . . ,  
off 

) ( x -  . . .  ( x - -  ..... ) 
avec 

i 
. - - -  ( i = I ,  2 . . . . .  n - - O .  njt j~ 

Tous les z&os des polyn6mes G ( x )  ainsi d~finis appartiendront 'a l'intervalle ( o -  I)  

et de plus tous les points de ce segment seront des points limites r+guliers de l'ensemble 
de ces z+ros. D'apr~s la proposition &ablie au n ~ pr6c+dent, la suite des nombres k 

qn 

correspondant ~t la suite des polyn6mes consid&& admettra z&o comme gzl6ment limite 
unique. 

Ceci &ant, chaque intervalle (~',~_,, ~i,,~) s+parant deux z&os cons&utifs du pro- 
b 

duit Gq,(x)Gq .... (x)  de longueur sup&ieure :'t ~ i ~ +  i ( b >  o) &ant suivi d'un inter- 

valle (,,.',~, =',~+~) s~parant +galement deux z~ros cons6cutifs du produit G ( x )  G .... (x) 
b 

de longueur moindre que - - - ,  mais sup&ieure ~ ( n - { - I ) = '  d'apr&s la fin d u n  ~ 51 ~+I 
I 

la suite des nombres b+~ d~finis au n ~ 50 converge vers z&o avec - -  Par suite (cfr. 
n 

n ~ 5o) l'ensemble N~ des points de moindre croissance de la suite de polyn6mes con- 
sid&~s ne renfermera aucun point. 

II. Supposons maintenant que G , (x )  admette comme z&o les n premiers nombres 
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de la suite infinie: 

I I 2 I 2 n - -  I 

2 ' 3 ~ 3 ' " ' ' ~  n ~ n ' " ' ' ~  n 

et ceux-H seulement. T o u s l e s  points du segment o -  I d'abscisses rationnelles (les 
points o et x &ant exclus) sont des points de lnoindre croissance, puisque pour Fun 

quelconque de ces points x - - - ~ p ,  on a, ~ partir d'une certaine valeur de n, 

- -  log [ G. (ep) l 
n log n = -at- ~" 

De plus, la consid&ation des segments ~,k,~ nous permet de constater qu'il n 'y a pas 
d'autres points de moindre croissance. 

III. Partageons le segment o -  x en deux parties bgales, puis chacune de ces 
parties en deux autres parties ~gales et ainsi de suite inddfiniment. Consid+rons la suite 
de polyn6mes 

Oq,(x),  G~2(x)' . . . ,  G, , (x) ,  . . .  , 

le polyn6me G(x)  admettant comme zbros les points de la n i~me division ne faisant 

pas partie de la ( n - - i )  i~m~. Le degr6 de ces polyndmes Gq,(x) ainsi d+finis sera pour 

chaque valeur de l'indice q, ~videmment ins A q,,  si nous posons q , =  2". Alors 

la limite du rapport q"+' sera 6gale ~i 2, puisque l'on a, pour  chaque valeur de l'in- 
q, 

i (cir. n ~ 5I) ,  la suite des nombres k dice n, q.+i = 2. Comme ]~q,,,i-~-- ~q,,~ I> q-~- 
q.  qn 

correspondant h la suite des polyn6mes Gq,(x)  consid&~s admettra z~ro comme +l~ment 

limite unique. D'autre part, comme l'intervalle s+parant deux z~ros cons~cutifs quelcon- 
I 

ques du produit G (x)G +~(x) a une longueur au moins ~gale ~t (cfr. n ~ 5I) ,  
qn-bl 

la suite des nombres h .... d+finis au n ~ 5o admettra +galement z+ro comme +l~ment 

limite unique. Par suite (cfr. n ~ 5o) l'ensemble N~ des points de moindre croissance 
de la suite de polyn6mes consid+r+s ne renfermera aucun point. 

IV. Supposons maintenant que Gq,(x) admette comme z&os t o u s l e s  points de 

la n ~r"~ division et ceux-l~ seulement, l'indice q. ayant la m~me valeur que dans l'exemple 

pr&+dent. On aura encore lira k ~ o. Tout  point d'abscisse x ~ p appartenant /t 
q n ~  qn 

l'intervalle o -  I, extr+mit~s exclues, sera un point de N~. En effet, en un tel point 
on a, ~ partir d'une valeur de q, suffisamment grande, 

q logq ,  = n t - ~  

et la consideration des segments y~,,~ nous permet de voir que l'ensemble N ne ren- 

ferme pas d'autres points. 

Remarque.--Les ensembles de points de moindre croissance des exemples II et IV 
sont des ensembles d~nombrables partout denses dans le segment o -  ~. 



5.2 J U L E S  SIRE.  

83. En restant toujours dans l 'hypoth~se off la suite des nombres kq. dSfinis au 

n~ 44 admet z~ro con:me ~l~ment limite unique, supposons que la plus grande limite 

de la suite des nombres q"~+' soit infinie. Nous  allons montrer que, dans ces hypothSses, 

l 'ensemble des points de moindre croissance de la suite de polyn6mes (G)  peut avoir 
la puissance du continu. A cet effet, nous allons montrer qu'il est toujours possible de 

construire une suite de polynSmes 

Gq,(x), G2, . . . ,  ( x ) ,  . . . ,  

telle que lira q"+~'-~-oo et jouissant en outre des propri&bs suivantes: I ~ tous les z&os 
qn ~~176 qn 

de ces polyn6mes appartiennent A un intervalle fini A B de l'axe des x;  2 ~ le degrb 
de Gq,(x) est inf&ieur ~ q,,; 3 ~ la suite des nombres kq,, correspondant ~. cette suite 

de polyn6mes admet z~ro comme 616ment limite unique; 4 ~ si k est une quantit6 posi- 

tive inf&ieure ~t l'unit6, l'ensemble M~ des points int6rieurs au sens strict ~t l'ensemble 
des segments yq,,~ a la puissance du continu. Nous  nous placerons, pour simplifier, uni- 

quement dans le cas off la suite des nombres q"+' est une suite constamment croissante 
qn 

admettant -[-c~ comme ~16ment limite unique. Alors, si nous posons 

q = q . _ O ,  

la suite des nombres 0 sera une suite constamment croissante convergeant v e r s o  r- oo. 
Par consequent, si ) ,  est l'exposant de la plus haute puissance de 2 contenue dans 0 ,  
la suite des nombres ) ,  sera non d&roissante. De plus, nous pouvons admettre que 
q, a &6 choisi suffisamment grand, pour que l'on ait, quel que soit q,,, 

g, -qnl~ ~ 8 e -v'qnl~ , 

Ceci &ant, soit ),~, le plus petit des nombres ) ,  v&ifiant la relation ) , ~  :, et x - - -=  
qpt 

un point de l'axe O x  situ+ ~ distance finie. Portons de part et d'autre de ce point 
g--qpxl~ 

une longueur 6gale ~t 2 , nous obtiendrons un segment eqp, dont la longueur 

sera 6gale A e-q~)~ Soit ;~p, le plus petit nombre de la suite des ) ,  distinct de ;~p, 

et v~rifiant la relation : X "-. 2. Nous d&erminerons deux points x ~ ~ et x ~ ,  - -  qp=,I qp2,2 

l 'int&ieur du segment e p, tels que la distance de chacun d'eux ~t l'extr~mit+ la plus 

voisine du segment e soit 6gale A e-qp~l~ + ~) (~ &ant une quantit+ positive 
qpx 

inf&ieure A l'unit+). D'apr~s notre hypoth~se sur les q. ,  la distance entre ces deux points 
sera sup+rieure ~t 4 e--2qpll~ Alors, si nous portons de part et d'autre de ces points une 

e--qp~l~ 
longueur +gale ~t 2 ' nous obtiendrons deux segments e~#~,, et e ,~ sans partie 

ni extr~mit& communes, et la distance entre les extr6mit+s les plus voisines de ces 
segments sera sup&ieure A 2e-~q~,l~ De plus, ces deux segments seront int&ieurs 

au sens &roit au segment e . En continuant ainsi ind6finiment, nous formerons d'une 
qp, 
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part une suite de nombres ~ . ~t deux indices, le nombres des q ,~ ayant pour  
~Pb '~ Ph qP~ 

premier indice &ant ~gal 2t 2 ~-~ J O~h_~, par suite moindre que Oph, et la longueur 

de l'intervalle (~qpl;i, ~qp;k) s6parant deux nombres ~ . et ~ quelconques &ant su- qh,~ qp~k 

p6rieure ~t 4e-2qph_~l~ et d'autre part une suite de segments A deux indices e 
qph "t 

telle que chaque segment eqp~,~ comprenne ~ son int6rieur au sens &roit deux segments 

et et la longueur de l'intervalle s+parant deux segments e ph, ~ et eqph, ~ eqph+i,k eqph+x,l 

cons~cutifs &ant sup~rieure ~t 28 -2qpt'-~l~ 

Ceci pos~, nous d6finirons les polyn6mes G q ( x )  de la fa~on suivante: Gq. (x)  

admettra pour z~ros les nombres  xq~h, ~ pour lesquels le premier indice est ~gal ~t qPh 

et ceux-l~t seulement si q. v~rifie la relation: 

qPh-, < q" ~ qP~" 

Par suite, le degr6 de Gq. (x) sera inf6rieur ~t q,, et tous ses z6ros appartiendront ~t 

un intervalle fini A B de Ox.  Je dis, en outre, que la suite des nombres ks. correspondant 

la suite de polyn6mes pr6c6demment d+finis admet z6ro comme 616ment limite unique. 
En effet, soit x = ~' l'abscisse du point milieu de l'intervalle dont  les extr6mit6s ont  qn,~ 
respectivement pour  abscisses x ~ o~,~ et x = x~.~-x; ~ et ~ d6signant deux , qn,i 
z~ros cons~cutifs quelconques de G~. (x). Nous aurons +videmment,  d'aprbs la fa~on 
m~me dont nous avons d+fini les z6ros des polyn6mes G~. (x )  et d'apr6s ce qui a 
~t~ dit plus haut:  

l o g ] ~ ' / - - ~  ,~1 < 2 q . _ , l o g q . _ ,  log[~ '  - -  ' ~ ~.,i ~ ~ l ~ z q.-~ l~ q .... 

et pour tout autre z+ro ~ .~ de G (x)  distinct d e ~  ,~ et ~ ,~_~: 

- -  log ] ~' ,, - -  ~ , , ~  I < 2 q . _ ,  log q,_~. 

Par suite, il viendra, en observant que le nombre des z6ros de G (x)  ne d~passe pas O : 

A ' ~ l o g }  ~.(~.,~)I ~..-4q .... l o g q . _ , + 2 O q . _ ~ l o g q  . . . .  4q ._~ logq ._ ,  2 q . _ . l o g q . _ .  ; 
q. log q. "~ q. log q. q. log q. - -  q. log q. ~t q.- ,  log q._, 

G - - l o g l  ~.(~., ,)[  
d'ofi l 'on conclut que la plus grande limite de la suite des nombres 

q. log q. 

est au plus ~gale A z6ro, puisque d'apr6s l 'une de nos hypoth6ses le rapport  q"- '  log q._. 
q._, log q._, 

I 
converge vers z~ro avec . Comrne ] G (~q..,) I ~ ] G ([~'  ,) [, la plus grande limite 

de la suite des nombres - - l o g  ]G%~ ([3q..,) I sera au plus ~gale ~t z6ro. D'autre part q. log q. 

(cir. n ~ 44), on a lim ~ l ~  11 en r~sulte que la suite des nom- 
~.+;=~ q. log q. - -  
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bres - -  log ] Gq. (~q.,i) I admet z~ro comme ~l~ment limite unique. I1 en sera de m~me 
q. log q. 

de la suite des nombres kq. d'aprbs leur d~finition donn~e au n ~ 44. 

Soit k une quantit~ positive inf~rieure h l'unit~; un segment "(~,,,~ comprendra ?t 

son int+rieur au sens &roit uu segment eqpfl pour routes les valeurs de q. v~rifiant la 

relation : 

I I e n  r~suhe que l'ensemble M r des points int6rieurs au sens strict ~t l'ensemble des 
k segments "(q.,~ comprendra t o u s l e s  points de l'ensemble M' des points int+rieurs au 

sens strict ~ l'ensemble des segments eqpf~. Comme chaque segment eq%,~ comprend ~t 

son int~rieur au sens &roit deux segments e ph+, z et eqp~+,j, M' aura la puissance du 

continu (cfr. n ~ 4I) .  I1 en sera de m~me de l'ensemble M r et par suite de l'ensemble 
N~ des points de moindre croissance de la suite de polyndmes consid~r~s, puisque l'on 

54. I1 r~sulte en particulier de ce qui precede, que l'ensemble N peut avoir la 
puissance du continu lorsque les indices q. v~rifient les relations: 

lim q"+~' ~ ~ ,  lira log q.+, _ _  m', 
~.=oo q. ~.=~ log q. 

m' &ant une quantit6 positive finie. En nous pla~ant dans cette derni~re hypothbse, 
nous allons d,'terminer un cas pour lequel on peut affirmer que cet ensemble N e s t  
au plus d+nombrable, en admettant toujours que la suite des hombres kq. admet z6ro 

comme 61~ment limite unique. D6signons, A cet effet, par m l e  minimum des lon- 

gueurs des intervalles s6parant les z6ros de Gq. (x). I1 peu~ arriver qu'il existe une quan- 

tit6 positive ~ telle que l'on ait 
I m > 

partir d 'une valeur de q. suffisamment grande. Dans ce cas l'in+galit+ (21 ) se ra  saris- 
fake ~t partir d'une certaine va[eur de q .  Continuant comme aux n ~ 48-49, on obtient 
le th6orbme suivant: 

Si I'ensemble des nombres kq. ddfinis au n ~ 44 admet zdro comme aliment limite 

unique, l'ensemble N~ des points de moindre croissance de la suite des polyn3mes Gq.(x) 

sera au plus dgnombrable, si l'on suppose en outre: 

mq > --~.I (d partir d'une certaine valeur de q.), li--m log q.+, - - m ' ,  
~.=o0 log q. 

z et m' grant des quantitds positives finies. 
Designons par n + ,  le minimum des longueurs des intervalles s~parant les z~ros 

du produit G (x)  G + ~ ( x ) ,  et supposons que l'on ait, h partir d'une valeur de q. suffi- 
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samment grande : 

&ant une quantit6 positive. 

lim log q,+, 
q.=~ log q. - -  m', 

- - log ~ . ~  .I  
lim , q . , ,  e.+,,,J - - o  
.=~ q logq. 

I 
nqn+i ~ ~ 

qn4-1 

Nous en d~duisons, en tenant compte de la relation 

[ i = I ,  2 . . . . .  q~(q.), l = I ,  2 . . . . .  qa(q.+~), n = r ,  2, 3 . . . .  ] ;  

et par suite, ~t partir d'une valeur de q. suffisanament grandc, un segment k -(~,,,~ quelconque 
�9 t k n'aura aucune portion, ni extr&nltes, communes avec un segment ",(q,+,,~ quelconque. 

L'ensemble M k ne renfermera aucun point et cela qud  que petit que soit le nombre 

positif k. I1 en r~sulte donc que l'ensemble N x ne contiendra aucun point et nous 

obtenons le th~or~me suivant:  
Si l'ensemble des nombres k ddfinis au n ~ 44 admet zdro comme gldment limite 

unique, l'ensemble N x des points de moindre croissance de la suite des polyn6mes Gq,,(x) 

ne renfermera aucun point si l'on suppose en outre : 

I 
nq,,+, ~ ~ ?t partir d'une certaine vaIeur de q,,, q,=~lim IOglog qq. m', 

z et m' dtant des quantitds positives finies. 
Exemple,--D6signons par q. le plus grand nombre entier contenu dans e"'; nous 

aurons ~videmment : 

lira log q.+, __ I. 
q.=~ log q. 

Ceci &ant, admettons que Gq.(x) poss~de comme z&os toutes les fractions irr+ductibles 

ayant q. comme d+nominateur et ceux-l~t seulement. La suite des nombres kq. corres- 

pondant ~t la suite des polyn6mes Gq.(x) ainsi d+finis admettra z&o comme ~l~ment 

limite unique (cfr. n ~ 5I) .  D'autre part nous avons: 
I 

nqn+~ ~ 2 �9 
qn+! 

Par suite, d'apr6s le th6orbme precedent l'ensemble N~ ne renfermera aucun point. 
55. Admettons que t o u s l e s  points du segment A B soient des points limites r& 

guliers de l 'ensemble des z6ros de la suite des polyn6mes Gq,(x). Alors, si Mq, est le 

maximum de la longueur des intervalles s@arant deux z&os cons+cutifs quelconques 
de G ( x ) ,  nous aurons lira M = o. Ceci &ant, nous allons montrer que l'ensemble 

qn~a qn 
N a effectivement la puissance du continu, si la suite des nombres k admet zdro comme 
ddment Iimite unique et s'il existe deux quantitds positives a (a ~ I) et b telles que l'on 
air: 

I log q.+, ~ bq. 
Mq. < - ~ .  et logq .  

gt partir d'une valeur de q. su~samment grande. 
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Soit k une quantit+ positive moindre que hx, et q un nombre positif quelconque 

que nous supposerons au moins ~gal ~t 3. Nous  pourrons, d'apr~s notre hypothbse, 
d&erminer un entier Q, tel que pour q. ~ Q on ait: 

log q k q, log q,+, ~ nt - 
log q. ~ log q, 

et par suite: 

e-kq.log% ~ q 
q~+x" 

Cette derni~re in6galit6.nous montre que, pour ces valeurs de q, ,  le segment Y~,,,i 

comprendra ~ son int&ieur au sens &roit au moins quatre z+ros de Gq,+i (x)  et cela 
k quel que soit le second indice i. Comme (cir. n ~ 45, I) un segment "fq . . . .  i ne com- 

prend ~t son int+rieur qu'un seul z~ro de G + , (x )  si q,+~ est suffisamment grand, le 
k segment y~,,,~ comprendra donc au moins deux segments yq . . . .  h et yq . . . .  ~ ~t son int+- 

rieur au sens &roit, et cela ~ partir d'une valeur de q, suffisamment grande et quel que 
soit l'indice i. Par suite (cfr. n ~ 4 0  1'ensemble M,  des points int+rieurs au sens strict 
~t l'ensemble des segments k �9 fq.,~ a la puissance du continu. II en sera de m~me de l'en- 

semble N puisque N x ~ M k . 
Remarque. ~ Le nombre positif ~ de l'+nonc~ du th~or6me pr+c6dent dolt &re sup- 

pos+ au plus +gal ?t I. Car, si 7. &air sup6rieur ~ I, la distance entre les deux z~ros 

extremes de G%,(x) convergerait vers z&o, comme on le constate ais+ment en tenant 
compte de l 'hypoth+se ~ ( q . ) ~  q q, (q &ant un nombre entier fixe). Par suite, Fen- 
semble des points limites r+guliers de l'ensemble des z6ros des polyn6mes G~, (x)  admet- 
trait au plus un point ce qui est contraire ~ l 'une de nos hypothbses: ~t savoir que 
t ous l e s  points du segment A B sont des points limites r~guliers. 

Exemple. ~ Consid6rons la suite de polyn6mes 

G (x), 0 ( x ) ,  . . . ,  G%,(x), . . . ,  

off Gq.(x) admet comme z+ros toutes les fractions qui ont q. comme dfinominateur. 

Si nous posons q,, = e [n], nous aurons, /t partir d 'une certaine valeur de q. ,  

log q .... ~ q.- 
log q. 

I 
Comme la distance entre deux z~ros cons~cutifs quelconques de G~. (x)  est ~gale ~t - - ,  

q. 
l'ensemble N aura la puissance du continu d'apr~s le th~orbme pr&+dent. 

H 56. Soient G;.(x)  et Gq.(x) les d+riv~es du premier et du second ordre de Gq.(x). 
! D~signons par ~q,,.~ la racine de l'~quation G; '  ( x ) =  o appartenant ~ Hntervalle 

(~ , ,~- , ,  ~,,i)" Nous  aUons montrer que, si la suite des hombres ks, dgfinis au n ~ 44 

log[ G'q, (~'~,,,,)[ admettra admet ~dro comme dldment limite unique, la suite des nombres 
q, log q. 

dgalement ~dro comme dldment limite unique. 
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En effet (cfr. n ~ 45, V), si x-=~s,,,_, est un point dont la distance au point x--~q,,~_, 

est +gale :t e -~-~~ (h &ant une quantit~ positive quelconque) et appartenant :l Hnter- 

- - l ~  ~ , =)1 "Sn~ -- 
valle (~s, , i- , '  ~%,,i), la suite des nombres 

q,, log q, 
admet z&o comme +l+ment 

- -  log  I G' (~;,~,,)1 
puisque 

q,, log q. 
limite unique. I1 en sera de m&me de la suite des nombres 

d'une part on a: 

I I I 
et d'autre part (cfr. n ~ 44) :  

- -  log I G; (1~$.,,)1 
lim ~ o. 

s.+'=~ q,, log q. - -  

Par suite, si nous posons: 
t r ( i )  , 

I G s .  I = e-4 , 3 s . l o g s . ,  �9 �9 �9 , [ I = 

l'ensemble des hombres k I'). admet z6ro comme 616ment limite unique. I1 en sera de 
Sn~ t 

re&me de la suite des nombres k I') k I') &ant le plus grand des hombres k ~ . ayant  q. 
qn ~ Sn qn, ~ 

pour premier indice. 

Ceci &ant, consid&ons la suite de polynSmes 

O;, (x) ,  G's~ (x)  , . . . , G;. (x )  , . . .  

se d6duisant de la suite (G)  d u n  ~ 44 en remplaqant chaque polyn6me G s . ( x  ) par 

son d6riv& Cette suite de polyn6mes G's.(x ) satisfait aux m~mes conditions que la 

suite de polyn6mes (G).  Puisque dans l'hypoth~se or5 lim ks. ----- o on a d'apr~s ce 
q.=oo 

qui pr6&de lim k I') = o, tout ce que nous avons dit aux n ~ 45-55 au sujet des poly- 
qn=c-a q~ 

n6mes G~.(x) s'applique 6galement aux polyn6mes G's.(x ). En particulier, si nous 

d+signons par ~ "(s'.,~ le segment comprenant le point x ~-~s.,~ ~t son int&ieur et en 

tout point duquel on a 
- -  log I O's.(x) l ~ k, 

q,, log q. - -  

on aura ~t partir d'une valeur de q,, suffisamment grande, en d6signant par k" un 
nombre positif moindre que k, 

longueur du segment "r~,,,i < e-k"s"l~ 

Comme (cfr. n ~ 45, III)  

lim - -  log ]0cq.,~_, - -  ~q,,,~] _.__ o, lim - -  log ] %.,~ - -  ~s..~] = o, 
s.+~=~ q,, log q. s.+r q. log q. 

il en r6sulte, en tenant compte du r6sultat d u n  ~ 4 6 et de ce qui pr6c~de, qu'il existe 

un entier Qk tel que pour q. > Qk, un segment .(k quelconque n'ait aucune partie, 
qn, i 

ni extr6mit6s, communes avec un segment .,~'~ quelconque. Soient M k l'ensemble des I qn,i 

a/r.) l'ensemble des points int&ieurs au sens strict ~t l'ensemble des segments "(~s.,~' et-'*k 
Rend. Gir~. Matem. Palermo, t. XXX.I ( l  ~ sere. 1 9 I I ) . - - S t a r n p a t o  il 13 dicembre 19 io .  8 
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points int&ieurs au sens strict ~i l'ensemble des segments k~ y~],,~, ces deux ensembles 

I 
n'auront attcun point commun si kg. converge vers zdro avec - - .  Car si ces deux en- 

q. 
sembles avaient un point commun, il eta r~sulterait que, pour routes les valeurs de q. 
d@assant un certain nombre fixe, il y aurait au moins un segment y~,,,r ayant une 

partie commune avec un segment Y~i},i, ce qui est impossible d'apr6s ce qui pr&bde. 

Comme ceci a lieu quel que petit que soit le nombre positif k, on en conclut que 
l'ensemble N~ des points de moindre croissance de la suite des polyndmes G q ( x )  n'a 

aucun point commun avec l'ensemble N~ ~) des points de moindre croissance de la suite 
des polyndmes G' (x). Donc: 

qn 

I l'ensemble N des points de moindre croissance Si kq. converge vers zjro avec - - ,  
q. 

de la suite des polynOmes G (x )  n'a aucun point commun avec l'ensemble N~ '1 des points 

de moindre croissance de la suite des polynOmes G'q. (x) .  

S u r  la m e s u r e  de l ' ensemble  N~. 

57. Soit A B le segment de l'axe des x renfermant ~ son int~rieur tous les z6ros 
des polyndmes Gg.(x  ) consid~r~s au n ~ 44, les points A et B ayant respectivement 

pour abscisses a et b (a ~ b). Les points du segment A B pour lesquels on a 

- -  log I Gq. (x)] ~ k 
q. log q. - -  

k (k > o) constituent des segments yq.,~ en nombre au plus 6gal ?~ ~(q,,) sans parties 

communes et ayant respectivement pour extr6mit+s les points dont les abscisses sont 

- -  log I Gq. (x) l 
les racines de l'6quation q, log q,, -~ k. Soit ~r%, la somme totale des longueurs 

I 
de ces segments, je dis que ,q, converge vers z, dro avec - -  . Nous remarquons A cet 

q,~ 

effet que l'int~grale I - - - - -  log Ix ~ ~]dx  &ant une fonction continue de ~ dans 

Hntervalle AB,  extr~mit6s comprises, admet un minimum m e t  un maximum M dans 

cet intervalie. Par suite, si nous posons 

nous aurons 
f b log r Gq. (x)  l 

Iq. --- - -  q. log q. d X~ 

,n (q.) (y.)  
q. logq.  ~ I -  ~ q  logq .  ' 



SUR LES FONCTION8 ENTI~RES DE DEUX VARIABLES D~ORI)RE APPARENT TOTAL FINL ~9 

Donc l'hypoth~se que 

z&o a comme consequence 

limite diff&rent de z~ro, ce 

I I e n  r&sulte donc que lim 
qn ~ 

convergente ou divergente. 

se pr&ente. Posons 

I 
ce qui nous montre que Is. converge vers z&o avec - - ,  cn tenant compte de la rela- 

q. 
tion: ?(q,) ~ qq, . 

Cette remarque faite, admettons que la suite des nombres as, ' admette un &l&ment 

limite a diff&ent de z&o. I1 existera alors une infinit+ de valeurs de q :  

P,, P=, . . .  , P,, . . .  
teUes que l'on ait 

a 

%.> 5- 
Ceci &ant, nous remarquons que l'on peut &rire: 

g p  L l~ dx. log ] Gp, (x) I d x - -  
I ~ , = - -  , p logp. _ %  p logp, 

La seconde des int~grales figurant dans le second membre de l%galit~ pr&+dente a pour 

limite z&o. On le volt en reprenant le raisonnement par lequel nous avons montr+ 

1 
que Is, ' converge vers z+ro avec - - .  La premiere de ces int+grales est sup+rieure 

q~ 
ka  
~ - ,  quel que soit l'indice p .  

la suite des nombres a a un ~16ment limite diff6rent de 
qn 

que l'ensemble des nombres /q, admet au moins un +l~ment 

qui est en contradiction avec la remarque faite plus haut. 

eq. = o. ~q,, ayant pour limite z&o, la s&ie ~__~'q, peut ~tre 

Nous allons donner un exemple pour lequel ce dernier cas 

o ( x )  = ( x  - 

la longueur du segment y .  pour lequel on a 

- -  log I G (x ) [  ~ k 
n log n - -  

2 
est ~gale ~t - - .  nous aurons donc ici: 

n k  

2 

a n ~ - -  /,Ok " 

Par suite, si k est inf&ieur ~ l'unit+, la s+rie y % sera divergente. 

Soit M k l'ensemble des points int&ieurs au sens strict ~t l'ensemble des segments  
k ~'q,,i; Mk aura une mesure lin+aire nulie (cs n ~ 43).  I1 en sera de m~me de l 'ensemble 

M k, des points x ~ ~ de moindre croissance pour lesquels on a 

- -  log [ Gs, (~)  I k' k). 
lira ~ ( k ' ~  

q,=,  q. log q,, - -  
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Comme k peut &re pris arbitrairement petit, il en r+sulte que l'ensemble M k, a une 
mesure lingaire mdle et cela quelqtte petit qtte soit le hombre positif k'. 

Ceci &ant, soit 
k' (k ' )  J~',, k:,  . . . ,  ,, . . . ,  

une suite de quantit6s positives d&roissantes, telles que lira k'~ = o. DSsignons par Mk! 

l'ensemble des points x ~ - ~  de moindre croissance v&ifiant la relation: 

lim - -  log I G (~,) I = k' (k,_, > k' ~ k,). 
~.=~ q. log q. 

Nous  avons vu (cfr. n ~ 49) que l'on a 

N = Mk, ~ -t-M~" + . . .  n t- Mk, ' -~- . . . .  

Chacun des ensembles Mkl ayant une mesure lin6aire nulle d'apr6s ce qui pr&~de, 

l 'ensemble N~ aura +galement une mesure lin~aire nulle, puisque l'ensemble somme 
d'une infinit5 d+nombrable d'ensemble de mesure linSaire nulle a +galement une mesure 

lin~aire nulle. Donc:  
L'ensemble N x des points de moindre croissance de la suite des pol),n~mes G (x) 

est un ensemble de mesure lindaire ntdle. 
58. La conclusion qui r+sulte de nos recherches au sujet de l'ensemble N .  est la 

suivante : 
L'ensemble des points de moindre croissance de la suite des polynJmes Gq. (x) est 

un ensemble de mesure lindaire nulle pouvant avoir la puissance du continu. 

Cas od les  z6ros  sont  i m a g i n a i r e s .  

59. Soit 
(P )  Pq,(u),  Pq,(u), . . . ,  Pq.(u) ,  . . . ,  

oth Pq,(u)--" ( u -  a q , , , ) ( u -  aq,,, 0 . . .  ( u -  a ,~lw), une suite de polyndmes de la 

variable complexe u satisfaisant aux conditions suivantes: 

I ~ t o u s l e s  z&os de ces polyn6mes appartiennent k un cercle CRo concentrique 

~. l'origine et de rayon Ro; 
2 ~ si q~(q,) est le degr~ de Pg,(u) il existe un nombre entier q, tel que l'on ait 

pour toute valeur de q,: 
~(q.) ~ qq. .  

Ceci posb, d~signons par E l'ensembIe des z&os des polyn6mes P~. (u), et par R 
l'ensemble des points limites r~.~uliers de E. Nous  dirons que le point u - - a  est un 
point de moindre croissance de la suite des polyn6mes Pq.(u), si l'on a en ce point: 

- -  log ]P~,, (a) I 
lim q, log q. = k', 
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k' &ant une quantit4 positive finie ou infinie. En proc6dant de la m4me mani6re qu'au 
n ~ 36, on voit que tout point de moindre croissance appartient ~ R, mais que tout 
point de R n'est pas n6cessairement un point de Inoindre croissance. De kl r6sulte que, 
si N e s t  l'ensemble des points de moindre croissance de la suite des polyn6mes P~.(u), 
o n  a 

N / R .  

On en conclut de 1.~ que, si R contient au plus un nombre fini de points, il en sera 

de m~me de N ;  et que si R e s t  au plus d6nombrable, N sera 6galement au plus d6- 
nombrable. 

60. Posons 
aq.., = %, ,  + ~, , ,  1 / ~  i ,  

G ,  (x)  = (x  - -  % , , ) ( x  - -  % , 3  . . .  (~ - -  %,~,~,,), 

G , ( Y )  = (Y - -  ~ , , , 3 ( y  - -  ~q,,2) . . -  ( x  - -  ~ , , ~ , ~ , , ) ;  

les suites de polyn6mes Gq.(x) et H ( y )  ainsi d6finis v6rifieront les conditions 6non- 

c6es au n ~ 36. D6signons par N .  l'ensemble des points de moindre croissance de la 
suite des polyn6mes Gq.(x), et par Ny l'ensemble des points de moindre croissance 

de la suite des polyn6mes H ( y ) .  Les relations: 

I ~ - -  %. , , I  ~ la - -  aq,.iJ, J~ - -  ~q.,il ~ Ja - -  aq,,,iJ , 

(a = ~ + ~ V-z-;)  

nous montrent que si le point u - - - a  (a = ~ + ~F ' ~  i )  appartient ?t N, les points 
x---0c et y ~ ~ appartiendront respectivement aux ensembles N~ et Ny. Mais la r6ci- 
proque n'est pas toujours vraie. Par suite si N'x et N~ sont les projections respectives 
de N sur 0 ,  et Oy, nous aurons: 

N ' / N . ,  N ~ N , .  

Comme les ensembles N et Ny peuvent avoir la puissance du continu (cfr. n ~ 58) et 

que dans cette hypoth~se, il peut se faire que l'on ait: 

N'. = N . ,  N ' - - ,  N, (cfr. n ~ 66), 

il en r&ulte que l'ensemble N peut avoir la puissance du continu. Donc: 
L'ensembh N des points de moindre croissance de la suite des polyn6mes Pq.(u) 

peut avoir la puissance du continu. 
N '  &ant la projection orthogonale de N sur O x, comme N'. / N ,  on voit, en 

tenant compte du r6sultat du n ~ 57 et en remarquant que la direction de Ox peut 

4tre prise arbitrairement, que la projection orthogonale de N sur nne droite quelconque 
a une mesure lin~aire nulle et nous obtenons le r6sultat suivant: 

La projection orthogonale de N sur une droite quelconque a une mesure lingaire 
nulle. 

Ce r6sultat peut encore se mettre sous la forme suivante: 
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Les droites parallkles a une direction donnde et portant des points de N ddterminent 
sur une perpendiculaire d leur direction commune un ensemble de points de mesltre lindaire 

nulle. 
61.  Dbsignons par r le module de u, et par rq. 5 le module de aq.,~; nous aurons 

6videmment : 

en posant 

[P~=(u)l G Q_q.(r) ( l u l  - r ) ,  

Qq,(r) = (r - rq.,,)(r - rq.,,) . . .  (r - -  rq.,~.q.,). 

Ces polyn6mes Qq.(r) satisferont aux conditions 6noncbes au n ~ 36. Par suite, si N.. 

est l 'ensemble des points de moindre croissance de la suite des polyn6mes Qq.(r), Nr 

aura une mesure linTaire nulle (cfr. n ~ 57). Soit r - - ?  un point quelconque de l'axe 

des r dont la distance A l'origine est au plus +gale ?L R o et n'appartenant pas ~ N r . 
On  pent alors extraire de la suite des polyn6mes Qq,(r) une suite infinie de polyn6mes : 

tels que l 'on ait: 

Qp,(r), O n(r ) ,  . . . ,  Op.(r),  . . .  

- -  log I Qp,,(8)[ 
lira ~ o. 

~,,== p,  log p ,  

Soit Cp la circonf+rence de rayon ? concentrique ,~ l'origine. De (22),  nous  dMuisons 

que l 'on a, pour tout point u de C0, 

- -  .log I Qp. (?)[ - -  log [ Pp. (u )  l 
(23)  p.  log p. > p. log p,, 
D'autre part, la relation: 

P p . ( u ) < R  '~'p"' [ R ' >  R o et ~ ( p . ) ~ q p . ] ,  

satisfaite pour tout point u du cercle C0, nous fait voir que l'on a 6galement pour tout 

point u de la circonf&ence C0: 

- -  log [Pp. (u)]  - -  ~? (p . )  log  R' (? (p . )  L qp.). 
(24)  p.  log p.  > p.  log p .  - -  

(23)  et (24)  nous montrent, en tenant compte de notre hypothTse sur les polyn6mes 

- -  log [ Pp.(u) l  
Qp.(r) au point r = ?, que la suite des fonctions p.  log p,, converge uniform+- 

ment vers zTro sur la circonf&ence C 0. Donc:  
Si le point r ~ -p  n'appartient pas ~ Nr, il est possible d'extraire de la suite des 

polynOmes Pq.(u) une suite infinie de polyn6mes Pp.(u) tels que la suite des fonctions 

- -  log [Pp. (u) [  
p.  l ogp .  converge uniformdment vers zgro sur la circonfgrence C o concentrique d 

l'origine et de rayon ?. 
I1 en rTsulte que parmi les circonf~rences concentriques A l'origine, celles qui portent 
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des points de N sont comprises parmi les circonf~rences ayant pour rayons les abscisses 

des divers points de N r. Donc: 
Les circonfgrences concentriques d l'origine et portant des points de N diterminent 

sur nne droite qnelconque passant par l'origine un ensemble de points de mesure lindaire 

nulle. 
Si nous prenons pour origine des coordonn&s un point quelconque u = a  de N, 

il r~sulte en particulier du r6sultat pr&Ldent que: 
D'un point quelconqne u = a de N on pent dicrire une circonfdrence de rayon 

moindre que le nombre positif ~ donnd d l'avance et ne re~'ermant, sur son contour, aucun 

point de l'ensemble N.  
6z. Consid&ons un angle C O D  ayant son sommet 2t l onolne des coordonn&s 

et d&achant sur le cercle trigonom&rique concentrique it l'origine un arc de longueur 

s sufflsamment petite pour que l'expression 

S 2 S4 
I - - - - +  

4! -gT. " 
I soit sup&ieure A 7" D6signons par 0 l'argument de u et par 

0 (+ (q.) .~  ~ (q.)) 

les arguments des z6ros du polyn6me Pq.(u) int6rieurs /t la r~gion A du plan des u 

int6rieure A l'angle C O D  et ext~rieure ~t une circouf6rence C~ concentrique/t l'origine 
et de rayon tr~s petit ~. Posons 

s.(0)=(0--0,,)(0-0 
Ces polyn6mes S (0) satisferont aux conditions 6nonc~es au n ~ 36. Par suite, si N" 0 

est l'ensemble des points de moindre croissance de la suite des polyn6mes Sq.(0), N o 

aura une mesure lin6aire nulle (cfr. n ~ 57). 
Ceci &ant, posons 

P(~) (u~ U ~) (u~ P : ,  

pI,) , ,, ~, ( - )  &ant un polyn6me dont le coefficient de la plus haute puissance de u est ~gale 

~i l'unit~ et admettant comme z6ros les z&os de P (u) dont les arguments sont racines 

de l'~quation S q , ( 0 ) = o  et ceux-l~t seulement. Soit u un point quelconque de la r~,gion 

a d~finie plus haut et a%,,i un z~ro quelconque de Pq.(u).  De la relation: 

qn, i 2 r l"qn, i COS Oqn, i ) ,  
qui pent s'&rire: 

I " - % : 1  + + " "  , 
4! 

nous d6duisons, en tenant compte de nos hypothbses, 

- % : 1  4 
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d'ofi (:y,-, (25) l P ~ ( u ) l >  - -  S (0). 

Soit 0 - - 0  ~ un point de l'arc s n e  faisant pas partie de l'ensemble N o et distinct des 
extr6mit6s de cet arc. Tragons une demi-droite issue de O et passant par le point 0 ~ 0 ~ 
et d&erminons sur cette demi-droite un point A dont la distance ~ l'origine 0 soit 

~gale ~ 2~, puis d6signons par B l'intersection de cette demi-droite avec le cercle CRo 

concentrique ~t l'origine et de rayon R o. On aura, pour tout point u = b  du segment 
A B ainsi d6fini, 

= o .  lim - -  l~ I=) 
q.=~ q. log q. 

Le point 0 ~ 0 ~ ne faisant pas pattie de ['ensemble No,  on peut d6tacher de la suite 
des polyn6mes Sq.(0), une suite infinie de polyn6mes 

sp,(% sp (% . . . ,  . . .  

tels que 
- -  log  I S~. (0o) I 

lira --- o. 
~.=~ p.  log p.  

De l'in6galit6 (25),  nous d6duisons: 

- - l ~  - - l~176  +(P")  l o g ! -  (+(p . )  ~ qp.) 
p. log p .  < p,, log p. p .  log p.  2 - -  ' 

ce qui nous montre  que 1'on a, pour tout point u - - b  du segment A B :  

lira - -  log pc,/(b) l - -  ~" . ~ o ;  
~.=~ p. log p .  - -  

et  comme 
log p / , ) (b ) [  

lim -P" "~ o, 
~.=~ p. log p,, - -  

il en r6sulte que l 'on a, pour tout point u = b du segment AB,  

lim ~ log I P!') ( b'~ I P n "  .*i ~., 0 

p,,=~ p.  log p .  

et par suite, en utilisant un r6sultat pr&6demment &abli, 

lim - -  log I Pp. (b) I 
~.=~ p. l o g p .  = o, 

puisque 
Pp. (b) = P~')(b)P~l(b ). 

Ceci &ant, soit 

une suite d@roissante de quantit6s positives telIes que l 'on ait lim e~ = o; d6signons 
i ~  oo 

par N~ l'ensemble des points de moindre croissance de la suite des polyn6mes S~ (0), 

le polyn6me S ~ (0) admettant pour racines les arguments de tous les z&os du poly- 
qn 
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n6me P ( u )  appartenant ',t la r6gion du plan int6rieure :i l'angle C O D  et ext6rieure 

au cercle Gi concentrique :i l'origine et de rayon ~ .  Chacun des ensembles N~ est 

un ensemble de mesure lin6aire nulle. I1 en est donc de m~me de leur somme N~. 

Soit 0 = 0 un point de l'arc s n'appartenant pas ~ N~ et tra~ons la demi-droite O B 
joignant l'origine au point 0 ~ 0 .  Nous aurons, pour tout point u ~ b de cette demi- 

droite distinct de O, en vertu d'un r6sultat pr6c6demment &abli: 

l i m - - l ~  (b)[=o. 
q,,=.o q, log q, 

Par cons6quent, l'ensemble N ne renfermera aucun point sur le segment OB, :l l'excep- 
tion peut &re du point O. II en r6sulte donc que les demi-droites issues de O et 

portant des points de N distincts de O d6terminent sur l'arc s u n  ensemble de points 

de mesure lin6aire nulle. On en conclut ais6ment que: 

Les demi-droites issues du point 0 et portant des points de N distincts de 0 ddter- 
minent sur le cercle trigonomdtrique concentrique au point 0 un ensemble de points de 

mesure lindaire mdle. 
Soient d et B deux points quelconques de l'ensemble N. I[ est possible de tracer 

de l'origine comme centre une circonf6rence C ne renfermant aucun point de N. D'autre 

part, d'apr~s le th6or6me pr&6dent, on peut tracer deux demi-droites issues respectivement 

de d et B e t  ne contenant pas de points de N en dehors des points origines. Soient 

D et E les points de rencontre respectifs de ces demi-droites avec la circonf&ence C. 

La ligne continue constitu6e par les deux segments rectilignes d D et B E  et par l'arc 

de cercle D E  ne contiendra pas de points de N en dehors des points d et B. Par suite: 

I1 est possible de joindre deux points quelconques d et B de N par une ligne conti- 
nue ne renfermant pas d'autres points de N que les points A et B considdrds. 

63. Pour simplifier l'6criture, nous conviendrons de d6signer sous le nora d'en- 

semble ponctuel, tout ensemble de points rSpartis dans un plan et tel que l'ensemble 
form6 par t o u s l e s  points de l'ensemble consid6r6 appartenant ~ une aire finie quel- 

conque jouisse des propri6t6s suivantes: 

I ~ la projection orthogonale de cet ensemble sur une droite quelconque a une 
mesure lin6aire nuUe; 

2 ~ les circonf6rences concentriques ~i un point u - - a  situ6 :i distance finie et por- 
tant des points de l'ensemble d6terminent sur une droite quelconque passant par le 
point u - - a  un ensemble de points de mesure lin6aire nulle;  

3 ~ les demi-droites issues d'un point u ~ a situ6 ~t distance finie et portant des 
points de l'ensemble d6terminent sur une circonf&ence concentrique au point u ~ - a  

un ensemble de points de mesure lin4aire nulle. 

Moyennant  cette d6finition, nous pouvons r6unir les r6sultats obtenus aux n ~ 6o, 
61 et 62 dans le th6orbme suivant: 

L'ensemble N des points de moindre croissance de la suite des polyn6mes P , , ( u )  

est un ensemble ponctuel. 

Rand. Circ. Matcm. Palermo, t .  X X X 1  (x ~ sere .  x 9 H  ) .  - - S t a m p a t o  i l  14 d icembre  tgxo.  9 
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Remarquons que l'ensemble somme d'une infinit& d~nombrable d'ensembles ponc- 
tuels est lui-m~me un ensemble ponctuel. Cette propri&~ r~sulte de ce que la somme 

d'une infinit~ d4nombrable d'ensembles de mesure lin~aire nulle est ~galement un en- 
semble de mesure lin~aire nulle. 

64. D&ignons par k ~q. et kYq, les nombres idcntiques au nombre kq, d~fini au n ~ 44 

et correspondant respectivement aux polyn6mes Gq.(x)  et Hq . (y ) .  admet tons  que les 

I 
nombres k x et k y convergent vers z&o avec - - .  Alors (cfr. n ~ 49) si les indices 

qn qn qn 

q. des polyn6mes P (u) v&ifient la relation (2o),  les ensembles N x et Ny seront tous 

deux des ensembles au plus d~mombrables. Comme les projections orthogonales N" et N;  
',, Ny, l'ensemble N de N sur Ox et Oy sont respectivement au plus %ales ~t N e t  .~ 

sera lui-meme au plus d6nombrable. Donc:  
Si les deux suites de nombres U et k y admettent zdro comme ddment limite unique, 

qn qn 

l'ensemble N des points de moindre croissance de la suite des polyn6mes P (u) est ate 

plus ddnombrable, si l'on suppose en outre que les indices q. vdrifient la relation: 

lira q.+x __ m~ 
~/it=~176 q'a 

m dtant une quantitd positive finie. 
D6signons par h ~q+, et b~,+, les nombres identiques au nombre h~,,+, d+fini au n ~ 50 

et correspondant respectivement aux polyn6mes G,, (x)  G + , ( x )  et H (y)  H , + ,  (y). 

Si outre les conditions pr&6dentes, nous supposons que l 'une au moins des deux suites 
de hombres h ~q.+, et h~,+~ admet z&o comme 616ment limite unique (cfr. n ~ 50), l'un 

au moins des ensembles N~ et Ny ne renfermera aucun point. I I e n  sera de m6me de 
l 'ensemble N, puisque N= et Ny sont au moins 6gaux aux projections orthogonales 
respectives de N sur Ox et Oy. Par suite: 

Si les deux suites de hombres U et k y admetteut zdro comme ddment limite unique 
qn qn 

et s'il en est de mdme de l'une au moins des deux suites de nombre h ~ et h y l'en- 
qn-r I q*l+l 9 

semble N ne renfermera aucun point si l'on suppose en outre que les indices q. des poly- 
n6mes Pq.(u) vdrifient la relation: 

l i ~  q . . . .  - -  - -  m,~ 
q. 

m gtant une quantitd positive finie. 

6 5. En restant toujours dans l'hypoth&se off la suite des nombres k = et k y admet 
qn qn 

z&o comme 616ment limite unique, supposons que les indices q. des polyn6mes P%,(u) 

v&ifient la relation suivante: 

lim q"+' - -  + oo. 
qn=~ qn 

Darts ce cas les ensembles N~ et Ny peuvent avoir la puissance du continu (cfr. n ~ 53); 
il en r6sulte donc que dans ce cas l'ensemble N peut avoir la puissance du continu. 
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En nous plagant dans l 'hypoth~se off les indices q. v~rifient la relation: 

lim log qn+i 
q.== 1ogq. - -  m', 

m' &ant une quantit6 positive finie, nous allons indiquer un cas off l 'on peut affirmer 
que l'ensemble N est au plus d~nombrable. D&ignons g t ce t  effet par m x et m y les 

qn qn 

nombres identiques au nombre mq. d~fini au n ~ 54 et correspondant respectivement 

aux polynSmes Gq.(x) et Hq. (y) .  Supposons qu'il existe une quantit& positive a telle 

que l'on air, pour toutes les valeurs de q. d~passant un certain nombre fixe Q, 

I I 
i x  ~ x 

q- q .  q- 

Alors (cfr. n ~ 54) les ensembles AT. et N x seront des ensembles au plus d~nombrables 
et il en sera de m&me de l'ensemble N. Donc: 

Si les suites de nombres k x et k~. admettent zgro comme gldment limite unique, Yen- 
q~t 

semble N sera ate plus ddnombrable si l'on a, d partir d'une valeur de q. su~samment 
grande, 

I I 
- -  mY > - -  (• > o )  /n-X ~ x , x 

et si de plus les indices q. des polynames Pq.(u) vgrifient la relation: 

1i1~ tog q . + ,  m' (m' &ant une quantit+ positive finie). 
q.,== log q. 

S i n  xq. et n yq. sont les nombres identiques au nombre nq. d+fini au n ~ 54 et cor- 

respondant respectivement aux polyn6mes G ; . ( x ) e t  H'q.(y), on voit d'une mani&re 

analogue, en tenant compte d'un r&sultat du n ~ 54 que: 
Si les suites de nombres k~. et k yq. admettent <gro comme dldment limite unique et 

si l'on a, ?t partir d'une certaine valeur de q., 

I I 
nx > _~.x , nY > 

q" q. 7 ~ 

l'ensemble N ne renfermera aucun point, si l'on suppose en outre que les indices q. des 
polynOmes Pq. (u) vgrifient Ia relation: 

- -  l o g  q .+ ,  
lira ~ m'~ 
~.=~. log q. 

m' grant une quantitd positive finie. 
66. Admettons que t o u s l e s  points d'un cercle C~o concentrique 5 l'origlne et de 

rayon Ro soient des points limites rc~guliers de l 'ensemble des z~ros des polyn6mes 

Pq.(u). Si .4 et B sont les points de rencontre du cercle CRo avec l'axe des x, tous 

les points du segment A B seront des points limites r+guliers de l'ensemble des z&os 
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des polyn6mes G%(x) ;  de m6me, si C et D sont les points de rencontre du cercle 

CRo avec l'axe des y~ tous l e s  points du segment C D  seront des points [imites r6gu- 

liers de l'ensemble des z6ros des polyn6mes H%(y) .  Ceci &ant, soient M x% et M y% les 

nombres identiques au hombre M% d6fini au n ~ 55" et correspondant respectivement aux 

polyn6mes G%(x) et H ( y ) ,  et supposons qu'i[ existe d'une part un nombre positif z. 

au plus 4gal ~ I, tel que l'on ait, ~t par�9 d'une certaine valeur de q,,, 

I I 

et d'autre part qu'il existe un nombre positif b tel que l'on ait, ~t partir d'une certaine 

valeur de q,, suffisamment grande~ 

log q .... ~ b q, .  
log q. 

Chacun des ensembles Nx et N> aura effectivement la puissance du continu (cfr. n ~ 55). 
I1 en sera de in ,me de l'ensemble N puisque dans ce cas, comme on le v4rifie ais6ment 
en tenant compte d'un rdsultat du n ~ 45, les projections N~' et N~ de N sont respec- 
tivement 4gales A N et Ny,  et nous obteuons le rd-sultat suivant: 

Si les suites de hombres U et k y admenent z dro comme dldment limite unique et si 
qn qn 

les conditions dnoncdes dam c e n  ~ sont satisfaites, l'ensemble N aura effectivement la 
puissance du continu. 

67. Consid6rons une infinit6 d6nombrable de suites de polyn6mes 

(po) p (u), p (u),  . . . ,  p (u), . . . 

(n ' )  Pq,,,(u), P ,,(u), . . . ,  P , , , , (u) ,  . . . 

les polyn6mes de Ia suite (po) satisfaisant aux conditions 6nonc6es au n ~ 59 et la suite 
de rang i se d6duisant de la suite de rang i - - I ,  quel que soit l'indice i~ par la sup- 
pression d'un nombre fini ou d'une infinit6 d6nombrable de polyn6mes. Tous les poly- 
n6mes de la suite (P~) appartiendront, quel que soit l'indice i, ~t la suite (po). Nous  

supposerons en outre que l'indice q,,,i du polyn6me Pq,,,i(u) est 6gal ~' l'indice que pos- 

shde ce polyn6me dans la suite (po). Soit N i l 'ensemble des points de moindre crois- 

sance des polyn6mes de la suite (P ' ) ;  comme t o u s l e s  polyn6mes Pq.a(u) satisfont par 

hypoth6se aux conditions hnonc4es au n ~ 59, l 'ensemble N ~ est un ensemble ponctuel 

(cfr. n ~ 63) et cela quel que soit l'indice i. 
Tout point de N i-~ fai t  partie de N ~. En effet, si le point u ~ a fait partie de 

N z-I, il existera une quantit6 positive k' telle que l 'on air: 

lim - -  log IPq., ,_,(a) l __ k ' ;  
~.,i . . . .  q..i-, log q,,,~_~ 
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on aura 6galement, puisque les polyn6mes Pq.,i(u) appartiennent avec leurs indices A la 

suite (pi-~) : 

lim - - l ~  = k', 
q,,i=, q,,~ log q,,i 

ce qui nous montre que le point u ~ a fait partie de N i. Dans le cas particulier off 
la suite ( U )  diff6re de la suite (Pi-~) par un nombre fini de polyn6mes, tout point 
de N i appartiendra ~galement i N ~-~, de sorte que l'on aura dans cette hypothSse: 

N i - -  N~-,.  

Mais si la suite ( U )  diff6re de la suite (P~-~) par une infinit~ d+nombrable de polyn6- 
rues, l'ensemble N ~ pourra admettre des points n'appartenant pas ?t ~-~. N , de sorte que 
l'on aura dans ce cas: 

N i ~ N ~-~ . 

De ce qui pr&~de r&ulte 5galement que si le point u ~ a appartient ~t l 'ensemble N j" , 
il appartiendra i chacun des ensembles N ~ pour chaque valeur de i sup6rieure ~ j. 

Soit N la somme de t o u s l e s  ensembles N ~ pr&+demment d~finis, l'ensemble N 
sera un ensemble ponctuel, comme &ant la somme d'une infinit5 dSnombrable d'ensembles 
ponctuels (cfr. n ~ 63). En g+n~ral on aura 

N ~  N~ 

mais si pour chaque valeur de l'indice i, la suite ( U )  diff+re de la suite (P~- ' )  seule- 
ment par un hombre fini de polyn6mes, nous anrons, d'apr6s ce qui a &6 dit plus haut, 

N ~ = N ~-, 
et par suite: 

N i = N ~  

et cela quel que soit l'indice i. Doric: 

Dans le cas particulier oa la suite (U) diffkre de la suite (P~-'),  pour chaque valeur 
de rindice i, par un hombre fini de polyn6mes, l'ensemble N e s t  identique it rensemble N ~ 
des points de moindre croissance de la suite de polyn6mes (po). 

Admettons en particulier que les polyn6mes P ( u )  soient de degr+ au plus ~gal 

2t p ;  l'ensemble R ~ des points limites r~guliers de l'ensemble des z~ros des polyn6mes 
P i (u)  admettra au plus p points (cfr. n ~ 3 o) et comme l 'on a 

N ~ / R i (cfr. n ~ 36) 

1'ensemble N i comprendra au plus p points, et cela quel que soit l'indice i. I1 en r6sulte 
que, dans ce cas particulier, l'ensemble N admettra au plus p points. 

L'ensemble N &ant un ensemble ponctuel, i/ existe des points du cercle CRone  
faisant pas pattie de N. Soit u ~ b Fun quelconque de ces points. Le point u - - - b  
ne faisant pas partie de iV, n'appartiendra ~t aucun des ensembles N ~, quel que soit i. 

Par suite, en un tel point u = b, on aura, pour chaque valeur de i, 

lim - -  log ]P~,,~(b)] = o.  
~,,~=. q,,~ log q,,~ 
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I 
Si a~ est une quantit6 positive convergeant vers z&o avec -7- , nous pouvons d&acher 

- -  log [ g , ( b )  l 
de la suite des n o m b r e s -  log ]Pq,,~(b)[ un nombre tel que 

q,,,i log q,,i ' Pi log p; 

- -  log I Pp (b) [ 8, ; 

- -  8i < Pl logpi  < 

log I Pvi(b)l ainsi obtenus admettra z&o comme 416ment 
Pl log Pl 

et la suite des nombres 

limite unique. 

C H A P I T R E  V.  

F o n c t i o n s  e n t i + r e s  de  d e u x  v a r i a b l e s .  

O r d r e  a p p a r e n t  t o t a l .  

68. Soit F ( u ,  v ) = ~ o  s c pqu pv q une fonction enti~re en u et v; on salt que 

l'on a 
P+q 

lim 1/Icml = o,  
p+q~Oo 

ou, ce qui revient au m4me, 
- -  log [ c p,q [ 

lim - -  -1/- o~. p+q== (p -/- q) log (p qt_ q) 

S'il existe une quantit6 positive finie ), telle que l 'on air 

- -  log  [%,q[ I 
lira - -  - -  

e+q== (P + q ) l o g (p  -I-- q) )' ' 
nous dirons que la fonction enti&e en u et v, F(u, v), est d'ordre apparent total fini ;< 

D6signons par N(R, r) la fonction majorante de F(u, v) d6finie par l'4galit6: 

N(R, r)"-- s s ]%lR~r~; 
p=o q=o 

la fonction N(R,  r) sera 6galement d'ordre apparent total ), (cfr. n ~ 7). Par suite 

(cfr. n ~ 8), la fonction enti6re en r, N(r, r), est d 'ordre apparent X. Comme 

IF(v, v)[ ~ N(r,  r), 
il en r6sulte que la fonction enti&e en v, F(v, v), est d'ordre apparent au plus 6gal 
~t ~. Par suite: 

Si la fonction e,ti~re en u et v, F(u, v), est d'ordre apparent total ~, la fonction 
entib'e en v, F(v, v), sera d'ordre apparent au plus dgal d ~. 

Nous verrons plus loin (cfr. n ~ 79) que la fonction enti6re en v, F(v, v), est 
effectivement d 'ordre apparent ), sauf dans des cas exceptionnels pour lesquels eUe est 
d'ordre apparent inf&ieur ~t ),. 
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69. La fonction F(u, v) ordonn6e suivant les puissances enti~res de v s'6crit: 

F(,,, v) = ao(,,) + a ( ~ ) v  + a~(u)v ~ + . . .  + an(~)~ + + " " ,  

les a ( u )  &ant des s enti~res en f~. La fonction majorante N(R, r) ordonn6e 

suivant les puissances enti~res de r s'~crit: 

N(R, r) = Ao(R ) + ./l (R)r -{- . . .  -~- A (R)r" + . . . ,  

A ( R )  &ant la fonction majorante de a,,(u). 

Ceci pos~, comme N(R,  r) est d'ordre apparent total ~,, on a (cfr. n ~ 9) :  

I L n_ 

\ \ ~ 1  ] " 

~ partir de n = p;  par suite, nous aurons pour t o u s l e s  points d'un cercle C con- 

centrique ?t l'origine et de rayon ~ n &ant un nombre entier quelconque sup6- 

rieur ~t p, 
__n 

(26) I an (")l < ,_,, 

puisque l'on a, pour tout point de ce cercle, 
_L 

Donc, si F ( u ,  v) est d'ordre apparent total fini ),, on a l'inggalitd (26) pour chaque 
valeur de n supdrieure d u n  certain nombre fixe et pour tout point l~ du cercle C con- 

O r d r e  a p p a r e n t  de  T(u, v) p a r  r a p p o r t  h v. 

70. Soit 

une s enti~re en u et v ordonn~e suivant les puissances enti~res de v satisfaisant 

aux conditions suivantes: 

I ~ les polyn6mes P ( u )  satisfont aux conditions ~nonc~es au n ~ 59; 

- -  l o g  leg. I I 
2 ~ les c+ n sont des constantes telles que lira - -  et en outre telles 

~,,=~o q,, log q,, V" 
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que l'on ait, quel que soit l'indice q. ,  

log I cq. I I ! 

q, log q,, ~ - -  

&ant une quantit~ positive diff&ente de z&o. 

Nous nous proposons de d&erminer l 'ordre apparent de T(u,  v)  par rapport ~'t v 
en tout point u du cercle CRo qui renferme h son int&ieur tous les z&os des poly- 

n6mes P ( u ) .  Consid&ons, ~ cet effet, une suite d&roissante de quantit~s positives 

(a) 3 ,  a = , . . . ,  a~, . . .  (~ ,<~),  
telles que l'on ait lira ai z o. D6signons par 

g q  i , i  ~ C q 2 , i  ~ " * " :~ C q n , i  ' " * " 

- -  l~  I cq,,,, I 
la suite des coefficients c tels que les nombres correspondants v6rifient 

q" q.,i log q.,~ 
la relation : 

- -  log [ cq.,i [ I 
q..i log q.,i 

l'indice q.,i de cq.,i &ant +gal h l'indice que poss~de ce coefficient dans la suite des 

coefficients cq;  par Pq.,,(u) le polyndme P ( u )  ayant cq.,, pour coefficient dans T(u, v) 
et par (P~) la suite des polyn6mes P%i(u) ainsi d~finis. 

Soient N i l'ensemble des points de moindre croissance des polyndmes P , i ( u ) ,  et 

N la somme de tous ces ensembles N ~. N est un ensemble ponctuel. I1 existe donc 
des points du cercle Cj~ ~ n'appartenant pas :t N. Soit u ~---b l'un quelconque de 

ces points. Le point u = b n'appartenant pas h N ne fera pas partie des ensembles N ~ 
- -  log [P~.,,,(b) [ 

quel que soit i. Par suite, on peut extraire de la suite des nombres 

(cfr. n ~ 67) un nombre 
- -  log I P~,(b) l  

Pi l~  , tel que 

- -  log [ Pp,(b) I 

- -  ~i ~ Pl log pl 
-~  h i . 

Comme le coefficient cpi de Pt, i (u) v&ifie la relation: 

- -  log ]c~i[ I 
Pil~ g. ~ hi '  

I 
et que ~ converge vers zdro avec ~ - ,  il s'ensuit que la suite des nombres 

f 

admet i - -  comme 616ment limite unique. Par suite I 

- -  log ] cq. log P (b) l 
suite des nombres ; e t  comme lim 

q. log q. ~.=o~ 

q,,,i log q,,,i 

--loglc f f  p~(b)l 
pilogp, 

est un 61+ment limite de la 

- -  log I Pq. (b) [ 
o, il en r& 

q, log q, 
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i - -  log [cq. log Pq. (b) l 
sulte que - -  est la plus petite limite de la suite des nombres 

l* q. log q. 
O o n c  : 

Si f ( v )  - -  s c~. vq. est une fonction enti~re en v d'ordre apparent ~,., T (u ,  v)  sera 

une fonction entikre en v d'ordre apparent ~ en tout point u intdrieur au cercle CRo et 

n'appartenant pas d N.  

Soit u ~-  a un point de N ;  il existe un entier f tel que ce point n 'appart ienne 
pas .~ N ~ pour les valeurs de i inf&ieures "t j, mats fasse partie de l 'ensemble N i et 
par suite de chacun des ensembles N ~ pour routes les valeurs de i sup+rieures ~t j. 

- -  log [ c ,, Pq. (a)  I 
Nous partagerons la suite (S)  des nombres en deux suites partielles 

q,, log q,, 

- -  log I ct. log Pp. (a)  l 
(S ')  et ($2). La suite (S ~) comprendra tous les nombres p .  log p .  de la 

suite (S) dont les indices p,, sont distincts des indices q.,i" Alors nous aurons, d'aprbs 
la d+finition m~me des indices q.,i' 

- -  log I% [ x I - -  log I%1 x 
p.  l ogp .  ~* / ~ a J '  d'ofi lim ~ ' - - ' + ~ i "  

t.=~ p l ogp .  - -  t* 

D'autre part, comme le point u = a n'appartient ~t aucun des ensembles N ~ pour  
i <~], nous aurons 

- -  log I Pp. (a)  l 
lira = o. 
~.=~ p .  log p .  

Par cons&quent, la plus petite limite de la suite (S It)) sera un hombre positif I b'-' 

au moins ~gal ~t I l* -[- ai et par suite sup~rieur h I__ La suite (S 0 comprendra  

t o u s l e s  nombres de la suite (S) ayant les q,,,i pour indices et ceux-l~ seulement. Le 
point u--~a &ant un point de N i, il existe une quantit6 positive k' telle que l 'on ait: 

lim - -  log [Pq.,i(a) l ~__ k'.  
q",J=~ q.n log q-,t 

I 
Par suite, la plus petite limite ~ 7  de la suite (S =) est au moins ~gale ~t I-LS" -I- k' et 

par consequent sup&ieure h I . I I e n  r&ulte que la plus petite limite de la suite (S)  

I I 
qui est +gale au plus petit des hombres 7 et ~a- sera sup~rieure ~t I _ .  Par  cons& 

quent la fonction euti&re en % T(a,  v), est d 'ordre apparent inf&ieur ~t ~,.. Doric: 
o o  

- - , ~  v q" est d'ordre apparent ~,., la fonction Si la fonction entikre en v, f ( v )  cq. , 

enli~re en v, T (u ,  v), sera une fonction entikre en v d'ordre apparent infdrieur d I~. en 
tout point u appartenant d l'ensemble N. 

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXXI ( i  ~ sere. igxi  ). --  Stampam il ~4 dicembre i9xo. Io 
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En r~unissant les deux r&ultats de c e n  ~ on obtient le th~or~me suivant: 

Si la fonction entikre en v, f ( v ) =  __~-cq v% est d'ordre apparent V', T(u, v) sera 
t l = l  

une fonction entikre en v d'ordre apparent ~. pour tousles points du cercle CRo ?t l'excep- 

tion des points d'un ensemble N ponctuel pour lesquels elle sera d'ordre apparent inf&ieur 

Remarque.--En tout point ext6rieur au cercle CRo, la fonction T(u,  v) sera une 

fonction enti6re en v d'ordre apparent /~, puisque pour Fun quelconque de ces points 

u ~ b ,  o n  a 

- - l o g l P  (b) l 
lim = o, 
~.== q. log q. 

et par suite, les 616ments limites de la suite des nombres 
- -  log [cq. Pq. (b) I 

q. log q,, 
sont iden- 

- -  log [c, ,I  
tiques aux 61~ments limites de la suite des nombres 

q. log q., 
71. L'ensemble N consid6r6 dans le n ~ pr6c6dent est ind6pendant de la loi suivant 

laquelle les nombres 8~ convergent vers z&o. II suffit de montrer  que si l'on part d'une 

suite de nombres positifs 
8' ~' 8' 

s '  2 '  " " " , 1 '  " "  " ' 

tels que lim 8 ~ - - o  et distincte de la suite des 8~ on obtient le m~me ensemble N. 

D~signons par 

C q ~ , l '  C q 2 , 1 '  �9 . �9 , C q i ,  l ' �9 . . 

la suite des coefficients cq. v&ifiant la relation: 

- -  log ]cq,,z[ I ~ ~'l, 

l'indice q,,z de cq,,~ &ant ~gal ~t l'indice que poss6de ce nombre dans la suite des c ,  

et par Pq,,z(u) le polyn6me Pq,(u) admettant cq,,z pour coefficient dans T(u, v). Soit 

N 1 l'ensemble des points de moindre croissance des polyn6mes P,,,z(u), et N '  la somme 

de tous ces ensembles N z. Tout  point de N '  appartient ~t N. En effet, soit u = a  un 
point de N' ,  il appartient donc ~t un certain ensemble N~; par suite, comme la suite 
des indices q,,l comprend tous les indices q,,~ si 8j ~ 8~, ce point u - - a  appartiendra 

fi l'ensemble N ~ et par suite ~ N. On verrait de m6me que tout point de N fait partie 

de N' .  

7u. Admettons que ~ soit un ~l~ment limite isol~ de la suite des hombres 

log I cq, I 
; en disposant convenablement des notations et supprimant s'il est n&essaire 

q. log q. 
une infinit~ d~nombrable de termes dans T(u, v), on peut toujours s'arranger en sorte 
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- -  log I cq. I I 
que la suite des nombres admette - -  comme ~16ment limite unique. Alors~ 

q,, log q. ~. 
en tenant compte d'un r~sultat d u n  ~ 2, la suite des nombres q./ se d~duira de la 

suite des nombres q./_, en supprimant au plus un nombre fini d'+l~ments; par suite, 

la suite de polyn6mes (P~) se d+duira de la suite (P~-') pour chaque valeur de i, en 
supprimant au plus un nombre fini de polyn6mes dans cette derni&e suite. Dans ce 
cas (cir. n ~ 67) l'ensemble N e s t  ideutique h l'ensemble N ~ des points de moindre 
croissance de la suite des polyn6mes Pq.(u). 

Supposons maintenant que ~ soit un 6lement limite non isol6 de la suite des 

l~ Icq. I 
hombres - ; on pourra toujours choisir (cfr. n ~ 2) la suite des hombres ~ 

q. log q. 
de telle manibre que pour chaque valeur de l'indice i, la suite (P;)  se d+duise de la 
suite (P~-')  par la suppression d'une infinit~ d~nombrable de polyn6mes, de sorte que 
dans ce cas on pourra avoir, quel que soit l'indice i, 

N ~  N ~. 

O r d r e  a p p a r e n t  de  G(u, v) p a r  r a p p o r t  h v. 

73. Soit 
co 

G(.,  v~ = .Z cq.(.)+,, 

une fonction enti~re en u et v d'ordre apparent total fini ),, off 

5 .  (") = Co,q. + "'" + c~l~.>,q."~lq"' 

est un polyn6me dont le degr~ 3(q . )  v&ifie, pour chaque valeur de q. ,  la relation: 

~(q.) / qq., 

q &ant un nombre entier fixe. Nous nous proposons d'&udier l 'ordre apparent de la 
fonction enti~re en v, G(u, v), pour chaque valeur finie de u, en supposant que la 

l o g i c  I I 
suite des hombres [cq. &ant le coefficient maximum de cq. (u)] poss6de - -  

q. log q. F 
comme plus petite limite et en admettant en outre qu'il existe une quantit+ positive 
telle que l'on air, pour route valeur de l'indice q.,  

q. log q. ~. -- 

Mais auparavant, nous ferons un certain nombre de remarques. 

Posons 
Pq.(~) = ( ~ -  ~q . . , ) (~ -  ~q...) . . .  ( ~ -  a .+.,), 
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a l., , ,  aq..=, . . . ,  a ,~(~.t &ant les z6ros de cq.(u) dont le module est au plus +gal ~t 

Ro-~-~ (R o et ~1 &ant deux quantit~s positives), et 

cq. (u)  = P,,  (u) b (u) ;  

(26) 

puisque 

les b ( u )  seront des polyn6mes en u n'admettant aucun zSro fi l'int6rieur du cercle 

CRo+~ concentrique ~t l'origine et de rayon R o Jr_ ~. Si Bq . (R)  est la fonction ma- 

log Bq. (R) 
]orante de bq,(u) pour l ul-----R, nous alIons montrer que le rapport log I cq. I 

converge vers l'unitd pour toute valeur positive de R. Nous d6signerons A cet effet par 
Cq.(R) la fonction majorante de cq,.(u), (R = II, I)- 

Soit [cq.(~.)[  le maximum de Ic (u)l  atteint pour le point u = ~ q .  de la circon- 

f&ence CRo+~ ~ de rayon R o q--2 ~, concentrique h l'origine. Des relations 

le.,,.I Z ( R o +  2.tl)m 
nous d~duisons 

A I &ant une quantit& positive finie ind@endante de q .  Par suite, en remarquant que 
l'on a, pour tout point u de la circonf+rence CRo+.~, 

IP~.(u)l < (Ro+ 2~)+'~-', 
nous d~duisons, de l'in6galit6 pr6c6dente, 

A C(R, )  

[ b  (~~ > (Ro + ~ ~)+'~-' (R, = ~o + ~) (+ (q.) _~ q q.) 
et par cons6quent 

A,C,.(R,) 
B~.(R,)>(Ro_qt_2.~)+(q,)  (R, = Ro -[- 2 ~) 

Bq. (R2) ~ [ b ( ~ . )  [. 

- -  log  C~,, ( R , )  
Comme (cfr. n ~ ~5) le rapport - - l o g [ c q . I  converge vers l'unit+ lorsque q. aug- 

mente ind~finiment~ l'inbgalit~ (26) nous montre que 

_ _  log  B~.(R2) 
lira L I, 

~.=~ log[c~,] - -  

en observant que d'aprbs nos hypothbses on a 

lim +(q") q,=~q, logq - -  o. 
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S o i t l  -~' bq.(..9 )1 le maximum de lbg.(u)[ atteint pour le point u=~ '9 ,  de la circonf~rence 

C~2+3 * concentrique ~i l 'origine et de rayon R o -Jr-3 ~; nous aurons 

_ b ' (R2 R o + 2 %  Bg.(R3 < A I q.(~9.) I = 

A= d~signant une quantit+ positive finie ind@endante de q. ,  et par suite 

leg. (~;.) I 
Bg. (R2) • A~ ]pq,, @]9.) I ' 

d'o6 
Icg.(eo + 3,01 

(27) Bg. (R=) < A= (2 ~ ) + , 9 . ~ '  

t en remarquant que Cq.(R o --~ 3"n)". Ic9.@9.)1 et en observant que l 'on a 

I I P. ( - ) I  "x  - -  
(2~)+,9., 

pour tout point u de la circonf&ence CRo+3 ~. 

De l'in~galit~ (27) nous d~duisons, en tenant compte de ( I5 )  et des hypoth+ses 
~nonc~es au d6but de c e n  ~ que 

log ]Bg. (R,) I 
lim ~ I. 
9.=~ log [c9. I - -  

- -  l og  ] Bq. (R=)I 
I1 en r~sulte donc que le rapport log I c~. ] converge vers l'unit~ lorsque q. crolt 

au del~t de toute limite. Comme (cfr. n ~ I3) 

log Bq. (R) 
lim - -  I 
9.=0~ log Bq. ( R , )  

pour toute valeur finie de R, il en r~sultera, d'apr~s ce qui precede, que 
log Bq. (R) 

lira - -  I q.=~ l~ I c~,, I 

pour toute valeur fine et positive de R. 

D+signons par ] bq. (~q,,) I le maximum de I b (u) I pour ] u I = ~ atteint pour un 
4 

point u - - ~ 9 ,  de la circonf~rence C concentrique h l'origine et de rayon " ~ .  Des 
4 4 

in~galit~s : 

off A est une quantit+ positive finie, nous d6duisons, en tenant compte du r~sultat 
pr&6dent, 

log ]b ~" (-~.) ] 
lira - -  I. 
~.== log ]cq.I 
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ques aux ~l&nents 

posons 

Par consequent, les ~l&nents limites de la suite des nombres 
q. log q. 

- -  log I b([~.) I 
limites de la suite des nombres Par suite, 

q. log q. 

b (,,) = %g%,(u), 

la suite des nombres - -  log Igq.(~q) admettra z&o comme ~l~ment limite unique, en 
q,, log q. 

- -  l og  I c I I 
lira l - -  qt_ 8. 
%,=~ q, log q,, - -  g. 

74- La fonction enti~re en u et v, G(u ,  v),  &ant d'ordre apparent total fini )., si 
est une quantit~ positive sup&ieure fi )., nous aurons, pour tous les points d'un cercle 

Cq. concentrique ~t l'origine et de rayon et • partir d'une certaine valeur de 

q. (cfr. n ~ 69) , 
"9 *l �9 
& 

g 

1% ( - )  I < q_. �9 

A fortiori, nous aurons, pour tous les points d 'une circonf&ence C~o+= ~ de rayon Ro+2t,  , 

concentrique ~ l'origine et ~t partir d'une valeur de q. suffisamment grande, 

qn 

g 

I ~,. (,,) I < ,_. ; (:)o 
et en observant que l'on a, pour tout point u de cette circonf&ence Ceo+=~, 

IPq.(u)l > ~*('-' (+ (q.,) ~ ~(q . ) ) ,  

il en r&ultera que l'on aura, pour t ous l e s  points du cercle C~o+=., 

qn 

Ibq.(u) l < e" x 
qn • .~+'~.' (~(q-) --~ ~(q.))" 

On en conclut, en tenant compte de notre hypoth~se sur q~(q.), que les fonctions h armo-  
- -  l o g  f b ( u ) [  

niques sont positiveg ~ partir d'une valeur de q. suffisamment grande, 
q. log q,, 

- -  log  I b ([q,,) I 
sont identi- 

s i  n o u s  

remarquant que d'apr~s notre hypothSse sur les cq. on a 
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en tout point u du cercle CRo+~ concentrique .-t l'origine et de rayon R o -{--t,. Comme 

le cercle C Iq-I concentrique au point u~---[q, et de rayon R o q - ~  fait partie du cercle 
2 

CRo+~, il en r&ulte qu'h partir d'une valeur de q. suffisamment grande, chacune des 

- -  log ] bq. (u)  l 
fonctions harmoniques sera positive pour tout point du cercle C ~-I cor- 

q,, log q. 
respondant. De plus, chacune de ces fonctions sera r~guli~re ?t l'int~rieur et sur le 
contour du cercle C ~q,? correspondant, puisque les fonctions enti~res b q . ( u ) n e  poss&dent 

aucun z&o ~t l'int6rieur du cercle C~o+~ de rayon R ~ -J-"~ et concentriquc :l l 'origine. 

75. Soit R' o une quantit6 positive sup&ieure ~t Ro - J -~ .  Posons 

P;" (u) = ( , , -  % 3 ( "  - %=) . . .  ( " -  

aqn,~ , aqn,2 , . . .  ~ aqux(qn) 
R' o n t- "~; puis 

et enfin 

&ant les z&os de cq,.(u) dont le module est au plus ~gal 

c (u) = P(q')(u)b")(u . 

P u'~P(2)'u" P ; ~ ( u ) =  v,, ( -' q,,c ); 

nous aurons, pour  tout point u int&ieur au sens &roit au c e r c l e  CRo+..~, 

b (u) ~- b(I)(u')P(2)(u'), 
d'ofi q" q"" " q"" " 

- - l o g  I bq. (u)l  - -  log Ib'q'2 (u) ] log I P'q~(u) I - -  log I b")Cu) I 
= - "' + % ( u ) ,  

q. log q. q. log q. q,, log q. q. log q. 

~q.(u) convergeant uniform6ment vers z&o dans le cercle C 3 concentrique ?t l'ori- 
Ro+ ~-'q 

gine et de rayon Ro-}--• puisque l'on a, pour tout point u de ce cercle, 
4 ' 

I ...~ '~ @(qn) - .O(qn)  
< l P ( q : ( , , ) ] < ( R ' - q t - + ~ )  ( 0  (q,.) ~ ,  (q.))  t)) 

et que lim ~(q") q.=~q logq.  - -  o. 

I1 r&ulte en particulier de ce qui pr&~de, que l'on aura 

- -  log I bq.. ( ~ q . )  [ - -  log I b"' ( < )  [ 
qn "--qn I 

+ g'qn q,, log q. q. tog q. 
avec lira ~ = o .  

qn~O qn 

b ( ~ )  . "~ - -  log l q.0.. ,I 
76. Ceci &ant, la fonction harmonique &ant %guli&re et positive ~t 

�9 ,q. log q. 
partir d'une valeur de q. suffisamment grande pour tout point u du cercle C (q-) concen- 

' ~ (cfr. n ~ trique au point u --- [q. et de rayon R ~ -0 I- -7- 74), nous aurons, en appliquant 

un th~or~me bien connu sur les fonctions harmoniques positives, pour tout point u 
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dont la distance au point u - - [ q ,  est au plus ~gale ~t R ~ n t- ~ 
2 ' 

log[ (x) b ") - -  log I b'q~] (u)  l I bq. (~.)  [ (27) - -  ( i  - -  ~ ) q n  (~'qn) [ < < - -  ( I  --~ I3) l~ 
q,, log q. q. log q. q. log q. 

avec 
2Ro-qt-~ z Ro -qt- "tl 

~ =  R o + R o + ~ '  ~ -  R ' o -  Ro " 
Comme la distance d 'un point quelconque u du cercle CRo concentrique h l'origine et 

de rayon Ro au point u ~ q .  est au plus ~gale .~ R o- j -  ~ , on en conclut que la 

double in~galit~ pr~c~dente sera v+rifi+e pour tout point u du cercle CRo et pour toutes 
les valeurs de q,, sup~rienres ~ un certain nombre  fixe Q. 

De (27) nous d~duisons 

log [ b  (~q,,)l - -  log [b%, (u)  l log] bq. ( ~ . )  
- (~ - . )  + ~,', (~) < < (~ + ~) ~- r 

q. log q. q- q. log q. q,, log q. 

d ' ) (u)  et ~l~'(u) convergeant uniform~ment vers z+ro dans le cercle CRo , en vertu 
q n "  i qn 

d'une remarque faite plus haut, et par suite 

log I c~. I log I g~. ( ~ . )  I - -  log I g~. (u) I 
qn q. log q. q,, log q. q. log q. 

log I c I - -  log ]g~. ( ~ . )  I 

~ ~ q. log q. q. log q,, -I- ~q. "(') (u). 

Ceci pos6, soit r un nombre positif donn~ ~ l 'avance; comme les hombres q. log q. 

sont born6s dans leur ensemble, nous pouvons d&erminer le nombre positif R' o de 
mani~re que l 'on air, pour chaque valeur de q. sup+rieure ~t Q, 

0 ~ l o g l c  I ~ - - l ~ l o g l c  [ e 

q logq,, > - -  - -  ' q, l ogq .  "~ 3 -  3 

Le nombre R' o &ant ainsi d+termin6 au nombre  

un nombre entier Q ' ~  Q, tel que l 'on ait 

qn ~" "" 3 ' 

3 ' nous pouvons faire correspondre 

~(2, ( . )  < _ _  
q" 3 

d~s que q., ~ Q' et pour tout point u du cercle CRo; ceci est possible puisque les 

fonctions d ')q,, (u)  et e~q2~(u) convergent uniform~ment vers z~ro dans CRo. D'autre part, 

puisque lim - -  l~ Igq" (~q.) 1 = o, au nombre positif ~-- il est possible de faire corre- 
a.=~ q logq .  3 ' 

spondre un entier Q"  tel que, pour q. ~ Q", on air 

log I gq. ( ~ . )  I ~ - -  I~ log Ig~. ( ~ . )  I < 
q. log q. ~ - -  - 3 - '  q. log q. 7 -  " 
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On en conclut que l 'on aura, pour toutes les valeurs de q. sup&ieures au plus grand 

des deux nombres Q'  et Q "  et pour tout point u du cercle CRo, 

- -  l~  I&-(u)  l < e, 
- - ~ ' ~  q logq .  

ce qui nous montre que la suite des fonctions -- l~ q., log q. converge uniformgment 

vers ~gro ?t l'intgrieur et sur le contour du cercle CRo. 
- -  log I&.(u) I 

77. La suite- des fonctions convergeant vers z&o en tout point 
q. log q. 

u du cercle CRo , il en r&ulte que l 'ordre apparent de la fonction enti~re en v, G(u ,  v), 

en tout point u du cercle CRo est identique ~ l'ordre apparent de la fonction enti~re 

en v, T(u, v) : __~- cq Pq, (u)v  q", c%, et Pq,, (u) ayant la m~me signification qu'au n ~ 73. 

Comme les P ( u )  satisfont aux conditions ~nonc6es au n ~ 59, nous pouvons ~noncer 

le r&ultat suivant (cfr. n ~ 7o) :  

~-cq v q,, dgsignant le coefficient maximum Si Ia fonction enti~re en v, f ( v )  ----- ~=, [% 
de cq,(u)], est d'ordre apparent ~, G(u, v) sera une fonction enti~re en v d'ordre ap- 

parent ~ pour tout point u du cercle CRo concentrique a l'origine et de rayon Ro, sauf 

pour les points d'un ensemble ponctuel pour lesquels elIe sera d'ordre apparent infgrieur 
~ .  

Ceci &ant, soit M l'ensemble des points du plan des u situ~s ,~ distance finie et 

pour lesquels G(u, v) est une fonction entibre en v d'ordre apparent inf&ieur fi ~z. 
C o m m e  le r&ultat pr&~dent subsiste quel que grand que soit le nombre positif Ro, 
il en r&ulte que la portion de M appartenant ~1 une aire finie quelconque est un 
ensemble ponctuel. Par suite (cfr. n ~ 63) l'ensemble M sera lui-m~me un ensemble 
ponctuel. Nous  obtenons donc le th~or~me suivant: 

~o 

Si la fonction enti~re en v, f ( v ) - -  y cq, v q. [cq. ddsignant le coefficient maximum 

de cq. (u)], est d'ordre apparent ~., G (u, v) sera une fonction entikre en v d'ordre apparent 
8" pour tousles points du plan des u situgs it distance finie, dt l'exception des points d'un 
ensemble M ponctuel pour lesqueIs die sera d'ordre apparent infgrieur ~ ~. 

O r d r e  a p p a r e n t  de  F(u, v) p a r  r a p p o r t  ~ v. 

e~ 

78. Soit F(u, v ) =  ~-a,,(u)v" une fonction enti~re en u et v que nous suppose- 
) t ~ o  

rons d'ordre apparent total fini k. Nous alIons &udier I'ordre apparent de F(u,  v), 
consid&~e comme une fonction enti~re en v, pour chaque valeur finie de u, en supposant 

que la fonction enti~re en v, f ( v )  = ~- c v", est d'ordre apparent • ~ o [ c  d&ignant 

le coefficient maximum de a (u)]. 

Rend. Circ. Matem..Palermo, t .  X X X I  ( i  ~ s e m .  i g H  ) .  - - S t a m p a t o  i l  15 d i c e m b r e  I 9 I o .  i i  
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La fonction enti~re en v, f ( v ) =  "~-c v", &ant d'ordre apparent ~., N(R, r) sera 
n ~ o  

d'ordre apparent tz par rapport ~t r. Comme 

I an (")l < "Z (R) (I" I L R), 
il en r~sulte que, pour toute valeur finie de u, F(u, v) sera une fonction enti~re en v 
d'ordre apparent au plus ~gal ~t ~. 

Cette remarque faite, comme N(R, r) est une fonction enti~re en R et r d'ordre 

apparent total fini X et d'ordre apparent ~. [> o par rapport ?t r, cette fonction peut 

se mettre sous la forme (cfr. n ~ 23) 

N(R, r )=  ~ c%, Qq,, (R)rg"-J- H(R, r), 

cq. ~tant le coefficient maximum de g/~.(R) ou, ce qui revient au m~me, le coefficient 

maximum de a (u) et v~rifiant en outre pour chaque valeur de l'indice q,, la relation 

] - -  - -  L 8 (8 ~ o), Qg.(R) un polyn6me dont le degra ~(q,,) est pour 
log ] I i 

q. log q. [J - -  

chaque valeur de q. au plus ~gal ~ q q. (q ~tant un nombre entier fixe) et H(R, r) 

une fonction enti~re en R et r d'ordre apparent au plus ~gal ~ Vt i --~ 2 ~ 8 par rapport ~ r. 

D~signons par Sq,, (u) le polyn6me form~ par tousles  termes de la fonction enfi~re 

en u, aq.,(u), dont les modules des coefficients sont les coefficients de Qq.(R) et par 

B(u, v) l'ensemble de tous les termes de F(u, v) dont les modules des coefficients 

sont les coefficients de H(R, r ) ;  la fonction F(u, v) pourra se mettre sous la forme: 

(28) v ) =  v ) +  v) 
avec 

v ) =  

Comme H(R, r) est d'ordre apparent au plus ~gal fi ~" I -~ -2~8  par rapport ~ r, 

d'apr~s la remarque faite plus haut B(u, v) sera une fonction entibre en v d'ordre 

apparent au plus ~gal ~t r + 2 e. ~ et par suite d'ordre apparent inf~rieur :i V" pour toute va- 

leur finie de u. D'autre part, la fonction G(u, v) pr6c6demment definie satisfait aux 

m~mes conditions que la fonction G(u,  v) consid6r~e a u n  ~ 73- Par suite (cfr. n ~ 77), 
comme cq. est le coefficient maximum du polyn6me cq. (u) - -  c% S%, (u) et que par hypoth~- 

se la fonction enti~re en v, f, (v)-- __~- cq. v q ,  est d'ordre apparent ~z, G(u, v) est une 

fonction enti~re en v d'ordre apparent ~. pour t ous l e s  points du plan des u situ~s /t 

distance finie, sauf pour les points d'un ensemble M ponctuel pour lesquels elle est 
d'ordre apparent inf~rieur ~i ~. L%galit6 (28) nous montre, en remarquant que 

B(u, v) est une fonction enfi~re en v d'ordre apparent inf~rieur ~t ~ pour toute valeur 
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finie de u, que F ( u ,  v) est une fonction enti&e en v d'ordre apparent ~. en tout point 
du plan des u situ~s ~ distance finie et n'appartenant pas 2t M et qu'en tout point de 
ce dernier ensemble F ( u ,  v) est une fonction enti&e en v d 'ordre apparent inf~rieur 
:t ~. Nous pouvons donc ~noncer le th~or6me suivant qui est la conclusion de nos 
recherches : 

Si F(u,  v) est une fonction entibre en u et v d'ordre apparent total fini ~ et si la 

fonction entikre en % f ( v ) =  ~- c v" [c dtant le coej~cient maximum de a (u)],est d'ordre 

apparent ~, F(u,  v) sera une fonction entikre en v d'ordre apparent ~ pour tous les 
points du plan des u situgs 2t distance finie, ~ l'exception des points d'un ensemble M 
ponctuel pour lesquels elle sera d'ordre apparent infgrieur ~t ~.. 

Ce th~orbme peut encore se mettre sous la forme suivante: 

Si F(u ,  v) est une fonction enti~re en u et v d'ordre apparent total fini ~ et si N ( R ,  r) 
est d'ordre apparent ~. par rapport gt r, F (u, v) sera une fonction enti~re en v d'ordre 
apparent ~. pour tous les points du plan des u situds ~ distance finie, sauf pour les points 
d'un ensemble M ponctuel pour lesquels elle sera d'ordre apparent infdrieur ~ ~. 

79. Consid~rons la fonction entibre en w e t  v, F ( w v ,  v), se d+duisant de la fonc- 
tion enti6re en u et v, F(u ,  v), que nous supposons d'ordre apparent total fini )., en 
posant u " - -wv .  Soit N ( t r ,  r) la fonction majorante de F ( w v ,  v) ;  cette fonction 
N ( t r ,  r) sera d'ordre apparent ~ par rapport ~ r (cfr. n ~ 27). Par suite, d'apr6s le n o 
pr&6dent F ( w v ,  v) sera une fonction enti&e en v d'ordre apparent ), pour t o u s l e s  
points du plan des w situ~s :i distance finie, fi l'exception des points d'un ensemble 
M ponctuel pour lesquels elle sera d'ordre apparent inf~rieur ~t ).. 

Par suite, si le point w ~-  x n'appartient pas ~t M ,  la fonction enti&e en v, 
F(v,  v), sera d'ordre apparent ),, mais si le point w =  I fait pattie de l'ensemble M , ,  
F(v ,  v) sera une fonction enti~re en v d'ordre apparent inf~rieur /t ).. 

Limite  supdrieure du n o m b r e  des  zdros des aq. (u) dont  le module  

ne ddpasse  pas  un nombre  pos i t i f  R o donnd /t l 'avance.  

80. Soit 
aq,(u), a (u), . . . ,  a,(u), . . .  

la suite des s enti~res aq . (u)  dont le coefficient maximum cq. v&ifie pour cha- 

que valeur de q. la relation: 

I - l ~  I I L ~ ,  
q. log q. ~ - -  

&ant une quantit~ positive. Nous  nous proposons de trouver une limite sup&ieure 

du hombre des z&os de aq,(u)  dont le module est au plus b_gal au nombrepos i t i f  Ro 
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donn6 ;l l'avance. Nous remarquons ~i cet effet que l 'on peut &rire: 

% ( u )  = % S~.(u) + S"'~. (u), 

S (u) &ant un polyn6me dont le degr6 est au plus 6gal ~ qq. (q &ant un hombre 

entier fixe), S Ix) (u) &ant une fonction entiSre en u dont le coefficient maximum c' 
qu qn 

v&ifie pour toute valeur de l'indice q.,  la relation: 

- -  log I c'~. [ 

q.70g g. > 7  + ~- 
Posons 

% ( u )  = ~.f~o (u); 
Dons aurons 

S t', (.) 
qn 

fq., (u) = Sq. (u)  -4- 
qn 

CCt 7 Soit S; '  ) (R)  la fonction majorante de S " ' ( u ) ;  comme le coefficient maximum ~" 
Cq n 

- -  log 

S ") (R) v&ifie la relation lira 
qn 

de 

C t 

q__L 

C'qn 8, nous aurous ~galement (cfr. n ~ I5) 
q. log q. 

- -  l o g  S ") ( R )  
lim q" ~ 
q.=oo q. log q. - -  

et par suite au nombre positif - -  on peut faire correspondre un entier Q tel que, pour 
2 

q . ~  Q, on ait 

log SIq~ (u) I - l o g S " '  ~ o +  •  - _ _  
- -  et par suite ~ -  l u [ L R  o Jr- �9 

q. log q. ~ 2 q. log q. - -  

Ceci &ant, posons 

Pq. ( . )  = (" - %,x) ("  - -  %,2) . . .  (" - -  %,..),  

aq..,, a .~ , . . . ,  a ,~c. ) &ant les z&os de S (u)  dont le module est au plus +gal ~t 

Ro-Jr-~ (~ &ant une quantit~ positive tr6s petite), puis 

s q . ( . )  = P ( . ) g ~ . ( . ) ;  

la suite des fonctions - - l o g  I gq.('OI converge uniform6ment vers z~ro A l'int6rieur 
q. log q. 

et sur le contour du cercle C concentrique ~t l'origine et de rayon R o -~- ~ 
Ro+ ~ 2 

(cfr. n ~ 76), par consequent au nombre positif -g- nous pouvons faire correspondre un 
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entier Q' tel que, pour q . ~  Q', on ait, pour tout point u du cercle C 
Ro +~--z } 

- -  l o g  I&(u)l 
q logq. ~ 8 

Qq.(r) ayant la m~me signification qu'au n ~ 69, d+signons par ~.q. la somme totale 

( des longueurs des segments .is.~ de l'axe des r appartenant i I'intervalle Ro, R o +  

- -  l og  I Q~,, ( r )  m 
et en chaque point desquels on a q. log q. --'~ y .  Ces polyn6mes Qq.(r)satis- 

faisant aux m~mes condition que les polyn6mes A ( x )  consid+r~s au n ~ 3 6, nous 

aurons lim ~ = o (cfr. n ~ 57); par suite nous pourrons d&erminer un entier Q" 
qn=OO qn 

tel que l'on ait, pour q,. ~ Q", 

% ( ~--- �9 
4 

Soit q.. un nombre de la suite des indices q., sup~rieur au plus grand des trois nombres 
-Q, Q', Q". q. 6tant sup6rieur i Q", il existera au moins un point r = p  dans l'inter- 

valle (Ro, R + ~ - )  et tel que l'on ait 

- -  log IQq.(P) 1 
q. log q. ( -8- " 

Comme 

n o u s  a u r o n s ,  

rayon p : 

Pq.(u) ~ IOq.(r)l lul = r, 

pour tout point de la circonf6rence C O concentrique ~ l'origine et de 

- log I P, . ( . ) I  < Y 
q. log q. 

et par suite, puisque q. ~ Q' et que la circonf~rence Cp est toute enti~re ~t Pint~rieur 
du cercle C 

Ro-+- ~- 

--l~ (u)] < ~-- 
q. log q. 4 

Comme d'apr~s ce qui a +t+ dit plus haut on a, en remarquant que q. ~ Q, pour 
tout point de la circonf+rence Cp, 

- -  log S(/}"(u) 
Cq~ 

> T '  q. log q. 

on en conclut que l'on aura pour tousles points de la circonf~rence Ce: 
(~) U 

c S (u) < I. 

Le polyn6me Sq.(u) ne poss~dant aucun z6ro sur la circonfLrence Cp il r~sulte d'tm 
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th~or&me bien connu que le nombre des z&os de fg,,(u) et par suite de ag,,(u ) est 

6gal au nombre des z&os du polyn6me Sg.(u ) ?t l ' int&ieur du m~me cercle. 

Comme le degr6 de Sg.(u) est au plus ~gal A qq.  (q &ant un nombre entier fixe) 

il en r&ulte que le nombre des z&os de aq.(u) dont le module ne d~passe pas R o est 

au plus 6gal ~t q q .  On conclut de ce qui pr&6de que, si la fonction enti~re en u et v 
o o  

F ( u ,  v ) - - ~ - a ( u ) v "  et si les a (u) ont la mdme signification qu'au ddbut de cen  ~ 
n ~ o  

au hombre positif Ro on peut faire correspondre un entier Qeo.tel que, pour q . >  Q~o'  

le nombre des zgros de aq. (u) dont le module ne ddpasse pas Ro soit au plus ggal it q q. 

(q grant un nombre entier positif indgpendant de R ~ et q,,). 
Remarque. -  En proc6dant de la m6me manibre que pr~c6demment, on constate que 

tout point limite de l'ensemble des z&os des polyn6mes S9.(u) est ~galement un point 

limite de l'ensemble des z&os des fonctions enti6res ag.(u ). 

81. Posons 
P'9~'(u) = ( u -  a'" ) (u  "'  . (u - -  a '"  

q n ,  z - -  ag,z,a) " " qn,+(qn)] ~ 

a (~) a (~1 a "1 &ant les z&os de f g , ( u )  dont le module est au plus 6gal ~t 
9 n ,  I ~ q n ,  2 ~ " " " ~ q n , + ( q n )  

Ro -~- -~ et 
fg. (u) = P"'Cu)g"'9. - 9. (u). 

- -  log Ig'9'2(u) I 
En procSdant comme au n ~ 7 6, on constate que la suite des fonctions 

q. log q. 

converge uniform6ment vers z&o dans le cercle C ~ concentrique ~ l'origine et de 
Ro+ -fi- 

rayon R o -+- ~ . 
2 

Soit N l'ensemble des points du plan des u qui par rapport aux polyn6mes 
P~9~(u) est identique ~l l'ensemble N par rapport aux polyn6mes P ( u )  et d+fini au 

n ~ 7 o. La relation 

p . )  . .,_.)ru~ : J Pg.(u)g,, ,(u) -q 
c qn 

nous montre, en tenant compte de ce qui pr&bde et du r~sultat du n ~ 76~ que tout 
point de N int&ieur au sens large au cercle CRo est un point de N int&ieur au sens 

large au cercle CRo , et inversement. Cette remarque va nous permettre de substituer 

~t la suite des polyn6mes P (u), la suite des polyn6mes P(')(u),9. pour l '&ude de la 

portion de l 'ensemble M appartenant au cercle CRo , M +rant l'ensemble des points du 

plan des u situ6s ~t distance finie pour lesquels la fonction enti~re en v, F(u ,  v), est 

d'ordre apparent inf&ieur ~t ?t. 

Examen de r particuliers. 

82. Les Pq,,(u) ayant la m&ne signification que dans le n ~ pr6c6dent, nous d~si- 

gnerons par F11~.,i-(u)- le polyn6me extrak de la suite des P ~ ( u )  tel que le coefficient 
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maximum cq.,i de la fonction enti~re a ( u )  correspondante v&ifie la relation: 

- -  l~ I%,,I I L B ~ ,  
q,,i log q,,~ ~ - -  

~i &ant un nombre de la suite (8) consid+r~e au n ~ 7o; puis par N ~ l 'ensemble des 
points de moindre croissance de la suite des polyn6mes pl~l.(u)ainsi d~finis" et par N,  

la somme de tous ces ensembles N i. D'apr~s le n ~ pr&~dent, la portion de / 'ensemble 1 

N, appartenant au cercle CRo co~'ncide avec la portion de N appartenant fi ce cercle. 

Ceci pos~, soient kq.(Ro) et kY(Ro) les nombres qui par rapport au polyn6me 

Uq~(u) sont identiques aux nombres k~, et k' par rapport au polyn6me Pq.(U) et 
q*t 

d~finis au n ~ 6 4. Si nous raisons varier R o (~ restant fixe), ki~" (Ro) et k yq. (Ro) devien- 

dront des fonctions non d&roissantes de la variable r&lle et positive R o. Nous  allons 
&udier l'ensemble M des points du plan des u pour lesquels F(u, v) est une fonction 
enti~re en v d'ordre apparent inffirieur ~ ~ en admettant que les deux suites de fonctions 

k ~q.(R) et k~.(R) admettent z~ro comme fonction limite unique. 

I1 peut arriver que, quel que soit i, les indices q..~ des polyndmes p(,I (u)  v~rifient 
qn ,  i 

la relation : 

li--m q . . . .  ~ ~ m, 
q n ' i ~ ~ 1 7 6  qn, i 

m &ant une quantit+ positive finie. Alors chacun des ensembles NI ~ sera au plus 
d~nombrale (cir. n ~ 64) et il en sera de m&ne de l'ensemble N , ,  puisque la somme 
d'une infinit+ d+nombrable d'ensembles au plus d+nombrable est-elle m&ne un ensemble 
au plus d+nombrable. I I e n  r~sulte que la portion de l'ensemble M appartenant au cer- 

cle CRo est au plus d+nombrable. Comme ce qui pr&6de a lieu pour toute valeur posi- 

tive de R, on en conclut que Fensemble M est au plus d~nombrable. Donc:  
Si les deux suites de fonctions k~, (R) et k y (R) admettent ~dro comme fonction limite 

qn 

unique et si les indices q,,~ des polynOmes pl,) (uS vdrifient, quel que soit i, Ia relation: 
q n, i x ~" 

lira q,+i,i ~ m, 
q n ' i = ~ 1 7 6  q,,i 

m gtant une quantitd positive finie, l'ensemble des points du plan des u pour lesquels 
F(u,  v) est d'ordre apparent infgrieur ?t Is. est un ensemble au plus dgnombrable. 

Soient h ~q.+,(R) et b~ .... (R)  les fonctions qui pour une valeur d&ermin~e R ~ de R 

sont par rapport au polyn6me P~q~(u) X P") (u)  identiques aux nombres h ~ et b -~ 
qn4-1 q n + I  q n + t  

par rapport fi Pq, (u)  ;,< Pq,+~ (u)  et d+finis au n ~ 64. Admettons qu'outre les conditions 

du r+sultat pr&+dent, l'~tne au moins des deux suites de fonctions h~ .... (R) et b~ .... (R) 

admette ~gro comme fonction limite unique, on verrait de mdme que l'ensemble M ne ren- 
ferme aucun point, et par suite que F(u,  v) est une fonction entikre en v d'ordre apparent 
I~. pour tous Ies points du plan des u situgs d distance finie. 

88. En restant toujours dans l 'hypothbse off les suites de fonctions k~,(R) et k~,(R) 
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admettent z&o comme fonction limite unique, supposons qu'A partir d'une certaine 

valeur/" de l'indice i, la suite des nombres q . . . .  ~ admette or-oo comme 616ment limite; 
q., i 

dans ce cas l'un quelconque des ensembles N ~, pour i ~__ ] pent avoir la puissance du 
continu (cfr. n ~ 65). Par suite, dans ce cas l'ensemble M pourra avoir la puissance 
du continu. En supposant que les indices q,,,i v&ifient quel que soit i la relation: 

lira log q ..... ~ ~ m', 
%,,i=~ log q.,i - -  

m' &ant une quantit6 positive finie, nous allons indiquer un cas pour lequel l'ensemble 

M est au plus d6nombrable. D&ignons .~ cet effet respectivement par m ~ (Ro) et m~. (Ro) 
qn 

les minima des projections sur Ox et Oy des segments ayant pour extr+mit~s les z6ros 

de P'q~(n). Les fonctions m ~ (R)  et m~,(R) seront des fonctions positives de R (en 
qn 

~crivant R au lieu de Ro). Admettons qu'il existe un nombre positif ~: tel que pour 

chaque valeur de R on ait 
I I 

---q- m ~ . ( R ) > ~ ,  et m~.(R)[>  q. 

d~s que q,, > QR (QR pouvant varier avec R) ;  alors pour chaque valeur positive de 
R (cfr. n ~ 65) chacun des ensembles N i, sera au plus d~nombrable et cela quel que 

soit i. I1 en sera de m~me de l'ensemble N, et par suite de l'ensemble M e t  nous 
obtenons le th~or6me suivant: 

Si les deux suites de fonctions k~ (R) et k y (R) admettent <dro comme fonction limite q,, 
unique et si l'on a, pour toutes les valeurs de q,, supgrieures d QR, 

I I 
m" (R) > --=i-,, et m~,, (R) > ,, , 

q. q. q. 

l'ensemble M des points du plan des u situgs gt distance finie, pour lesquels F(u,  v) est 
une fonction entikre en v d'ordre apparent infdrieur d 8", est un ensemble au plus ddnom- 
brable si l'on suppose en outre que les indices q.,i vgrifient pour chaque valeur de i la 

relation 
_ _  log q . . . .  
lim - -  m', 

q.,i=oo log q.,~ 

m' gtant une quantitd positive finie. 
D~signons par n~.+, (R)  et nYq.+, (R) les minima des projections respectives sur Ox 

et Oy de tous l e s  segments joignant deux z&os du produit Pl'lt'u~P I'l (uh" on verrait 
qn k. J qn+x \ .1~ 

de m6me en tenant compte d'un r&ultat du n ~ 65 que: 

Si les deux suites de fonctions k ~ (R) et k y (R) admettent zgro comme fonction limite 
qn qn 

unique et si I'on a, pour toutes les valeurs de q. supgrieures d Q~ , 

1 I n x ( e )  > . . . .  > 
q.+, q.+, q.+, 

l'ensemble M ne renfermera aucun point et par suite F(u ,  v) sera une fonction enii~re 
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en v d'ordre apparent 8. pour tous les points du plan des u situds ~ distance finie, si l'on 
suppose en outre que les indices q,,i vdrifient pour chaque valeur de i la relation: 

lin-~ Iogq . . . .  i = m ' ,  
a.,i=~ log q,,~ 

m' dtant une quantitd positive finie. 
84. II sera excessivement difficile de reconnaitre si les suites de fonctions k~,(R) 

et k~,(R) admettent z~ro comme fonction limite unique. Nous  allons indiquer un cas 

pour lequel on peut affirmer qu'il en est ainsi. Supposons qu'il existe une fonction po- 
sitive de R, h(R),  telle que l'on ait. pour toutes les valeurs de q. ~ QR, 

m L(R) > h "L(R) > h (R). 
q,, ' q. ' 

en tenant cornpte du r+sultat d u n  ~ 51, on constate que les fonctions U (R) et k~,(R) 
qn 

admettent zdro comme fonction limite unique. 
Exemples: I. - -  Posons : 

o~ 
F(u, v ) =  sin nu)W- + Co,  

off q. ~---n* et off les constantes c' v~rifient la relation 
q n  

- -  l o g  [c'q. I x 
�9 l i ra  - -  - -  ( ~  > o). 

~.=o. q logq .  V" 

Cette fonction F(u,  v) sera une fonction entibre en u et v d 'ordre apparent total fini. 

S i c  est le coefficient maximum de c' sin ~: n u, on aura, d'apr~s notre hypoth+se sur 
qn qn 

l e sc '  lira - -  log I c,,I I Comme tous les z&os des fonctions sin ~ n u  appar- 
qn ~ - -  " %,=- q. log q,, b'- 

tiennent :i l'axe des x et que la distance entre deux z&os cons&utifs quelconques de 

sin ~ n u est ~gale ~t - - I ,  c'est-~-dire ~gale ~t __I, , il en r&ulte que les suites de fonctions 
n ~-  

q. 
k~.(R) et k y (R) admettent z&ro comme fonction limite unique. Posons 

qn 

Pq. .  ~- u u n u ~ - ~ -  . . .  

la portion de l 'ensemble N appartenant ?t l'intervalle o -  I coincidera avec l 'ensemble 

N des points de moindre croissance de la suite des polyn6mes P~,(u) appartenant ~t 
- -  l o g  [cq. { I 

l'intervalle o -  I, puisque la suite des nombres - admet - -  comme ~l~ment 
q. log q. b'- 

limite unique. 
Comme tous les polyn6mes P (u) s'annulent pour u = o et pour  u ---~ I, il en 

r~sulte que ces deux points appartiennent ~t N. La distance entre deux z&os cons&utifs 

du produit P ( u ) P q . + , ( u )  &ant sup~rieure ~ ~ dans tout intervalle int~rieur au sens 
q~-4- I 

Ren d ,  Circ.  M a t e m . . P a l e r m o 3  t. X X X I  (x ~ sem. 19II ). - - S t a m p a t o  il 22 dicembre ~gxo. x2 
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&roit /t l'intervalle o - -  I et les nombres q. v&ifiant la relation lim log q.+, - - I ,  il 
log q. 

en r+sulte que N ne renfermera aucun point darts tout intervalle int&ieur au sens 

&roit ~ l'intervalle o - -  x. Par suite la portion de N appartenant ?t l'intervalle o ~ I 

renfermera uniquement les points u = o et u = i.  On en conclut, en tenant compte 
de la p6riodicit+ des fonctions sin r;u, qne la fonction F(u,  v) considC.r6e sera une 

fonction enti&re en v d'ordre apparent I, pour tous les points du plan des u situ~s ~t 

distance finie, h l'exception des points de 1'axe des x d'abscisses enti6res pour lesquels 
cette fonction enti~re en v se r6duit ~t une constante. 

II. Consid&ons la fonction entibre en u et v:  

- -  log [c' I I 
qn 

F(u, v ) =  ~-(c' s inq, ,~u)v %', 

, les indices q. v&ifiaut la condition off lim __ 6nonc6e au i1 ~ 55. 
q.== q. log q,, ,v. 

Posons ( ' )  P q . ( u ) = u  u . . .  ( u - -  I ) ;  
qn 

l'ensemble N, des points de moindre croissance de la suite des polyn6mes P(')(u') aura 
q n  ~ / 

effectivement la puissance du continu dans tout intervalle int&ieur h l'intervalle ( o - -  I)  
(cs n ~ 55). On en d6duit que l'ensemble M aura effectivement la puissance du continu. 

Donc la s F ( u ,  v) consid&6e sera une fonction entibre en v d'ordre apparent 

~. pour tous les points du plan des u situ6s ~ distance finie, saul pour les points d'un 

ensemble M appartenant h l'axe des x et ayant effectivement la puissance du continu, 

pour lesquels elle sera d'ordre apparent inf&ieur ~t g.. 

85. Comme autre cas particulier, nous pouvons consid&er le cas off le nombre 
a (u) 

des z&os des s enti6res en u, fq,,(u), off fq,, ( u ) =  %,__2~ dont le ,nodule est 
C 

q n 

au plus bgal h R ne d+passe pas un entier QR pouvant croitre avec R. Alors pour 
chaque valeur de R le nombre des points limites r6guliers de ['ensemble des z6ros des 

polyn6mes P('~(u') appartenant au cercle CR+.~, est fini; par suite il en est de m~me 

de la portion de l'ensemble M appartenant :i ce cercle. On  en condut que, dans le cas 

consid6r6, la fonction F(u,  v) est d'ordre apparent ,~. pour tousles points du plan des 
u situds it distance finie, sauf au plus pour les points d'un ensemble M n'admettant aucun 
point limite it distance finie et pour lesquels elle est d'ordre apparent infgrieur it V'. 

Ce dernier cas comprend comme cas particulier celui dans lequel toutes les fonctions 

enti6res f~ . (u )  sont born6es dans leur ensemble dans toute dire finie. Les fonctions 

entibres f , , (u )  sont dites bornC, es dans leur ensemble, s'il existe une fonction enti~re 

f ( u )  ~ coefficients positifs, telle que pour chaque valeur de q,,, le coefficient d'un terme 

quelconque de fq , (u )  soit en module au plus ~gal au coefficient correspondant de f (u ) .  
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Donc,  si les fonctions enti~res fq . (u)  sont borndes dans leur ensemble dans route aire 

finie, l'ensemble des points du plan des u pour lesquels F(u,  v) est une fonction enti~re 
en v d'ordre apparent infdrieur dt ~. n'admet aucun point l imi ted  distance finie. 

Belverne (Haute-Sa6ne), 8 ao~t I91O. 
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