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SULLA CURVATURA DELLE SUPERFICIE E VARIETA. 

Memoria di Franoesoo Severi (Padova). 

Adunanza del 2$ febbraio t9z 7. 

In questo lavoro rielaboro, da un punto di vista pifi geometrico del consueto, la 
teoria della curvatura delle superficie e varietL 

Lo spunto per tale rielaborazione mi venne da un'osservazione che mi capit6 di 
fare parlando col Collega Prof. LEvI-CIvlTA dei notevoli risultati da lui or ora otte- 
tenuti nella Memoria: No,lone di parallelismo in una varieti~ qualunque e conseguente 
specificazione della curvatura riemanniana, pubblicata in questo volume dei Rendiconti 
del Circolo Matematico di Palermo ~). 

L'osservazione cui alludo si riferiva a cib: che il concetto di parallelismo ira di- 
rezioni, entro una variet~t V ,  a metrica qualsiasi, introdotto con felice idea dal Collega, 
poteva presentarsi sotto una forma geometrica affatto indipendente dallo spazio euclideo 
S~. in cui la V,, ~ immersa, restando cosl a priori manifesto il carattere intrinseco di 
quel concetto, rispetto alla data variet,~; cosa che al LEvI-CIVlTA risulta a posteriori 
dalle equazioni differenziali, che esprimon il modo di variare di una direzione parallela 
ad una data, lungo un assegnato cammino (cfr. col w 3 di M.). 

I1 desiderio di scorgere sotto un aspetto geometrico elementare, spoglio il pi6 pos- 
sibile da sviluppi algoritmici eleganti, ma tuttavia complessi, i rapporti concettuali che 
conducono alla bella definizione data dal LEVI CIVlTA, per la curvatur-a riemanniana 
d'una V ,  mi ha poi spinto a ristudiare la cosa ab imis anche per le superficie, posto 
che la definizione intrinseca ch'io davo del parallelismo fra direzioni, induceva appunto 
a ricercar sulle superficie i rapporti essenziali in questione. 

D'altronde a rielaborar da un punto di vista pifi sintetico la teoria della curvatura 
delle superficie, mi spingeva pure il desiderio di giungere ad un'interpretazione geome- 
trica della definizione di curvatura d'una variet~t, data originariamente dal Rz~-MAm~ ~). 

~) Citerb nel seguito con una M. la Memoria del LEvI-CIVlTA. 
2) Non mancan di certo pregevoli esposizioni geometriche delia teoria delia curvatura totale delle 

superficie; ma io dovevo piegar la mia trattazione a particolari esigenze, in vista degli scopi c h e ' m i  
proponevo per le varietL 
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Tutto ci6 spieghi perch6 mi sia indotto a ripercorrere un terreno ormai illustrato 
in tutti i suoi dettagli, da Memorie e da Trattati classici. 

Debbo ora esporre, in brevi cenni riassuntivi, il contenuto di questo lavoro. 
Premetto anzitutto alcuni richiami alle coordinate geodetiche polari, sopra una su- 

perficie qualunque S, ed a certe altre coordinate, usate qua e l~t da varl Autori, ed in 
ispecial modo dal RIEMANN, e c h ' i o -  dovendo nominarle s p e s s o -  mi permetto di 
chiamare coordinate cartesiane curvilinee, perch6 si esprimon per le coordinate polari 
mediante le stesse formole, che legan nel piano coordinate cartesiane e polari. 

Nel n ~ 2 coUego la considerazione delle coordinate geodetiche polari ad un modo 
speciale di riguardare una superficie qualunque S, come la deformata di un velo piano, 
originariamente tangente ad S in un punto P, inenstendibile lungo le rette per P ed 
elastico lungo i circoli di centro P. Nella deformazione un parallelogrammo, avente un 
vertice in P, si trasforma in un quadrilatero P Q P' Q' che chiamo di RIEMANN (n ~ 9), 
perch~ la definizione riemanniana di curvatura, nel caso delle superficie, s'interpreta ap- 
punto nel modo seguente (n ~ 9):  

Indicata con • l'area P Q P '  Q' e con K la curvatura totale di S in P, supposto 
che il quadrilatero si contragga indefinitamente verso P, viene: 

! K  = lim p Q 2 p ,  Q,~ 
3 '-x' 

Questa definizione geometrica di K, presenta per6 lo svantaggio, rispetto a quelle 
pi6 sotto indicate, che, per quanto semplice e suggestiva, non ~ intrinseca. 

Per ottenere espressioni limiti intrinseche della curvatura d'una superficie, ed in 
particolare l'espressione mediante elementi metrici di un quadrilatero di LEvI-CIvITA 
(parallelogrammoide, come lo chiama I'A.), cerco di ridurmi al caso d'una sfera (reale 
od imaginaria), provando che, per giungere alle espressioni limiti desiderate, ~ perfetta- 
mente lecito, di fronte all'ordine infinitesimale delle quantit~ che entrano in giuoco, di 
sostituire alla nostra superficie una sfera. 

Ognuno ravviser~ l'analogia di questo procedimento con quello che si segue nella 
Geodesia, allorquando in un ordine d'approssimazione soddisfacente per la pratica, si 
sostituiscono alle figure geodetiche tracciate sopra una zona non troppo estesa dell'ellis- 
soide terrestre, figure geodetiche tracciate sopra una sfera di raggio conveniente. 

In sostanza io non faccio che precisare con un'analisi un po' accurata (n i 3, 4), 
rispetto a quali ordini infinitesimali ~ lecita la sostituzione di elementi metrici di un 

intorno d'una superficie qualunque S, con elementi metrici d'una sfera S. E trovo cosl 
the alle lunghezze degli archi geodetM tracciafi su S, si posson sostituire le lunghezze 

di archi di circoli massimi di S, a meno di quantitY, del 4 ~ ordine a); the agli angoli 

di S si posson sostituire gli angoli di S a meno di quantit~ del 3 ~ ordine; etc. 

n 

a) Non basta, per concluder ci6, osservare che i ds' delle S, S, sotto la forma geodetica, comin- 
ciano a differire dal 5 ~ ordine in poi (cfr. col n ~ 4). 
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Concludo in tal modo the sopra una superficie qualunque vale, in seconda appros- 
simazione, la trigonometria sferica (K > o) o pseudosferica (K .~ o). Nel suo com- 
plesso la trigonometria sferica o pseudosferica si trasporta a meno di qudntit~ del 3 ~ 
ordine, ma speciali relazioni si trasportano a meno di quantit~i del 4 ~ ed anche del 
5 0 ordine. 

Passando ad applicare tale conclusione alla teoria della curvatura gaussiana~ trovo 
subito per questa, sia l'espressione mediante il rapporto tra l'eccesso e l'area di un 
triangolo geodetico infinitesimo (Gauss), sia l'espressione (contenuta implicitamente in 
una relazione che s'incontra in DARBOUX): 

I K - -  lira 
3 b2 c~ 

ore K 6  la curvatura di S i n  un punto A e b, c son le lunghezze dei cateti, a la 
lunghezza dall'ipotenusa di un triangolo geodetico A B C, rettangolo in A, il quale si 
contragga indefinitamente verso A. 

L'espressione della curvatura di S nel punto P:  

( I )  K = lim 

cui si perviene con LEVI-CIVITA, mediante un parallelogrammoide P Q P' Q' d'area a 
figura costituita da due archi geodetici uguali P P', Q.Q_' formanti angoli corrispon- 

denti uguali ad un medesimo co, colla geodetica P Q (base) e dall'arco geodetico P' Q' 
( soprabase) -  vien qui ritrovata mediante elementari propriet5 geometriche della sfera 
(n ~ 8). 

Poich6 alia soprabase geodetica P' Q', colla quale si chiude il parallelogrammoide, 
si pub sostituire un arco qualunque, infinitesimo cogli altri lati del quadrilatero (vedi 
il ~ I8 di M. ed il n ~ 8 di questo lavoro), cosl la stessa espressione di K vale se si 
prende come soprabase un arco di equidistanza geodetica, obliqua secondo % da PQ.  

Per le superficie a curvatura costante, le linee di equidistanza obliqua da una data 
geodetica, coincidono colle linee ad essa geodeticamente parallele, e la curvatura K ri- 
suka espressa dalla formula 

pQ~ _ p , Q , 2  
K =  

Aa 

ove P Q P' Q' ~ un qualunque parallelogrammoide finito, d'area a, chiuso da una so- 
prabase geodeticamente parallela a P Q. 

Ritornando aUe superficie a curvatura variabile, trovo che l'espressione limite ( 0  
vale anche quando si riferisca ad un quadrilatero geodetico P Q P' Q', rettangolo in P, 
in Q ed in P'. Sopra una superficie a r costante (piano non euclideo) un tal 
quadrilatero riducesi alla figura fondamentale della geometria piana di LAMBERT, come 

il paralMogrammoide geodetico di LEvI-CLV~TA, per c o - - - - - ,  riducesi ad un quadrila. 
2 

tero birettangolo isoscele, figura fondamentale della geometria piana di S.~Cr 
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Per completar la considerazione dei quadrilateri che, sopra una superficie, conser- 
van qualcuna delle proprieff~ caratteristiche dei parallelogrammi euclidei, prendo in 
esame anche un quadrilatero P ~ F '  Q' racchiuso da 2 archi geodetici P Q_., PP', for- 
manti un angolo % e da due archi P' Q', ~ ~Q' di equidistanza obliqua, secondo to, ri- 
spettivamente da P 0., P P'. 

Un quadrilatero siffatto non dh per6 luogo ad alcuna espressione di K analoga 
alle precedenti, perch~ ha i lati opposti uguali, a meno di quantit~t del 4 ~ ordine. Dal 
punto di vista delle lunghezze dei lati, esso rassomigliasi percib ad un parallelogrammo 
euclideo pi~ degli altri quadrilateri sopra considerat.i. 

nel qual caso il quadrilatero ~ racchiuso Tuttavia se, limkandoci al caso t o z - - ,  
2 

da due geodetiche ortogonali e da due linee ad esse geodeticamente parallele, si consi- 
derail  quarto angolo "~ (non retto) dal quadrilatero e la sua area A, si ottiene per la 
curvatura K di S in P, l'espressione: 

analoga alla 

K ~ l i m  - -  

K = lira m 

iv 

2 "f 

A 

7 2 

cui si perviene mediante il quarto angolo "l' di un quadrilatero di LAMBERT (n ~ 9). 
Nel Capitolo secondo, applicando alle varietY, i risukati prccedenti, db anzitutto la 

interpretazione geometrica delh definizione originaria di RmMASN per la curvatura K 
di una variefft V,,, secondo un'assegnata giacitura. Una volta fatto derivar, per defor- 
mazione, l'intorno di un punto P di V ,  dall'intorno del punto stesso hello spazio eu- 
clideo S ivi tangente a V,,, considerando 1o S come inestendibile nelle direzioni d.eUe 
rette tangenti in P e come elastico nelle direzioni delle ipersfere di centro P, la circo- 
stanza che un piano di S,,, passante per P, si muti in una superficie geodetica di V ,  
permette di trasportar subito alle variet~t la formola gi~t stabilita per le superficie. 

Passo quindi ad esporre la definizione geometrica intrinseca, cui gi~. ho alluso in 
principio, del parallelismo fra direzioni: Dati sopra V due punti A, A ,  infinitamente 
vicini, ed una direzione (~,) uscente da A, la direzione (~,) parallela a (~:), condotta 
per A ,  ~ quella che, sulia superficie geodetica di centro A, individuata dalle direzioni 
(~), (AA~), forma colla geodetica A A un angolo (corrispondente) eguale a quello for- 
mato da C~) colla geodetica stessa. 

E dimostro la coincidenza di questa definizione con quella del LEvI-CwrTA, perve- 
nendo di nuovo, in modo autonomo e intrinseco, alie equazioni differenziali, che 1:eg- 
gono il problema del parallelismo. 

La definizione esposta mi consente di trasportar senz'altro alle variet~t la espres- 
sione delia curvatura mediante un parallelogrammoide (n ~ x4). 
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Aggiungo alcune semplici considerazioni geometriche dirette a ritrovare le proprietA 
fondamentali del parallelismo ira direzioni (n i I2, I3). 

C A P I T O L O  I. 

S u l l a  c u r v a t u r a  t o t a l e  de l le  super f ic ie .  

z. Rlchiaml eoncernenti le coordinate geodetiehe po/arL Coordinate eartegiane curri- 
I/nee. - -  Sopra una superficie S fissiamo un sistema di coordinate geodetiche polari (~, 0), 
avente per polo (.~ - -  o) un punto P (regolare) di S e per asse polare una geodetica 
(0 _-- o)" uscente da P 4). Considerata per P un'altra geodetica, ii cui verso positivo 
formi col verso positivo della j3recedente l'angolo ca, compreso ira o e ,~, poniamo: 

sin (o~ - -  0) sin 0 
( 2 )  u ' - - p  s in  co , v = p  . 

' sin to 

Da queste si ricavano le ?, 0 come funzioni regolari delle u, v in tutto l ' intorno 
di P (eccetto in P stesso). Si ha precisamente: 

I p - -  I/u 2 q-- v 2 -1- 2 u v cos co sin O --- v sin co 
(3) + v + 2uvcoso, 

t u sin o~ 
5in (o, 0) = l/t~s "]- v 2 "-1- 2 u v COS ,o 

ore pel radicale si accetti il segno n t-. 
Le u, v si posson pertanto assumere come coordinate di un punto M variabile 

nell 'intorno di P :  nel seguito per brevit~t le chiameremo coordinate cartesiane curvilinee, 
per evidente analogia colle ordinarie coordinate cartesiane nel piano. 

Esse presentan il vantaggio, rispetto alle coordinate polari, che la corrispondenza 
fra i punti dell'intorno di P e le coppie di valori di u, v, ~ biunivoca senza eccezione 
anche in P. Ed' ~ appunto questa circostanza che ne rende opportuno l'uso pei nostri 
scopi ulteriorL 

I1 quadrato delFelemento lineare di S, espresso per le coordinate p, 0, ~ dato da 

(4) ds ~ = dp ~ --}- GdO% 

ove la funzione G(p, 0), svituppata secondo le potenze ascendenti di t% nell 'intorno di 

4) Vedi ades .  L. BIANCHI, Lezioni di geometric differenziale, 2 a edizione (Pisa, Spoerri, z9o2), 
vol. I, pag. x94. 
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? "--o,  ~ del tipo: 

(s) G = f  I - - -  + . . .  , 
3 

K essendo la curvatura totale di S nel punto P s). 
Dalle (2), differenziando e risolvendo rispetto a do, dO, si traggon le 

d 0 - -  cos 0 d u -~- cos (co - -  0) d v, 

d 0 - -  sin 0 d u + sin (o~ - -  0) d v, 
O O 

e sostituendo in (4), si ha l'espressione del d s* rispetto alle u, v:  

(6) ds 2-~ E 'du  * + 2 F ' d u d v  + G'dv 2, 
C O n  

E ' - - I - { - ( ~ - ~  - - I ) s i n ~ 0 ,  F '  - -  cos ~0 - -  ( ~ f  - -  i ) sin 0 sin (co - -  0), 

(7) 
G' - -  I + ( ~  - -  I )  sin=0o - -  0). 

2. Ona auperfieio qualunque eonaiderata coma la deformata di un vein piano intoaauto 
ann un [aaeio di pbra rettilinee inestendibifi e con un [aseio di fibre eiroo/ar/ e/astiehe. ~ Le 
coordinate geodetiche polari, su di una superficie S, conducono spontaneamente alia 
considerazione di una corrispondenza biunivoca ira i punti della S e d  i punti del piano 
S O tangente ad S nel polo P, sul qual piano si assuma un sistema di coordinate polari 
(0o, 0o), avente il polo fin = o in P e l'asse polare 0 o = o tangente alla geodetica 
0 - - o .  Si posson allora associate due punti di S, So, che abbian le stesse coordinate 

polari (O = On, 0 = 0o). 
In questa corrispondenza ai circoli del piano col centro in P, rispondon i circoli 

geodetici della superficie col centro pure in P. La corrispondenza pu6 quindi fisica- 
manta realizzarsi cosi: 

S'imagini il piano S o come un tessuto formato mediante due fasci di fibre: le une, 
inestendibili, che son le rette passanti per P, le altre, elastiche, che son i circoli di 
centro P. Tenuto  fisso il punto P di S O ed il relativo intorno di I ~ ordine, si pu6 
allora deformare il tessuto finch6 venga a sovrapporsi ad S, per rondo the  le fibre ine- 
stendibili si adattino, ben tese, sulle geodetiche di S per P, con che le fibre elastiche 
s'adattano spontaneamente sui circoli geodetici di centro P. 

Se su S O si scelgon due assi cartesiani uo, v o, formanti l 'angolo % coll'origine in 
P e coll'asse v o = o coincidente con 0 o ~---o, ad ogni punto del piano, di coordinate 
Uo, Vo, corrisponde su S, a deformazione avvenuta, un punto avente le medesime coot- 

s) Vedi ades. BIANCttI, loc. cit. 4), pag. 196. 
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dinate cartesiane curvilinee (u - -  Uo, v - -  re) , rispetto alle due geodetiche u, v, defer- 
mate delle rette Uo, %. 

I~ appena necessario di avvertire che, invece di tener fisso P ed il relative interne 
di I ~ ordine, cio~ un circolo di raggio infinitamente piccolo, col centre in P, si pub, 
nel sovrapporre S o ad S, tener fisso P e portare a coincidere una prefissata delle fibre 
elastiche circolari, col circolo geodetico di S, avente lo stesso raggio. Se a deforma- 
zione avvenuta, si vuole che ogni punto abbia conservato i valori iniziali delle coordi- 
nale polari e cartesiane, bastedt operate in mode che i due punti della fibra circolare 
piana, corrispondenti a 0o = o e a 0 o = o,, vadano a sovrapporsi ai punti del circolo 
geodetico, corrispondenti agli stessi valori di 0. 

Questo mode di considerare un interne superficiale qualunque, come deformato 
d'un interne piano, ci giovedt in seguito per illustrare la definizione riemanniana di 
curvatura d'una superficie o varietL 

3. Propriet& delia eorrispondenza hlunivooa ehe naeoe ira una superpole ed una sfera, 
a~sooiando le ooppie di punti eolle etesae coordinate earteslane, m Gli stessi sistemi di coor- 
dinate, polari e cartesiane, definiti per S nel n ~ I, li considereremo sopra una sfera S 

z assumendo ivi come polo, di raggio (reale o imaginario, finite od infinite) R - - I / K '  

o rispettivamente origine deUe coordinate, un punto P. Conserveremo per la sfera le 
notazioni del n ~ I, salvo che ogni simbolo letterale ad essa riferito, sar~t sopralineato. 

Per la sfera, -~- ~ la colatitudine dal polo P e -6 la longitudine dal meridiano 

0 - - o ,  cosl che la funzione G viene espressa da 

G = R 2 s i n  ' = p "  I " p ' + . . . .  
3 

1~ quasi superfluo di avvertire che, quando K sia negativa, e quindi R - - i  R', con 

R' reale, si dovr:i assumere come modello reale della sfera imaginaria S, una superficie 
pseudosferica di raggio R', per la quale: 

( P )=-- R" sink=/~--z �9 G - -  iR'  sin ~ 

Con quest'avvertenza le ulteriori considerazioni valgono anche per K < o, ad 
elementi reali di S corrispondendo sempre elementi reali della superficie sferica (o pseu- 
dosferica) su cui vogliamo rappresentare S. 

Fra i punti di S ed i punti di S, si pub porre una corrispondenza biunivoca, 

chiamando omol0ghi due punti di S, S pei quali u - -  u~ v - -  v e quiudi p = p-~ 0 =-6. 
In questa corrispondenza le geodetiche di S uscenti da P (curve 0 = cost.) saranno 

mutate in geodetiche di S-per P, mentre alle altre geodetiche di S non corrisponde- 
ranno necessariamente geodetiche della sfera. 

Rend. Circ. Matcm. Palermo, t. XLn (zgz7).--Stampato il ]z matzo xgx 9. ~o 
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Assunti ora due archi finiti corrispondenti AB, A B sopra linee omologhe, appar- 

tenenti agl'intorni di P, .P, vogliamo valutare l'ordine di grandezza della differenza fra 

le lunghezze di quei due archi, rispetto all'ordine di grandezza degl'intorni stessi. 
Percib scriviamo anzitutto: 

(8) u = ~ x ,  v = ~ y  
e quindq : 

~ - - ~ 8  con 8~- | , /~ - -~y~ -+2xycoso~ ,  

ove ~ ~ un parametro positivo determinante la grandezza dell'intorno (si pub ad es. 

pensare die l'intorno di P sia l'insieme dei punti interni ad un circolo geodetico di 

raggio ~, col centro in P). Quanto alle x, y, esse son due nuove variabili numeriche, 

che assumeremo a coordinate del punto mobile M. 

Analogamente sulla sfera porremo: 
- 

per guisa che all'intorno di P, avente l'ordine di grandezza r risponder.'t sulla sfera 

un intorno, di centro P, avente lo stesso ordine di grandezza. E per due punti omo- 

loghi di coordinate (x, y) (x ,  y)  si avr~ x = x, y - - y .  

I1 quadrato dell'elemento lineare di S, rispetto alle nuove coordinate x, y, s'otfiene 

daUa (6), mediante le (8);  e viene: 

(9) ds2 = ~2d~2, 
con : 

( i o )  d~ =l /E"dx~  + 2 F " d x d y  --~ G"dy ~, 

ove E",  F" ,  G" son le funzioni risultanti da E',  F', G' mediante la sostituzione (8). 
Si noter~t ehe i coefficienti della forma quadratica d~2 non contengon pifl il fattore ~, 
che essi son funzioni regolari di x, 3', "% anche per ~ = o, e che inoltre il discrimi- 
nante E"  G " - - F  ''=, per x, y, ~ reali, & essenzialmente positivo in tutto l'intorno con- 
siderato, ed eguale a sin=o per ~ = o. 

Ne deriva c h e -  ore si scelga nella ( i o )  il segno + del r a d i c a l e -  lungo una 

linea limitata A B, di lunghezza finita l, su cui sia contato l'arco s, da A verso B, 
$ 

resta definita dalla ( I0)  una funzione essenzialmente positiva ~, uguale ad - - .  

Analoghe considerazioni si sottintendono sulla sfera S, ove indichiamo con A B 

l'arco omologo di A B e con T la sua lunghezza. 

Cib premesso, ricordando gli sviluppi di G, G nell'intorno di ? = ~ = o, si trova: 

( I I )  E"  - -  ~"' = -3 e, F "  - -  F"  - -  ~ 3f, G " - -  G " - - ~ 3 g ,  

le e, f ,  g essendo funzioni regolari di x, y, s nell'intorno di ~ = o. E. quindi, in virtfl 
della ( i o )  e dell'analoga sulla sfera, si otterrS: 

(12) dq * - -  d~ * + *3d':*, 

OVC : 

dv" = edx ~ n t- 2fd:<dy --[- gdy ~. 
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Riferendoci a punti variabili sugli archi omologhi AB, A B, la (x2) potr.~ scri- 
versi sotto la forma: 

, 3 ~ d ' V  

d , - - d - ~ - -  \d*~J d ,  
d-~ ~+~ 

[ d , ~ ~ d-; d-; 
ove \d~ J ~' lungo AB, funzione regolare di ~, ~, anche per ~ - - o ;  e de - -  ds 

pure funzione regolare d i r  ~, costantemente maggior di zero, in quanto ad s cre- 

scente da ,'/ verso B, risponde s crescente da A verso B. 
Moltiplicando pertanto i due membri della precedente relazione per ~, e integrando 

da A a B, viene: 

f 
~ id ,V  

l - 7 =  t ,d ,L  d,; 
d~ e I + ~  

I 
e siccome k - - -  ~ una quantitA finita nell'intorno di , = o, giacch~ gli archi che 

8 

si considerano hanno l'ordine di grandezza di r cosl risulta in definifiva: 

03)  I --7 = ~*~, 

con q~ funzione regolare di ~ nell'intorno di ~ = o. 
E si conclude che: 

La differenz~a fra le lungbe(Ke di clue arcbi finiti corrispondenti della superficie e 
della sfera, ha l'ordine di grande~(a di .:4. 

Ci giover~t in seguito d'aver esplMtamente notato anche l'ordine di grandezza di 

1'--l-*. Scrivendo questa differenza sotto la forma: 

l ~ - -  7 ~ = ( l  - -  73(1 + 73, 

ed osservando che l, /-hanno l'ordine di grandezza di ~, s e n e  trae che 1 * -  l~ ha 
l'ordine di grandezza di ~5. 

Vediamo ora qual'~ l'ordine di grandezza della differenza fra gli angoli di due 
coppie di direzioni corrispondenti. 

Sieno d s, 8s due elementi lineari di S spiccati dal punto (u, v) a due punti infi- 
nitamente vicini (u + d u, v + dr), (u + ~ u, v + ~ v). Detto o l'angolo deUe due 
direzioni, verr/t 

cos,o__E, dUSu F , [ d u ~ v  dv'~u~ G, d V S v  
d--; ~-7 + k d, ~ , + ~ s ~ ; ! + d--; s~ ' 

o, in coordinate x, y :  

coso, = E ' 'dx  ~x 
de  8* _ _  + § y d § G, 2 , _ , o  
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Analoga espressione si ha sulla sfera pel 
lineari corrispondenti. Tenendo presenti le (I 

m 
coseno dell'angolo co 

I ) ,  (I2) ,  e le 
dei due elementi 

dx d x d r  
de de d 

8x ~x 8~ 

e analoghe per y, ne segue facilmente che cos co, cos g differiscono per termini del 3 ~ 

ordine in ~, e mediante l'identit~t: 

- ( c o s  - c o s  ( c o s  + c o s  
sin co - -  sin co - -  

sin co -a t- sin 

che anche sin to, sin to, e quindi to, % differiscon per termini del terzo ordine. Si 
conclude che: 

La differen<a fra due angoli corrispondenti ba rordine di grande<la di ~3. 
4. Contraziono inflnitesima d'un intorno supot/Tcia/o. Ordino di approssimaziono per la 

applicabilitb di un pozzo di 8uporflcie sopra una s f e t a . -  In tutto quanto precede s'6 te- 
nuto costante il parametro r Adesso supporremo invece che ~ varii, tendendo a zero, 
a partire da un valore iniziale e = %. 

I punti degl'intorni omologhi considerati sulle S, S, posson allora riguardarsi, in 
infiniti modi, come funzioni del parametro r Si pub cio~ associare ad ogni punto che 
sulla superficie (o sulla sfera) abbia inizialmente le coordinate cartesiane curvilinee eo x, 
CoY, il punto, ben determinato, di coordinate cartesiane ~x', e y', con 

Ix ' - -  x ' (x ,  y, ~) 
(z4)  y' - -  y'(x,  y, ~), 

ove x', y' sieno arbitrarie funzioni regolari di x, 3', t, neli ' intorno di ~ - -  o, tall che 
it determinante funzionale delle x', y' rispetto alle x, y, non sia nullo neUo stesso in- 
torno. 

Se la sostituzione di variabili (z4) 6 la medesima sulla superficie e sulla sfera, si 
direr brevemente, allorch6 ~ tenda a zero, che si opera una contra<ione infinitesima si- 

multanect dei due intorni di P, fi  su S, S, in quanto i punti dei due intorni, partendo 

dalle posizioni iniziali rispettive, si avvicinano di conserva a P, P. 
II modo pi6 semplice di operare una tal contrazione, ~ di prendere addirittura 

x' - -  x, y' = y. A questo modo di contrarre i due intorni si potranno riferire, per 
fissar le idee, le considerazioni successive. 

Quando il valor iniziale s o sia abbastanza piccolo, un arco A B di geodetica, che, 
sulla S, congiunga due punti A, B dell 'intorno di P, risulter/t individuato per ogni 
valor di ~, dalle posizioni dei suoi estremi, appena sieno segnati gli estremi iniziali Ao, 

B o. E lo stesso dicasi dell'arco A B, non necessariamente geodetico, luogo dei punti 
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omologhi sulla sfera. Denoteremo rispettivamente con 1, I-le lunghezze di questi due 

archi. Similmente indicheremo con I ,  le lunghezze dell'arco geodetico che sulla sfera 

congiunge A, B e dell'arco omologo, congiungente A, B su S. 

Le quantitY. I, I' 1, 1' son funzioni regolari di ~, neU'intorno di-~ = o, infinitesime 
con ~. Poich~ si ~ supposto ~o tanto piccolo, che sin dall'inizio della contrazione ogni 

arco geodetico dell'intorno di P o di P sia individuato dai suoi estremi, cosi i cammini 
geodetici segneranno sempre sugl'intorni corrispondenti al medesimo ~, il minimo per- 
corso fra due punti, e suslisteranno perci6 le diseguaglianze: 

i ' l l ,  7 P. 
D'altronde a cagione della ( I3)  (n ~ precedente), potr/t scriversi: 

% d? essendo funzioni regolari di ~ nelHntorno di ~ - - o .  Sottraendo a membro a 
membro le precedenti, viene: 

(i, - 0 + ( 7 -  F) = ,4@ _ +). 

Org  poichh le due differenze I ' - - I ,  1 - - - 1 ,  che son funzioni regolari di ~, non 
divengon mai negative nell'intorno di ~ - - o ,  cosl nessuna di esse potr~ essere di or- 
dine minore di ~4. 

Si conclude dunque che: 
c~ Ad una geodetica dell'una superficie, corrisponde sull'altra una linea, i cui archi 

~c differiscono in lunghezza dagli archi geodetici aventi gli stessi estremi, per infinitesimi 
~c del 4 ~ ordine (rispetto ad r che sar~ ormai assunto come infinitesimo principale)~. 

Quanto agli angoli, infinitesimi con ~, formati in .4, B dagli archi di lunghezze 
1, I', essi differiscon per infinitesimi del 3 ~ ordine dagli angoli corrispondenti formati 
in d ' ,  B' dagli archi di lunghezze 1, I'. 

Ci6 posto, se d B C h un triangolo geodetico infinitesimo tracciato su S, ed A, 

B, C son i punti della sfera corrispondenti ad d ,  B, C, alle lunghezze a, b, e dei lati 
B C, C.d, dlB del primo triangol% potranno sostituirsi, a meno d'infinitesimi del 4 ~ 

ordine, le lunghezze a, b, r dei lati del triangolo geodetico d B C, e agli angoli =, }, 

y del primo, gli angoli =, [~, "1" del secondo, a meno d'infinitesimi del 3 ~ ordine. 
Ne deriva che, nell'intorno considerato di P, valgono su S tutte le relazioni di 

trigonometria sferica (o pseudosferica, quando la curvatura in P sia negativa), a meno 
d'infinitesimi del 3 0 ordine rispetto alle lunghezze dei lati dei triangoli geodetici, con- 
siderate come infinitesimi del I ~ ordine. 

Ma esaminando pih davvicino la cosa, si vede che talune di queste relazioni val- 
gono anche in un ordine di approssimazione superiore. 

Cosl ad es. la relazione esprimente il teorema dei seni: 

a b c 
sin -~--: sin -~-:  sin -~- - -  sin 7: sin-~: sin ~-, 
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ore  si ponga mente che le differenze a - -  a, b - -  b-, c - -  c soll del 4 ~ ordine e le dif- 

ferenze ~ - - ~ ,  [ ~ -  ~, T - - - 7  del 3 ~ ordine, si muta a meno d'infinitesimi del 4 ~ or- 
dine, nella 

a b c 
sin ~ - :  sin -R : sin ~ = sin ~.: sin [~ : sin "( e), 

mentre  la relazione: 

a b c b c - 
cos -~- = cos ~ cos R + sin -~- sin ~ -  cos x, 

si muta, a meno d'infinitesimi del 5 0 ordine, net[a: 

a b c b c 
cos ~ -  - -  cos ~ -  cos ~ -  -t- sin -~- sin -R- cos 7.. 

E infine la relazione: 

. . . .  a 

cos a - -  - -  cos ~ cos T- -}- sin } sin v cos R ' 

si muta nella analoga relativa agli elementi del triangolo A B C, soltanto a meno d'in- 

finitesimi del 3 ~ ordine. 
Possiamo dunque enunciare:  

Per l'intorno di un punto P di una superficie qualunque S, ove la superficie presenti 
la curvatura totale K, vale in seconda approssimazione , a meno d'infinitesimi del 3 ~ or- 
dine, la trigonometria sferica ( K  > o) o pseudosferica ( K  < o) (mentre in prima ap- 

prossimazione vale la trigonometria piana). Talune relazioni di trigonometria sferica o 
pseudosferica, valgono anzi a meno d'infinitesimi del 4 ~ ed anche del 5 ~ ordine. 

Nell 'ordine di approssimazione cosi precisato, si pub dire che l'intorno del punto 
I 

P ~ applicabile sulla sfera di raggio R -  

La proposizione dimostrata b di uso continuo in Geodesia, ove~ con un'approssi- 

mazione in pratica soddisfacente, si applican le relazioni di t r igonometr ia  sferica a 

triangoli geodetici deli'ellissoide terrestre, i cui lati non vanno molto oltre i 200 chi- 

lometri. 

Mi sia a tal proposito consentito di notate  come le considerazioni che si fanno 

di sot[to per legittimar l'applicazione delia t r igonometria sferica ai triangoli geodetici 

terrestri~ non  appariscan del tutto esaurienti. 

e) Che il teorema dei seni valga pei triangoli geodeticl, a meno di quantit~ del 4 ~ ordine, 6 no- 
taro anche in G. DARBOUX, Le;ons sur la tb~orie #n~rale des surfaces, III e partie (Paris, Gauthier-Vil- 

a b c 
lars, 1894), pag. 17o. Veramente DARBOUX considera, invece dei seni di R ' R ' R ' le lunghezze ri. 

dotte (secondo CHRISTOFFEL) dei lati a, b, c; ma queste lunghezze, a meno appunto di quantlt~ del 4 ~ 
ordine, riduconsi a quei seni (l. r p. I9o ). 
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Riferendosi alia forma geodetica (4) del ds ~ sulla superficie S, ove, nell'intorno 

di P, 
K 

1/~G = ~ ~ - ~ '  - -  _ , 

ci si limita infatti ad osservare che, qualora, per p non superiore ad un limite prefissato, 
siano trascurabili, di fronte ad un certo ordine di approssimazione, le quantit~t ?,~4 e 

5! ' i ds 2 della S e della sfera di raggio R = ~ ,  possono scriversi sotto la stessa 

forma. E si conclude da ci6 che, nello stesso ordine di approssimazione, l'intorno di 
P ~ applicabile sulla sfera di raggio R e che vale pertanto pei triangoli geodetici del- 
l'intorno medesimo, la trigonometria sferica. 

Ora questa deduzione abbisogna di qualche complemento: 
i ~ Perch6 dal suddetto confronto non pu6 trarsi a priori (senza cio~ le conside- 

razioni svolte sopra od altre equivalenti) alcuna conclusione circa la differenza fra le 
lunghezze degli archi finiti tracciati su S e sulla sfera, in quanto la (4), considerata 
come una relazione approssimata fra incrementi finiti ds, d?, dO, vale soltanto a meno 
di quantitY, del 3 ~ ordine e non pu6 pertanto servire a valutar la differenza fra i qua- 
drati di due archi finiti della S e della sfera, a meno di quantitY, d'ordine superiore 

al 3 ~ 
2 ~ Perch~ non ~ senz'altro evidente che hello stesso ordine di approssimazione 

in cui le espressioni geodetiche dei d s ~, su S e sulla sfera, posson ritenersi eguali, ad 
un arco geodetico dell'una superficie possa sostituirsi un arco geodetico deU'altra. 

Tuttavia la semplice considerazione riferita ha un ottimo valore induttivo, e basra 
analizzarla con un p6 di cura, come noi abbiam fatto, per pervenire, con tutto il 
rigore, alla deduzione desiderata. 

5. Linaa eli equMistanza (ortogonale ed obHqua) da una data geodetica, 80pra una 8u- 
perfioie qualunque S. - -  La sostituibilit/t della sfera alla superficie S, a meno d'infinite- 
simi del 4 ~ ordine, per tutto quanto concerne le distanze geodetiche, ~'ale anche, nello 
s~esso ordine di approssimazione, per le lunghezze contate sopra famiglie di linee defi- 
nite in modo invariante rispetto alle geodetiche. Per non dilungarci di soverchio, ci li- 
miteremo a stabilir la cosa per una speciale famiglia di curve, di particolare interesse 
pel seguito. 

Sopra una superficie S, chiameremo linea di equidistan~a Po secondo l'angolo o, da 
una data geodetica C, il luogo degli estremi dei segmenti geodetici, di lunghezza Po, 
spiccati dai singoli punti di C, da una medesima banda della curva, ed in modo da 
formare col verso positivo di questa angoli eguali e dello stesso verso, o, come anche 
diremo brevemente, angoli corrispondenti eguali. 

Cosl ad esempio, se S b una superficie a curvatura costante, le linee di equidistanza 
obliqua da una data geodetfca C, coincidono colle linee di equidistanza ortogonale, o, 
ci6 che ~ lo stesso, colle traiettorie ortogonali del fascio di geodetiche perpendicolari a 
C. Infatti, considerati sopra una, L, di queste traiettorie ortogonali, due punti, M, N, 
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e condotte per essi due geodetiche che formino con C, rispettivamente nei punti H, 
K, angoli corrispondenti uguali, la distanza geo~tetica M H  risulta uguale ad NK~ 
perch~ il movimento delia S in s~, che lascia invariata C e che porta H in K~ muta 
in s~ L e porta M in N. 

Per una sfera le linee di equidistanza obliqu% secondo un angolo arbitrario, da 
un dato equatore, sono i circoli a questo paralleli. 

Ritornando alla superficie qualunque S, supponiamo, per maggior semplicit~t, chela 
geodetica fissa C~ rispetto alia quale si vuol costruire la linea L di equidistanza ~o, 
obliqua secondo ca, sia la geodetica 0-- -o ,  del sistema di coordinate polari, considerate 
dal n ~ x in poi. Sia inoltre P M ~ il segmento geodetico che segna la distanza l~o, obliqua 

(Fig. z). 

secondo % del punto P ( o - - o )  di C dalla linea L. La qual linea, una volta dad C 
ed o~ (col relativi versi), ~ perfettamente individuata da uno qualunque dei suoi punti: 
in particolare da M o. 

Sulla sfera S, alle due geodetiche C, PMo, rispondono le geodetiche C ( O - - o )  

e PMo(O--to)~ uscenti dal polo P;  e la distanza geodetica P M  o del punto ~ro, omo- 

logo di Mo, da _P, uguaglia t~o. 
Consideriamo su S la l ineaf, '  di equidistanza obliqua secondo co da C-~ indivi- 

duata da Mo, e la linea /7., pure uscente da J~o, omologa di L. Ad un punto M'(?, 0), 

variabile su L, risponde sulla sfera il punto M variabile su r. ed avente le stesse coor- 

dinate l~, 0. Associeremo ad .Mquel punto M' di D, che ha la stessa 0, cio~ l'intersezione 

di L' colla geodetica P M. 
Condotta per M la geodetica MN, che forma con C l'angolo co, nel verso 

debito, ad essa risponder~t su S-una linea congiungente M col punto AT omologo di 

N ( P N - - P N ) ;  ma la linea che a noi preme di considerare su S, 6 piuttosto la geo- 

detica M' N', sulla quale si misura la distanza •o, obliqua secondo % del punto M' da 

C. Posto - ~ - - P M ' ,  il teorema dei seni~ applicato al triangolo geodetico P N' M', 
porge : 

~' sin ~ -  sin % sin -R-- sin 0 - -  

mentre dal triangolo geodetico P N M  della superficie S, si ricava, a meno d'infinite- 
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simi del 4 ~ ordine (per es., rispetto a p, assunto come infinitesimo principale) (n ~ 4):  

sin ~ -  sin 0 = sin - ~  sin c0. 

Confrontando queste due relazioni, se ne trae che-p' e 0 differlscono per quantitA 

del 4 0 ordine. Ma poich~ la differenza fra gli archi M o M, M o M' ~ infinitesima con 

- -  p = MM',  cio~ col tendere di M a d  Mo, cosl anch'essa risulterA di 4 ~ ordine 
(almeno) rispetto a p. 

D'altra parte gli archi omologhi MoM , M ~ M differiscon pure per quantitA di 4 ~ 

~  n~ 4), dunque la differenza M o M ' - - M  o M sara dell'ordine di p4. Si noti infine 
che le coordinate cartesiane curvilinee u, v del punto M di L, differiscon dalle analoghe 

del punto associato M'  di L', per quantitA di 4 ~ ordine, come risulta senz'altro dalle 
(2) de1 n ~ I. 

Concludendo : 

Nella applicabilit& approssimata di un intorno superficiale qualunque, sopra una 
sfera, ad una lima di eqlddistanza, appartenente alrintorno, si pu3 sempre sostituire, a 
meno di ql~antit& di 4 ~ ordine, sia per quel che concerne le coordinate curvilinee dei punti 
della linea, sia (quindi) per queI che concerne le lunghezze dei suoi archi, un parallelo 
della sfera. 

Applicazioni:  Alcune espress ioni  della curvatura totale di una superfieie. 

6. Espre88ione della curvatura tota/e reed~ante /'ecce3so di  un lrian~olo ~eodetico inl~ni- 
tesimo. - -  Dato sopra una superficie S u n  triangolo geodetico infinitesimo A B  C, del quale 
indichiamo con a, b, c le tunghezze dei lati B C, CA, AB, c o n . ,  {3, T gli angoli op- 
posti ai lati stessi, con A l'area, la formula (di GAuss): 

K = ~ + { 3 + T  - =  
A 

che esprime, a meno d'infinitesimi del I ~ ordine, la curvatura di S nel vertice A (od 
in qualunque altro punto) del triangolo, si pub ottenere come immediata conseguenza 
delle precedenti considerazioni. 

Invero ~, {3, T si posson, a meno di quantitA del 3 ~ ordine, considerare come an- 

i 
goli di un triangolo geodetico infinitesimo tracciato sopra una sfera di raggio R---1/-~,.. 

ed i lati a, b, c si posson similmente considerate come lati dello stesso triangolo sfe- 

rico, a meno di quantitA del 4 ~ ordine. Sicch~ il rapporto = -[- {3 -[- T -  ~, a meno 
I-~--a b sen y 

2 

I di quantitA del 10 ordine, uguaglia ~ - ,  cio~ K. 

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XLII (1917) .~Stampato  il l o aprile 1919. 31 
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7. Espresslone della ourvalura totale mediante i fati di un triangolo geodetico rettan~ofo, 
infiniteslmo.- Sia A B C un triango[o geodetico infinitesimo, rettangolo in A, tracciato 

sopra una superficie qualunque S, e sieno a, b, c le [unghezze dei suoi lad, rispettiva- 

mente opposti ai vertici A, B, C. Potremo scrivere, a meno d'infinitesimi del 5 ~ or- 

dine (n ~ 4): 
a b c 

cos -~- = cos -R cos - ~ - ,  

I 
ore K - - ~ -  ~ la curvatura di S in A. Da questa, sostituendo ai coseni degli archi 

i loro sviluppi in serie fino al 4 ~ ordine inclusivo, dopo facili riduzioni si trae, a meno 

del 5 ~ ordine: 
b = + d _ a  ~ _  I b~c ' 

I2  R '  (b4  + 64 - -  a4) + 2~R ~- ' 

e, tenendo conto dell'identitY.: 
b 4 --[- c 4 - -  a r = ( b  2 -AI- c 2 - -  a 2) ( b  a -[- c 2 + a 2) - -  2 b 2 c 2, 

si potrA anche scrivere: 
I b-' c 2 

b + - -  = (b: + - -  + + + 3 " 

Poich6 i due-termini del 2 ~ membro sono del 4 ~ ordine (almeno), di tale ordine 

risulter~l pure b~-[ -- c ~ -  a ~, e quindi iI I ~ termine del 2 ~ membro sar~ del 6 ~ or- 

dine. Trascurando questo termine viene: 
b 2 C-' 

b ~ ._[_ c ~ _ a ~ 
3 R  ~ 

o s s i a  : 
b ~ + c ~ - -  a 2 I 

- - K ;  
b" d 3 

e si pub enunciate: 

Avendosi sopra una superficie qualunque S u n  triangolo geodetico infinitesimo, reltan- 

golo nel vertice A,  s e a  ~ la lunghe~a deU'ipotenusa e b, c son le lungbe~e dei cateti, 

la curvatura K di S in A ~ espressa da : 

b ~ + c 2 _ _ a  ~ 
K - -  3 b ~ c ~ 

0d anche da 
K - -  3 b ' + c  " - a =  

4 A~ ' 
A essendo l'area dd triangolo. 

Se, invece di un triangolo rettangolo, si fosse considerato un triangolo geodetico 

infinitesimo qualunque, avente l'angolo in A uguale ad , ,  si sarebbe ottenuto, in modo 

analogo : 
b ~ + c=- -  2 bccos ~ - -  a ~ 

K - - -  3 b2c2 sin~ ~ 

Questa espressione, valida a meno di termini del i ~ ordine, ~ racchiusa in un'akra, 

valida a meno di termini del 2 ~ ordine, che trovasi in DARBOUX 7) e che, colle nostre 

7)  DARBOUX, loc, cit. 6), III partie, pag. x68, formula (35). 
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notazioni, si scrive sotto la forma: 

b ~ + c = -  2 bc cos ~ - -  a = 
2 K.~ + K~ + K c = z2 

b ~ c ~ s i n  a ~ 

ore K.~, K~,  K c sono i valori--differenti tra Ioro per quantitY, del I ~ ordine--del la  

curvatura totale nei tre vertici del triangolo. 

8. Eaprosaiono della curvatura mediante il parallologrammoide di LEvI-CIvlTA.--Sopra 
una superficie qualunque S consideriarno con LEVI-CIVITA 8), u n  c~ paralMogrammoide ,~ 

P Q P' Q', cio~ un quadrilatero geodetico, i cui lati opposti P P', O. 0_' sieno eguali e 
fornlino colla c, base ,, P (2 angoli corrispondenti eguali (ad co) 9). 

Quando si tenga fisso P e si faccian tendere a zero i lati del parallelogrammoide 

in modo ch'essi si conservino infinitesimi dello stesso ordine, che si dirA p r i m o -  iI li- 
p,Q,2 

mite dell'espressione • , ove P Q, P' Q' son le lunghezze rispettive della 

~ base ~ e delia , soprabase ~ e a ~ l'area del quadrilatero, secondo ha provato il LEVt- 

CtVlTA, uguaglia la curvatura di S in P. 

Profittando della applicabiiifft approssimata detl'intorno di P sopra una sfera di 
z 

raggio R - -  1/-~, possiamo ormai pervenir di nuovo rapidamente a questo risultato. 

Poich~ n d  calcolo del limite dell'espressione scritta, le quantit~t d'ordine maggior 

di 4 son trascurabili, tenuto conto che, a meno di quantit~t del 5 ~ ordine, 
a2 = pQ2 X P' ~Q'~ sin* ~, 

e che, nello stesso ordine di approssimazione, ai quadrati delle lunghezze di archi geo- 

detici tracciati su S, posson sostituirsi i quadrati delle lunghezze di archi geodetici della 

sfera, ci sara lecito di eseguire il calcolo come se S fosse addirittura una sfera. 

.o 

/ I . / 
/ '. 

i / ") 
P" :,.Q" 

(_rig. 2). 

8) M.S 17. 
9) Definizione che particolarlzza, per n ~-~ ~, qye|la del LEVI-CIVITA, relativa ad una V,. Qui 

si tien conto che il parallelismo fra direzionl, considerate in M., per n = 2 riducesi alla relazionc 
d'isogonalitS. Ci6 6 prorate in M. ~ 9 e risulter~t del resto anche dal n ~ I z del presente lavoro. 
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Si osserver~t anzitutto che, detto 0 0 '  l'asse perpendicolare at circolo naassimo 
P 2,  assunto come equatore della sfera, la rotazione attorno ad 0 0' ,  che porta P in 
~Q, porta il circolo massimo PP'  nel circolo massimo Q 2 ' ,  it punto P' in 2 ' ,  ii me- 
ridiano di P'  e la sua traccia M sull'equatore, rispettivamente sul meridiano di Q' e 
sulla relativa traccia N. Sicch~ l'arco M N  risulta uguale a P ~Q, e i due triangoli geo- 
detici P M P ' ,  Q N Q ' ,  che si sovrappongono a rotazione avvenuta, risultan pure uguali. 
Pertanto il parallelogrammoide rettangolo M N P '  Q.' ~ equivalente a P ~2P' 2 '  ed, in 

a 2 _ _  a +a 

luogo del rapporto iniziale, possiamo dunque considerare il rapporto a2 b~ , ove 

si ~ posto a - - M N = P 2 ,  a ' = P ' Q ' ,  b = M P ' .  
I punti P', Q', che derivan l'uno dalraltro mediante una rotazione attorno ad 

b 
0 0 ' ,  hanno la stessa latitudine ), - -  -~-, e inoltre la differenza fra le loro longitudini, 

a 

eguaglia la differenza delle longitudini di M, N, cio~ ~ - .  Ci6 posto, dal triangolo geo- 

detico isoscele P ' O  0.' si ricava: 

a' b b a 
cos -~- --- sin 2 -R- -1- cos ~ - ~  cos ~ - ,  

e quindi, a meno di quantit/t del 5 ~ ordine: 

a 2 b 2 I a 4 - -  a ' 4  
a 2  - -  a ' 2  - -  "71- 

R ~ I2 R 2 

Questa mostra, in primo luogo, che a 2 -  a '2 ~ infinitesima del 4 ~ ordine, ed in 
secondo luogo che a 4 - -  a '4 - -  (a 2 - -  a'2)(a 2 + a '2) ~ infinitesima del 6 ~ ordine, sicch~, 
a meno di termini del 5 ~ ordine, si potrA anche scrivere 

a s b 2 
a s _ _  a t2 = 

R 2  , 
�9 1 

C l O e  �9 
a 2 _ a ,2 

- -  K .  
a 2 b a 

E possiamo quindi enunciare con LEvI-CIvlTA: 

Per calcolare la curvatura totale K di una superficie S in punto P, si pub ricorrere 
ad un parallelogrammoide infinitesimo P Q P' Q', avente un vertice della base in P. II 

rapporto fra la differenza P O_ 2 -  P' Q.,2 dei quadrati della base e della soprabase e i l  
quadrato dell'area del parallelogrammoide, eguaglia allora K. 

Se alla soprabase geodetica P' 2 '  del parallelogrammoide, si sostituisce l'arco di 
linea di equidistanza PP' ,  obliqua secondo co, dalia base P ~  (n ~ 5), ii nuovo quadri- 
latero cosl ottenuto d~i luogo ad un'espressione di K identica a quella sopra trovata. 

Per dimostrar quest'affermazione potremo (n ~ 5) riferirci ancora ad una sfera S. 
Faremo il calcolo supponendo anzi che il quadrilatero P Q P' Q', avente come sopra- 
base un arco di linea di equidistanza, " ~ ctoe (n ~ 5 ) u n  arco di parallelo, abbia dimen- 

sioni finite. 
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Come nel caso precedente, al nuovo quadrilatero sostituiremo un quadrilatero ret- 
tangolo analogo ed equivalente, M NP'  Q', tenuto conto che il parallelo luogo dei punti 
di distanza obliqua PP' dell'equatore, ~ put luogo dei punti di distanza ortogonale 
P'M. 

Indicando con a" la lunghezza delrarco di parallelo P' Q' e conservando pel resto 
le notazioni precedenti, poich6 il raggio del parallelo P' Q' ~ R cos ), e l'angolo sotteso 

a 
dall'arco P' Q' 6 -~-, vemi: 

a "  ~ a c o s ) ,  

e quindi: 
a 2 _  a .2 ~_  a 2 s i n  2~.. 

Prese a coordinate, sulla sfera, la longitudine q~ dal meridiano OM e la latitudine 
), dell'equatore P Q, l'area A del quadrilatero M N P '  0.' risulta espressa da: 

A - - -  

Si ha pertanto in definitiva: 

_a 

foZfoRR~cosXd),d~?=aRsinX. 
a 2 - -  a " 2  I 

A~ - -  R---- ~ ~ K ,  

cio~ il teorema: 
Data una superficie a curvatura costante, si costruisca su essa un quadrilatero finilo 

P Q P' Q', avente per base un segmento geodetico P 0_, per lati due segmenti geodetici 
eguali, formanti colla base angoli corrispondenti uguali (ad un prescelto co), e per ulte- 
riore lato P' Q.' rarco di linea di equidistanxa P P' (obliqua secondo o~) cla P (2. Allora 
la curvatura K della superficie ~ espressa da 

po _p,O_ ,, K =  
A 2 

a essendo l'area del quadrilatero. 
Lo stesso teorema, quando il quadrilatero P 0 P '  Q' sia infinitesimo, vale pure per 

una superficie a curvatura variabile. 
OSSERVAZlOlqE.- Riferendoci ancora ad una superficie a curvatura variabile, ~ op- 

portuno porre in rilievo come la circostanza che alia soprabase di un paraUelogrammoide 
geodetico infinitesimo, si possa sostituire un arco di linea di equidistanza, senza the perci6 

cessi di valere l'espressione limite P Q* A* della curvatura, non ~ legata alla spe- 

ciale natura dell'arco P' Q' con cui si completa il paraUelogrammoide. Ii LEvI-CIVlTA 
ha infatti osservato che come soprabase del paralleIogrammoide si pub prendere un arco 
arbitrario, congiungente i vertid P', 0.'. Si sottintende, naturalmente, chela linea P' Q', 
sopra cui si conta quest'arco, resti ben determinata, durante la contrazione de] quadri- 
latero P Q P' Q', e ch'essa continui ad avere per limite la geodetica P Q. 
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Questo complemento pu6 stabiiirsi agevolmente nel modo che segue. 
S e a '  ~ la lunghezza dell'arco geodetico P' Q' ed I la lunghezza di un altro arco, 

situato sopra una linea ben definita, congiungeme P', Q', designando con m la lun- 
ghezza del segmento rettilineo P' 0 ' ,  si ha, a meno di quantit~ del 4 ~ ordine: 

ove 

m 3 a13 
] ~ m + - -  ??Z = tZ' 

24R ~ ' 24 R'~ , 

I I 
son le flessioni rispettive, in P', degli archi I, a' ,o). 

R ' R '  
Ne deriva, sempre fino al 3 o ordine inclusivo: 

R2 . 

Ora, quando il parallelogrammoide si contrae tendendo a P, poich6 le due linee con- 
siderate, pei punti P',  Q', hanno ambedue per limite la geodetica prefissata P Q, le 

I I I I 
flessioni R ' R' tendon verso Io stesso limite, e la differenza R~ R, ~ risulta perci6 

infinitesima. Ne segue che la  differenza l - - a '  e del 4 ~ ordine ~ la differenza 12 - -  a '~ 

del 5 ~ ordine. 

Nel calcolo del limite di P Q~ - -  a'2 - A2 , si pub pertanto sostituire I ~ ad a'2; che 

quanto avevamo affermato. 
9. quadrilateri di SACCHERI, di LAMBERT, di RIEMANN. Espressioni della curvatura ad 

essi inorenti.--Quando si tratti d'una superficie a curvatura costante, un parallelogram- 
moide geodetico rettangolo di LEvvCIvlTA, riducesi alla figura fondamentale della geo- 
metria piana di SACCHERI, che ~ appunto un quadrilatero birettangolo isoscele *'). 

Anche la figura fondamentale della geometria piana di LAMBERT, che hun  quadri- 
latero trirettangolo x2), d~ luogo, sopra una superficie S, a curvatura costante o varia- 
bile, alla stessa espressione della curvatura, cui si perviene col parallelogrammoide di 

LEw-CmTA. 
Per vederlo, possiamo, al solito, assimilare l'intorno di un punto P, ore la nostra 

I 

superficie presenti la curvatura K, ad un intorno sferico di raggio R--" t / ~  Un qua- 

drilatero P Q P' Q' di LAMBERT risulta allora costituito da un circolo massimo P Q~ che 

io) Per l)espressione della differenzit tra un arco e la relativa corda ved. per es. G. HUMBERT, 
Cours d'Analyse (Paris, Gauthier-Villars, I9o3), t. I, p. 4ol .  La stessa espressione vale evidentemente 
qualunque sia la dimensione dello spazio euclideo in cui la superficie ~ immersa. 

,z) Cir. per es. R. BONOLA, [~a geometria non-eudidea (Bologna, Zanichelli, I9O6), p. 2I. 

*~) BO~OLA, Ioc. tit., p. 39" 
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si assumedt come equatore, da due meridiani P P', Q Q' e da un circolo massimo 

l' 
(Fig. 3). 

P' Q', normale al meridiano P P' in P' ed appoggiato in Q' al meridiano Q Q' xa). 
Detto 0 quello dei due poli dell'equatore P Q, che trovasi dalla stessa banda del 

quadrilatero, M il polo dei circolo massimo P P' che trovasi dalla stessa parte del qua- 
drilatero, e posto P Q = a, P P' = b, P' Q' = x, Q Q' - -  )', il teorelna dei seni, ap- 

plicato al triangolo O P' Q', rettangolo in P', porge: 

Y sin L -~- sin a sin x cos y - -  cos ~ ,  cos - ~  = R ' 

ove y denota il quarto angolo del quadrilatero di LAMBERa'; e similmente il triangolo 
M Q Q', rettangolo in O, d,~: 

x a 
cos ~ -  sin -( ~ cos -~- . 

Eliminando Ira queste sin "l' e cos ~ ,  s'ottiene : 

x a b 
tang ~ -  --- tang -~- cos -R- '  

dalia quale, quadrando e sostituendo alle linee trigonometriche i loro sviluppi in 
si trae, a meno di quantit,i del 5 ~ ordine: 

od anche : 
a b 2 (a '  - x 9  

R 2 3 R: 

serie, 

za) Si sottindende che, delle due intersezioni di ciascuno dei circoli massimi considerati, si sce- 
glie quella che appartiene aU'intorno di P. 
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Questa prova che a ~ -  x'- ~ del 4 ~ ordine e che a 4 -  x 4 - -  (a 2 -  x~)(a2+ x ~) 
del 6 ~ ordine. Si potr~t perci6 scrivere, a meno di quantit~t del 5 ~ ordine: 

a 2 ~ x a I 

a ~ 3 2 R ~ 

1~ dunque vero che il quadrilatero di LAMBERT ddt luogo alla stessa espressione della 
curvatura a cui si perviene mediante il quadrilatero di SACCHERt - -  LEVI-CIVlTA. 

Un'altra espressione notevole della curvatura, s'ottiene mediarlte un quadrilatero di 
Rmi~.~rr. Chiamiamo cos] un quadrilatero P QP' Q' che, sopra una superficie qualunque 

S, s'ottenga come trasformato di un parallelogrammo, col vertice in P, appartenente 

al piano So, ivi tangente ad S, allorquando si deforma So, fino a portarlo a coincidere 
con S, nel modo indicato al n ~ 2. 

Designata con a la.lunghezza dell'arco geodetico P Q e con b la lunghezza del- 

l'arco geodetico P P', gli altri due lati Q Q', P' Q' del quadrilatero di RmMA~N, stanno 
rispettivamente sulle linee u --- a, v - -  b di un sistema di coordinate cartesiane curvi- 

linee, avente per assi v--=-o, u - - o  le geodetiche P Q, P P' (n ~ 2). 

La ragione della denominazione adottata sta in ci6: che il calcolo della curvatura 

d'una superficie [o d'una varietfi (red. il n ~ io)] accennato dal RtE.~IANN nella sua ce- 

lebre Memoria sui fondamenti della geometria, si riduce alla valutazione del rapporto 

, ove A ~ l'area del quadrilatero P Q P' Q', supposto infinitesimo .4). A2 

Prese, come sopra si ~ detto, le geodetiche P Q, P P' a linee v - - o ,  u - - o ,  di 
un sistema di coordinate cartesiane curvilinee, nel caso d'una superficie, la valutazione 
di questo rapporto si fa immediatamente partendo dali'espressione del cls ~ in coordi- 

nate cartesiane (n ~ I). Poich~ il punto P'  ha le coordinate (o, b) e Q' le coordinate 

(a, b), si avr~l: 
P' Q'~ - -  E ' (o ,  b)a ~, 

con  

E '  --" I + ( - ~ 2  - -  I )  SiD20. 

Le coordinate polari del punto P' sono p = b, 0--co, ore o ~ l'angolo delle P Q, 
P P': cosicch6, tenendo presente Io sviluppo di G nell'intorno di ?---No, si avfft, a meno 

di termini del 5 ~ ordine: 

P' O"2 --  ( I  - - K  b~ sin2 ~  

K essendo la curvatura di S in P;  e quindi: 

P Q~ _ p, Q,~ __ __K a~ b~ sin~ o. 
3 

*4) Per la citazione dettagliata dei passi r dalle Gesammelte Werke del RIEMAlqlq, 
nonch~ per la dimostrazione del fatto che effettivamente la definizione del Rm~hgs  pub presentarsi 

sotto questa forma, ved. il n ~ xo del presente lavoro. 
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E siccome infine, a meno d'infinitesimi del 5 ~ ordine, a ~ b ~ sin~ ~o uguaglia • cosi 

viene, a meno d'infinitesimi del I ~ ordine: 

pO_'-p 'Q 
A= - -  - -  K ,  

3 

che fi la formula di RIEMANN per le superficie. 

Possiamo enunciare, concludendo : 

Se si considera l'intorno di un punto P d'una superficie qualunque S, come prove- 
niente dalla deformazjone d'un intorno piano, tessuto con un fasdo di fbre rettilinee ine- 
stendibili e con un fa~cio di fibre circolari elasticbe, la curvatura totale K di S in P, rl- 
sulta espressa da 

p O . _ p ,  2 
K - - 3  • , 

essendo P Q P' Q' un quadrilatero infinitesimo, d'area A, tracciato su S, proveniente dalla 
deforma[ione di un parallelogrammo col vertice in P. 

OSSERVAZlO~E.--Un altro quadrilatero P 2 P' Q', la cui considerazione si presenta 

spontanea sopra una superficie S, ~ quello" costituito da due geodetiche P 2 ,  PP', for- 

manti in P l'angolo co, e da due linee P' Q', 2 Q' di equidistanza obliqua secondo o~, 

dalle due geodetiche. 

A meno di quantk/t del 4 0 ordine, rispetto alle lunghezze dei lati d'un tal quadri- 

latero, possiamo ancora assimilate la nostra superficie ad una sfera (n o 5)- II quadrila- 

tero P 2 P' 2 '  e allora formato da due circoli massimi P Q, PP' e da due circoli mi- 

nori P' Q', 2 2 '  ad essi rispettivamente paralleli. 

Supporremo, per semplicith, ca = - - .  Posto P 2 = a, P P' - -  b, P' 2 '  = x, si 
2 

osservi che i punti Q, Q', situati sopra un piano parallelo a quello del circolo massimo 
P P', sono equidistanti da quest'ultimo piano; sicch& i seni degli archi P 2 ,  P' Q', le 

a x b 
cui rispettive misure in radianti sono R ' R cos ~. ove ) , - - - ~ -  ~ la latitudine del 

parallelo P'  Q' rispetto all'equatore P Q -  risultan inversamente proporzionali ai raggi 
dei rispettivi circoli. Si ha cio~: 

b x a 
(15) R cos ~ -  sin ~ _ R sin --~-, 

e cos 

donde, a meno di termini del 5 ~ ordine (sulla sfera): 

X 
X 3 a ;  

6R ~ - -  a 6 R  ~ , 
ossia : 

x 3 _ a 3 
( I6)  x - -  a - -  - -  

6 R ' 
Rend. Circ. Matera. Palermo, t. XLII (I917).--Stamp~,to il i ~ aprile tgl 9. 32 
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Questa prova anzitutto che la  differenza x - - a  ~ del 3 ~ ordine (almeno) e quindi 
che x 3 - a  3 ~ ( x - a ) @ 2 - ~ - a x + a  ~) ~ del 5 ~ ordine. 

E ritornando ancora una volta alia (i6), la quale vale, sulta sfera, fino al 4 ~ or- 
dine inclusivo, se ne deduce che sulla sfera, x ~ a b. del 5 ~ ordine. 

Ma sulla superficie S qualunque, da cui siano partiti, si pub affermar soltanto che 
la differenza x - - a  ~ del 4 ~ ordine, percM ~ appunto questo l'ordine di approssimazione 
nel quale, date le nostre premesse, ci ~ lecito di scriver la (I5). 

Concludendo : 
I1 quadrilatero raccbiuso sopra una superficie qualunque S, da due geodeticbe perpen- 

dicolari e da due linee ad esse parallele (linee di equidistan~a ortogonale), a meno di 
quantit~ del 4 ~ ordine, ha i lati opposti uguali. 

Pertanto, nel!'ordine di approssimazione considerato, un tal quadrilatero si rasso- 
miglia ad un rettangolo piano pifl di ogni altro quadrilatero della superficie, che, come 
quelli di SACCHERI, di LAMBERT, di RtESIASl% conservi qualcuna delle proprietY, carat- 
teristiche d'un rettangolo piano. La cosa, come si vedrebbe senza difficolth, vale anche 
quando le due geodetiche P Q, PP' si tagliano sotto un angolo % non retto: il qua- 
drilatero P Q P' Q' racchiuso dalle P Q, P P' e da due linee di equidistanza secondo 
% dalle due date geodetiche, si rassomiglia cio~ ad un parallelogrammo piano pifl di 
ogni altro quadrilatero di S. 

Ritorniamo per poco al quadrilatero trirettangolo P Q P' Q', d'area A, racchiuso, 
sopra una superficie S, da due geodetiche ortogonali P Q, PP' e da due linee ad esse 
parallele. Assimiliamo S ad una sfera e, indicato con y il quarto angolo del quadrila- 
tero, fissiamo l'attenzione sui triedro Q' (MN 0), avente per spigoli Q'M,  O 'N ,  le 
tangenti rispettive in Q' ai circoli minori Q'P', Q ' Q  e per spigolo Q' O, l'intersezione 
dei piani di questi circoli. Le faccie M O' O, N Q' 0 uguaglian rispettivamente gli an- 

goli sottesi dagli archi Q'P',  Q' Q, aumentati di ~--~. Per la (I5)  , si avr/t pertanto: 
2 

e similmente : 

u O' O = ( { -  

cos N O' 0 = 

+ R cos 

b 
sin - -  

R 
a 

c o s  --R- 

a 
sin -~- 

, 

b ' 
COS - -  

R 

Tenendo ora conto che il diedro opposto alia faccia M Q' N - ' y ,  ~ reno, si pub 
scrivere : 

a b 
cosy - -  cos M Q' Ocos N Q '  O - -  t a n g ~ -  tang R ' 

donde si trae, a meno di quantit~i del 4 ~ ordine, sulla sfera: 
ab 

cos y = - ~ .  
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Ma poich& la penultima relazione vale su S a meno di quantidt del 3 ~ ordine, cosl 

pu6 scriversi in definitiva, a meno del I ~ ordine: 

,;-r 

2 
K - -  A 

Dunque: Detti T il quarto angolo e A /'area di un quadrilatero rettangolo infinite- 
simo, come quello dell'enunciato precedente, la curvatura di S nel vertice opposto a T 

espressa da 

2 "[ 
K ___.  . _ _  

A 

Un'espressione analoga s'ottiene da un quadrilatero trirettangolo geodetico (di 

LAMBERT), decomponendolo con una diagonale in due triangoli geodetici e applicando 

la formula di GAUSS (n ~ 6). Viene cosi: 

T 2 

A 

ove T ~ ancora il quarto angolo del quadrilatero d'area ,~ e K la curvatura nel vertice 

opposto. 
t~ superfluo di avvertire che in questo ed in tutti gli altri enunciati, soltanto per 

comodit~, ci si riferisce ad un punto fi~so dell'area mediante cui si definisce la curvatura, 

giacch~ in realt/t i valori di K nei diversi punti dell'area sono eguali, a meno d'infini- 

tesimi del I ~ ordine. 

C A P I T O L O  I I .  

Su l l a  c u r v a t u r a  r i e m a n n i a n a  d ' u n a  variet~t  e sul p a r a l l e l i s m o  f r a  
d i rez ion i  i n t r o d o t t o  dal  LEVI-CIVITA. 

Io. Curvatura d'una gariat& seoondo la deflnizione orlglnaria del RIEMANN. Inlsr- 
pretaziono geometrica. ~ Le precedenti considerazioni conducono ad una ricostruzione 
geometrica della teoria della curvatura d'una varietY, secondo il RIE~A~qlq. All'uopo, fis- 
siamo sopra una varietfi ~ ,  a metrica qualsiasi, una superficie geodetica r =5), avente 

xs) Cic6 il luogo delle geodetiche spiccate da P secondo direzioni appartenenti a un dato fascio. 
Cir. per es. BIANCm, ioc. tit., vol. I, pag. 339" 
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il centro in un punto P di V ,  individuata da due geodetiche distinte P O, PP'. La 
curvatura di V ,  secondo la giacitura con cui ~ esce da P, ~ definita dal RtESIASX me- 
diante uno di quei quadrilateri, tracciati sopra ~, che gi:i nei n ~ 9 chiamammo appunto 
quadrilateri di RIe,~iASN. 

I1 RteMANU procede infatti cosl ~8): 
A coordinate di un punto M variabile su V ,  egli prende anzitutto la distanza 

geodetica O = P M ed i parametri ~ ,  %, . . .  , .~ delia direzione con cui la geodetica 
PM esce da P (coordinate geodetiche polari). Introduce quindi su V" le coordinate 
cartesiane curvilinee u ,  u~, . . . ,  u ,  definite dalle: 

colla condizione u l t e r io re -  diretta ad abbreviare i c a l co l i -  che sia 

(I7) ~ - -  u~ + u~ -{-- . . .  q-- u]. 

Le coordinate cartesiane ch'egli considera, son cio~ ortogonali;, noi, non avendo 
nel seguito da sviluppar calcoli, potremo anche omettere la condizione (I7) , lasciando 
che le direzioni con cui le linee (geodetiche) coordinate escon da P, sieno comunque 
inclinate (purch~ beninteso ira loro linearmente indipendenti) ,7). 

Fissati due punti O ( U  I - -""  I ~ l ,  * , o , Ul l  = t~r , P' ( u  : b ,  . . . ,  u,, - -  b )  infini- 
tamente vicini a P, secondo direzioni distinte, il RI~MANlq considera il punto Q' di 
coordinate a - ~  b~ , . . . ,  a-n t- b ,  e valuta il quadrato dell'elemento lineare P' Q', 
giungendo aUa condusione che il rapporto ira la differenza P' Q ' * ~  P Q* e iI qua- 
drato dell'area del triangolo P'P Q, a meno d'infinitesimi d'ordine superiore al primo, 
uguagiia la curvatura gaussiana in P delia superficie geodetica r contenente le direzioni 

(P Q) (P P'), moltiplicata pel coefficiente 4 is). 
3 

Noi possiamo ormai pervenire rapidamente, per via geometrica semplice, aUa con- 
dusione del RIEMA~I~. 

x6) Ueber die Hypotbesen welcbe die Geometric ~u Crrunde liegen (Gesammelte Mathematische Werke, 

Leipzig, Teubner, I876, pp. 254-269), p. 26L Ved. anche il Commento del WEBER al frammento 

postumo n ~ XXII (p. 384). 
I7) Indicata con u, la llnea coordinata, uscente da P, lungo cui son costanti le u~ . . . .  , u , ;  c o n  

u 2 quella lungo cui gon costanti le u , ,  uj . . . .  , u , ,  etc; si ha in generale 

Z + ,  Z u, "J oo, 
i i , j  

L'angolo the la geodetica l =  PM forma in P colla linea ui ,  ~ espresso da cos ( / u l ) = ' ~ _  ~jcos(uluj).  
J 

Tutto cib deriva ovvlamente dalla formola che definisee il coseno deU'angolo di due direzioni sopra V n . 
Cfr. ad e s .  BIA~mHI, Ioc. cit. vol. I, pag. 33I. 

xs) Vedi le riflessioni critiche del LEvx-CIvlT• (alia fine di M.) sul calcolo accennato dal RXEMANN 

e sviluppato pi~ ampiamente dal WEBER. 
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Considerato invero, nello spazio euclideo S v--  di dimensione N abbastanza grande 
- - o v e  la ~ pub sempre supporsi immersa, lo spazio euclideo S ,  tangente a V in 
P, a somiglianza di quanto gi~. facemmo per le superficie nei n i 2 e 9, assumeremo 
in S., come assi di un sistema cartesiano (u(iO), +~'{~ . . .  , ut~ le tangenti in P alle 
linee u~, u~, . . . ,  u,, del sistema cartesiano gkl definito entro ~ ,  ed associeremo due 
punti di S e di P\ ,  che abbian le stesse coordinate (uCi~ = u~). 

La corrispondenza si realizza al solito riguardando S. come costituito da fibre ret- 
tilinee inestendibili, uscenti da P, e da ipersfere elastiche, ad n - -  I dimensioni, di centro 
P; ed applicando S~ su /1, in modo che resti fermo P e i l  relativo intorno di I ~ or- 
dine. Mediante la corrispondenza considerata, un piano a o di S uscente da P, conce- 
pito come sostegno di un fascio di raggi di centro P, v~n trasformato in una super- 
ficie geodetica ~ di V ,  concepita come sostegno di un fascio di linee geodetiche uscenti 
da P e tangential piano %. 

Ai pm?ti Q, P' di V corrispondono in S ,  i punti Qo, Po, aventi le stesse co- 
ordinate (a,,  a~, . . . ,  a,,), ( b ,  b ,  . . . ,  b,,) [nel caso in esame Qo, P~ coincidon ri- 
spettivamente con Q, P', perch~ questi si son supposti infinitamente vicini a P], e al 
punto Q' corrisponde il punto Q'o(a-]-b, , . . . ,  a-I-b). Ora, le rette PP'o, QoQ'o, 
essendo rappresentate, in coordinate correnti u,C~ . . . ,  u,,~~ dalle equazioni rispettive: 

~(o) u(o) u(o) 

b - - b + - -  b 
u(o) - -  u(o) - -  u(o) 

x - -  a ,  2 - -  a 2 - -  . - -  a .  
. o ,  

b b+ -- b. ' 

son paralMe; e cosl son parallele le rette P Qo, P~ Q'o rappresentate dalle: 

(o) u(o) 
U(~ ~ __ U 2  _ _  ~ - - "  

a ~  a 2 a n 

io) b __ + co) b ~ _ u (~ b 
~x -- ++2 -- -- n 

a t a 2 a 

Dunque la figura P Qo P" Q'o di S ,  ~ un parallelogrammo. Mediante h corrispon- 
denza fra S. e V ,  il piano % di questo parallelogrammo, si muta, come s'~ detto, nella 
superficie geodetica ~ definita dalle due direzioni (P Q), (PP') ,  ed il parallelogrammo 
si muta nel quadrilatero P Q P' Q' di ~, il quale risulta coil un quadrilatero riemanniano, 
secondo la definizione del n ~ 9. 

Resta pertanto provato che, indicata con ,I l'area di P Q P' Q' e con K la curvatura 
gaussiana di ~ in P, si ha: 

pQ'_p,Q'~ 
a~ = I--~---K~ 

3 

e questa ~ appunto, salvo la forma, l'affermazione del RmMA.n~. 
Si conclude che: 
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Data una varieta V ,  a metrica qualsiasi, la curvat,ra If di U iu uu punto P, 
secondo un'assegnata giacitura, si pub calcolare nel modo seguente: 

<, Sul piano qo~ tangente in P alla prefissata giacitura, si costruisca un parallelo- 
c< grammo infinitesimo con un vertice in P; e concepito il piano % come inestendibile 
<, lungo le rette uscenti da P, e come elastico sulie direzioni a queste ortogonali, si de- 
<< formi %, lasciando fermo l'intorno di I ~ ordine di P, finch~ le fibre inestendibili di ~o 
<< si distendano su altrettante geodetiche di V .  

c< Indicato con P Q P' Q' i] quadrilatero di V,,, deformato del parallelogrammo di 

<~ ~o ~ viene p Q ~ _ p , Q ' ~  

tc ove A ~ l'area del suddetto quadrilatero >~. 
I I .  Oepnizione geomelrica intrinseea de/ parallelismo di LEvI-CIvITA, Equazioni di f-  

ferenziali relative.- Per arrivar ~eometricamente, in modo semplice, alla dcfinizione 
della curvatura d'una V ,  mediante un parallelogrammoide di LEvi-CwtTA, indicheremo 
anzitutto una definizione geometrica intrinseca de[ parallelismo fra direzioni, la quale ci 
offrirA subito il modo di ricondurre tutto alle superficie (geodetiche) tracciate in V .  

Dati sopra V due punti A, A infinitamente vicini, ed una direzione (~) uscente 
da A ed appartenente a /T,  la direzione (~,) parallela a (~), condotta per A,,  verrA de- 
finita nel modo seguente: 

Si consideri la superficie geodetica , ,  di centro A, individuata dalla giacitura che 
contiene le direzioni (~) ed ( . 4 . 4 ) :  allora la direzione (F,,) 6 quella che sopra <)forma 
colla geodetica .4.41 un angolo (corrispondente) uguale a quello f o r m a t o  da (~), (A A) .  
S'intende qui incluso il caso in cui (~) tocchi in `4 la geodetica . 4 `4  : soltanto in 
questo caso la ~ non 6 individuata, potendosi scegliere ira le infinite superficie geode- 
tiche di centro `4, contenenti la geodetica `4 `4 .  

Conservando le notazioni del LEvI-CIvlXA, indicheremo con ~,") i parametri della 
(o1 direzione (E,) entro l'ambiente V ,  con x'i~ parametri della direzione (.4. '/ ,), con x~ 

le coordinate di `4. Si avr~t allora la rappresentazione parametrica: 

( I8)  x, - -  x i -[- x,u -31- v - -  t (xSu -}- v)(x;u "Jr- ~(">v) -]- . . .  
2 jl 

della superficie e nell'intorno di A ~9), ore sono i soliti simboli di CHRISTOFFI~L) 

relativi a V., e le coordinate curvilinee u, v di un punto P di ~, son defnite da 

0 9 )  u = ~ ,  v = ~ ,  

essendo O la distanza geodetica A P e d  ~x~ + ~l:)  i parametri, entro /1., della dire- 
zione con cui la geodetica A P esce da A. 

x9) Cir. BIANCHI, 1OC. cit., vol. I, pag 339. 
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Indichiamo con co l'angolo, fra o e r., delle direzioni (d`4~), ('-[), con 0 l'angolo, 

fra o e 7r, che ( ` 4 . 4 )  forma con una direzione variabile , x  I --[-~ ~l,~. Allora, tenendo 

presente la formola, gi~t citata [alla nota (x7)], che definisce il coseno dell'angolo di 

due direzioni, entro V ,  si ottengon subito le relazioni: 

donde si trae: 

c o s  o = + c o s  c o s  - -  o )  = c o s  ,o + 

sin (co - -  0) s in 0 

- -  sin co ' [~ - -  s in ~o 

Le u, v coincidon pertanto sopra ~ colle coordinate cartesiane curvilinee gi~t con- 

siderate nel n ~ I. Pel cls ~ di ~ si ha perci6 l'espressione (6) del n ~ i. 

Ne deriva che l'angolo "l', formato in un punto P della geodetica ,4,4, (0 - -  o), 

dalla direzione positiva di questa linea, colla direzione positiva della linea u = cost., 
uscente da P, ~ dato da ~o): 

F '  
cos u - -  1/E ' G' 

COS oJ 

sin 2 ,~ 

m 

ove con G s'~ indicata la funzione G per 0 ~ o. 

La precedente, mediante la formula del binomio, pub anche scriversi: 

E ) ] cos y - -  cos co I - -  I sin ~o~--[-- . . .  . 
2 

Ricordando lo sviluppo di G secondo le potenze ascendenti di ~, nell'intorno di 
- - -o  (n ~ I), si trae subito: 

cos ], = cos ~o ( I  + lz p2 .31_ . . . )  (f~ costante), 

la quale prova che, a meno d'infinitesirni d'ordine superiore al primo, la direzione con 

cui esce da `4  la relativa linea u = cost., coincide con (..,). 

Pertanto le costanti superficiali, in ` 4 ,  della suddetta linea u = cost., s'identificano 

colle costanti superficiali della direzione (~), le quali, a norma delle (~9), sono: 

ore ds  denota l'elemento lineare sulla u - - o  e ?.4 il valore in A di una generica 
funzione ? del punto mobile s u e .  

Sicch~, sopra la linea u - - c o s t ,  che esce da A, sar~ ~-~ I, ds'  indicando 

l'elemento lineare su detta linea. 

20) BIANCHI, IOC. cit., VOI. I, pag. I95. 
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Le costanti delia direzione -~ (..,), entro V ,  saranno perci6 date da: 

I ' , ' , =  - _ u i  \ d s ' l , - - k ~ v l . ~ - -  \~v  L, + d  \3,,8v1~' 

in quanto sulla geodetica A A, (0 = o), l'arco, contato da A, s'identifica colla variabile u 
Ora dalle (I8), derivando e ponendo, a derivazione eseguita, u =  v ~-o, si traggor. 

le relazioni : 

Si hanno dunque, in definitiva, le 

i UIx' 

le quali coincidono colle relazioni differenziali (1)  di M. 
Resta cosi provata l'equivalenza della nostra definizione con quella del L~v>CwITA, 

e vengon di pia ritrovate, con sole considera~ioni intrinsecbe, le equazioni differenziali 
cbe reggono il problema del parallelismo. 

19.. Parallelismo lra dieezioni negli 8paz? a ourvatura oostante.--Ii teorema d'esistenza 
pel sistema 

(20) d~(" ~ l ~l t ~ (''d'r 
d s - - - - 7  ! -,iS' 

che esprime il modo di variare di una direzione parallela ad un data " (-o), lungo un 
assegnato cammino C ~ sul quale d s ~ l'elemento lineare--s ' intepreta geometrica- 
mente nel senso che la variet~t delle ~ '  direzioni integrali definite da (!o), pub esser 
determinata a partire da una qualunque di esse, e quindi c h e l a  relazione di paral- 
lelismo, lungo un dato cammino, ~ simmetrica e transitiva. 

Quando il cammino C sia geodetico, la definizione da noi data, di direzioni paral- 
lele uscenti dai punti A, A ,  infinitamente vicini su C, ha senso anche allorchb i punti 
A, A, sieno su C a distanza finita, giacch~ allora esiste una superficie geodetica ~, di 
centro ,4, contenente C e la direzione ({) spiccata da A. 

Ma non ~ detto che la relazione di parallelismo che cosi s'ottiene fra le due dire- 
zioni aventi le origini a distanza finita, coincida con quella del Lv.vt-Ctvtra: quel che 

certo ~ soltanto che le due relazioni coincidono a meno d'infinitesimi d'ordine supe- 
riore, rispetto alla distanza geodetica A A,. E chiaro che la coincidenza in questione avreb- 
be luogo anche al finito, qualora la relazione di parallelismo, secondo la nostra definizione, 
fosse simmetrica rispetto a due direzioni (~)(~,) spiccate da punti A, A, a distanza 
finita; qualora cio~ la superficie geodetica %, di centro . 4 ,  passante per la geodetica 
C e per la direzione (~,), toccasse di conseguenza la a nel punto A, come di fatto la 
~r tocca r. in A,. 

I1 parallelismo del LEvr-CwIT~, pub dunque definirsi intrinsecamente in termini fi- 
niti, nel modo da noi indicato, solo quando la V. goda della proprietor che cc per ogni 
, coppia di superficie geodetiche, aventi i centri sopra una medesima geodetica C, il 
contatto in un punto di C~ porti di conseguenza il contatto lungo tutta la curva ~. 
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In questo caso le equazioni differenziali (2o), che reggono il problema del paral- 
lelismo, risultan senz'altro integrate pei cammini geodetici, non appena sieno integrate le 
equazioni differenziali delle geodeticbe. 

Ouesta circostanza si verifica ad esempio per gli spa~l a curvatura costante: ci6 ri- 
sulta subito dal fatto che ogni punto d'una superficie geodetica appartenente ad un 
tale spazio V ,  pu6 esser assunto come centro di un fascio di geodetiche di ~ ,  tracciate 
sulla superficie (in quanto a questa appartiene ogni geodetica che la incontri in due 
punti), sicch~ due superficie geodetiche che si to.cchino in un punto coincidono. Dunque: 

Negli spa~i a curvatura costante, il parallelismo di due direzioni (~), (.~,), situate 
a distan~a finita, e derivanti per continuit?t l'una dalI'altra, lungo un cammino geodetico 
C, si riduce a cib : the le (.~), (~.,) forman con C angoli corrispondenti uguali sopra 
una superficie geodetica che le contenga. 

Una proprietor sostanzialmente equivalente, sempre per gli spazl a curvatura co- 
stante, trovasi gih nel ~ Io di M. 

I3. La~ proprieth fondamenta/i de/ para/lelismo lea direzioM, I Ne l l a  sua M e m o r i a ,  i l  

LEVI-CIVlTA dimostra, per via analitica, le due propriet~l fondamentali seguenti della 
relazione di parallelismo: 

a) La direzione (~) parallela in un punto P ad una direzione data (%), uscente 
da Po,  dipende in generale dal cammino con cui si va da Po a P. L'indipendenza dal 
cammino caratterizza le varieta eudidee. 

b) Due direzioni uscenti da Po formano un angolo uguale a quello formato dalle 
-direzioni ad esse paraUele per P, e ci6 qualunque sia il cammino da Po a P. 

Ecco come si possono stabilire queste due propriet~t, con semplici ragionamenti 
geometrici. 

Suppongasi che nella nostra V il parallelismo di due direzioni sia indipendente 
dal cammino, o, in altre parole, che ~ due direzioni parallele ad una terza sieno sempre 
parallele fra di loro ,~. Consideriamo allora, entro /1,  un punto Po ed una geodetica 
C o uscente da Po. Tracciamo quindi la geodetica C, che esce da un altro punto P, 
colla direzione parallela a quella di Co in Po" Due direzioni apparteuenti a Co, C, ed 
avend del resto ofigini arbitrarie, sono, per la definizione stessa, parallele alle direzioni 
di Co, C in Po, P, e quindi, per l'ammessa transitivit~t, parallele tra di loro. Ne deriva 
che ogni geodetica che incontri Co, C nei punti Mo, M, forma ivi colle due geode- 
tiche angoli corrispondenti uguali. 

Siamo dunque nel caso euclideo e si conclude che: 
La rela~ione di parallelismo fra dire~ioni k transitiva, soltanto nel caso euclideo. 
Passiamo alla propriet~t b). Fissato un cammino C dal punto Po al punto P di 

~ ,  e dette ao, a l e  rette tangenti a C in Po, P, entro lo spazio euclideo S~r in cui 
/I. ~ immersa, fra le stelle formate daUe tangenti a V in Po, P, nasce una corrispon- 
denza biunivoca ,% ore si chiamino omologhe due tangenti to, t, che escano da Po, 

/ \  . / . ~  
P con direzioni paraUele rispetto a C; talch6 sar~l intanto ta - - - toa  o. 

Tale corrispoudenza ~:, attesa la linearit~t delle equazioni differenziali (20), che as- 
Reud. Circ. MaCem. Palermo, t, XLII 0 9 ~ 7 ) . -  Stampato il z aprile I9i 9. 33 



~ F R A N C E S C O  S E V E R I .  

sicura esser lineare la dipendenza degl'integrali ~+~ dai loro valori iniziali, ~ un'omogra- 
fla. Dobbiamo provare che, in ~, a due rette bo, c o della stdla ( P o ) -  eutro 1o S 
euclideo tangente a V in P o -  corrispondon due rette b,'c della stella ( P ) -  entro 

/ \  / \  
lo S+ analogo - -  tall che b ~ c o --- b c. 

Dal momento che lo S 3 aoboc o si muta per la ~ ndlo S 3 a b c, cosl baster~t provare 
che un'omografia ,~ fra due stdle (Po), (P)  di due S eudidei, ~ una congruenza, quando 
raggi corrispondenti formano angoli eguali con due raggi fissi ao, a di (Po), (P)" 

All'uopo si osservi che ad un cono rotondo Vo, avente per asse ao, la ,~ fa cor- 
rispondere un cono rotondo r,  di eguale apertura, avente per asse a: l'involuzione dei 
piani diametrali coniugati rispetto a Po, che 6 l'involuzione degii angoli retti nd  fascio 
di piani (ao) , vien dunque mutata nell'involuzione analoga rispetto a G cio6 nell'invo- 
luzione degli angoli retti dd  fascio di piani (a). Tanto basra per concludere che la 
subordina una congruenza fra i fasci di piani (ao), (a);  dome segue l'eguaglianza dei 
due triedri aoboco, abc (che hanna due faccie e i[ dietro com?resa rispettivam~.nte 

/ \  / \  
uguali) e quindi boc o - - b c  ~). Si pub pertanto enunciare: 

Fissati due punti Po, P della varietd V ed un cammino qualunque C, cbe li con- 
giunga, la corrisponden~a biunivoca fra le direzioni, uscenti cla Po, P, parallele rispetto 
al cammino C, ~ una congruen~a. 

Nel qual enunciate resta indusa anche la proposizione stabilita in M. dal LEvt- 

CIvn:A, alla fine del w 6. 
14. EapresMone della ourvatura riomanniana d'una vae/eth mer/ianto un parallelogram- 

moide . -  Ii LEVI-CIVITA ha definite la curvatura d'una variefft V in tin punto P, 
secondo un'assegnata giacitura, individuata dalle direzioni di due geodetiche distinte P Q, 

P Q ' - - P '  Q" relativa ad un paralldo- P P', spiccate da P, mediante l'espressione a~ 

grammoide infinitesimo P QP '  .(2' di base P (2, di soprabase P' Q' e di area a. 
La coinciden~a di questa definizione celia &fini~ione riemanniana si desume ormai a 

priori da ci6: che il parallelogrammoide P Q P '  (2' appartiene alla superficie geodetica 
di centre P, determinata dalle due direzioni (P QO), (PP'). + 

E invero che il late ~Q Q' appartenga a a segue senz'akro dal n ~ zI. Quanta al 
late P' (2', abbiamo gi~t osservato (n ~ 8) ch'esso ~ arbitrario =~): si pub pertanto sup- 
porre, senza restrizione , che la soprabase P' Q' appartenga essa pure a ~. Ne deriva 

P Q~ - -  P' Q'= rdativa ad un paralMogrammoide geo- che il valore dell'espressione ,a~ 

2~) Pi~ brevemente si sarebbe potuto dire: la 7:. fa corrispondere alle intersezioni del" cone iso- 

trope della steUa (Po) col piani reali del fascia (ao), le ge~mratrici analoghe del cone isotropo della 

stella (P). Dunque il trasformato, mediante x, del primo cone isotropo, che ~ irridudbile, non pub 
che coincidere col secondo; cio~ = non pub che essere una congruenza. 

22) I1 ragionamento esposto nell'Osservazione del n ~ 8, vale evidentemente anche s e i l  quadrila- 
tero P QP 'Q '  ~ immerse in una variet/t V,, anzich8 in una superficie S. Basta all'uopo considerare le 

case nello spazio eudideo S~r cui V, appartiene. 
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detico infinitesimo di /z n - - o v e  per a si prenda una qualunque area avente per con 

torno il perimetro del quadrilatero e infinitesima con e s s o -  coincide col valore dell'e-- 

spressione stessa riferita ad un parallelogrammoide geodetico di *, cio~ (n ~ 8) colla 
curvatura totale di ~ in P. 

Resta cosl provata la coincid.enza della definizione del LEvI-CIvlTA con quella del 

RIE.~tANS; la qual coincidenza risulta in M. (9 I8) dalla verificazione formale dell'egua- 
glianza delle corrispondenti espressioni della curvatura. 

Padova, 5 febbraio I9t  7. 
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