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Sur la g~n4ralisation du probl~me de Dh-ich]et. 
(Deuxi~me par~ie.) 

Par 

S~RQ~. BER~STEm ~ Charkow (Russie). 

Dans la premiere pattie de ce m~moire qui a paru il y a quatre ans*} 
j'ai dgveloppg une mgthode ggn6rale pour la rgsolution du probl~me de 
Dirichlet que j'ai appliquge aux gquations de la forme 

(1) r + t = f (x ,  y, z, 2, ~). 

Aujourd'hui je me propose d'appliquer la m~me mgthode ~ l'gtude de 
l'gquation du type elliptique ]a plus gdngrale.**) Lors de la publication du 
premier article, ma mgthode gtait loin d'etre raise sous sa forme dgfini- 
t ire,  et je n'aurais certainement pas attir6 l 'attention du public mathg- 
matique sur mes recherches ~ peine commencdes, si je n'avais pas prgvu 
la ngcessitd de les abandonner pour un laps de temps considgrable. 

Dans ces conditions, il m'a para utile de reprendre et de prgciser 
certains poin~ d~j~ trait~s dans l'article citd, pour bien mettre en lumi~re 
les principes fondamentaux de la thdori% tels qu'ils apparaissent actuelle- 
ment. C'est ce que je ferai dans le premier chapitre. 

Dans le deuxi~me chapitre j'entreprends l'dtude approfondie des 
gquations lingaires du type elliptique non rdduites qui serf de base 
la thgorie gdngrale. 

Dans le troisi~me chapitre j'aborde le probl~me de Dirichlet clans 
tou~e sa g6ngmlit6. 

E t  enfin, le dernier chapitre est consacr6 aux conclusions ggn~rales. 

*) Mathematische Annalen 62. 
**) Je viens de consacrer ~ cette dtude un mdmoire en ]angue russe qui a paru 

dans le k XI des Communications de la Socigt~ :Ma~hgmatique de Charkow. Ce son~ 
Ies principaux r~sul~a~s de ce Inemoire que j'al surtout en rue de reprocluire icL 
Voir aussi Comptes Rendus 13 Mai 1907. 
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I. 

Nouvelle ~tude de l'~quation r 4- t = f ( m ,  y, z , p ,  q) .  

w  

J'ai d~montr6 dans le premier chupi~re de l'article*) citd le lemme 

suivant: 
L e m m e .  Soit z une solution de l'@uation 

~Jz ~z  ~z ~z 

dont les ddrivdes premieres admettent des modules trigonomdtmiques finis 7 
l'intdrieur d'un cercle C. Soit d'autre ~art une fonetion q~(O) dont la dd- 
rivde premiere admet un ddvelop~ement trigonomdtrique absotument convergent. 
On ~eut dans ces conditions ddterminer un hombre a tel que, ~our I zI < a, 
l'd~uation (1) admette une solution u dont les d6rivdes 2remi~,res ont leurs 
modules trigo~omdtriques**) finis, et qui, sur la eirconfdrence G, se rdduit 
a + 

Ce lemme r6dui~ comme je l'ai mon~r~ ~ l'endroi~ r la question de la 
possibilit6 du probl~me de Dirichlet ~ ceUe du prolongement analytique. 

On admet a priori 1'existence d'une solution z satlsfaisant aux con- 
di~ions du lemme.***) Soit %(0)  la fonction de l'angle ~ laquelle elle se 
rdduit sur le contour; soit d'autre part O(0) t'ensemble de valeurs que la 
solution cherchde est assujettie ~ prendre sur le m6me contour. Nous 
supposerons de plus que ces deux fonctions q~0(0) et @(0) admettent des 
d6riv6es borndes des quatre premiers ordres. Posons alors 

PC0, ~) = ~o(0) + ~ [ r  ~o(0)]. 

n r*s, lte au l mn.e  .,onc6 que pour 1'1 s,ii samin.nt poti , I*l < 
il existe une solution du probl~me de Oiriehlet se r6duisant ~ F(O, ~) 
sur la eirconf6rence. En prenant alors une valeur d6~erminSe ~ =~o  < a, 
on pourra appliquer de nouveau notre lemme, et ainsi de suite autant 
de lois qu'on voudra. Seulement en procgdant de cette fagon , on n'est 
nullement certain que les domaines de vali&tZ du lemme n'iront pas en 
diminuant ind6finiment, de sorte que m6me en l'appliquaut une infinitg 

*) Math. Ann. t. 62. On trouvera une dgmonstration plus complete dana mon 
mdmoire russe, o~ la rddaction de l'dnoncd du lemme eat un peu diffdrente. 

**) Voir pour eette notation mon mgmoire des Math. Ann. 62, on bien 1o. 106 du 
pr~sen~ travail. 

***) Je tiens /~ rappeller que les conditions du lemme entrainent oomme consdquence 
la nature a~alyti~ue de la solution z. (Volt ,,Sur la nature analytique etc." Chap. I, 
Math. Ann. t. 59.) 
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de lois, on ne pourra pus de~asser une valeur singuli~re d6termin6e el; 
c'est d'ailleurs ce qui aura lieu en g6n~ral, Au contraire, si quel que 
soit ~ (dens un certain ~utervalle, par exemple, sur ]e segment 01), 
on peu~ fixer a priori une limite inf6rieure du domaine de validit6 du 
lemme, ou plus exactemen~, une limite inf6rieure du nombre a (rayon 
de convergence) qui intervient dens le lemme, on arrivera ~ une valeur 
quelconque e (de l'intervalle) en appliquant notre lemme un nombre 
fini de lois. Pour 6tablir la possibilitg du problgme de Dirichlet, lorsque 
la solution dolt se r6duire ~ q ) ( 0 ) = F ( 0 ,  1) sur la circonf6rence, il 
suffit done d'indiquer une limite infgrieure du hombre a quel que soit 
sur le segment 01. Or, il rgsulte du raisonnement ]oar lequel notre 
lemme a 6t6 6tabli que pour une gquation donn6e la limite infdrieure de 
a depend uniquement des limites sup6rieures des modules trigonom4triques 

de la solution considgr4e et de ses derivges premieres Izi~, ~ R" 00_~zx R, 0z 

En nous bornant pour le moment ?~ gtablir des conditions suffisantes pour 
la possibilitg du probl~me de Dirichlet, nous voyons que la question se 
ram~ne d la recherche des gquations pour lesquelles on 2eut, a priori, au 
rnoyen des donndes sur le contour, limiter supgrieure~nent les modules triyono- 
mdtriques en question. Dens l'article tit6 nous evens montr6 que ceci est 
possible pour les 6quations (1) o~ f (x ,  y, ~,2, q) est un 2obynome du second 
degrd 2a~r raloport d 2, g (ou plus gdn6ralement, s i f  ne croit pus 
plus rite que les deuxigmes puissances de 2, q, lorsque ces quantitgs 
deviennent infinies). 

w 
Comme la dgmonstration de ce rgsultat 6fair insuffisante je veux la 

reprendre par une nouvelle mgthode ?~ laquelle il est commode de donner 
un nora spgcial - -  mdthode des foncr auxiliaires--~ ear nous aurons 
encore plusieurs lois l'oecasion de l'appliquer. 

Pour limiter sup6rieurement les modules trigonomdtriques de z eL de 

ses dgrivges premieres 0x'  Oy' il suNra d'indiquer des limites supgrieures 

0~ 0~ ~z 3~ 0~ Lalimitesup6rieure des modules ordinaires de ~ ~x ~ ~y~ 0x"  Ox~y' ~y~" 

de I~I s'obtient faeilement, comme je l'ai montrg ?~ l'endroit eitg sous la 
condition que f~' ~ 0 (et de l'cxistence d'une solution particuli~re); nous 
n'avons pus ~ y revenir. Passous ~ la limitation des modules des dgriv6es 
premieres. 

Soit 

r + t = f ( x ,  y~ ~,2, q) = a'2 ~ + 2b'pq + c'q ~ + 2d'~ + 2e'q § g', 
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�9 $ g l  oh a', b, c, d', e', sont des fonctions analytiques de x, y, z, l'dquation 
que nous envisageons.*) 

Puisque nous supposons que sur la circonfgrence G, z se rgduR, 
une fonction ~v(0) de t'arc qui admet des de'rivges des quatre premiers 
ordres, la fonction harmoniqne H qui se confond avec elle sur la circon- 
f6rence C aura des dgrivges born6es des trois premiers ordres. Si donc 
nous poeons 

z - -  Z +  }I, 

la fonction Z s'annulera sur le contour et v6rifiera une 6quation de 
la forme 

0z  0Z 
--=.F(x, Y, Z ,  ox ,  -~ )  

off a, b, e, d, e, g sont des fonctions analytiques de x,  y,  Z ~ l'intgrieur 
de G, ayant des dgriv6es born6es des deux premiers ordres sur le ton- 
tour C comme g son intdrieur. 

II es~ clair que nous aurons immgdiatemen~ une limite supgrieure 
de ]p], lq] sur ]a circonf6rence, du moment que nous saurons limiter 

O~ (dgriv6e de Z suivant la normale sur le contour). supgrieurement 

Dans ce but  d~signons par n la limite sup6rieure de ]Z 1 et effectuons le 
changement de fonction dgfini par la relation 

Z =  -- n - -  ~ + a logu, 

off a est un hombre positif qui sera dgtermin6 dans un instant et u ]a 

nouvelle fonction que nous Mlons ~tudier. 
I1 est essentiel de remarquer que la fonction u varie dane le m~me 

sens que Z depuis e jusqu'~ e ~ 
De plus u v&ifie l'~quation 

(4) 

+ 2d ~-~ + 2 e - ~ + g ~ = Q ,  

puisque 

~ x =  u ~x '  9x - -~  ~ u ox' u'\O=] ' 

~-~ = u Oy'  ~y---~ = u Oy ~ ~ \ O y /  

*) I1 n'y aurait Hen d'essen~iel k ajouter au ~aisonnemen~ qui va suivre, si on 
admett~i~ clue d', e', g' dgpendent aussi de 2, q, pourvu que, pour ~, q infinis, leurs 
oIdres de creissance soient infirieuxs ~ 1. 



86 Sss~z Bss~szzi~. 

Soit M la limite sup6rleure de lal, [b[, Ic[, qui nous est natureUement 
1 

connue; et posons a = ~-M- Dans ees conditions, en identifiant ~ z6ro 
~u ~u 

le second membre Q de l'6quation (4) eL eonsiddrant O x '  ~y comme les 

coordonn6es courantes d'un point dans le plan, Landis que x, y, z seron~ 
des parambtres dont d6pendenl les coefficients, nous avons l'6quation d'une 
ellipse. En effet, en posant 

~ ~ a l = -  d 1 + ~  , 8 M u  ' ci ---- I § - - E ~  ' 

nous voyons que le disoriminant 
3 

al c 1 - -  bl ~ ~ ~-E~" 

I1 en rgsulte que le second membre Q de l'gquation ne peut pour 

~u ~u devenir infgrieur h u n  hombre n6gatif - - P .  aucunes valeurs de ~x' 3y.  

La g~ometrie aualytique nous apprend ~ caleuler ce nombre P ;  c'est le 
maximum de l 'expressionj 

alXe~-- 2bide q- el d~ 21- 8 M g u .  
a,~ C~ - -  b 1 ~ 

On a donc Q ~ - P .  
Par consdquent, si Fon pose 

io 
u = u 1 - -  T (x~ + Y~)' 

les dgriv6es secondes de u I satisfont ~ Finggalit6 

9~u 1 ~ u ~  ~, + - ~  >o,  

et u 1 n'a pas de maximum ~ Fin~6rieur de C. )/Iais puisque u 1 est con- 
stant sur la circonf6renee C, on a done sur eette cireonf6rence 

~u--! ~ O. 

Et par cons6quent, 

0-~-- g P R .  

D'ofi, enfin, 
~Z ~ ~u  ~10:R 

2 e  a 

O z  Ainsi nous avons ~rouvd la limite extreme n6gatlve de ~ ;  en employant 

le m~me proe6dg nous ob~iendrons la limite sup6rieure positive. En 
effe~, posons 

1 
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o~ n et a conservent les significations de tout ~ l'heure. Dans cos con- 
ditions~ la nouvelle fonction u' que nous introduisons varie dans le m~me 

t~n+~ 

sens que Z depuis i -  e -x ~ 1 -  e ~ et vdrifie l'6quation 

ax* "-~ ~ T  1 --u" Lkax] + ~,ay] _1 

'~ Fa ( a % ,  a,," a ~" ( a % ' q  + V - - - # L  ~,ax] + 2b g~  -a~ + c ~,av i d 

au" au" i --u" Q,. + 2 d b - ~ + 2 e ~ + g  

Nous d&erminons~ eomme plus haut~ la limRo ~u~drieure positive do Q' 
Q ' < p ' .  

En posaa~ ensuito 

, , P '  (x~ + y,) u =u~ + - 7 -  
�9 * �9 �9 

nous voyons que u~ ne pout pas avoir de minimum g 1 lnteneur do C e~ 
par consdquent 

au~'~ O. 
D'ofi 

et enfin 

0 u ' ~  1 a--~ = -i- _P'R, 

n + a  

~Z ~ aP '  Re ~ 
~0----- 2 

Nous avons ainsi trouv6 la limito supdrieure de ~ sur la circonf~renee 

C or, par lg m~me, la limRe supdrieure de Ipl et Iql. 

w  

I1 nous reste encore ~ voir co qui Be passe ~ l'int4rieur du corcle. 
Dans ee but nous raisons un nouveau changoment de fonelion. Posons 

Z ---- --  n + a log log u, 

off n a la signification de tout g l 'heure e~ a sera fix6 ultdrieurement. 
La fonctlon u varie encore dans le m~me sons que Z depuis e jusqu"~ 

e e~ Et puisque 

0z a 0u 0 'z  

0y ulogu 0y '  ~y~ 

u logu ~x s (ulogu) = \~x/ ' 

ulogu 0y2 (ulogu)2 \0y]  
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u vdrifie l'~quation 

t - - ~  ~1 + logu  + a a ) p ~ +  2abT~q~-t- (l+logu-}-~c)q~ ~] (5) r~+ ~-~log 

+ 2dpl + 2eql + g ulogu ~ Q~, 

off nous dcrirons pour abrgger Pl, ql, rl, tl b~ Ia place de 

~x ~ ~y '  ~x ~ 3y ~ 

Nous nous proposons de montrer qua, si la fonetion 

s- us l~ 2 u 
w =~o?+ q s__ ( 2 s +  q )  

atteint son maximum en un point  (Xoyo) ~ l'int~rieur de C, ce maximum 
ne ddpasse certainement pas un nombre fixe que nous pouvons determiner, 

En after, nous devons avoir au point (Xoyo) , 
(6) 21~'~ + qlsl ----- 0, plSl + qltl = 0 
eL a n s s i  

1 [~w ~Sw~ 
= T \-~-~ § ~ / ~  o. 

Mais, en tenant compte des relations (6) et de l'dquation (5), on obtienf~ 

a = r~ ~ + 2s~ ~ + tl ~ + ~ k - ~  + ~ ]  + ql ~ + -~/  

= Q'~+~'-~-  + q'-~V -<= o, 

o~ ~ax @~ ' a~y ~}~ repr6senteng les ddrivdes partielles eomplbtes de Q1 par rap- 

port  ~ x~ y~ de sorte qne 

aO' -- ( ~ ' )  + U~- , V~,]r~+~-[,/ 

en dgsignant par ~ kay ]' etc. les dgriv4es de Q, prises en 

considdran~ x, y, u, T~, ~l, eomme variables indgpendantes. 
Done, finalement: 

~  
/% = Q1 $ + .~1 + ~1 ~ " ~ ]  _If. (.~O12 + ~tl~ ) = 't/,' l og ,  "{- ~ -~ O, 

off ~ es~ un polynome du quatri~ne degr~ on 1o~ q~, dont les coefficients 
tendent vers 0 avec a~ et ~ es~ un polynome du ~ois@me degr6 en Pl, q~- 

Attribuons maintenaut ~ ~ une valeur dgterminde suffisammen~ l~eti~e 
pour avoir 

1 



Ggndralisetion du probl~me de Dirichlek II. 

ll en r6sultera que 
W ~ 

2u~log u "+" ~ ~ 0 .  
Done, 

2e~e '~ + ~- (7) w~< 21,~1 u~ ~og- < 1~1. 

89 

Mais~ puisque, apr~s la d@ermination de ~, on eonnait les limites des 
modules des coefficients du polynome (du troisi~me degrg) ~, l'alg~bre 
glgment~ire permet de ddduire de l'inggalR6 (7) une limite sup@ieure de w 
au point (XoYo). Comme d'autre part~ nous connaissons dgj~ la limi~e su- 
p@ieure de 

w=(p~+~)  . ,  = - ~  

sur la eireonf@ence G~ nous voyons que la limite supgrieure ggngrale 
de w et par suite aussi de I~l et [ql en un  point  quelconque peut~ &re 
indiquge a priori. Le ealcul effectif de eette limRe supgrieure ne pr~sente 
pas d'intdr& au point de rue off nous nous plagons. 

w  

Les limites sup@ieures des modules do p et q une lois dgterminges, 
le rhyme 9roc~dg poun-a &re appliqug pour limRer les modules des 
dgriv&s secondes. D'ailleurs, il y a lieu de remarquer que nous n'aurons 
plus ~ nous appuyer sur l'hypoth~se que f est du second degrg par rap- 
port ~ p~ q. 

En effet, diff@entions l'gquation (1 bi~) par rappor~ ~ 0 et posons 

0ft. ~ Zs" La function Z1, rgguli~re ~ l'intgrieur de C, v&ifiera l'gquation 

~,z~ ~z ,  OF OFx O F Z  OF Oz OF Oz 

~F Oz, OF OZ~ 
+ ~ Z  Ox +OOZ Oy ' 

e ~ r  

~oz ooz 
~ oz, oz  ~ oz~ oz  

Z1 ~ ZI n'entrent qu'au Nous voyons, que quel que suit F (ou f), Ox ' Oy 

premier degrg; nous pouvons done reproduire sans aucune modification le 
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raisonnement du w 2 (en attribuant au nombre a n'importe queue valeur, 

pax exemple a = 1), pour d4terminer la limite sup4rieure de = 8000 

s u r l e  contour; d'ofl on tire sans peine (an moyen de l'4quation (1his)) 

une limite supgrieure du module ~ Z  . , sur la clrconfgrence C, et par con- 

sgquent aussi celles de routes les d4rivges secondes de Z. 
I1 rests encore ~ limiter par le m~me proc4d4 les modules des d4riv4es 

secondew s l'int4rieur du eercle. Dans ee but dii~drentions I'4quation (1) 
par rapport ~ x. Nous aurons 

(8) + = + + . p  

En appliquant le raisonnement du w pr6cddent, on indiquera u_ae 
limite supdrieure du maximum de la forme quadratique 

w'---- e~(/+"'+P+~')[r~ + s~], 

off n' est la limite supgrieure de [p[ qu'on a ddterminge antdrieurement. 
(On a pu prendre dans l'expression de w' le nombre e, ggal h 1, ear 
~ ~p 
~-~ ~ r, ~-~ ~ s n'enfrent qu'au premier degr6.) 

Le fair que l'dquation (8) contient non  seulemenf 2 (qui joue le r61e 
de z dans l'6qaation donnge), mais encore q, modifie ~ peine le raisonne- 
merit: on n'a qu'~ remplacer les dgrivges de q qu'on rencontre au cours du 
calcul par les expressions 

~ - ~ = ~ y '  ~y=f-F~" 
On moment qu'on a dgterming une limits supgrieure de w ,  on trouve 

immgdiatement des limites supg~'ieures des modules de routes les d~riv~es 
socondes. 

I1 en rdsulte que le probl~me de Dirichlet pour l'dquation (1 TM) est 
possible, quelle que soit la fonction r  admetCant des dgrivges borndes 
des 4 premiers ordres. A la fin de l'article cit4 j'ai montr~ comment on 
pouvaR se ddbarasser de l'hypoth~se de l'existence d'nne solution queleonque 
qu'on prend comme point de ddpar~; je ~.iens ~ remarquer seulemen~, eomme 
nous le verrons plus tard dans le cas ggndral, que co raisonne~lent n'est 
valable que dans Ie cas o~ fo" > 0 (e~ non pas ggal ~ 0). 

Je crois inutile de rappeller que le contour circulaire peat 8tre rein- 
plaeg par u:a contour analytique quelconque, et je n'insiste pas sur l'ex- 
tension de la m~thode aux cas non analytiques en me hgtant de passer 
l'dtude ggngrale des dquations du type elliptique. 



Gdndralisation du problbme de Dirichlet. ][I. 91 

J•, 

~ tude  g6n~rale des 6quations lin~aires du type elliptique. 

w  

Pour appliquer notre mdthode au cas g4ndral de l'4quation du type 
elliptique, nous sommes oblig6s de reprendre la thdorie des dquaLions 
lindaires, eL, plus sp~cialemen L de r~soudre le 2robl~me de la rdduction de 
~'dquation ~i~daire d sa forme canonique ou rdduite. Co problbme est le 
suivanL: Soit 

O~z ~z  ~z  2DOZ 2.E~Z (9) A ~-~ + 2 B ~ - ~  + ca-~ + a~ + av + Fz = M 

(A c - . ~  > o) 

une dquation lindaire du type dliptique dent les coefficients sent des fonctions 
anaZytiques de x, y d l'intdr@ur d'un certain cercle C de rayon It .  

On demande d'introduire deux nouvdles variabh~s xi, Yi ~ la place de 
x, y, tdles que: 1 ~ route fonction z qui satisfait d l'dquation (9) satisfasse, 
~ar rapport aux nouvelles variabZes, d Fd~uation 

2 ~ ~ tout point du cercle C dans le 1elan des (x, y) corresponde un s 
du cercle C 1 de rayon 1 darts re plan des (xi, Yl), et rdei~roquement, de telle 
sorte d'ailleurs que les centres des deux cercles 0 et O~ correspondent l'un 
d l'aulre (on sous-entend de pl ,s  que xl, Yl soient des fonctions analytiques 
de x, y d l'intdrieur d~ cercle C). 

Je n'ai pas ~ insister sur Fgquiwlence du problbme de la rdduction 
avee celni des cat~es gdogral~hiques. 

La premibre pattie du problbme es~ rdsolue depuis longtemps*); on 
sail qu'il esL ngcessaire et suffisant que xx, Yi vdrifient les gquations 

ax, ay, B{ax ,  ay, a~, ay~ O~, ay, = 0 .  

En rdsolvant ce systbme d'6quations par rapporL ~ ~y* ~Y~ ~ x '  Oy ' nous ob- 
tenons un nouveau syst~me 

(11) ay, ax Oy Oy, = Ox + Oy 

*) Picard, Traitd d'analyse, t. II, p. 27. 



dquivalent au prdcddent. En rdsolvant par rapport ~i ~x ' ~-y on obtiendrai~ 
~galemen~ 

~yl ~Yl ~Yl 

(II') . . . .  

~x ]/A O--.B* ~ ~Y V-X-O-- I~" 
On en conclut que xi et yl satisfont ehaeun ~ la m~me gquation 

~v ~v 

(12) ~ x t ~ -~-~-~  / q- ~ t ~-~ -C-~-~ ) = O, 

I1 es~ importan~ de remarquer, que, si B(x~y~) et Q(xl, yl) son~ 
respectivement la pattie rgelle et imaginaire d'une certaine fonction analy- 
tique do xx q-iy~ 

2(x~, y,) + i O(x~, y~) = f(x, + iy~), 

/9 et Q considdrges comme fonetions de x, y satisfon~ 6galement aux 
6quations (11) e~ ~ l'6quation (12) qui en rdsulb. En effet, on a 

~P ~P ~xl O-P ~yl ~Q ?x~ ~Q ?Yl 

~-~ -~  + ~ ~ / §  + 

~Q c~Q 

ay-XO-:--~ ' 

gr~e aux relations elassiques de Cauehy 

e~ de m~me~ on ~rouvera 
z~Q n~Q 

Nous pouvons aborder ~, lordsent la deuxi~me pattie du probl~me. 

w 

Soient xl' , Yl' une paire de fonctions satisfaisant aux gquations (11) 
et telles de plus~ que xl"~ yl"~ O, lorsque x -- y ~- O. Supposons d'ailleurs 
qu'il existe an certain contour ~q dans le plan des (xl' , Yl') tel qu'il y 
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air correspondance biuniforme entre les points de l'aire qu'il entoure et 
ceux du cercle C darts le plan des (x, y). 

Les fonctions x l ,  Yl peuvent ~tre obtenues comme il suit: 
Admettons que pour des valeurs donn6es des fonctions A,  ~ ,  C 

l'dquation (12) admette une solution analytique x (  qui sur la circonf6rence C 
se r6duit ~ a + cos 0~ off a est une constante d6termin6e par la condition 
que x 1' s'anntfle ~ l'origine. Dans ces conditions, la fonction x l' aura sur 
la circonf6rence C nn seul maximum a + 1, pour 0 = 0, et un seul mini- 
mum a - - 1  pour 0-----z. On en conch t  que les eourbes 

x~' ----- constante 

ne peuvent pas avoir de points doubles ~ l'intgrieur de C, et par cons6- 
quent on n'aura jamais simultandment 

~x~' ~x~' __-- O. ~ -  -~ O, ~y 

I1 en r6sulte que, si nous d6finissons y (  par la condition qu'il satis- 
fasse avec x 1' aux dquations (11), los courbes 

xx '=  constante, yt'---- eonstante 

ne pourront pas avoir plus d'un point d'intersection ~ l'inh!rieur de C. 
Par consdquent la correspondance entre les points (x, y) du cerele C et 
tes points (xl '  , Yl') d'une certaine aire S sera biuniforlne; la s Yl' 
n'gtant d'ailleurs ddterminde par les gquations (11) qu'~ une conBtante 
additive pros, on peut profiter de cette inddtermination pour annuler y~' 

l'origine. 
Cela 6rant, nous introduirons une nouvelle paire de fonetions (xl, Yl), 

dent l'existence sera demontr6e plus loin qui r6alisera routes les con- 
ditions dxig6es par le problbme de la rdduction. ]El suffira de poser 

xl + iy~ -~ (xl '  + iyl" ) e ~ + ~  ---- e g+-~~ v'~)+~ 

off H e t  G ferment une paire de solutions du syst~me (11), et de plus g 
est assujetti ~ se r6duire sur C 

1 log (xl ''2 + yl'~). 
2 

En effet, iI rdsulte d'abord de la remarque faite plus hau~ que x~ et 
Yl v6rifient effectivement les 6quations (11); d'antre part, il est 6vident 
que lorsque le point (x, y) se trouve sur la eireonf6rence C on a ] x~ + iy~[ = 1, 
c'est-~-dire les points de la circonf6rence C correspondent ~ ceux de la ciroon- 
{6fence C~. Do plus les points des circonf6renees off 

],x~ + i y ,  I = Z < 1, 
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On~ comme correspondants dans le plan des (x, y) les points de cer~ains 
contours (~) fermds en~ouran~ le centre 0 e~ int6rieurs au cerc]e C~ off 

1 H + -r log (x~'~+ y~'~) ~ log ;t; 

. . .  0~. d'ailleurs, sur ~ous ces contours les derlvees normales extdrieures ~-~ ~ 0. 

On en conclu~ que Ia eorrespondance sera biuniforme, ear l'argumen~ r 

de x t + iyt, ggal ~ ~ + arctg y(  varie d'une fa~on continue et toujours 

dons le m~me sens~ lorsque (z, y) dgcrit un contour ;~ (les fonctions cp e~ 
log Z vdrifiant le systbme d'~quations (11), on volt sans peine que les 

~Z ~ > ~0 ~ O) il augmente relations ~ -~ O, 0-~ -~ 0 sur an contour entrainent ~-~ _ ; 

de 2~r~ quand le point (x, y) revien~ k sa position initiale. Les centres O e~ 
O1 corresponden~ 4gaiement l'un s l 'autre; on voi~ done que Ies nouvelles 
variables xx, y~ sa~isfong effec~ivement ~ routes les conditions du problbme. 

I1 reste maintenant le poing le plus ddlieat, celui d~gtablir l'existence 
des fonctions x(, Yl', x~, y~ eb d'en dtudier les propridtgs essentielles. Dans 
ce but  nous dgmontrerons le lemme suivant. 

w  

L e m m e .  Soit z une solution analytique de l'intdrieur de la eirconfdrence C, 
o~ d~e se rdduit de une foncr ~(0) de l'angle admettant des dgrivdes borndes 

des n + 3 premiers ordres, de rdquation 

(9 TM) A ~ + _ _ ~ - ~ + _ - ~ - ~ + 2 Z ) ~ - ~ +  O y + E z = M ;  ( F ~ O )  

si on conna~t des limiles supdriewres des modules des dgrivdes des ~ Tremiers 
ord/res des eoe{fieienls, il est possible aVindiquer des limites supdrieures des 
modules de z et de ses d&ivdes des ~ premiers ordres sur la eiveonfdrence C, 
ainsi qu'~ son intdrieur (en admettant toutefois l'existenee de la ddrivde nor- 

Oz 
male ~-~ sur la circonfdrence). 

Remarquons d'abord que la fonetion harmonique qui se rgduit ~ 9 (0) 

sur la eirconf~rence C aura des ddrivdes boru6es des n + 2 premiers ordres. 
Doac, sans res~reindre la ggn4rali~g de la proposition, nous pouvons nous 
borner au eas oa q0(0)= 0. 

Pour avoir une limite supdrieure du module*) de z, nous remarquons 
qu'en un point o/~ le second membre de l'dquation (9 TM) est ndgatif, z no 
peu~ pus avoir de minimum nggatif, de m~me qu'en un point off lo 

*) C'est le seal point de la d6monstration, off intervient l'hypoth~se F__< 0. 
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second membre est positif, z ne pent avoir de maximum positif. Or~ soit 
.If un hombre supdrieur au module maximum de _M, et posons 

z = v -$- M e  '(~+n) ~ v'-- _~e ~(~+ R), 

off /~ est le rayon du cercle C, e~ s est un nombre positif assez grand 
pour satisfaire ~ l ' indgali~ 

A s  ~ - 2 [ D i s +  F >  1; 
alors v et v' vdrifieront respectivement les indgalit~s 

0'r O~v ' ~ ' v '  ~v" 21~ ~v' A ~-~ -I- 2.B ~ + ~ Oy~ -+- 2 . D - ~  + ~y + .Fv'> O. 

Done, en vertu de la remarque que nous venons de fair% v n'a pas 
de minimum ndgatif ~ l 'intgrleur du cerele, d'ofl 

v >_ - M e  ~'R 

et  v" n'a pas de maximum positif, d'ofi 

De sorte que 
- ~ r e ~ ( e ~ - e ~ )  =< ~ < ~ r e ~ ( e ~ -  e*~), 

et en d6signant par ~ le maximum du module de z et par ~ une co~- 
stante d~termin6e, /z = e 2'~, on a finalement 

(13) ~ ~ ~ M .  

Pour trouver des limites supgrieures des modules des dgriv6es sueces- 
sires il nous fau~ d'abord g~abllr une inggalit6 importante. 

Si z es~ une fonction que]eonque s'annulant sur la circonf~rence C 
et ayant des dgrivges des deux premiers ordres continues ~ t'intdrieur 
du eercle, on a l'inggalit~ 

=JJ  L~-" ~ - ~x-~} jdxd~ ~ O, 

l'in~@grale double ~tan~ ~endue ~ Fint~rieur du eercle. 
Pour  dtablir l'inggalit6 (14) nous supposerons d'abord l'existenee des 

ddrivdes troisi~mes ~ l'intgrieur eC eelle des ddrivdes secondes sur le 
contour; dan~s ces conditions nous pourrons int6grer par parties, ee qni 
donnera 

b-~dxdy 
C 

U~ dx dy 
C 

ff  

= s d y  

C 
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d'ofi 

SERGE BERN~TEIN. 

~z ~z p = ~-~ cos 0 - -  ~ - ~  sin O, 

~z Oz 
q = ~-~ sin 0 + ~ cos O, 

Don% 

1 

Cette formule est dvidemment exaete quel que soit le contour. Mats, puis- 
que C est une circonfgrence, on a 

O'z O'z O)dO, dp ~- (-- q -~ ~ cos 0 /~'00' sin 

O'z g'z O) dO. dff = ( ~ + 0-~-0 sin 0 -}- ~-~-~ cos 

I = _ . . , _  ~+ q~ -- l:f ~-~ \oo] J dO, 
c 

et, en particulier~ si z----0 sur le contour, on a 

j(), 1 Oz (14) I - - ~  ~ dO_~O. 
g 

Or, du moment, que l'in~galit6 (14) est 6tablie pour los fonctions de 
la nuture indiquge plus haut, on n'a qu'~ appliquer le th6or~me de 
Weierslrass-Picard sur le ddveloppement en sdries des fonctions conlinues 
de deux variables pour vdrifier l'in~galit6 annoncde dans route sa gdndralit& 

L'indg~li~ (14) ~tant demontrge, nous allons proc6der de la fa~on 
suivante. 

Multiplions lee deux membres de l'dquation (9uO par z et intggrons los 
expressions obtenues ~ l'int~rieur du ce~ele C. Nous aurons 

d'ofl 

f f z ( A r - [ -  2Bs Ct) dx < H, + dy 

H dtant un hombre fixe qui ddpond du module maximum de z, des coef- 
fieien~ D, E,  -~',/1//, ainsi que des ddriv4es de D e~ ~ .  

Mats 

, ( f  ~(Ar + 2 Bs -bct) dx dy - -  - f f ( t p ~  + 2B~q + Oq ~) dx dy 

-- f f  z(A;p +.B;~ +Bi q + C l q )  dx dy. 
Et, en remarquant que 

, , , k'~' A~ ~ B~ ~ ~' + q' 
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quel que soit k, nous aurons 

ffE(  " ' ' 

< ~ +  'z~(A. +~;-4-  + c ;  ) d x ~ v < i % .  

Done, en attribuant ~t k une valeur fixe mats assez grande, nous 
obtiendrons des indgalitds 

oh Z d@end des coefficients A,  B ,  C, _D, .E, i ~, 21I et de leurs d&'ivdes 
premibres. 

En tenant compte d'autre part de l'indgalitd (14), nous uurons 

On reconnait immddiatement que l'expression sous le slgae d'intggration 
darts le premier membre est une forms quadrati~ue ddfinie des trois 
variables r, s, t. Done (~ cause des in6galit& (15)), on a 

f f r ~ d x d y  < N, j [ f s ~ d x d y  < ~ ,  f f t " d x d y  < iV, 

off N ne dgpend que des coefficients de l'gquation (9bi 0 et de leurs d&iv&s 
premibres. 

En diffgrentiant ensure l'gquation (9 ~") par rapport ~ 0, nous obtenons 

a / a , q  a a,. n s  a [a~ ~ -  a.a~,  - a~  (16) A a o \ a , ,  ] + 2 B  > ( ~ ) +  - ao \ay'/ -~\g-~] + . i i 'Eo(E~)+ 2 ' ~  

aA a,z a.B a'z , ac a'z _aD az . ,,a.~ a, a ~  a ~  
+ ao a. ,  +-~ ao a - ~ + ~  , + ~  -- To- ~ + z T g  Ey+-~  -*--- ao,  

az 
ou bJen en posant ~ = z i e t  remarquant que 

(17) 

aO Dx"] = - ~ '  -- ~ ~-~y ' 

nous obtenons 

~Sz I ~sz I (7, ~Szl 
(16') A ~ + 2BE-E- ~ Jr" - - E j  + a~r + bls + q t  -{- d~p + e~q + f ~ z = &  

Mathematische &nnalen. LXIX. 7 

a {a 'q  ab~ a'z 
-~ 9?V --- ~ + 2 a= a---~, 

~y W-~ / = - y ~-~ + x a x a---~ , a-~ -~ = - y ~ - ~  + x - ~  , 



off a~, bl, cl, dl, el, fl~ gl sont des fonctions finies de x, y qui ne d6pendent 
que des coefficients de l'gquation (9 bi~) et de leurs ddrivdes premieres. 
Mats puisque z 1 s'annule sur la circonfdrence C nous aurons, en nous 
servant de l'in6galit6 (14), 

+ dxdy .  

Et, comme darts l'intdgrale du premier membre nous avons de nouveau 
une forme quadratique dgfinie, nous obtenons les inggalit6s suivantes: 

o~ ~1 ne d6pend que des coefficients de l'gquation (9 bi~) et de leurs 
d6rivges premieres. 

Or en differenkiant encore une fois l'gquation (16'), nous obtenons 

en posant z 2 = ?o~] 

(16") A ~-x~ + 2 B  ~ y  + -~y~ + a~ ~ + b~ ~-?Y + c~ - ~  + . . . .  g~, 

et par le m~me raisonnement, 

f f [a%~dx P Cl~%~ % \ox ' l  

En diff~rentiant ainsi successivement, nous aurons les in~galit~s suc- 

cessives, darts lesquelles z~ : 00--~ 

Jj 
0 7 )  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

off N~ d@end d'une fagon ggn6rale nniquemen~ des limites supdrieures des 
modules des dgrivdes successives des coefficients de l'6quation (9 u~) jusqu'h 
l~ordre i inclusivemcnt. 

De ces in6galitds importantes nous ddduirons des limites sup@ieures 

de I z~l e~ 0q I pour i ~ n ~ l'intdrieur d'une rdgion ddtdrminde S obtenue 

en e~evant du cercle C un ~etit cerde ~ concen~rique de rayon r aussi 2etit 
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En effe~, des indgalitds (17) on tire immddiatement ~ l'intd- 

on trouve 

(is) 

off 

Or, l'indgalitd (18) donne 

L/i!~, 4 + 

y#'(~)~ dQdO <-W, 

N~' jouissant des m~mes propri~tds que 2/i; d'oi b e n  posant 

~,z ~ a ( k  ~) cos ]~0 + b~') sin kO, 
k 

R' 

da(~) 

r ~ /c 

~<_gr'<~'<=~. 

< (~ ' -  r3 E'. 

Done, en intggrant et tenant compte que, pour/~'=/~, on a a(")k = b~ 0 = 0 
il ~ien% pour route valeur de r' 

~ [(#) ~+ (#)~1 < < ~ - o  ~', 
k 

et par consdquent, 

o? + #]<4r(~:O~,'.  
k 

D'ofi finalemen% 

l'int~rieur de la eouronne eirculaire S. 
~gl-- 1 �9 Un ealcul analogue donne une limite supdrie~re de ~ La 

ddbrmination des limites supdrienres des autres ddrivdes d'ordre i (jusqu'~ 
inclusivemen~) se fair ensuite immddiatement au moyen des gquations 

6 
(16'), (16") etc. I1 y a lieu de remarquer que par le fair nous averts 
dtabli l'existence m~me sur le contour C des ddrivges des ~ premiers 
ordres de la solution analyHque (~ l'intdrieur du contour) que nous en- 
visageons. 

Mais le raisonnemen~ l~rdcddent ne fair pas connaitre de limites 
supdrieures des modules des dgrivdes successives de z ~ l'intdrieur du 
peHf eerele m On poun'ait remddier ~ cet inconvdnien% sans introduire 

7 *  
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un nouveau prineipe, en appliquaat le m~me raisonnement ~ une circon- 
fgrence 01 eutourant raire ~ (de sorte qu'on eonnaisse d'aprbs ce qui 
prdc~de, des limites supdrieures sur la circonfgrenee C 1 des modules des 
dgrivges des n premiers ordres), mats ayant son centre ~ l 'extdrieur de ~. 
On se rend comp~e que l 'iaconv~nient qui en r~sulterait, et qui eonsiste en 
ee qu'on ne 1hniterai~ ainsi ~ i 'intdrieur de ~ que les ddrivdes des n - - 3  
premiers ordres, serait insignifiant. Cependant, si on veut laisser ~ l'dnoned 
du lemme la forme que nous lui avons donnge, il y a lieu de procdder 
autrement. On pourrait  dana ce but appliquer la mdthode des fonctions 
auxiliaires comme je l'ai fair duns men mdmoire russe, mats il eat encore 
plus simple de reprendre la mdthode des approximations successives qui m'a 
servie ~ ddmontrer le thdorbme fondamental du mdmoire ,,Sur la nature 
analytique des solutions etc." (Math. Ann. 59). 

En effet~ en renvoyant  le lecteur ddsireux de completer la ddmon- 
straiten au chapitre IV du mgmoire citd, je me bornerai ~ remarquer 
que dana le cas des dquations lindaires la grandeur du rayon du cercle ~, 
o~l la mgthode des approximations successives est applicable, dgpend uni- 
quement des hermes*) des coefficients de l'6quation relative ~ ce cercle et 
no ddpend aucunement des valeurs de la solution considgrde sur le contour. 
Le eercle ~ peu~ done ~tre cldtermin4 a priori, du moment que l'4quation 
(9 ~i~) est donnge; et ensuite la connaissance des limites supgrieures des 
d6rivdes des trois premiers ordres (~ cause du raisonnement fair plus 

*) 5e n'insiste pus ici sur ia ddfmition compl6te de ees hermes qu'on trouvera 
l'endroit citd. Je tiens ~ ajouter seulement qu'il eat avantageux de modifier un peu, 

comme je le fats dana men mdmoire russe (Ch. H, w 8), cette ddfinition: au lieu 
d'~ppeler norme reeUe d'une fonction 

2 f(x) ~ . ~  A~, xP (1 ~.) cl 

P q 
l'expression 

2 I  ~ t q P 

on appelle alnsi l'expression 

1 ma' . = 1 

les normes complexes et celles des fonctious de deux variables sent modifides d'une 
faTon analogue. Cette modification laisse subsister routes les inggalitds et lea pro- 
prs dtablles dana le m6moire ,,Sur la nature analytique des solutions etc.", et 
rend absolument inattaqusble la ddmonstratlon du thdorbme fondamental, tandis 
qu'avec l'aneienne ddfinition il y ~vait un point qui pouvait soulever quelques ob- 
jections. 
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hauL) de z sur la eireonfdrenee de a permet de caleuler des limites sup& 
rieurs des normes de z relatives au eerele a. En tenant compte alors des 
propridt4s des normes, on parvient sans peine ~ indiquer des limites 
sup4rieures des modules des d4riv4es de z ~ l'int4rieur de a jusqu% l'ordre 
qu'on voudra. Nolre lemme se trouve ainsi enki~rement d4montr4. 

w  

Nous en tirerons immgdiatemen~ des cons4quences importa:ates. 
En admettant 1'existence de la solution x 1' de l'4quation (12), introduite 

pr4c6demment, on volt que, si 1'on connait les limites sup4rieures des 
A B C 

modules de ]/A-C~-/~, )/A--C--~, ViC,_:B~ ainsi que celles de leurs 

d4riv4es des ~ + 1 premiers ordres, il sera possible d'indiquer des limites 
sup4rieures des modules des ddriv4es des n premiers ordres de xl'; eL, en 
particulier, on dgterminera les limites sup@ieures des modules des dgrivfies 

�9 i (x/ '  + y~' ~) des n premiers ordres par rapport s 0 de la fonction -- y log 

sur la eireonf4rence C. 
Donc, en appliquant de nouveau le m~me lemme s la solution H (st 

elle existe) de l'dquation (12) qui sur Ia circonference C se r4duit h 

i log (xl '~ '~ -4-Yl ), on consta~e que H a routes ses ddrivdes des n -  3 
2 

premiers ordres born4es sur la cireonf4rence C aussi bien qu% son int@ieur. 
E~ enfin de l'4galit4 

x~ --? iy~ = (x~' --? i y / )  ~ +*a 

nous tirons des limite~ sup4rieures des modules des d4riv4es des n -  3 
premiers ordres des fonetions xl, y~ par rapport ~ x, y. 

Cette conclusion est d'une importance capitale pour ce qui va suivre. 

w  
Soit 

( I0)  ~'z O~z ~z ~z 

l'4quation rdduite que nous obtenons en introduisant les variables (xa, y,) 
la place de (x, y)~ off 

a ---- A F ~  + 2 B o ~  + C - ~ r  + 2 D ~-$ + 2 O y 

O~yl O~yl O~yl OYl Oy~ . 
b ---- A - ~ r  + 2 B  0-X-b~ + C - U ~  + 2 D - u ~ +  2JE O---{ 

kjoutons d'ailleurs que les ddriv4es secondes de x 1, Yl qui interviennent 
darts les expressions de a, b, peuven~ ~tre 41imin4es au moyen des 4qua- 
tions (12). 
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Pour gtablir les iuggalitds fondamentales que nous avons en rue il 
uous faut encore exprimer les eoefficienis de l'dquation (10) au moyen 
de xl ,  Yl et fixer des limites supgrieures des modules de leurs derivges 
des deux premiers ordres par rapport ?~ xl, y~. 

Duns ce but nous allons chercher uue limite supgrieure du module 
du ddteminan~ fonctionel 

1)__= Ox~y 3x~y 1 

3xOy Oy~x 

I1 suffira manifestement de trouver des limites sup@ieures de 

I__ :: ,  ?;, �9 

Or, en remarquant que 

~y ~ x  
~x~_  0y~ . ~x~ = - -  ?y~ . 
Ox 1) ' ~Y 1) ' 

?y ~x 
"A-'-'- 

~y~ ox, Oy._.A ~ ~ Ox~ 
~x D ' ~y D 

nous dgduisons des 6qua~ions ( l l )  

(19) Oy .B Ox I 5 0 x  Oy t t  Ox .BOx 

o~ I t - -  1/2-0 --.B". 
Done x satisfaR ~ l'dquation 

(20) ~ { ~ x  _t_ ~x~ ~ -~- , , ~ -  . 7 ,  + E ~  (~) - ~ @] ~ +  ~ 
? cqx 

~T~ " 

En effee~uan~ les differentiations eL tenant eomp~e des ~galit~s (19) 
nous eonstatons que x satisfait k une gquation de la forme 

~'x ~'x ( O x ? x  ) (~0bi') ~,---~ + ~-~,' = f  -Y~' ~u,' xl, yl, x, y ,  

Ox Ox 
dans laquelle f est un polynome du second degrd par rapport ~ ~-~, ~-~. 

I1 est ais4 de voir duns ees conditions que la fonetion 

x + R  - - - -  

'~ e L\vOx~/ + \?y~/ J 
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dans laquelle ~ es~ un nombre positif fixe qui ne d~pend que des coeffi- 
cients de l'dquation (20) et de leurs ddriv~es, et /~ le rayon du cerele C 
(c'es~ ~ dire le maximum de Ix]), ne peu~ pas avoir de maximum sup& 
rieur ~ un nombre fixe. En effet, il n 'y a rien ~ changer au raisonne- 
ment employ~ dans le w 3 du ehapitre pr4c6den~, puisque les ddriv4es de 
y s~expriment lindairement au moyen des d&iv4es de x. 

I1 reste done '~ d~ablir les limRes supdrieures des modules des d4riv~es 
premieres de x sur la eirconf@ence. 

Nous allons encore appliquer Ie ~rocdd4 des fonctions auxiliaires, mais 
dans des conditions un peu diff&entes. En effet, les valeurs de x sur la 
circonfdrence C ne nous sont pas donnges; par contre, nous savons que, 
sur cette circonf@ence, dolt avoir lieu ta relation x ~ +  y ~ =  R ~. 

Or il est aisg de construire l'dquation, h laquelle satisfait la fonction 

In~roduisons darts ce but les eoordonndes polaires 

x = ~ c o s 0 ~  y = 0 s i n 0 .  

Les &luations (19) prennent alors la forme: 

~,a~ + �9 ~o ~ ;~a~ ~o) ~ ~,_~ ~o) 

~o ao 
En les rdsolvan~ par rappor~ s Ox~' ~y~' nous obtenons: 

~ '  [B 1 sin201 O, - -  e o s  2 0 - ~ - ~ -  ( A  - -  C) - -  . H  
(19 ~'') 0A0 = ~x, 

~x, e.[Ccos~O~2BcosOsinO~-Asin~O] 

o = a~-~ ~ ~ ~ + ~a ~ [ ~  oo~ ~o + z~ (~ - c~ ~ ~o], 
~y~ r �9 [C cos ~ 0 --~ 2B cos 0 sin 0 -4- A sin ~ 0] 

d'oi~ rgsulte enfin l'4quation ~ laquelle satisfait 0 

(21) a'q 0% --~ aH~ OB~ Oo {a~, a//~' I Oq 

off 
/ t  

O ' [C cos~ 0 ~- 2~ cos0 sin0 -~- A sin ~ 0] ~ 

1 ~B cos 20 ~- -~- (A~C)  sin20 

"~l ~" O' [C cos ~0 -{- 2B cos0 sin0 ~-'A sin ~0]' 

L'4quation (21) est de la m6me forme que l'gqation (20~), mais elle 
en diff~re par la propri&g que son second membre devien~ i~fini pour 
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Q = O. La difficultd qui en rdsulte, pour appliquer notre procdd6, pent ;  
gtre levee de la fa$on suivante: xl et Yl s'annulent en m6me temps que x 
et y; on a done en vertu du th6orbme des aceroisements finis 

x~-= a x+Tgy, y l=Tgx+-~y ,  

o~ les d6rivdes partielles prennent certaines valeurs moyennes, infdrieures 
en valeur absolue ~ la limite supdrieure m des modules de ces dgrivdes 
partielles que nous avons ddterminde prdc6demment. 

D o n e  

+ v, Lk-a co o + j  oso + 0) J 

< 4 m 2 0 ~. 

Et par eonsdqnent, on a toujours 
01 

e > ~-ffm" 

I1 en rdsulte qu% si nous eonstruisons dans le plan des x,, Y, n n  
eerele C I' eoncen{rique g C~ de rayon j o , <  1, on pent affirmer que l a  

fonction q reste toujours sup4rieure s g-~ s t'in~grieur de la eouronne ~',  

limitge par les deux cereles coneentriques Cj et CI"; on peut done ~ l ' intgrieur 
de cette rdgion indiquer une limite supgrieure dgterminge des modules d e s  
coefficients de l'dquation (21). Sans qn'il soit ngeessaire d'appliquer a u c u n  
proe~d~ spdeial, on voi~ que sur la cireonf@ence Q 

a--& ~ 0, 

puisque sur eegge cireonfdrence e - - /~ gandis qu'k son int~rieur on a {~ < / g .  
aq 

Mais pour ~rouver la limite supgrieure positive de ~ sur la cireon- 

fdrenee Ci, posons 
1 

O------- a ~- a log l _ u ,  , 

off ~ pourra ~tre d&ermind 6omme au w 2. On trouvera alors que 
~%' a'u' < 
a,~,' + ~ "St 

g l'intdrieur de la region Si, o~ 2V est un nombre positif fixe qui p e n t  
~re  caleuld comme ~ l'endroit cit& 

En posan~ ensuite 
N u" = u~ + ~-  (xl s + yl~), 

on a ~ l'intdHeur de B~ 
~ u  i a ~  
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Et, enfin, si 
@1 = Vl "~ h l ,  

oa h i est la fonction harmonique qni se confond avee ul sur les deux 
cireonfdrences C 1 et Ci' , v i s'anaulera sat  ces eireonfgrences et vdrifiera 
figalement l'inggalit6 

~2v 1 ~ v  1 

g l'int6rieur de la couronne S 1. I1 eli r4sulte qne v i n'a pus de minimum 
duns ce{te rggion e~ par consdquent 

av__~ <: 0 

sur la circonfgrence. 
D'autre par{ la lone{ion h i (xl, Yi) est reprdsent4e par une surface 

g courbure, en gdngral, n4gative (l'ensemble de points g eourbure nggative 
e~ partout  dense sur route la surface, si celle-ei n'es~ pus un plan). Duns 
ces conditions le plan tangent a la surface en un point M de q (o~ 

R + a  

t o u s l e s  poinb de la surface soar g la m6me hauteur 1 -- e ~ --  ~-) e s t  

ou bien horizontal, ou bien rencontre la surface eli un point ayant sa 
projection sur la circonf&ence interne C~'. 

0h, 
L'inclinaison du plan tangen~ ~ sera duns ce dernier eas infdrieure 

1 
1 - - / ~ '  " 

Done, 
a u__s~ < i 

ael i --i~ i' 

en tout  point de la eirconf4rence C1, d 'o i  

~u" i /V 

a~, < *- -&" "q- T "  
E t  enfin 

,g+a 

a -7 i----W; 
a~ = 0 sur la cireonf4rence C1, on a 6galement Mais, puisque 

d'ofi on tire sans diNeultg au moyen des gquations (19hi 0 les limites su- 

p&ieures a-~(' sur la m~me mrconfgrence. Done finalement, 

grgee an rgsultat de la page 103, nous savons assigner une limite sup4- 

~x ~x 3y ay e~ aussi du rieure des modules des d4rivges partielles ~ ,  ay, ,  ax~ ~ ayl ' 

dg~erminan~ fonctionnel / )  sur la circonf&ence C, comme g son int&ieur. 
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II en rdsulte q u e s i  (comme nous l'avons supposal) on conna~t des 
limites su~vdrieures des too&des des derivdes l)artielles des n ~ 1 premiers 
ordres de (.A, B,  C) par rapport d~ (x, y), on peut assigner dgalement des 
Hmites supdrieures des modules des derivdes partidles des n -  3 premiers 
ordres de (x., y) consid6rdes comme fonctions de (x~, Yl). Les limites swpg- 
rieures des modules des ddrivdes des n -  4 premiers ordres par rap2ort 
(xl, Yl) des coefficients de l'dquation (10) seront done connues, si les ddrivdes 
des n ~ 4 l)ren~iers ordres des coefficients D, .E, ~" sont born&s. 

w 10. 

En  loosant, en particulier n = 6, nous voyons que nous connaitrons 
les limi~es supgrieures des modules des ddrivdes partielles des deux pre- 
miers ordres  des coefficients de l'dquation (10); nous serous done en droit 
de lui appIiquer les indgalitds (10) de la premibre pattie de ee travail 
(Math. Ann.  62, p. 260), qui prendront la forme 

si nous introduisons de nouvdles notations l~our les modules trigonomdtriques 
g~ l'intdrieur du cercle C 1 ou sur le segment 011. D'ailleurs nous ddsig- 
nerons~ en gdndral~ ~ar 

ar~ 

n = O  a<--ql <-- a<--qx <--b 

appellerons le module ~rigonomdb'ique sur le segment a b de ce que nous  
la fonction 

z --  cos O, + B . ( o , )  sin o . 
n = 0  

Nous arrivons ainsi ~ la proposition suivan~e: 
L e m m e .  Si z e s t  une solution de l'dquation 

(9 TM) A - ~  -I- ,. .~ ~- -~  -t- U -~-~ 4:- P D ~-g y o). 

qui s'annule sur la circonfgrence C de rayon iR; si les coefficients de l'dqua- 
tion sont analytiques d l'inte'~ieur du cercle et qu'on connaisse des timites 
supdriaeres des modules des drift,vales des sept 19remiers ordres de A~ .B, U et des 
deux premiers ordres de 1), ~E, F;  si de plus l'dquation peut Otre rdduite d la 
fbrme canonique de telle sorte que le cercle C se transforme en "un eercle C 1 
de rayon 1, duns le plan des nouvelles variables xl~ Yl (et que le centre 0 
du cercte C et le centre 01 du cercle C 1 se eorresloondenO : les modules tri- 
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~z Oz con~iddrdes comme fonctions qonomdtriques sur le segment 011 de z, O--~' ~-y 

de (xi, Yl) satisfont aux indgaZitds 

o~ k ne dd~end pas de M. 
En effet, aprbs la transformation de l'6quation (9hi 0 on trouve imm& 

diatement les inggalitgs (22). Or 

~--~ = ~ " ~--~ + ~y-~ " ~-~ ' ~--~ = g - ~  " ~--~ + ~y~ " T ; j  " 

~x~ ~y~ ~xl ~Y--~ sont finis en Mats les modules trigonomgtriques de - ~ ,  ~Ox' ~y '  ~y 

vertu de ce qui prdcbde, done les indgali~s annonedes sont exaebs. 
Mats il n'est pus possible de donner des indgalitgs de la m6me nature 

relatives aux modules trigonomdtriques des ddrivges secondes. II est ng- 
eess~ire de remplacer les modules trigonom6triques par d'autres expressions 
un peu plus compliqudes. 

~i i .  

Soit f(x) une fonction de la variable x sur le segment 01~, qui sur 
une par~ie 0_4 de ee segment est d~veloppable en sdrie normale admettant 

l'intdrieur d'un contour ['o~ (voir ,,Sur la nature analytique etc. '~, Math. 
Ann. 59, ch. 2, fig. 2), une norme infd~'ieure [ f (x) ]~ ;  supposons que sur 
la deuxi~me pattie A/2 du segment OR la fonction f(x) admet son 
module maximum 6gal ~ M. 

Le plus grand des deux nombres If(x)] ~ et M sere appeld le mo- 
dule de la fonction f(x) sur le segment 01~ normalisd 5 I'intdrieur du con- 
~our FoAa. 2gous le ddsignerons par le symbole [f(x)]~:  ). 

Si l'on considSre la fonction de deux variables 

f(~, O) -- ~ A. cos n 0 + R~ sin n O, 

off A,, et B~ sont des fonetions de ~) qui sur le segment OA se dgve- 
loppent en sdries de la forme 

on donnera le nora de module trigonomgtrique de la fonction f(o, O) sur le 
segment 01~ normalisd ~ l'intdrieur du contour Fo~  d l'expression 

oa 

A a  " 

n = f t  
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w 12. 

Ceci pos6~ soit s Ie rayon d'un cercle concentrique ~ C, h l'intdrieur 
duquel tons les coefficients se ddveloppent en sdries c o n w ~ s ~  ~ i  . . . .  
les puissances de x ~- y i ,  x -  y i .  Remarquons que la r#gion du plan (xl, Yl), 

�9 �9 . ~r 

qui correspondra ~ ce cercle de rayon ~, contiendra ~ son interieur ) un  
cercle concentrique h C 1 de rayon ddbrmin6 ~i. 

D'autre part, on pourra choisir un cercle ~ de rayon r suffisamment 
petit et lui app]iquer la mdthode des approximations successives (loc. cir., 
ch. 4) qui m'a permis d'gtablir le thgorbme de M. Hilbert. 

Puisqu'on connait les limiWs supdrieures des modules des ddrivges 
troisibmes des fonctions x 1 et Yl, on trouvera ainsi des limites supdrieures 
des normes des fonctions x i e t  Yi ~ l'in~drieur d'un contour r0~.i bien 

dgtermind. Or en vertu de la thgorie des sgrles normales, la norme d'une 
fonction ~ l'intgrieur d'un contour F ~ dgpasse ngeessairement la s o m m e  

0 r - -  
2 

qu'on obtient en remplagant , clans le d6veloppement de la fonction suivant 
les puissances de x + y i  et x - -  y i ,  tons les termes par leurs modules, et en 

posant x 4- y i  --~ x - -  y i  ---- -~.  Par consdquent, du moment  qu'on connai~, 

d'apr~s ce qui prgcbde, une limite sup~rieure du module du ddterminant 
fonctionnel 

1)~-  ~x . ~ y _ _  ~x by 
~xl ~Yl ~y~ Ox~ ~ 

]a thgorie c]assique de la rgsohtion de deux 6quutions analytiques ~ d e u x  

inconnues permet d'indiquer dgalement des limites supdrieures des sommes 
qu'on obtient en remplagant dans les dgveloppements de x, y suivant les 
puissances de x~ 4 - i y  i e t  x i - - iy~ tons les termes par leafs modules e~ e n  

posant x 1 q- iy~ ~ x i - - i y  1 ---- r i ,  r 1 dtant un nombre suffisamment petit, mats 
ddterming. 

D~s ]ors, si nous prenons un cercle quelconque C~' concentrique k (71 
de rayon / t  i' infgrieur k r~ et ~ ~l, nous sommes certains que les coeffi- 
cients de l'6quation (10) sont ddveloppables su rce  cercle et ~ son inh!rieur 
suivant les puissances de x~ 4 - y l i  et x 1 -- yi i e t  (loc. cir., ch. 1) ont une  
norme bien ddterminge relative ~/t~'. D'ailleurs nous pouvons choisir P~" 
suffisammen~ petit~ pour qu'on puisse rdsoudre le problhme de Dirichlet 

*) C'est ce qu'on v~rifie par un raisonnement identique ~ celui de la page 104 
~ x  ~ x  en tenant eompte des limi~es sup~rleures qu'on a trouv~ pour les modules de ~x~' ~Y1' 

9y ~y 
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pour l'dquation (10) ~ l'intdrieur du cercle C~' par la mdthode des approxi- 
mations successives (loe. cig., oh. 1). 

Le rayon R 1' 6tan~ ainsi ddfini inddpendemment du second membre M 
de notre 6quation, nous considdrerons M comme fonc~ion de x~, y~ et nous 
envisagerons son module trigonomdtrique sur le segmen.t 0~1~ normalis6 
l'intgrieur du contour F0,s,%,, oa pour fixer les iddes r 1' peut ~tre pris 

6gal g - ~ .  Nous obtiendrons ainsi les indgalitds fondamentales suivantes 

(en conservang les hypotheses du lemme 6none6 au w 10): 

j(o,,) r mr (O,, > 
OxOyJ~;,,' < ~" L--,R,',, ', 

[ 0 z j(0,1) FMI(O, ~) 

[ ~z-l(Ol 1) 

r~176 ;I F ~1//-I (~ 

6taut une constante inddpendente de M. 
Dans ee but nous remarquons d'abord que le module trigonomdtrique 

normalisg est toujours sup~rieur au module trigonom~trique ordinairel 
done, des in~galitds (22) on tire a fo r t io r i  

F M-](o~ i) 

En inerrant main~enant l'~qua~on (18) sous la forme 

et el1 la eonsid~rant comme une gquation de Poisson, on a (en tenant 
compte des fortuities (16), loe. cir., ch. 1) 

e~ grace aux inggalltgs (22b1~), on obtient a fortiori 

~' 6~ant une constante dgterminge (qui dgpend de a~ b,/~ mais non pas de M). 
Des indgalitgs (24) nous tirons deux eonsgquences. Premi~rement~ 

R <- r L m  JR:,-,', 

o~ ~" es~; v:ae nouveUe cons~,nte. 
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D'autre part~ on a sur la eireonf6renee C~' 

~ = ~ P~ cos n O~ + ~.  sin n 0~. 

no 

Done, en ddsignan~ par h la fonction harmonique qui sur la eircon- 
fgrenee C j  se confond avec z, nous trouvons: 

~ = ~ ( 0 ~  1 ) ,  

~X~ OylAR~'r~' Xl 

x~ 6tan~ une constante d6termin6e. 
En posant ensuite 

z=h+v ,  
nous voyons que v s'annule sur la cireonfdrence C 1' et satisfait ~ l'6quation 

(26) ~,v ~,~ ~v b ~ a ~ ~h ~ + ~ + a ~ +  @ +_Fv=M-- -g~(--b~--Fh=M'. 

Et puisque nous avons suppos6 plns haut que la cireonf6renee O i' est 
choisie assez petite pour qu'on puisse lui appliquer la m4~hode des approxi- 
mations suecessives, on a (en appliquant le raisonnement du ch. 1, lee. cir.) 

L a X l . J R  , r l  "~ ~9 dRl'  rx' ~ 

ol~ x2 es* une constante dg~ermin~e, ear [M]~,~,  =< [M]~:.');. 

D~s lors hens pouvons considgrer l'6quation (26) comme une gquation 
de Poisson dent le second membre a une norme qui ~ l'int6rieur du contour 

ro~,,,,, est inf6rieure a z~' [M]~:J~);, en d*signan~ par ~,' une nouvelle con- 

stante dgterminge. Done (lee. cir., ch. B, in6gali~6 (36)), on a 
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E~, par consgquent, 

[%~, < q + ~.)[M]~:,~.; 

z ~ r --,, ~(0~  1) ( ~ ' )  [~]~,~,< (~+ %) LArl JR~, r/ ~ 
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~-4-U~,,,,, < (', + ~;) 

~---~?tl~,'r,' < (~ 

Les in6galit6s (25 ~') jointes aux inggalitgs (25) et (22 ~ )  donnent, ~, 
cause de la dgfinRion des modules normalis6s, 

.O z -~(o~ ~) F M I ( ~  ~) . 

[ O~z ](o,~) ~ FMI(o,~) . 

d'ofi, en remarquant que les dgriv6es par~ielles de x~, y~ par rapport ~ x~ y 
on~ des modules normalisds finis, nous obtenons, enfin, les indgalitds 
f onda ment ales : 

[~]~:,~,'< ~ [MI(~ ~ ~ '  r~' ; 

(~3) F~l ~~ 

OO~z7 (~  < 

[a~z] ~~ < 

[ ~z - l ( o ,  i) 

lqous ferons d'abord l'usage suivant des in~galit6s obtenues. 

w 13. 

3/Iettons ]'gquation (9 ~i~) sous la forme 

( 1 - } - P ~ ) ~  -~ + 2 P Q  ~ k- (1 -k- "~ ' b-~ + 2D 0-~ -+- Oy + F z = M ,  

~, laquelle se r~dui~ l'gqua~ion con~enant le param~tre a 

(27) ~z E~z 
+ 2 D b -  ~ + 2  ~ y E F ~ = M ,  

lorsqu'on y fai~ a = 1. 
L'gquation (27) pour a =  0, est elLe-m~me de la forme rgduite; on 

a dans ce cas x 1 = ~ ,  Yl =-~-" La possibilit6 du probl~me de Dirichle~ 



dans le cas de l'4quation r6duite est d6montr4e par M. Pieard*) dbs 
1901; les in4galit4s (23) sont done dans co cas une cons4quenee imm4diate 
des in4galit6s (22). Cela 4tzaat, nous 4tablirons facilement l'existenee des 
variables de t;ransformation (xl, Yl) pour des valeurs de a suffisamment 
petites, et par eonsdquent nous reeonnaitrons aussi la possibilit6 du pro- 
blbme do Diriehleg eL l'exae~itude des in4galit4s (23) pour ces valeurs de ~. 

En effet, les fonctions x t' et ~ au moyen desqueUes on d&ermine/~ 
et Yl song aetuellement des solutions de l'4quation 

ddfinies pa r  leurs valeurs sur la eireonfdrence C. 
Mettons ee~te 4quation sous la forme 

( i .  9~') ( i  + ~,t") ~''~ " a'v ( l + a @  0'~ av ai, + ~ .~  Q ~ 9  + ~-~ + 2D~ (x,y,,~)~ + 

+2E~ av (x,v, ~)a~ = o. 

On pourra satisfaire ~ l'4quation (12 b~') pour des valeurs de r assez 
peLite% par  une s&ie 

(28) v --- v o + ~v~ + g v, + .-- + 7., v, + . . .  

off v o prend les valeurs indiqudes sur le contour C et satisfai~ it l'4quation 
(12~i'), lorsqu' on y fair a = O, 

a'vo ah,, a~~ 

v,, %.. .v,~-- .  s'annulen~ sur le contour e~ vgrifiea~ respectivement les 
4quations 

(29) O' v~ O'n a % ax" + Ty ~ + 2 D, (x, y, O) -~-=- + 2 E' (x' y' O) ~-~-y = - k ( p,a'vo 

a'v. f)~a'vo aD. aVo. ~.aE, avo~ 
+2P~taTa~+ *-a~ ,-+~ a--g a-wr a T g  a~,/ 

. . , , �9 , o . . o . �9 �9 . . . .  �9 . , �9 , 

a'% a'v. av. av~ ~ _ s  a'v. _, 

+ Q, 0,v._,o>_+ + oo._,@x 

a,m, a%:q 
+ 9 ~  ay J . . . .  

�9 �9 , . , , �9 . . . . . . .  o �9 �9 �9 �9 �9 �9 , , . , �9 

*) E. Picsrd, ,,Sur 1~ gdn6ralisation du probl~me do Dirichlet", Acts Mathe- 
ma%ica 25. 
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Les s vo, vl.--v~ dtant ainsi ddtermin~es, il ne resLe qu'~ 
montrer la convergence uniforme de la sgrie (28) et de ses ddrivdes des 
deux premiers ordres, pour a suffisamment petit. 

A cet effeL, remarquons qu'on peut certainement fixer un nombre g 
tel que 

r p n  (~ < g ;  ro~] (~ <g; 2 r ~ 7  (~ <g; < g ;  
L J R l ' r  I '  L ~  JR~'r x' L ~ JR~ra" L-~a-JR~'r 1' 
. . , , ~ . �9 ~ �9 �9 . ~ ~ , �9 �9 , �9 . . . . .  ~ 

L - ~  J~,~,' < n! g"; L a,," _L~," ,, ' < n! g". 

D'autre part, on ddduit facilement des in~galtitds (23) que, si on oonnait 
des limites supdrieures des modules des ddrivdes des six premiers ordres 
de la fonction ~ laqueUe v o se rdduit sur le contour (ce qui a lieu lors- 
qu'il s'agit de la ddtermination de x~' et H), on peut fixer un nombres 
tel que 

. ~(o,1) . .  r~~ ~) ra,oT(O, ,) ra'~oT~ < s, 
~oJR,,~,'.~ s, L~JR='~,' < s, LayJ~. n' < S, L~Tjm%, 

(31) r a, o To,,) 
LaxayJ&.n, < s '  Lay'J~',,. < s "  

Supposons d'ailleurs qu'on a choisi s de sorte que 

(31') s > 8~tg, s > 2g .  

Je dis que dans ces conditions, on aura d'une fa~on g~ndrale 

(32) [v~JR"~" < S"+l' L~aXJR,'n ' < n l s ' * + l '  L ~yJe,'n' < ~I s TM,  

[b 'v,, 7(o,1) F ~'v~_](o,1) 1, [" ~'v.7(~ < n ~ S~+ I -~'-JR,'~,' < n! s ~+l, < n! s "+ . 

En effet, on voit immddiatement que les in~galitds (32) sent vdri- 
figes pour n = 1. Or, si elles sent vraies pour routes les valeurs infdrieures 
~t un certain hombre n, elles seront aussi exactes pour la valeur n elle- 
m~me, car en vertu des indgalitds (23) on a moyennant les inggalitds (30), 

et (31) 
Iv 1 (0'1) ~j~,%, < 6Zn! gs ~ + 2;tn! (g~s "-1 + g'~s ~-~ + . . .  + g's) 

< 6;tn! gs" + 4~n! g2s~-I < 8;tgn] s" < n] s~+L 

Les indgalitds (32) qu'on ~tablit ainsi de proche en proche, montrent 
bien la convergence de la serie (28) et de ses dgrivSes des deux premiers 
ordres, lorsqu'on a 

1 
l=l<T" 

Ainsi, pour une valeur a o quelconque de a, satlsfaisant ~ ceLte indgali~, 
le probl~me de la rdducfion de l'~quation (27) sera possible et les ingga- 

Mathematische Annalen. LXIX. 8 
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lit~s (23), off ~ ~ fixd a ~ o r i  ind~en~mm~t de a~ seront vraies. On  
pourra alors~ pour a ~ %, r6p~ter mot par mot le raisonnement fai~ pour  
a = O~ et on en conelura la ~ossibi~itd du probl~me de ~a rdduction~ lorsque 

et ainsi de suite. En rdpdtant un nombre limi~d de lois le In,me rai- 
sonnement, nous sommes certains d'arriver jusqu'~ a = 1. Cet~e certitude 
rgsuh~e du fair que ha possibil~t~ seule du probl~me de ha rdduction nous 
a conduit ~ des consgquences quantitatives importantes et, en particulier~ 
aux indgalitds (23) duns lesquelles ~t ne ddpend que des coefficients de  
l'dquation (sans second Inembre) qu'on exainine; de sorte que, pour tou~e 
valeur de a, on suit indiquer a priori une limite infdrieure du rayon de  

( 1 )  de la s6rie correspondant ~ la s~rie (28). convergence 

Je n'ai pus l'inteniion d'indiquer ici une mgthode rapide et pratique 
de rdsolu~ion du probl~me de la rgduction. I1 nous suffit de savoir qu'il 
es~ possible, pour en ddduire la possibflitg du prohl~me de Dirichlet pour  
1 equahon non r~duite dana des conditions anssi ggndrates que pour l'6qua- 
tion rgdui~e~ c'est ~ dire, quelle clue soit la succession continue de valeurs 
que doit prendre sur la circonfdrence la solution cherchge. Pratiquemen~ 
ces deux probl~mes doivent ~tre traitgs sgpargment en cherehant duns 
les deux cas direetement les developpements en sdrie de Taylor suivant; 
les puissances de a et en effec~uant ensuite le prolongemen~ analytique 
au moyen du ddveloppement de M. Mittag-Leffler. En terminant ce cha- 
pitre je me bornerai de renvoyer au w 28 de mon mgmoire russe citd plus 
haut pour ce qui concerne l'application de ma mdthode ~, des contours 
autres que la circonfdrence et ~ des coefficients non-analytiques. J e  
remarquerai seulement que les contours analytiques se ram~uenl au cercle 
:par un changement des variables qui laisse invariante la forme de l'dqua- 
tion; quant aux donndes non analytiques (contours ou coefficients) on 
les famine duns des cas gtendus aux donnges analytiques par l'application 
du thgor~me de Weierstrass. 

Je laisse dgalement au leeteur le soin d'dtablir la posslbilit6 du pro- 
blame de Dirichlet pour l'gquation (9 ~u) h l'intdrieur d'une couronne 
r (voir le w 2I  et la fin du w 27 de mon mdmoire russe). 
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Chapitre III. 

Thdorie gdndrale des dquations du type elliptique. 

w 14. 

La th~orie g~n6rale de la r~solution du problbme de Dirichlet s'appuie 
sur le m~me lemme fondamental que nous avons ddj~ rencontrd dans les 
cas particuliers gtudids jusqu'ici. 

L emme. Si ~o est une solution de l'dquation analytique du type 
elliptique 

(2) ~ ( r ,  s, ~,p, q, ~, x, y, ~) = o (~ /  F,' < o) 

correspondant d a = %, qui s'annule sur la circonfdrence C et admet des 
ddriv~s borndes des neuf premiers ordres sur cette circonfgrence aussi bien 
qu'd son intdrieur, il existe un hombre positif e tel que, pour toutes les va~eurs 
du param~e r (reel ou com21exe ) sat~sfaisant d t'indgalitd ] a -  %[ < e, 
l'dquation admette une solution jouissant des mbmes Tropridtgs que la solution 
z oe t  se eonfondant a/vec cette dernibre sur le contour C. 

La ddmonstration se fair comme il suit. 
Consfruisons a priori la sgrie 

- ~0 + (~ - %) z, + . . -  + ( ~ -  ~o)" nl z, + . . . ,  

off z o est la solution donnde pour a=ao; quant aux fonctions zl~z~,...,z~,... 
elles s'annulent routes sur la circonfdrence C et satisfont ~ son intdrieur 
aux dcluations lindaires suivantes: z~ satisfait ~ l'~quation 

, ~z~ ~z~ ~z I , ~z~ , ~z~ , 

obtenue en diffdrentian~ l'dquation (2) par rapport g a, zs satisfait 
l'4quation 

qu'on obtient en dit~rentiant deux lois par rapport ~ a et ainsi de suite: 
�9 �9 . . . .  �9 �9 . , , ~ . . , . . . . .  , , , 

�9 . . . .  �9 . , , ~ , , . . . .  , . �9 . . . .  

~gn--i en ayant soin de remplacer toujours ~ par % et ~-j par z,. 

On voit alors que la sdrie z vgrifie formeltement l'dquat~on (2), quel 
que soit a;  elle la vdrifiera effectivement, pour les valeurs de a pour les- 
quelles elle converge uniformgment ainsi que ses dgrivges des deux premiers 

8* 
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ordres. ~ous allons voir que cette convergence a lieu pour des valeurs 
de l a - -  %1 suffisamment petites. 

En effet, en tenant compte de la nature analytique de z, (,,Sur la 
nature analytique des solutions etc." ch. 4, Math. Ann. 59,) on peut ap- 
pliquer les inggalitgs (23) en attribuant ~ Z une valeur fixe bien ddter- 
minge indgpendante de n 

~z~ (0~z) _ 

E eqz- -I(%t) il. lA "1 (~ 
~ - L . , . , ,  < "" L--.~,,.~,,  

@x' JRvn' - l---nARd' rl' ~ 

[" ~z,~ l(o,~) _ _(o,1) [~,~,, -](o, ,) < _(o,1) 
L~-E~JR,'d '<"  ~' [A'dR,, , , , ;  L~y'J~, ' , , '  "~["4'JR;',,'" 

Les  modules normalisds se rapportent naturellement s de nouvelles 
variables xl, Yl don~ la ddtermination thgorique a 4t4 fai~e dans le ehapitre 
pr4cgdent; mats pratiquement leur calcul est m~mifestement inutile - -  elles 
ne servent que pour les besoins de la ddmonstration. 

Construisons ensuite l'4quation auxiliaire 

(33) v = ~ ( v ,  a) 
off 

So+,,, to+ , po+ , %+v,  x, y, 
. ~ ( o ~  1) . f r ~ - , ,1 (o ,1 )  [ ]q,,](o~1) 

rF,-l(O,~) [ + + [ ;o]Vb 
~o, qo, re, So, t0 d4signan~ les d4riv4es par~ielles des deux premiers ordres 
de Zo, de sorte que 

,~ (0, a o )  ---- %'  (0, %) = O, 
la reaction ~ ~e d~pendant evidemment pas de x e~ y. J'ai ~ peine 
besoin de dire que la fonction ~(v, a) est dgveloppable suivant les 
puissances de v e t  a - - % ,  du moment qu'on suppose la fonction F 
analytique pour routes les valeurs reelles finies des variables r, s, t,  p ,  q ,  z, 
pour les valeurs de x, y dans la r4gion consid&ge et pour les valeurs de 
a voisines de %. Done, la solution v de l'4quation (33) sera d&eloppable 
en s&io convergente suivant les puissances de ( a -  %) 

(S5)  v = ( , ~ -  ~o) % + " "  + ('~ - '~oP v.  + . . .  
,n[ 

Or, il est ais4 de voir que 

(34) 
"O n ~ L.~XjR,r,~ 

v~. > Le3x e3yJ.~,,.,., 

['~ z.7(o~ 1) 
%" > L-~JR~',.," 

v. > L~y2 jR ,n  ' �9 
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En effet, il rdsulte de la construction de la fonction ~(v, ~) que 

v~ = ~ ( 0 ,  "o) = ~rA t(~ ~) 

E t  par cons6quent, grs aux in6galitds (23b~0, les in6galit6s (34) son~ 
v6rifi6es pour n ~ 1. Supposons-les vraies pour routes les valeurs de n 
inf6rieures ~ n~, alors pour routes ces valeurs de n on devra avoir 
6galemen~ 

A 1 (~ . I  d-~(o, '~o) 

off le second membre de l'inggalit6 repr6sente la d@iv6e n ~ eompl~b 
de ~p par rappor~ ~ r pour a == %, car cette d~riv6e s'obtien~ pr6cis6ment 

en remvla ant d = s  

~a ,~ '~ , '  " ' "  L@']&'~,' par v ~ ( i ~ n ) .  

E~ par cons6quent, en vertu des inggalit& (23m), on aura aussi 

. . . . . . .  , o . , . . . . . . . .  , . �9 �9 , , 

Les ingga]it6s (34) se trouvent ainsi &ablies de proche en proche pour 
routes les valeurs e~ti~res de n. 

La convergence uniforme de la sgrie z st de ses d~rivges des deux 
premiers ordres se ~rouve ainsi &ablie pour les valeurs de ~ -  ao, dont 
le module est inf@ieur au rayon de convergence e de la s6rie (35). I1 
ne reste plus qu'~ &ablir que, pour les valeurs considgr6es de r z admet 
des d6rivdes finies des neuf premiers ordres. 

Dans ce but diffgrentions l'6quation (2) par rapport ~ 0; nous 
obtiendrons une 6quation de la forme 

off z' ~z A . . . .  = ~  e~ ne (i6peud que de z et de ses denvees des deux pre- 

miers ordres. 
La fonction # qui s'annule Bur O e t  est r~guli~re ~ son int6rieur~ 

satisfai~ ~ une dquation lin6aire qui se ram~ne ~ la forme r6duite par ls 
m~me ehangement de variables que plus hauk Par cons6quent, la 
connaissanee du module ~rigonom&rique normalis~ du second membre 
nous donne par l'applica~ion des in~galit~s (23), off la constante ~ n'est 



118 S~R~ B~szz~. 

pus ngcessairement ls m~me que preeedemment, des limites supgrieures 
pour les ~nodules normalis& 

~~JR,',," Laxa~,JR,,,,,' L~-~J~,,,,," 

En diff&entiant successivement par rapport ~ 0 on obtiendra toujours des 
dquations tindaires dent les premiers membres sent identiques et les  
seconds ne ddpenden~ que de quan~itgs dent out connait dej~ des ] imites 
supgrieures des modules trigonomdtriques normalisgs. 

On trouvera ainsi des limi~es supgrieures des modules des d~riv~es 

Oo,' 0 o ~ - ~ '  ~o~-~e ~' quel que soit n. En diffdrentian~ par rappor t  

q l'~quation donnee (2), on on tirera imm4diatemen~ une limite superieure 

de ~ g Fint4rieur d'une couronne eirculaire S form4e par la eircon- 

fSrence C et une au~re cireonfgrenee fixe C' suffisamment petite (puisqu'on 

connait ~ r ,  ~e ~ o "  ~e'~o]" Eu diffgrentian~ plusieurs lois, on obtiendra 

toujours une dqua~ion o~ il n'entrera qu'une seule ddrivge don~ la l imite  
supdrieure n'es~ pus connue duns la couronne consid&ge; cette derivde 
n'entrant qu'au premier degr6 avec un coefficient non nul (dans S), o n  
dgterminer~ dgalement l~ limite sup&ieure de son module duns S. 

Quant k la petite aire limi~de par 1~ cireonfgrence C" nous n 'avons 
pas ~ nous en prgoceuper, car ia mdthode que j'a~ employge au~refois p o u r  
gtablir le caractbre an~lytique (lee. cir.) de 1~ solution donne manifestemen~ 
des limites supgrieures des dgrivdes de teas les ordres duns ee~te rdgion. 

~otre lemme es~ eomplbtement dt~bli, et d~aflleurs il n'est pus sans  
intgre~ de remarquer que nous avons prouvg non seulement l'existence de  
dgrivges bornges des 9 premiers ordres de 1~ solution, mais de celles de  
~ous les ordres (sur le contour comme ~ son in~rieur). 

~Si au lieu de s'annuler, l~ solution z o se r sur le contour 
~ e  fonegon analyti~ue ~ueleon~ue de l'a~'c, notre lemrne reste~'ait encore v r a i  ; 
pour s'en convaincre, il suffirait de ramener ce c~s au prgcdden~ e n  
re~.anehan~ do z o ]a fonction harmonique H qui so contend avec % s u r  
~ ~irconf~rence (7. Je remarquerai dgalement qu'au lieu d'introduire l e  
param~tre ~ d~ns l'gqua~ion, on peu~ le faire en~rer duns les valeurs d e  
la solution sur ]e contour comme nous l'avions fair duns le eas d e  
l'gqua~ion (l). It est clair qu'fl n'y a rien d'important ~ changer duns  
la dSmons~rstion, e~ d'ailIeurs, sans qu'il soi~ ndcessaire d'y insis~er, i l  
est gvi~n~ clue Ie dernier cas peu~ ~tre consid~rg eomme un cas p a r -  
~ioulier du premier, puisqu'on peut toujours eliminer le parambbre var iable  
du contour pour le faire en~rer duns r6quatiou, tatttlis clue l'opgratio~t 
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inverse est, en gdngral, impossible. Le lemme ainsi ddmontr6 nous montre 
que la question de la possibilitd du problbme de Dirichle~ se famine 
la question de la possibilitd de fixer a priori des limites sup~rieures des 
modules de la solution et de ses dgrivges des 9 premiers ordres, si on 
admet seulemen~ l'existenee de cetb solution e~ de ses ddrivges de bus  les 
ordres. Ce rdsuliai assez compliqud devient extremement simple grace 
l'applieation de la mdihode des fonetions auxiliaires. 

w 15. 

Avant d'aborder le eas gdn6ral, nous examinerons le eas partieulier 
de l'dquation 

(3). A r  ~- 2Bs  + Ct = D 

off A,  B,  C, 19 son~ des s analyCiques de x, y, ~, p, q. ~ous 
mon~re~ons que duns ce cas ta connaissanee des limites sup&~eures de Izl 
et des modules de ses d~rivdes premieres IPl, [ql permet d'assigner des 
limites su~drieures des modules des dgrivdes de tousles ordres. 

Ddsignons par M la l imib supdrieure de [zl, IP[, tql. Formons 
ensuib l'expression 

i e ~ e ~ ~ [Ar~+2Brs+Cs~] ,  

off a est un nombre qui sera ddbrmind plus tar& i~c~us nous proposons 
d'indiquer une limite supdrieure de w en un point oil cette fonc~ion 
atteint son maximum. ~z 

A~un~ ~out formons l'6qua~ion ~ laquelle sa~isfai~ p ~ .  Duns ce 

but diff~ren~ions l'gquution (3) par rapport ~t x; ee qui nous donnera, en 

remarquant que 

~p ~q ~p 
r = ~ ,  s - - ~ = ~ ,  

une 6quu~ion de la forme 

- 3'p ~'P A ~'~. + 2 B + c (36) 

~p Dp 

t= C 

- ~ - a  

~p 3p 

off a, b, e, d, e, f sont des fonetions analytiques eonnues de x, y, z, p,  q. 
En in~roduisant ensuib la fonetion u dgfinie par l'ggali~g 

p ----- - -  M + a log l o g u ,  

on voi~ immddiatement clue 

w = Ap1 ~ § 2Bplql § Cql ~, 
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Ou ~u Off ~ -~ ~ - ,  q~ ~ - ~ '  Dans la suite, nous emploierons ggalement les 

notations abregees: r 1 ---- ~-~i, s~ ~ ~ - ~ ,  t~ ~. ~-~. En repetant alors le 

caleul du w 3 on trouve l'~qum~ion 

(37) Ar~-i-2Bs~WCt~u~-~g u {[A(1Wlogu)+aaJp~ ~ 

+ 2[ B( l + logu)+ 2ab]p~q~ +[ C (1-t-logu)-f a c]q, ~ } +2 dlo~ + 2 eq~ + f ufi~~ ~-u -- Q.  

D'autre part, au point off w e s t  maximum, on a: 

1 0w 

~, -- (Apt + Bq~) s~ + (Bp~ + C~) t~ + Y = O, 

en lOOSan~ pour abr6ger: 

1 

+ ___t__ ~ , 

c ,  --~, - - c  

Et en r~solvant les gquations (37) et (38) l~ar rappor~ ~ r~, Sz, t~, on 
txouve 

(i #-- ~')w 

(A C-- B2)w 

Dans ees expressions il es~ important de remarquer que X et Y se 
compose;at chacun de deux par~ies: d'un polynome de second degr~ en 
(P~, ql) e~ d'un polynome de troisi~me degr~ de ces m~mes variables, les 
coefficients de ee  dernier contenant g en facteur. On peut donc ~crire, 
en tenant eompte de l'~quation (37), 
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,~ xsl-~logu4_ e~gl / l~logu (AC--B~)wrl----w(Bpl +~ql )  ~io~-d + hl-~ 
- -  u l o g  u a 

1 -~ logu ag~ 
(40) ( A C - - t ~ ) w s I = - - w ( B p l  +Cql)(API + Bq~) u~dgu ~ulogu 

_~_ ha .~ l~ u log u 

(A C- - t~2)wt I=w(Apl  + ~ql)'~ 1 +  loguu_]o_~ -~ ~-~ag' _~_ hs 4 l~ u logua ' 

o~ gl~ .q~ ga sont des poIynomes du quatri~me degrg aa plus par rap- 
por~ ~ (Tl, ql); hi, h2, hs son~ au plus du troisi~me deg~ par rappor~ 

Pl, qH/1,/2, ~a au plus du second degrg par rappor~ aux m~mes variables; 
tes coefficients de tous ces polynomes soar d'ailleurs des fonetions donudes 
de x, y, 6 p, q. 

Mais~ si w e s t  maximum, on a 

1 (A ~w ~w 0~w~ .~ = ~- ~ + ~ ~ - ~  + o - ~  < o (.a o -  .~  > o), 

ear la supposition eon~raire join~e ~ la condition n6cessaire du maximum 

O~w O~w 
conduirait aux in~gali~s ~-~ ~ 0, ~ > 0~ incompatibles avee le maximum. 

Or) en effectuaut le calcul~ on obtien~ 

b'p~ + 2 B  O'pl ~ O'p,\ 

+ (B~, + Cq,) (A O~q~ 
-~-~ + 2 B ~ - ~  + s ~-y~ ] + A ( A ra~ + 2 ~ r~ s~ + C s~ ~) 

+ 2.B[Aqs~ + .~(,.,t, + s?) + Vs~t,] + O(Ar + 2Bs, t, + ct?) + ~, 
a 1 -~ log u -- a ~ 

+ ~ + ~ ~--~o~ ~ ~ + ~ - ~ ) ~  ~ ,  + (~ ~o~), ~ ,  

en d6sigaant par ~ un polynome du laremier degrg par rapport ~ pit1, 
~ sl, ~ tl, q~ r~, q~ s~, q~ t~; par H~ ~ un polynome du second degrg par 
rapport ~ p~ q~; par //~ ~ un polynome du premier degr~ par rappor~ 

Pl~ rl~ PlS Si~ Tisti, Pl ql r~, T~ ql sl~ ~1 q~ tl~ ql~ rl) ql~ s~ ~1~ ti; el en:fin, 
H~ et H~ son~ tousles  deux des polynomes du. quatrikme degr6 par rap- 
por~ ~ Pl, q~; les coefficients de tous ees polynomes sent en outre des 
fone~ions connues de x~ y~ z~ 2~ q. L'exp~ession de K peut ~re tr~ns- 
formde~ si on remarque qd  en diff6rentian~ (37) par rapporf~ ~ x et y 
respee~ivement~ on obtient: 



~'Pl + - ~'Pl - ~i~t l + l o g u + ( l o g u ) '  =(l+logu) 
A~-r  2 ~ - g  9 + u ~ =  -- (-4-iQ-~ p~w + +log~), G1 

= a ~ u log u ~ 
+ ul-]~gu G2 + (u log u) ---------~ Gs + G~ + - =.~ 

et 
~q~ ~ ~'q, 1 + log u + (log u) ~ ~(1 + logu) 

A - ~ + 2 B  + C ~ = - -  (ulogu)~ qlw-~ (ulogu) ~ G(i ) 

a - -  G(5 ) , 

oil G1, Gs, G(1), G(s) sent des polynomes du troisi~me degrd de Pl, ql; 
G s et G(~) sent des polyaomes du premier" degrd des m~mes variables; 
G 2 st G(~) sent des polynomes du 2remier degrd par rapport ~ Pl r~, Pl sl, 
Pl t~, qlq,  qlsl, qltl, 1% s, Plq~, q~; et enfin, G~ & G(~) sent des poly- 
nomes du 2remier degrd en Pi~ ql, rl, s~, t 1. Les coefficients de ces poly- 
nomes sent comme auparavant des fonctions eonnues de x, y, z, 1% q. 

En substituanl alors r expressions dans la formule (39) et tenant 
compte des 6galitds (40) on trouve 

W ~ _ _  - l + l o g u +  (logu) s w4 ~1 + logu~S 14-1ogu psW 
- -  (ulog~) ~ + C~%-g~-/  wa + " (u lo---~u) - -~  

of 

o~ Ps est un polynome du huiti~me degrg; /)7 et P (  - -  du sel~tibne; 
1)~, t)~ ', t)6 '" - -  du sixibme; iP~, ~ du qua~ri~me degr4 par rapport 

P~, ~l; %andisque les coefficients de tous oes polynomes sent des fone- 
tions r de x, y, z, ~, q. Les termes clu hui~i~me degr4 par rappor~ 

I~ q~ sent done donnds par l'expression 

Pax eonsdquent, en se rappelant que log u > 1, on voit qu'on peut fixer 
un hombre positif ~ suffisamment petit, mats bien d4termin4 tel que 
pour Ip, l > l ,  }q~] > L  on ai~ 

1 w ~ 
r .  > ~-~o ~ �9 

Le hombre a 4rant ainsi d4termin4, l'ensemble des autres termes de 
w~K se r4duit ~ un polynome T~ bien d4termind du septibme degr4 au 
plus par ra~pol~ ~ ~i, qt- I1 en rdsult% qu'on pent fixer une valeur w o 
telle que pour w ~ We, l'expression w~"K soit ndcessairement ~ositive;i or, 
comme d'autre part, on a w~K < 0 en un 1)oint, oil w e s t  maximum, nous 
en eoneluons que w ne pent aucunement atteindre en ce saint le hombre 
ainsi fixd w o. 
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Un raisonnement identique permettralt de dgbrminer une limite sup& 
rieure du maximum de l'expression 

I s q+~ 2eT 
w' = ~ e ~' e [As ~ + 2Bs t  + Ct'l. 

w 16. 

Passons ~ pr6sent ?~ la recherche des limibs supdrieures de w et w' 
sur le conbur lui-m6me. La solution considdrde se r~duisant ~ une 
fonetion analytique de 1'angle 0 sur le contour C, nous ne diminuons pas 
la g~ndralitd de nos conclusions, en nous limitant au cas, oi~ eette solu- 
tion z s'annule sur le contour. Cela grant, diffdrentions l'gquation (3) 

0z 
par rapport k 0; ce qui nous donne, en posant ~ = zl, 

+ 2d )x- + 2e ~-~ + g---- D1, 

off a, b, c, d, e, f, g sent des foaetions analytiques de x, y, z, p, q borndes 

lorsque Y/~]/x-~+_ ~.* >= ~ ' ,  /V dtant un nombre positif quelconqae, par 

exemple B ' =  ~ .  Faisons ensuite 2 
z~ = -- 2 I f -  a + ~ log u, 

en nous rdservant de fixer a darts un instant, u vdrifie manifesbmen~ 

l'6quatioa 

~ r  r r " ,  
+ --ff a Ux -t- 2b U~ ~-y + C \Oyl J + 2 d ~  + 2e ~ + g Q" 

On choisira alors a de la se th ,  qu'on air 

Q>-zr  
l'int6rieur de la eouronne 2 comprise entre les cireoaf~renees C de rayon 

e~ C' de rayon /V /~ = ~-, oa le nombre 3T se d6termine eomme au w 2. 

Done, en posant 
u" = u + -~ (F" + y~), 

oft ff es~ le minimum de la fonetion 2 ( A +  C), nous aurons 

A O'u" ~B a'u' 0 ~u" 

D'autre par~, soit v' une fonetion qui se confond avec u' sur la~ 
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deux circonf~rences C et C' et qui ~ rint~rieur de S satisfait ~ ]'~quation 
(volt ]a fin du ch. II) lin~aire 

O~v ' ~'v' O'v' 

En remar'quant que la courbure de la surface reprgsentde par v' est, 
en gdndral, n~gative (l'ensemble des points ~ eourbure ndgative est partou~; 
dense), on voit que le plan tangent ~ la surface en un point du bord 
extgrieur (qui se projette sur C,) horizontal devra, ou bien ~tre horizontal, 
ou bien rencontrer le bord intdrieur (qui se projette sur C'); done, du moment; 
qu'on connalt le maximum de In'l, on en dgduit immgdiatement le maxi- 
mum de l'inelinaison du plan tangent sur le contour, ou, ce qui revien~ 
au m~me, on ddtermine un nombre L tel que 

lOv" ~[<L. 
Or, en posant 

U'  ~-- ~f § V 1 

on constate que v~ s'annule sur les deux eirconfdrences C et C' et satis- 
fait ~ l'inggalitg 

O~v I ~Sv~ ~ O~vl 

De sorie que v i n'a pas de maximum dans la rggion eonsldgrde, c'est 
dire qu'il ne devieat jamais positif; il en rgsulte que sur le contour C 

_~v~ ~ O. 
Done, 

3u ~RN ~'--:' ~ - L ,  :> - -  L - -  

~z~ ~ ~ + ~  

sur le contour C. 

Par un raisonuement tout ~ fair semblable on obtient au moyen du 
changemelat de fonction d~fini par la formule 

zl ~ - -  M - -  a + a log  

tree borne _positive de ~-~. 

�9 . ~ ,  ~ , ~  
La limite supene~e de O~ ----- ~ ~tmat ainsi d~ermin~e sur 

le eonto~,  on d~dui~ imm~diatement de l'~quation (2) une limite sup~rieuro 

de ~--~.~'~ Du moment que routes les d~riv~es secondes ont des :~lmites 
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supdrieures connues sur le contour, on trouve aussi les limites supdrieures 
de w e t  w', d'ofi rdsultent, enfin, des limites supgrieures gdndrales (sur 
le contour C comme ~ son intdrieur) des modules des ddriv~es seeondes. 

w 17. 

La m~me m~hode permet de limiter sup6rieurement les modules de 
routes les ddrivdes suecessives. 

Supposons, en effet, que M soit la limite supgrieure des modules 
de routes les dgrivges de la solution z jusqu'~ l'ordre n inclusivement; 
proposons nous de limiter alors les modules des dgriv~es d'ordre n + 1. 

Ayant posg d'une fa~on generale ~,~ = ~xm~y~ , cherchons duns 

r but des limites supgrieures des maxima des expressions 

w~,~ = e~(~,l+~0e ~'(~k,~+~0 [Az~+l,~ + 2B~,+1,~$k,t+l-{-C~,~+I], 

eft ~, ~ sont des cutlers quelconques, tels que k + 1 ~-n  > 1. 
En diffgren~iant l'gquation (3) k lois par rapport ~ x, 1 fois par 

rapport ~ y, nous obtenons une gquation de la forme suivante 

+ ~ ~ ~-~-~- + ~ - -o ,  

dont les coefficients sont des fonctions donn~es de x, y, z et des d~riv~es 
par~ietles de z d'ordre non supgrieur s n. En remarquan~ d'ailleurs que 

~ z~., ~ ~z~,~ 
~z~,~_~ ~z~_~,~ s'expriment lin~airement au moyen de ~x ' ~y , on 

peat faire ~ ~ ~ ~ 0; on aura done l'dquation plus simple 

~z~,~ ~z~,~ ~z~,~ ~z~,~ ~z~,, 
A_~v_ + 2B o ~  + e - ~ +  ~ - - ~  + ~,-~9-+ G=0 .  

On voit bien alors qu'on aura qu'~. refaire le raisonnement fair plus 
haut, en introduisan~ la fonction auxiliaire u d~finie par l'dgalitd 

z~,~ ~ --  M + log log u. 

Le raisonnement est d'ailleurs simplifid ~ cause de l'absonee de ~ermes 

~z~,~ ~'~ ( k + l ~ n ~ 2 ) ,  ce qui permet de prendre du second degr~ en - ~  , ~y 
a priori a ~ 1. On verra ainsi que la fonction w~,~ au point, off cUe 
est maxima ne peut dgpasser un certain nombre fix~ d'avance IV~,~. Pour 
avoir une limits supgrieure de w~,~ en un point quelconque du cercle~ fl 
nous suffira ~ prSsent de dg~erminer cette limite pour un point de son 
contour seulement. A_ cet effet, il suffira de diffgrenfier r~quation (3) 
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~nz 
n lois par rappor~ ~ 0, ce qui donners, en posant z . ~ 0 - ~ - ,  une  

dquation de la forme 

laquelle on pourra appliquer la red,bode des fonetions auxiliaires s u r  
le contour 0. On trouvera ainsi une limite sup6rieure de 

sur la cireonf~rence; en tenant compte ensui~e de l'dquation obtenue en  
diffdrentian~ rdquation (3) n -  1 lois par rapport ~ 0 on trouvera immd- 

I , ~ n  + 1Fr 
diatemen~ la limite supeneure de ~ ; et de proehe en proehe, en  

considgr~n~ routes les ~qua~ions ddduites de l'6quation (3) pax n -  1 
diffgrentia~ions, on obtiendra des limites sup6rieures des modules de tou~es 
les ddrivges de z d'ordre n A-1 sur la eireonfdrenee C. La limi~e 
supSrienre de %,~ en rdsultera, et, par eonsdquent, on connaitra finale- 
ment des limites supdrieures des modules de routes les ddrivdes de z d'ordre 
n + 1 sur la circonfdrence C aussi bien qu'd son intdrieur. 

w 18. 

Nous arrivons ainsi aux th~or~mes: 
Th~or~me A. Etant donnde une d~uation du type elliptique 

(3 bi~) A r  + 2Bs  + Ct  ~ O, 

o~ A,  B,  C sont des fonctions ana~ytiques d~ x, y, ~ ,  ~, le 19robl~me de 
3)ixictdet pour cette dquation est toujouxs 19ossib~e*). 

Thgorhme B. Le l~robl~me de J)irichlet est $ossible ~our l'dquation 

(3') A r  + 2Bs  + Ct = ~D ( A C - - B ~ > 0 )  

clans laquelle 0 < ~ < % ,  avec certaines donndes sser un contour ddtermind, 
si~ en admettant l'existenee de la solution, on peut limiter supdrieurement son 
module, ainsi que eeux de ses ddrivdes premieres, ~uel que soit le hombre A 
compris enbre 0 et %. 

Le premier de ees thgorgmes r&alte de la remarque que la solution 
d'une gqua~ion du type elliptique de la forme 

*) Daus cet dnoncd comme dans les suivants je n'indique pus les restrictions 
plus ou moins-gr~ndes qu'on dolt faire sur la nature des contours. Je remarquerai 
que, si on ne veut pas av~neer au-del& de ce q&on a 4crooner6, il faut sousentendre 
que toubes les donnges sont analy~iques. 
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n'a pas de maximum, et d'autre part que l'ensemble des points~ off sa 
courbure est nggative est partout dense, de sor~e que les plans tangents, 

la surface repr~sentge par [a solution rencontrent le bord de la sur- 
face au moins en trois points distincts ou eonfondus; l'inclinaison maxima 
e'est-s la limite supdrieure de tP{ e~ I~1 peut done ~tre indiqage a 
priori. On pourra don% eu vertu du rgsultat prdegdent limiter lea 
modules de routes les d6riv6es suecessives. Mais d'autre part l'6quation 
(3 his) peut ~tre obtenue en faisant ~ ~ 1 dans l'~quation 

[1 n u a ( A - -  1)Jr -}- 2aBs -F [1 -}- e ( 0 -  1)] = 0 

qui pour a = 0  se r~duit ~ une ~quatiou de Laplace, et pour 0 ~ a ~ l  
est toujours du type elliptique pourvu qu'on suppose (ee qu'on peut faire 
sans res~eindre la g~n6ralit~) que A > 1, C > 1. 

Le second th6or~me est manifestement une consgquence du premier. 
Un grand nombre d'gquations rentre duns le type 3 bi~. Telles sont~ en 
par~iculier, los 6quations auxquelles satisfont lea fonetions qui rendent 
minima les int6grales doubles 

f f  dy. 
Parmi ceUe-ci, il faut indiquer en premiere ligne l'gquation des surfaces 
,ninima, qui a fair l'objet de plusieures m~morables ~ravaux. 

w 19. 

Comme application du second th6or~me, nous pouvons indiquer une 
nouvelle elasse d'6quations pour lesquelles le probl~me de Dirichlet est 
ggalement toujours possible. 

Th~or~me.  Si duns l'dquation (3'), D est au plus d.u second degrd 
B~ B~ 

t~ar rap_port d ~, q, tanclis que A -- -U-' C - - ~  et D~' o~t une limite 

infdrieure l~ositive, re 10robl~me de 1)irichlet est toujours ~vos~ib~e. 
Pour Ie voir, il suffit d~indiquer a priori des limites supgrieures de 

Izl, IPl, Iql. Dana ce but mettons notre 6quation sous la forme 

Ar  + 2Bs + Ct ---- 2[D(x, y, O, O, O) + zD~(x, y, Oz, 0~, 0~) 

-]-10D,'(x, y, Oz, 010, Oq) "-I- qD[ (x, y, 0~, 010, Oq)], 

avee 0 < 0 < 1 .  
Nous voyons alors que, si I zl atteint quelque part son maximum, 

auquel eas le premier membre est n~gatif ou nul et 1o ~ ~ ~-O, on aura 
en ce point 

D(x, y, O, O, O) + zD~'(x, y, Oz, Op, Oq) -< O. 
M Done, le maximum de I~I es~ inNrieur ~ - ~  ~ n off M es~ le maximum 

du IDt e~ 2V la limite infgrieure de D,'. 
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I1 nous reste encore ~ ~sblir des limi~es sup6rieures de Iiol, t ql- 
Nous appliquerons de nouveau le proc~d~ des fonctions a~xiliaires en 
nous appuyant uniquement sur la croissance de D. 

En effet, posons pour fixer les id~es~ 

D-~ ap ~ + 2b~q + cq 2 + 2dp § 2eq + f ,  

a, b, c, d, e, f ~tan~ des fone~ions donndes de x~ y, z. Nous pouvons 
supposer que z = 0 sur Ia cireonfgrence C. En faisant le changemen~ de 
fonction 

= - -  n - -  e + a l o g u  

on trouvera l'gqualion suivanie ~ laqueUe satisfait u: 

+ - d  \ ~ /  + 2 b  -~ + c \ ~ / . ] + 2 d ~ + 2 e - ~ - i - f ~ = Q .  

.B ~ .B t 
Puisque les fonctious A - - - ~ ,  C - - X  on~ une limite infgrieure posi- 

tive, quels que soient 2 ,  ~/, il ~uffit d'introduire un facteur numgrique 
B' B' eonvenab]e pour avoir A---ff > I~ C---~-> I. D'autre par~ il 

existera certainement un nombre M~ tel que 

~u ~u 
1 .. Les termes du second degr6 en 8x '  Oy Cela 6tan~, raisons a = I~M 

de Q formeront dans ces conditions uue forme quadratique ddfinie. En 
effet~ son discriminant est 6gal h 

,~ _. a,C,--.B~' 

si on pose 

Donc, en remarquan~ que 

1 I~-xI<~, I~-BI<~, l~,-CI<~, 
on recommit facilemen~ que 

- -  a ( A C  B~). 5 ~ ( A C - - B ~ ) > ( A , C , - - B , ' ) >  V 

On voi~ ainsi que 

�9 __  + 12Mlf,j~] 

< ~1~1 (a,~,+ e,~,, ~2,q :~7#' + 6 ~ l f i )  < 41u} (e' + ~ +  ~,MI f]) < .y, 
off N est un hombre bien d~ermin& 
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done 
Dq"  - -  D ~ q  D ~  t 

Formons ensuite Fexpression K~ qui dolt gtre ngga~ive~ 

+ A(~~+~D + "zBs(; + t) + c (~+t  ~) 
D ~ OD OD 

= + + + + < o. 

On volt bien que, pour des valeurs ussez grandes de (.p, q), K ne 
saurai~ ~re nggatif, pourvu seulement que les termes du second degr~ 

3D 
en D et ~ -  ne soient pas nuls en m6me temps tandis que ceux do 

31) 31) ne sent pus nuls. 
Ox ' ~y 

Comme exemple considgrons le problems suivant: 
l~Iener par un contour analytique donnd une surface dent la courbure 

moyenne est en chaque point proportionnelle d la lwojection de la hauteur 

sur la normale. 
L'4quation des surfaces jouissant de la proprigt6 indiqu4e a la forms 

(1 +q~)r -- 2pqs + (1 +p~)t  -~ z(1 +.p~ + q~). 

Ells rentre bien duns le type qu'on vient d'~udier; le probl~me propos6 
admet donc toujours une solution. 

Mathema~ische Annalon. LXIX. 9 

Comme an w 16, on tire de 1~ une limRe supgrieure de 3z 0 ~ s u r  

le contour, et de la m~ms fa~on, par le changement de reaction 

1 
z ~ -- n - -  a + a log  x- -u '  ' 

Ox 
on h'ouve une limits supgrieure de + ~ .  

Pour avoir des limites sup6rieures des modules des d6riv6es premieres 
h Fintgrieur du cercle, le plus simple est de procgder de la fapon suivante 
(quoiqu'on luisse ainsi de cotg le cas exceptionnel off les coefficients des 
termes du second degrg d@endent de x e t y  sans dgpendre de ~). 

Considgrons l'expression p~ + q2 ~ w. Supposons qu'elle atteint son 
maximum ell un point M. On aura en ce point 

1 0 w  --_-pr + qs == O, 
2 0 x  

1 0 w  ps  + qt -~ O, 

A r  + 2 B s  + Ct = D; 
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w 20. 

Examinons maintenant le eas gdndral de l'6quation du type elliptique. 
Ce cas ne se distingue du cas pqxticulier (3) que nous avons eludid que p a r  
te fair qu'~ la connaissance des limites su10&ieures des modules des ddrivdes 
premi6res il faut ajouter celle des ddrivdes secondes pour ~ouvoir limiter les 
modules de routes les ddrivdes successives. 

En effet, soit M la limite supdrieure des modules de z et de ses 
dgrivdes des deux premiers ordres. Si nous diffdrentions l'gquation (2) 
par rapport ~ x~ nous obtenons l'6quation 

/ r / 0 , p  ~ ,  ~,p ~,p , ~p , ~p , 

qui consid~r~e eomme une ~quation ~ ]aquelle doit satisfaire la fonction iv, 
a la forme 

~p bp (quant~ off A, 2, C~/) sont des s eonnues de x~ y, z, p, ~x ~ Oy, q 

t, il s'exprime au moyeu de ces quantit6s en vertu de l'dquation (2) 
duns laquelle /7't" + 0). En diffdrentiant encore une lois par rapport ~ x 
n o u s  a u r o n s  

Or Or 
+ 2 d  ~--~ + 2e U~ --f f, 

o~ A ,  B, C, a, b, c, d, e, f sont des fonctions analytiques connues de 
x, y~ z, ~v, q, r, s. 

L'gqua~ion (36 TM) peut ~tre traitge de la m~me fagou que l'~quation 
(36): on trouvera sans peine une limite supgrieure du maximum de 
l'expression 

r §  r - ~ M  

w---- ~ e " e ~" A ~j~ -t- 2 B  ~ + C kOy/ j ~ 

off a e s t  un nombre d6terming. 
On ~rouvera de m~me une limite supdrieure du maximum de l'ex- 

pression 
t4-M t4-2d" 

w ~ = ~ e  ~ ~ e ~~ [ i t ~ )  + 2 / ~ ( ~ ) ( ~ ) +  ,a~/J 

Fintdrieur du contour. 

Pour avoir des Iimites supgrieures des modules de routes les ddrivges 
troisi~mes, il suffit maintenant de trouver des limites supgrieures de w 
et w~ sur le contour. 
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Dans ce bu~ nous diffdrentions l'dquation (2) deux lois par rappor~ 

0. E n  p o s a n t  z 2 = ~ - ~ ,  nous  avons alors 

+ P d ' -g~ + 2e'-~-j + f',  

r �9 �9 t t r off A , B ' ,  C,  a ,  b, e, d', e, f '  son~ des fonetions connues bornges de 
x, y, z, p, q, r, s, t ~ l'intdrienr de la couronne S comprise entre les circon- 

f6rences C de rayon /~ et C' de rayon /V =y,/~ ~t off " A ' C ' - - ~ ' ~ > O ;  

on peut done appliquer sans modifications le raisonnement du w 16. 
Apr~s avoir limitg de cette fagon les modules des dgrivges troisi~mes, 

on limite, de proche en proche, les modules des ddrivdes successives, 
comme an w 17, car, ~ partir de la troisibme diffdrentiation, les gquations 
qui rgsnlteat de l'dquation (2) no se distinguen~ e n r i e n  de celles qui 
rdsultent de l'dquation (3). 

Ainsi se trouve ddmontrge l'exactitude du thdorbme suivant: 
T h d o r ~ m e  C. Etant  donnde une dquation analytique d~ tyTe elliptique 

(3) F(r ,  s, q, y, = o, 
oh t z /_F~ '~  O, le problOme de Dirichlet avec des donndes determindes sur 
un  contour ddtermind sera possible pour route valeur de a comprise entre 
a o e t  az, si on salt que le Troblkme est Tossible pour a -~ % et st, en ad- 
metta~t a priori l'exislence de la so~u~;on, on 2eut 16niter" supgrieurement 
a priori  au ~noyen des donndes sur le contour les modules de z et de ses 
ddrivdes des deux premiers ordxes. 

Pour ee qui concerne les applications de ce thdor~me je me bornerai 
renvoyer ?t men Ouvrage russe plusieurs lois tit6, et aussi ~ un article 

qui paraitra prochainemen~ dans les ,,tknn. So. de l'Ecole Normale Sup." 
Je tiens plutSt ~ conserver ~ ce mdmoire son caractbre g@ndral et ~ le 
terminer par quelques remarques gdndrales. 

IV. 

C o n c l u s i o n s  g6n6rales. 

w 21. 

L'analyse qui prdcbde nous conduit ~ faire une distinction importance 
entre les solutions du problbme de Dirichlet. On se rappelle que par la 
ddfinition m6me de ce problbme*)~ les solutions son~ continues ~ ~'intdrieur 

*) ,,Sur la g~ndralisation du probl~me de Dirichlet", Math. Ann. 62, page 258. 
9* 
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du contour C ainsi que leurs dgrivdes des deux premiers ordres; ces der- 
nitres peuvent pourtant ne pus exister sur le contour lui-m~me, ou du 
moins ne pus ~tre bornges sur le contour et duns son voisinage. Si ce 
cas se produR, nous dirons que la solution est irrdguli~re sur le contour C; 
au contraire, elle sera rdguli~re sur te contour C dans le cas off ses 
d6riv6es des deux premiers ordres seront borndes sur le contour comme 

son intgrieur. Pour abrgger, nous omettrons souvent, lorsqu'aucune 
confusion ne sera possible, les mo~s ,sur le contour C"; d'autre part, 
pour fixer les iddes, nous supposerons dans la suite le contour C circulaire 
et les donndes sur le contour analytiques. 

I1 est clair que n~)tre mdthode n'est directement applicable que duns 
le cas off la solution cherchde est rgguli~re. 

Je remarquerai, en passaut, que routes les lois off cette mgthode est 
applicable, on peu~ affirmer, d'apr~s ce qui prgc~de, que la solution qu'elle 
donne est analytique sans faire appel d l'hypoth~se de l'existence des ddri- 
vges troisi~mes, que j'ai gtd obligg d'adme~tre duns mon mgmoire , S u r  la 
nature analytique des solutions etc." I1 y ~urait intgr6t ?~ se ddbarrasser 
de cette restriction duns le cas ggndral; on y parviendra, je pense, en 
peffectionnant encore en quelques points la mdthode exposde. Quoi qu'il  
en soit, et m~me si des so].utions non ana.lytiques ayant des ddrivdes 
continues des deux premiers ordres (ce qui est peu probable) pouvaient 
exister pour certaines 6quations, nous les laisserons de c6tg duns ce qui 
va suivre, 

Le point important ~ signaler est qne, rdciproquement, routes lee 
lois qu'un ~robl~me partiealier de Dirichlet admet une solution rdguli~re, 
son dxistence peat ~tre prouvde par notre mdthode qui donne en m~me temps  
un moyen pour la calculer. 

D'une fagon plus prgcise, je dis que, si ]'dquation 

�9 o, (F/Fo'=<0,  F /  F /  -- > 0) 

admet une solution rgguli~re du prob~me de Dirichlet avec des donnges 
particuli~res sur le contour, ~7 est toujours ~ossible d'introduire dans l'dquation 
un param~tre a (d'une infinitd de fagons diffdrentes), de telle sorte que~ 
pour a =  O, la :possibilitd du l~'obl~me soit dvidente, loour a infdrieur ou 
dgal ~ 1 on puisse indi~uer des limites supdrieures des modules des dgrivges 
des deux premiers ordres, et que ~our o:-~ 1, l'dquation se rdduise d I'dqua- 
tion donnde. 

w 22. 

Examinons d'abord les gquations qni n'admettent que des solutions 
rgguli~res, telles d'ailleurs que, du moment qu'elles existent~ la l imi te  
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supdrieure des modules de leurs derivdes des deux premiers ordres soit une 
fonction bornge de / /  et K, off _R est le rayon du cercle G, n! K ~ ~tant 
la limite sup6rieure du module de la d~rivde d'ordre n (pour route valeur 
de n) de la fonction de l'arc ~ luquelle la solution se rgduit sur le 
contour. Nous appellerons de telles gquations dquations rdguli~res. II est 
aisg de voir que le probl~me de 1)irichlet pour une dquation rdgulikre est 
toujours possible. 

En effet, en appliquant les principes exposds duns ce travail, on pent 
ddmontrer la ggndralisation suivante d'une proposition bien connue de 
de ~[. Sehwarz: Une so~tion du 2robl~me de I)irich~et rdgu~,i~re (sur la 
circonfdrence C de rayon 1~, o4 elle se rdduit dune  fonction a~alytique de 
l'arc) pent ~tre prolongde analytiquement d l'extdrieur de la circon#drence, 
au moths jusqu'd~ une circonfdrence C 1 de rayon 2h, tel que l'inverse de la 
diffdrence B a -  ~ soit une fonction bornde de R,  K (volt plus haut la 
signification de K) et des limites supdrieures des modules des ddrivdes des 
deux premiers ordres de la solution (dans le cas des dquations rggulibres 
ces dernibres sont elles-m6mes, par dgfinition, des fonctions bornges de 

et K). 
D'autre part, il rgsu]te du lemme fondamental (w 14) que, si une 

~quation rdgulibre udmet une solution du problbme de Dirichlet pour 
des donndcs partieuli~res sur la circonf6rence C, elle udmettra dgalement 
une solution, quelle que soit la fonction (analytique) donnde sur cette 
circonf~rence. Or, choisissant une eirconfgrenee ~ de rayon ~ suffisamment 
petit, on est certain qu'il existe uu moins une fonction donnde sur ce 
contour, pour Iuquelle le problbme de Dirichlet est possible. En vertu 
de la derni~re remarque~ le problbme de Dirichlet sera possible, quelle 
clue soit la fonction donn~e sur cette circonfgrence. Mats, ~ cause de la 
proposition rappelge plus haut, en prenant la solution qui s'unnule sur 
la circonf6rence ~ on est certain qu~on pourra la prolonger au del~ d'une 
circonfgrence ~l de rayon ~ ~ ~l- En raisonnant de la m~me manibre 
sur la circonfgrence ~l, on verra que le problbme de Dirichlet est toujours 
possible sur cette circonf6renee, et ensuite sur la circonfgrence ~ de 
rayon ~ ~-~i @ ~-  On arrivera ainsi de proche en proehe ~ dgmon~rer 
la possibilitd du probl~me sur un cercle quelconque de rayon tint, ear la 
diffgrence des rayons de deux cercles consdcutifs ne tend jamais vers z~ro. 

I1 y a lieu de remarquer ques i  on ne fair pas d'hypothbse sp~ciule 
sur la nature de la rgguluritd des solutions, s'Jl existe une gquution don~ 
routes les solutions sont rgguhbres sans que leur rggularitd puisse ~tre 
mise en evidence par une fonction bornge des dldments indiqugs plus 
haut, le probl~me de Dirichlet pour une telle gquation (pseudordguli~re) 

ne sera pus toujours possible. 
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En d'autres termes~ si re ~robl~me de Dirichlet pour une certaine 
dquation est toujours possible, et que sa solution soit toujours rgguli~re, on 
pent affirmer que l'dquation est rc;guli~re (suivant la ddfinition donnde). 
Toutes ces dquations peuvent donc ~tre ddcou~ertes par notre mdthode. I1 
faut ajouter pourtan~ qu'il n'est nullement 4vident a priori qu'il n'existe 
pas d'dquations pour lesquelles le probl~me est 6galement toujours possible, 
vnais qui admetten~ quelquefois des solutions irrdguli~res; il est probable 
qn'il n'y en a pas, mats je n'en poss~de de dgmonsh-ation rigoureuse que 
dans le cas de l'6quation (1). 

Quoi qu'il en self, 6rant donnde une dquation d~termin6e du type 
eUip~ique, nous sommes en dtat, d'apr~s ce qui precede, de reconnaitre, 
si elle admet toujours une solution rdguli~re~ ou non, c'es~-~-dire de 
reconnaitre, si elle est rdguli~'e ou non. I1 est na~urel de lui donner dans 
le second cas le nora d'dquation irrdguliOre. 

Nous avons renoontrd dans ce travail plusieurs types d'dquations 
rdguli~res i par exemple, l'dquation des surfaces minima et l'dqnation 

(1 + q2) r  --  2:pqs 4- (1 +p~) t = ~(1 ~-p~q- q~); 

il est facile de v6rifier que Fdquation 

(1 ~-q2)r -- 2 p q s  q- (1 +p~) t =/~-~ q- q~, 

quoique ne remplissant pas routes les conditions du thdor~me du w 19 
est aussi rdguli~re. Par centre, e~ je tiens ?~ souligner ce fai~ que j'ai 
laiss6 dans l'ombre dans la premiere pattie de ce travail (Math. Ann. 62, 
page 264), dans le cas off la ddrivge du second membre D , ' =  0, on 
n'a pas toujours une gquat~ion rgguli~re.*) Ainsi, par exemple, l'6quation 

r + t = ( ~  + y~ -- 2) @~ + ~ )  -- 4 

est pseudordguli~re. Pour eette dquation le probl~me de Dirichlet n'est 
pas toujours possible; mais, lorsqu'il est possible, sa solution est n6cessai- 
rement rdguli~re. On so rend compte facilement que le probl~me 
l'int6rieur d'un eercle ayant le centre ~ l'origine est possible, si le rayon 
du cercle est infdrieur d 1; imloossible, si le rayon est supdrieur ou dgal 
(i 1. L'exemple d'une dquation irreguli~re hens sera fourni par F6quation 
des surfaces ?~ eourbure moyenne constante 

3 

(1 + q~) r -- 2~qs  + (1 +p*) t = (1 +p* + q~)~. 

En effe~, on v6rifie facilement que 

z ----- -- ]/4 -- x ~--  y~ 

*) Volt les pages 90 e~ 127 411 prgsen~ ~ravail. La classe des ~qua~ions rdguli~res 
de la forme ($) est d'ailleurs ~ ~r~s peu pros gpuis~e par le ~h~or~me de la page 127. 
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eSt ]a solution de cetts dqua~ion qui s'annu]e sur la circonfdr~nce C de 
rayon 2; la ddrivde normale sur le contour dtant ins on volt que la 
solution consid~rde est irrdgul~e. On vdrffie sans peine, sur cet exemple, 
et c~est l~ un fair gdndral, clue la solution irrdguli~re est un cas //mite 
qui partage los can off le probl~me est rJgulibrement possible (solution 
s'annulant sur un cercle de rayon infdrieur ~ 2) de ceux off le probl~me 
est imTossible (st le rayon du cerele est supdrieu( ~ 2). 

I1 nous res~e ~ monster encore que m~me pour une dciuatioa irrd- 
guli~re notre m~thode, con~enablement appliquge~ permet d~ns chaque 
cas particulier de reconnaitre, s i le  problbme de Dirichlet avec des donndes 
ddterminges admet ou non une solution rdgulibre. 

En effet~ s i l e  problhme de Dirichlet admet une solution rdgulibre 
d~termin6% sos d~rivdes des deux premiers ordres sont bornges, par 
ddfinition; il dolt done ~tre possible d~en indiquer des limites supdrieures; 
si on pouvait affirmer que de telles limites ne peuvent pas ~tre trouvdes, 
cela prouverait qae le problbme est impossible. Mats, m~me quand ces 
l~mites supdrieures sont trouvdes~ et quoique ce soit le plus souvent L~ 
seule condition essentie]_le, l'existence de ]a solution n'est pas encore 
assurde. S'il n'est pan possible d'introduire le parambtre r comme rexige 
notre thdor~me C (w 20), la solution n'existe pas; car, si elle existait, 
il serait manifestement possible d'y arriver, en par~an~ d'une solution 
rggulibre queleonque dans le voisinage de Forigine et en passaut par des 
solutions uniform~ment rggulibres~ au moyen de la variation continue*) 
d'un paramhtre a. 

En rgsum~, en se bornant aux solutions rdguli&es ou pout compldter 
te ~h~orbme du w 20 at ~ui donner ta forme suivan~e. 

T h d o r b me. Etant donnde l'd~uation ana~ytiq~e 

(2) F(r ,  s, t, q, , ,  x, --- o 

du ~jpe elliptiffue, Ia condition ndcessaire et s~ffisante pour guy cette dquation 
admette une solution reguli~re d'un probl~me particulier de Dixichlet~ est 
qu'il soit ])ossible c~introduire dans t'dquation (ou clans los donnges sur 
le contour) un param~tre a de telle sorte: que, pour ~ ~ O, on air and 
solution dvidente; pour ~ infdrieur ou dgal d 1 on puisse indiquer a 
~r~ori des timites xu~drieures t ~  modules ~es ddrixdes cles de~x premiers 
ordres de la solution, et que pour a ~ 1, l'dquation se rdduise d l~guation 

donnde. **) 

*) Je n'ai pan ~ insister sur la transformation dvidente par laquelle on peut fairr 
passer le parambtre finns l'6quation. 

**) I1 est inur de rappele~ comment dolt ~re simplifid l'enoncg si l'dclu~tion 
(2) se rdduit ~ 1~ f~rme (3). 
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On pourrait donner une proposition analogue relative aux solutions 
~rrd#uli~res. I1 snfQrai~ de remarquer que ces solutions peuvent toujours 
~tre consid6r6es commes des limites de solutions rdguli~res. 

J'ajouterai que le cas g6n6ral o~ l'on n'a pas n6cessairement F~' ~ ' , ' ~  0, 
peut ~tre trait6 par la m~me m6thode; quoique les rdsultats deviennent 
un peu moths simples. 

On voit que l'application des principes exposds duns ce travail ouvre 
un large champ de recherches: parmi elles~ e~ en premiere ligne, je 
dots signaler l'6tude des probl~mes avec des donn6es sur le contour 
autres que celles de Dirichlet. 


