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Sur la généralisation du probleme de Dirichlet.
(Deuxidme partie.)
Par

Seree Berxstem & Charkow (Russie).

Dans la premiére partie de ce mémoire qui a paru il y a quatre ans¥)
Jai développé ume méthode générale pour la résolution du probleme de
Dirichlet que jai appliquée aux équations de la forme

(1) 9’+t=f(x)?/; Z;p’Q)'

Avjourd'hui je me propose d'appliquer la méme méthode a l'étude de
I'équation du type elliptique la plus générale.**) Lors de la publication du
premier article, ma méthode était loin d’dtre mise sous sa forme défini-
tive, et je n'aurais certainement pas attiré l'attention du public mathé-
matique sur mes recherches & peine commencées, si je n'avais pas prévu
la nécessité de les abandonner pour un laps de temps considérable.

Dans ces conditions, il m'a para utile de reprendre et de préciser
certains points déja traités dans l'article cité, pour bien mettre en lumidre
les principes fondamentaux de la théorie, tels qu'ils apparaissent actuelle-
ment. C'est ce que je ferai dans le premier chapitre.

Dans le deuxitme chapitre jentreprends l'étude approfondie des
équations linéaires du type elliptique non réduites qui sert de base &
la théorie générale.

Dans le troisitme chapitre jaborde le probleme de Dirichlet dans
toute sa généralité.

Et enfin, le dernier chapitre est consacré aux conclusions générales.

*) Mathematische Annalen 62.

**) Je viens de consacrer & cette étude un mémoire en langue russe qui a paru
dans le t. XI des Communications de la Société Mathématigue de Charkow. Ce sont
les principaux résulfats de ce memoire que j'ai surbout en vue de reproduire ici.
Voir aussi Comptes Rendus 13 Mai 1907.
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L
Nouvelle étude de Iéquation » 4 t=7(x, y, 2, P, q).

§ 1.

Jai démontré dans le premier chapitre de larticle®) cité le lemme
suivant:

Lemme. Soit z une solution de Uéguation

iz g Dz 0

o o+ o= v 5 5) (#=29)
dont les dérivées premiéres admettent des modules trigonoméiriques finis d
Pintériewr d’un cercle C. Soit d’autre part une fonction @(6) dont la dé-
rivée premiere admet wn développement trigonometrique absolument convergent.
On peut dams ces conditions déterminer un nombre o tel que, powr |&| <,
Véguation (1) admette une solution w dont les dérivées premiéres ont leurs
modules trigonométriques™) finis, et qui, sur la circonférence C, se réduit
d &+ cg(0).

Ce lemme réduit comme je I'ai montré i endroit cité la question de la
possibilité du probleme de Dirichlet & celle du prolongement analytique.

On admet a priori P'existence dune solution z satisfaisant aux con-
ditions du lemme. **¥) Soit @,(0) la fonction de I'angle & laquelle elle se
réduit sur le contour; soit d’autre part ®(6) Vensemble de valeurs que la
golution cherchée est assujettie & prendre sur le méme contour. Nous
supposerons de plus que ces deux fonctions ¢,(0) et ®(§) admettent des
dérivées bornées des quatre premiers ordres. Posons alors

F(0, &) = gy (6) + [®(0) — o (6)]-

Il résulte du lemme énoncé que pour |¢| suffisamment petit, |¢] < e,
il existe une solution du probléme de Dirichlet se réduisant & F(8, ¢)
sur la circonférence. En prenant alors une valeur déterminée & — ¢ < ¢,
on pourra appliquer de nouveau notre lemme, et ainsi de suite autant
de fois qu'on voudra. Seulement en procédant de cette fagon, on n'est
nullement certain que les domaines de validié du lemme n'iront pas en
diminuant indéfiniment, de sorte que méme en lappliquant une infinité

*) Math. Arnn. t. 62. On trouvera une démonstration plus compldte dans mon
mémoire russe, ot la rédaction de I'énoncé du lemme est un peuw différente.
**) Voir pour cette notation mon mémoire des Math. Ann, 62, on bien p. 106 du
présent travail.
*# Je tiens & rappeller que les conditions du lemme entrainent comme conséquence
la nature analytique de la solution 7. (Voir ,,Sur la nature analytique ete.* Chap. I,
Math, Ann. §. 59.)
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de fois, on ne pourra pas dépasser une valeur singuliere déterminée &;
c’est d'ailleurs ce qui aura lien en général. Au contraire, si quel que
soit & (dans un certain intervalle, par exemple, sur le segment 01),
on peut fixer a priori une limite inférieure du domaine de validité du
lemme, ou plus exactement, une limite inférieure du nombre « (rayon
de convergence) qui intervient dans le lemme, on arrivera & une valeur
quelconque & (de lintervalle) en appliquant notre lemme un nombre
fini de fois. Pour établir la possibilité du probleme de Dirichlet, lorsque
la solution doit se réduire & ¢(6) = F(0,1) sur la circonférence, il
suffit donc d’indiquer une limite inférieure du nombre & quel que soit &
sur le segment O1. Or, il résulte du raisonnement par lequel notre
lemme a 6t6 établi que pour une équation donnée la limite inférieure de
o depend uniquement des limites supérieures des modules trigonométriques
ox\r’ 0y|r
En nous bornant pour le moment & établir des conditions suffisantes pour
la possibilité du probléme de Dirichlet, nous voyons que la question se
ramene d lo recherche des équations pour lesquelles onm peut, a priori, au
moyen des donndes sur le contour, limiter supérieurement les modules trigono-
métriques en question. Dans D'article cité nous avons montré que ceci est
possible pour les équations (1) on f(x, v, 2, p, q) est un polynome du second
degré par rapport ¢ p, ¢ (ou plus généralement, si f ne croit pas
plus vite que les deuxitmes puissances de p, ¢, lorsque ces quantités
deviennent infinies).

de la solution considérée et de ses derivées premieres |2|z,

§ 2.

Comme la démonstration de ce résultat était insuffisante je veux la
reprendre par une nouvelle méthode & laquelle il est commode de donner
un nom spécial — methode des fonctions auxiliaires’ —, car nous surons
encore plusieurs fois l'occasion de Iappliquer.

Pour limiter supérieurement les modules trigonoméiriques de z et de
. .\ gz 0z . . .
ses dérivées premiéres 527 7y’ il suffira d’indiguer des limites supérieures

des modules ordinaires de z, %%, g—;, %, 9%2—-;7/ , gj—;,' La limite supérieure
de |2| d'obtient facilement, comme je I'ai montré & l'endroit cité sous la
condition que f; =0 (et de Iexistence d'une solution particulidre); nous
n'avons pas & y revenir. Passons & la limitation des modules des dérivées

premiéres.
Soit

r+i= f(x7 Y,2,0,9) =a p® + 26 pg+ 't 4+ 2d'p + 2dq+9,
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ou a,b,d,d, ¢, g sont des fonctions analytiques de z, y, #, V'équation
que nous envisageons.*)

Puisque nous supposons que sur la circonférence C, # se réduit, a
une fonction ¢(f) de Varc qui admet des dérivées des quatre premiers
ordres, la fonction harmonique H qui se confond avec elle sur la circon-
férence C aura des dérivées bornées des trois premiers ordres. Si done
nous posons

=272+ H,
la fonction Z s'annulera sur le contour et vérifiera une équation de
la forme

o'z | 0*Z 0Z\? 02\ (07 0Z\2 07 2Z

s T oy —olae) +20(50) () +e (@) HRagH e +o
=F(.’B, Y, Z7 %7 %)

ol a,b,¢,d, e g sont des fonctions analytiques de z, y, Z & lintérieur

de O, ayant des dérivées bornées des deux premiers ordres sur le con-

tour € comme & son intérieur.

Il est clair que nous aurons immédiatement une limite supérieure

de |pl, |g] sur la circonférence, du moment que nous saurons limiter

@)

s zZ P .
supérieurement \%5} (dérivée de Z suivant la normale sur le contour).

Dans ce but désignons par % la limite supérieure de |Z| et effectuons le
changement de fonction défini par la relation
L= —mn—a-+ alogu,
ol ¢ est un nombre positif qui sera déterminé dans un instant et u la
nouvelle fonction que nous allons étudier.
Il est essentiel de remarquer que la fonction % varie dans le méme

ntea
sens que Z depuls e jusqu'a e ©
De plus u vérifie 1'équation

T S T o G 2T oG]

du ou n
+2d3% +2. 2492 g,

puisque
0Z _ « du é’£=i@_ﬁ(ﬂ)”
cx u dx’ ox? w ox®  wi\dwx/’
9Z _ « 9w ?ié__.ﬁ@_i(@)z.
oy uw 9y’ oy w 0y  w\oy

* Il n’y aurait rien d’essentiel & ajouter au raisonnement qui va suivre, si on
admettait que d’, ¢/, ¢ dépendent aussi de p, ¢, pourvu que, pour p, q infinis, leurs
ordres de croissance solent énférieurs & 1. ’
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Soit M la limite supérieure de |al, ||, |¢|, qui nous est naturellement

Dans ces conditions, en identifiant & zéro

0w
"
coordonnées courantes d'un point dans le plan, tandis que x, y, # seront

des parametres dont dépendent les coefficients, nous avons I'égquation d’une
ellipse. En effet, en posant

n=t (g, i = (15,

nous voyons gue le discriminant

L
§M’
le second membre @ de I'équation (4) et considérant g

connue; et posons o =

comme leg

3
36— b > 0t
Il en résulte que le second membre @ de l'équation ne peut pour

~

aucunes valeurs de devemr infériewr 3 un nombre négatif — P.

2 ? 2
La géometrie analytique nous apprend & calculer ce nombre P; clest le
maximum de l’expressior;/
e* — 2D, de 4 e, d*

a e —b*

+ 8 Mgu.
On a done Q> — 2.
Par conséquent, si Von pose
P
w—— 5 @),

les dérivées secondes de u, satisfont & linégalité

82ul+8ul>0

oax?

et u, n'a pas de maximum & lintérieur de C. Mais puisque u, est con-
stant sur la circonférence C, on a donc sur cette circonférence

Dy
Te =0
Et par conséquent,
ou i
]—g —+5 PR
Dot enfin,
0Z _ « du - «PR
e wde=  nte
2¢ ¢

. , - " 5 Z
Ainsi nous avons trouvé la limite extréme négative de %;; en employant
le méme procédé mnous obtiendrons la limite supérieure positive. En

effet, posons

Z=—n—c+alogi—sm,
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ol #n et « conservent les significations de tout & I’heure. Dans ces con-

ditions, la nouvelle fonction " que nous introduisons varie dans le méme
Into

seng que Z depuis 1 —e=1a 1 —e © et vérifie I’équation

9% | 0% 1 0w'\2 0 u'\2

o~ — = s) +(3) ]

« ow 0w 0 w\2

+1—u'|: ( ) + 26 x Ty +c(ﬁ)]
=¢.
Nous déterminons, comme plus haut, la limite supérieure positive de @’

¢ < P.

+2d +2e

En posant ensuite
‘ ’ >
u=u1 +T(x2+y2)7

’ . .. o« I i 2e
nous voyons que u, me peut pas avoir de minimum & lintérieur-de C et
par conséquent

ou,’
20 =0
Do
au
ag P R,
et enfin
nta
o7 " Re
Je = e

o . - , . [0 Z . .
Nous avons ainsi trouvé la limite supérieure de |—8—9' sur la circonférence

C ef, par 14 méme, la limite supérieure de |p| et |g].

§ 3.
Il nous reste emcore & voir ce qui se passe & lintérieur du cercle.
Dans ce but nous faisons un nouveau changement de fonction. Posons

Z = —n + «log log u,

ou » a la signification de tout & l'heure et o sera fixé ultérieurement.

La fonetion u varie encore dans le méme sens que Z depuis ¢ jusqu'a
2n

e, Et puisque
0z « Qu %z o 2*u a(i—l—logu)()
= 2L e (2

oz wlogu oz’ 92 ulogu o=zt (u log u)?

0z o«  Ou 0%z « 0w cc(l—{—logu)(au)
dy wloguoy’ 0y® wlogu oy  (ulogw?® \Dy/ ?




88 Seree Bernstris.
w vérifie l’equatlon

B5) n+t= logu Rl + logu + ea) p*+ 2abp, g, + (1 +logu + wc) ¢,*]

log %
+2d171+2341+9uag =,
ol nous écrirons pour abréger p;, ¢,, 7y, t; 4 la place de
du ou Pu o
5_1:’ 2y’ oz’ oy®

Nous nous proposons de montrer que, si la fonction

2]
w=p+ ¢*= (p*+ )u og “

atteint son maximum en un point (2,y,) & Uintérieur de C, ce maximum

ne dépasse certainement pas un nombre fixe que nous pouvons determiner.
En effet, nous devons avoir au point (z,y,),

(6) Pyt 45 =0, pis+ ot =0

et aussi’

1
A= ( s + ) <0.
Mais, en tenant compte des relations (6) et de 'équation (5), on obtient
A=rpt 2+t (58 + 58) + o (55 + 5 7
06 0¢,
=’ +P, ¢ z T4 Q <0,
ot _.Q o9 .

9% ? By représentent les derwees partielles completes de @, par rap-

port & z, yy de sorte que

29 - 09) + (2.t (D) + (s,
29— 09) 1 (:9),+ () + ()1,

op
en désignant par (%%) s (—%Qf), (%%) efc. les dérivées de @, prises en
considérant z, y, u, p;, ¢, comme variables indépendantes.
Done, finalement:

=0 +p (5% +a(5Y) + o+ a0 (GR) = mit +u <0,

4% log u

ol & est un polynome du guatriéme degré en p;, gq,, dont les coefficients
tendent vers O avec «, et 1 est un polynome du froisiéme degré en p,, g,.

Attribuons maintenant & « une valeur déterminée suffisamnment petite
pour avoir

le] < 5wt
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Il en résultera que

2u210gu +n<

Done,
2n

e, 2n
0 W< 2y|utlogu < 2¢° T ¢ gl

Mais, puisque, aprés la détermination de «, on connait les limites des
modules des coefficients du polynome (du troisitme degré) %, Valgebre
élémentaire permet de déduire de l'inégalité (7) une limite supérieure de 10
au point (%yy,). Comme d’autre part, nous connaissons déja Ia limite su-

périeure de
z+n

2]loo? 1 2|e ©
w=(p2+q2)y——§§——z—&-=—&—,—e(

sur la circonférence C, nous voyons que la limite supérieure générale
de w et par suite aussi de |p| et |¢| en un point quelconque peut étre
indiquée a priori. Le ecalcul effectif de cette limite supérieure ne présente
pas d’'intérét au point de vue ol nous nous plagons.

§ 4
Les limites supérieures des modules de p et g une fois déterminées,
le méme procédé pourra étre appliqué pour limiter les modules des
dérivées secondes. D’ailleurs, il y a lieu de remarquer que nous n’aurons
plus & nous appuyer sur Ihypothése que f est du second degré par rap-
port & p, g
En effet, différentions DI'équation (1**) par rapport a @ et posons

%% = Z,. La fonction Z,, régulitre & l'intérieur de C, vérifiera 'équation
02, oF oF oF 0Z oF 2Z
ot =Y~ Rt AT J0Z T T 07 7
6y ox
oF aZ oF 0Z
t oz e oz oy
ox cy
car
22 22
‘T aZ,_I_ ds 97, 7.
ra Pz’ 66 ~ dx oy
. 0%, oz, _, )
Nous voyons, que quel que soit F (ou f), Friiem n’entrent qu'an

premier degré; nous pouvons done reproduire sans aucune modification le
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raisonnement du § 2 (en attribuant au nombre & n'importe quelle valeur,
02z
~ |Pe 06
sur le contour; d'od on tire sans peme (au moyen de 1'é quatmn 1)

par exemple o == 1), pour déterminer la limite supérieure de

une limite supérieure du module ( Tor| B0 la eirconférence C, et par con-

séquent aussi celles de toutes les denvees secondes de Z.

11 reste encore & limiter par le méme procédé les modules des dérivées
secondes & l'intérieur du cercle. Dans ce but différentions I'équation (1)
par rapport & z. Nous aurons

#p , p _of 0p  of op or,
®) et TR T Tty

En appliquant le raisonnement du § précédent, on indiquera une
limite supérieure du maximum de la forme quadratique

w = 33(¢p+%’+2?+n')[1’2 + 32] ’

ot #' est la limite supérieure de |p| qu'on a déterminée antérieurement.
(On a pu prendre dans lexpression de »’ le nombre ¢ égal & 1, car

op ap ) . .
do =" 5y =S n’entrent qu'au premier degré.)

Le fait que I'équation (8) contient non seulement p (qui joue le role
de # dans I'équation donnéde), mais encore g, modifie & peine le raisonne-
ment: on n'a qua remplacer les dérivées de ¢ gu'on rencontre au cours du
caleul par les expressions

dg _9p 9¢ _ . 9Op.

dx 8y’ oy ! T Bz’

Du moment qu'on a déterminé une limite supérieure de «’, on trouve
immédiatement des limites supérieures des modules de tountes les dérivées
secondes.

Il en résulte que le probleme de Dirichlet pour P'équation (1) est
possible, quelle que soit la fonction ¢ () admettant des dérivées bornées
des 4 premiers ordres. A la fin de Varticle cité j'ai montré comment on
pouvait se débarasser de I'hypothése de I'existence d'une solution queleonque
quon prend comme point de départ; je tiens & remarquer seulement, comme
nous le verrons plus tard dans le cas général, que ce raisonnement n’est
valable que dans le cas ou £, > 0 (et non pas égal a 0).

Je crois inutile de rappeller que le contour circulaire peut &tre rem-
placé par un contour analytique quelconque, et jo n’insiste pas sur l'ex-
tension de la méthode aux cas non analytiques en me hatant de passer &
Pétude générale des équations du type elliptique.
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11
Etude générale des équations linéaires du type elliptique.

§ 5.

Pour appliquer notre méthode au cas général de I'équation du type
elliptique, nous sommes obligés de reprendre la théorie des équations
linéaires, et, plus spécialement, de résoudre le probléme de la réduction de
Uéquation linéaire a sa forme canonique ou réduite. Ce probleme est le
suivant: Soit

9 AZ% L2800 of ,+2D9”+2E L Fs— M
ox away
(AC B> 0)

une cquation lindaire du type elliptique dowt les coefficients sont des fonctions
analytiques de x, y o Uintérieur d'un certain cercle C de rayon R.

On demande d’introduire deux nowvelles variables =, y, d la place de
x, Y, telles que: 1° toute fonction 2z qui sabisfait o Uéguation (9) satisfasse,
par rapport ous nouvelles variables, & l’equat@on

(10} axa'i'ayg'i‘ ax+b -I-FZ——-.M

2° a4 tout point du cercle C dans le plan des (2, y) corresponde un point
du cercle Cy de rayon 1 dans le plan des (x,,y,), et réciproguement, de telle
sorte d’ailleurs que les centres des deux cercles O et O, correspondent U'un
a Vautre (on sous-entend de plus que z,, y, soient des fonctions analytiques
de z, y a Uintérieur du cercle C).

Je n’ai pas & insister sur l'équivalence du probléme de la réduction
avec celui des cartes géographiques.

La premitre partie du probleme est résolue depuis longtemps*); on
sait qu'il est nécessaire et suffisant que a,, y, vérifient les équations

4(G2) +2B(E2)(55) + (G =43 + 233 G) + o ()
Aawx_ayx +.B(aw1 8y1+ awx 3y1)+08w1 ay1==0

dz dy oz oy oy oy
En résolvant ce systdme d’équations par rapport & %%, aaly’, nous ob-
tenons un nouveau systéme
8371 oz, 8:81 Bxl
an o, _ P %%y oyt Py
o Vac—g5* ' oy Vm ’

*) Picard, Traité d’'analyse, t. I, p. 27.
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\31 A

équivalent au précédent. En résolvant par rapport & = » g OB obtiendrait
également L
5 ('/1 29 2 Y1 plY
%y 078 — 4
(11,) Rz _ By om, x 8@/

oz VAC—B’ ' 9y yYAC—B®

On en conclut que z; et y, satisfont chacun & la méme équation

ov
(12) 2 M-A%+Biz) IR i T 7] @) —o.
oz\ YAC—B* 0y \ YAC—E®

Il est important de remarquer, que, si P(z,, ) et Q(z,y,) sont
respectivement la partie réelle et imaginaire d’'une certaine fonction analy-
tique de z, + 7y,

Py, y,) + 1 @2y, 4) = (w4 i),

P et Q considérées comme fonctions de z,y satisfont également aux
équations (11) et & Véquation (12) qui en résulte. En effet, on a

aP 9P dw, , 0P 3y, _0Q o, 2Q 0y

T 0, oz ' 9y, om0y, 0% ox, ox

B 4 g% _pim_odm
_pe (2 lle ._LQ.( 7 dy

VAO‘“B* i
grice aux relations classiques de Cauchy
2P _2Q 9P _ 29,

oz, dy, oy oz’
et de méme, on frouvera

09 _ »o¢
[ 4 Bay

0y  YAC—B*

Nous pouvons aborder & présent la deuxi®me partie du probléme.

§ 6.

Soient #,", ¥, une paire de fonctions satisfaisant aux équations (11)
et telles de plus, que z,"=y,"= 0, lorsque # = y = 0. Supposons d’ailleurs
qu'il existe un certain contour S dans le plan des (z,), y,) tel quil y
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ait correspondance biuniforme entre les points de l'aire qu'il entoure et
ceux du cercle C dans le plan des (z,y).

Les fonctions z,’, y," peuvent &tre obtenues comme il suit:

Admettons que pour des valeurs données des fonctions 4, B,
Péquation (12) admette une solution analytique 2," qui sur la circonférence C
se réduit & « 4 cosf, ol « est une constante déterminée par la condition
que z,” ¢'annule & l'origine. Dans ces conditions, la fonction z," aura sur
la circonférence C un seul maximum « + 1, pour 8 = 0, et un seul mini-
mum ¢ — 1 pour § ==z On en conclut que les courbes

z," = constante

ne peuvent pas avoir de points doubles & lintérieur de C, et par consé-
quent on n’aura jamais simultanément

o
oz

EA

== O’ ay

=0.

Il en résulte que, si nous définissons y," par la condition qu'il satis-
fasse avec #," aux équations (11), les courbes

a,” = constante, ¢, == constante

ne pourront pas avoir plus d'un point d'intersection & lintérieur de C.
Par conséquent la correspondance entre les points (z,y) du cercle C et
les points (z,,%,") d’une certaine aire S sera biuniforme; la fonetion y,’
n’étant d’ailleurs déterminée par les équations (11) qu'a une constante
additive pres, on peut profiter de cette indétermination pour annuler y,’
a Dorigine.

Cela étant, nous introduirons une nouvelle paire de fonctions (x, y;),
dont Vexistence sera demontrée plus loin qui réalisera toutes les con-
ditions éxigées par le probleme de la réduction. Il suffira de poser

1 , 4
H+'§ log (2,2 + #1'?) +4 (G‘ + arctg %1—)

&+ iy = (8 i) €0 = ¢ :
ot H et G forment une paire de solutions du systéme (11), et de plus H
est assujetti & se réduire sur C &

1 15 ’
) log (2, + ).

En effet, il résulte d'abord de la remarque faite plus haut que z, et
g, vérifient effectivement les équations (11); d’autre part, il est évident
que lorsque le point (z, y) se trouve sur la circonférence C on a |z, + 4y, | =1,
cest-a-dire les points de la circonférence C correspondent & ceux de la circon-
férence C,. De plus les points des circonférences ol

oy +iy, | = 2 <1,
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ont comme correspondants dans le plan des (z,y) les points de certains
contours (4) fermés entourant le centre O et intérieurs an cercle C, ou

H+ + log (&2 +y,%) = log 4;

. pr o o A
d’ailleurs, sur tous ces contours les dérivées normales extérieures g—ﬁ = 0.
On en conclut que Ia correspondance sera biuniforme, car largument ¢
de z, + iy, égal & G + a,rctg 7, varie d'une facon continue et toujours

dans le méme sens, lorsque (z, y) déerit un contour 4 (les fonctions ¢ et
log 4 venﬁant le systeme d’équations (11), on voit sans peine que les

relatlons =0, = > 0 sur un contour entrainent qj 2 0); il augmente

de 27, qua,nd le pomt (@, ) revient & sa position lmtlale. Les centres O et
0, correspondent également I'un & Pautre; on voit done que les nouvelles
variables z,, y, satisfont effectivement & toutes les conditions du probleme.

Il reste maintenant le point le plus délicat, celui d’établir Pexistence
des fonctions z,, ¥, #,, 4, et d’en étudier les propriétés essentielles. Dans
¢ but nous démontrerons le lemme suivant.

g 7.

Lemme. Soit 2 une solution analytique & Uintériewr de la circonférence C,
ou elle se réduit d une fonction @(0) de Uangle admetiant des dérivées borndes

des n + 3 premiers ordres, de Uéquation

. 0% oz
(9"“’)A +2Bama +Cay2+2D +2E5; +Fz—M FL0)
si on connait des limites supériewres des modules des dérivées des 7 premiers
ordres des coefficients, il est possible d'indiquer des limates supérieures des
modules de 2 e de ses dérivées des B premiers ordres sur la circonférence C,
ainsi qu'a som intériewr (en admettant toutefois Uexistence de la dérivée nor-

2 - ,
male g? sur la circonférence).

Remarquons d’abord que la fonction harmonique qui se réduit & ¢ (6)

sur la circonférence C aura des dérivées bornées des n -+ 2 premiers ordres.
Done, sans restreindre la généralité de la proposition, nous pouvons mous
borner au cas ou ¢(f) = 0.

Pour avoir une limite supérieure du module*) de z, nous remarquons
qu'en un point ol le second membre de 'équation (9°¥) est négatif, z ne
peut pas avoir de minimum négatif, de méme qu'en un point ol le

# Cest le seul point de la démonstration, ou intervient I'hypothese F <0,
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second membre est positif, 2 ne peut avoir de maximum positif. Or, soit
M un nombre supérieur au module maximum de B, et posons

2=v+ MeEtR = ¢'— e+ h),
ot R est le rayon du cercle U, et s est un nombre positif assez grand
pour satisfaire a l'inégalité
s*—2|Dis+ F>1;

alors v et o' vérifieront respectivement les inégalités
ov dv
Aaa:’+2B9w6y+an’+2D + 2F +F <0,

-+ 2B +08J,+2Dax+2an+F V> 0.

8woy
Donc, en vertu de la remarque que nous venons de faire, v n’a pas
de minimum négatif & lintérieur du cercle, d’out
0> — MetR
et v" n'a pas de maximum positif, d'olt
v < Me*R,
De sorte que . o
—Mer(el—e*) <o < MeR(ef R —et2),
et en désignant par 7 le maximum du module de 2 et par g une con-
stante déterminée, u =e?*® on a finalement
(18) F<ul.
Pour trouver des limites supérieures des modules des dérivées succes-
sives il nous faut d’abord établir une inégalité importante.
Si z est une fonction quelconque s’annulant sur la circonférence C
et ayant des dérivées des deux premiers ordres continues & lintériewr
du cercle, on a l'inégalité

*z 0%
(14) I ff (o 2= (og) Jdway 2 o,

I'intégrale double étant étendue & lintérieur du cercle.

Pour établir I'inégalité (14) nous supposerons d’abord l'existence des
dérivées troisiemes a l'intérieur et celle des dérivées secondes sur le
contour; dans ces conditions mous pourrons intégrer par parties, ce qui
donnera

fj;tdxdy= thdy—ﬂpa——dmdy-—-—fqrdx fj;] — dx dy,
fﬁ2dxdy=—fpsdx—fﬁ%dxdy=— qsdy—f.fq%dwdy;
c ¢
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d’on
1
I =fps dz + pt dy =fpdq =—fqdp= ;fpdq —qdp.
¢ [ ¢ c

Cette formule est évidemment exacte quel que soit le contour. Mais, puis-
que C est une circonférence, on a

2 2z . a: 0%z .
p=9—§0080-§-3—§sm0, dpz(——q—F%—g@cosG—Wsmﬂ)dB,

2z

: 0z 0% 9%z
q=aesm0+mcosé), dq=( p—}—m@smﬂ-l——R—ga——egcosO)d().

-3 ek GG,

et, en particulier, si # =0 sur le contour, on a

Done,

(14) I=—;;f(§§)2dego.
4

Or, du moment, que Vinégalité (14) est établie pour les fonctions de
la nature indiquée plus haut, on n'a qu'a appliquer le théoréme de
Woeierstrass-Picard sur le développement en séries des fonctions continues
de deux variables pour vérifier 'inégalité annoncée dans toute sa généralité.

L'inégalité (14) étant demontrée, nous allons procéder de la fagon
suivante.

Multiplions les deux membres de I'équation (9°¥) par 2 et intégrons les
expressions obtenues & lintérienr du eercle C. Nous aurons

ff[z(Ar-l—?Bs—k—Ot)-{-2Dpz+2qu+Fz*]da:dy =fﬁdedy,
d’
” ’fﬁ(Ar+2Bs+ Ct)dwdy | < H,

H étant un nombre fixe qui dépend du module maximum de 2z, des coef-
ficients D, E, F, M, ainsi que des dérivées de D et E.
Mais

fﬁ(A?’-}-?Bs—l— ct)dxdy = —QU(AP2+2BPQ+ Og®) dw dy
_ffz(Aép +Byp+B;q+Cyq)dady.

Et, en remargquant que

DL Bip+ Blg+ )l < BE (4 + By B 4Oy £ EEL
|¢(dzp + Byp+ Big+ C9)l < 5 (4. + + B2+ G+ R
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quel que soit %, nous aurons

[fl(a—z)r+2Bpa+ (0~ )¢ ]away
<H+?fﬁs‘~’z2(A;2+Bf’-i—B;2+ 0% da dy < H,.

Done, en attribuant & % une valeur fixe mais assez grande, nous
obtiendrons des inégalités

(15) [frasdy <L, [[edway<L,

ot L dépend des coefficients 4, B, C, D, E, F, M et de leurs dérivées
premieres. ‘
En tenant compte d’autre part de I'inégalité (14), nous aurons

ff[IcJ:’B‘z‘ (Ar+2Bs+ Ct) + 2(s* —rt) | dwdy

g‘[fﬁ (2Dp+2Eg+ Fe— M) dz dy.

On reconnait immédiatement que l'expression sous le signe d'intégration
dans le premier membre est une forme gquadratique definie des trois
variables 7, 5, £ Donc (& cause des inégalités (15)), on a

Jfrasig<r, [foasig<r, [fraa<y,

o N ne dépend que des coefficients de I'équation (9*) et de leurs dérivées
premiéres.
En différentiant ensuite I'équation (9*) par rapport & 6, nous obtenons

(16) Aae(ax)JrgBae(away)”L ae(ay)+2Dae(am>+‘Eae(ay)+F

04 0% | 5 0B 9% | 00 0% 0D 0z  40E 05 0F M
t96 55172 90 swog T30 0 T2 56 9 T2 50 5y T 56 2= %0

ou hien en posant 55 =% et remarquant que
D (% _ P2 o, 2 9 0%\ % | %% 9%
00 (9 2) D’ 28:68.4/’ 00 (amay) dxdy + dxt T Py’
0 (9% %z 2%z

(17 20 (8 ) oy* oxoy’
0 [0z 0%z o (0% 8’ oz
5o (5%) =~ Bx’+ Fzoy’ 55(‘37) = Y5w T 5y

nous obtenons

(169 A6 ! +2Bai'2‘y + 08 A par4+bstet+dp+eqtfio=g

Mathematische Annalen. LXIX. 7
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ou @y, b,,¢,d,,e,[,9, sont des fonctions finies de x, y qui ne dépendent
que des coefficients de I'équation (9**) et de leurs dérivées premieres.
Mais puisque 2, s'annule sur la circonférence C mnous aurons, en nous
servant de l’inégalité (14),

[l ma5a 2825 + o0aT+e [ (Ca)- 53 Za] avay
gﬁf(“lr‘f‘b1s+c1t+d1ﬁ+eﬂ+f15—91>2dxd?/-

Et, comme dans l'intégrale du premier membre nous avons de nouveau
une forme quadratique définie, nous obtenons les inégalités suivantes:

ff“l Yazdy<¥, ff “ *dzdy<N,, IM dzdy <N,

ot N, ne dépend que des coefficients de ’équation (9°¢) et de leurs
dérivées premidres.
Or en differentiant encore une fois I'équation (16"), nous obtenons

(en posant 2, = %)

9%z, 0%z, 0%z, 0%,

17 822 Bz
(16") A4+ +2B8r9y+0 Zs T a Ay 5p +bzaway+02§§;§‘ =G

et par le méme raisonnement,

[ Gyaeav<n, [[(Gr)ad<m, [[(Gaxay<m,

En différentiant ainsi successivement, mous aurons les inégalités suc-
ik
o0"

ff(a’%)d dy < Iy; ff ) dedy < ; ff T3 asay <,
an . .. .
8’ a*z,,
ff "dedy <N, ff ros) dwdy <N, ff 2 'dedy <N,

ot N, dépend d’une fagon générale uniquement des limites supérieures des
modules des dérivées successives des coefficients de Iéquation (9) jusqu'a
Pordre ¢ inclusivement.

cessives, dans lesquelles 2, =

De ces inégalités importantes nous déduirons des limites supérieures

de |2;| et 8 pour i < n d Uintérieur d'une région détérminée S obtenue

en enlevant du cercle C un petit cercle 6 concentrique de rayon r aussi petit
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qwon vewl. En effet, des inégalités (17) on tire immédiatement & I'inté-

rieur de S
ffa 2V agdo < N,

N/ jouissant des mémes propriétés que N;; d’'oti, en posant

8= 22 =T cos k6 + by sin 1,
k
on trouve
(z) db("]
(1) fzk{( o)+ (Ge) o<,
ol
r<r <R <R.

Or, linégalité (18) donne

s f

Done, en intégrant et tenant compte que, pour R'=R, on a a = b(”) 0
il vient pour toute valeur de ¢

S+ ()] <@-n 1,
et par conséquent, ’
e
k

Dot finalement

< (R/ 7'[) N;,-

JELE)

s

+ |8 | < 4V(B=)E,.

<AYE-NE]

"”139:

& D'intérieur de la couronme circulaire S.
.. . 9%;_
Un calcul analogue donne une limite supérieure de 591 - La

détermination des limites supérieures des antres dérivées d’ordre ¢ (jusqu'a
7 inclusivement) se fait ensuite immédiatement au moyen des équations
(167, (16”) ete. Il y a lieu de remarquer que par le fait mous avons
établi lexistence méme sur le confour C des dérivées des % premiers
ordres de la solution analytique (& Yintérieur du contour) que nous en-
visageons.

Mais le raisonnement précédent ne fait pas connaitre de limites
supérieures des modules des dérivées successives de z & l'intérieur du
petit cercle 6. On pourrait remédier & cet inconvénient sans introduire

7*
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un nouveau principe, en appliquant le méme raisopnement & une circon-
férence O, entourant laire ¢ (de sorte qu'on connaisse d'aprés ce qui
précede, des limites supérieures sur la circonférence O, des modules des
dérivées des n premiers ordres), mais ayant son centre & l'extérieur de o.
On se rend compte que Vinconvénient qui en résulterait, et qui consiste en
ce quon ne limiterait ainsi & lintérieur de ¢ que les dérivées des n—3
premiers ordres, serait insignifiant. Cependant, si on veut laisser & l'énoncé
du lemme la forme que nous lui avons donnée, il y a lien de procéder
autrement. On pourrait dans ce but appliquer la méthode des fonctions
auzdligires comme jo I'ai fait dans mon mémoire russe, mais il est encore
plus simple de reprendre la méthode des approximations successives qui m'a
servie & démontrer le théordme fondamental du mémoire ,Sur la nature
analytique des solutions ete” (Math. Ann, 59).

En effet, en renvoyant le lecteur désireux de compléter la démon-
stration au chapitre IV du mémoire cité, je me bornerai & remarquer
que dans le cas des équations lindaires la grandeur du rayon du cercle 6,
ot la méthode des approximations successives est applicable, dépend uni-
quement des normes*) des coefficients de 1'équation relative & ce cercle et
ne dépend aucunement des valeurs de la solution considérée sur le contour.
Le cercle ¢ pent donc étre déterminé a priori, du moment que Uéquation
(9v5) est donnée; et ensuite la connaissance des limites supérieures des
dérivées des trois premiers ordres (& cause du raisonnement fait plus

# Je n'insiste pas ici sur la définition compléte de ces normes qu'on trouvera
3 V'endroit cité. Je tiens & ajouter seulement qu'il est avantageux de modifier un peu,
comme je le fais dans mon mémoire russe (Ch. II, § 8), cette définition: au lieu
d’appeler norme reelle d'une fonction

@) =2 ZAP, P —a)
P ¢
Zmax. ((1 —a)y E lAp,q|mpJ ,
q p
on appelle ainsi I'expression

ao_‘ o B o oo? ppqq ‘
Z - |AP19] Imex. [wp (l_m)q] _Z; IAprqi(p__i_q)P‘FQ’

P

lexpression

les normes complexes et celles des fonctions de deux variables sont modifiées d'une
fagon analogue. Cette modification laisse subsister toutes les inégalités et les pro-
priétés établies dans le mémoire ,Sur la nature apalytique des solutions ete., et
rend absolument inattaquable la démonstration du théordme fondamental, tandis
qu’avec l'ancienne définition il y avait wn point qui pouvait soulever quelques ob-
jections,
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haut) de # sur la circonférence de ¢ permet de caleuler des limites supé-
rieurs des normes de z relatives au cercle 6. En tenant compte alors des
propriétés des normes, on parvient sans peine 4 indiquer des limites
supérieures des modules des dérivées de z & lintérieur de 6 jusqu'a l'ordre
quon voudra. Notre lemme se trouve ainsi entidrement démontré.

§ 8.

Nous en tirerons immédiatement des conséquences importantes.
b} - s r Id » . -
En admettant Iexx‘stence de la solution z," de équation (12), introduite
précédemment, on voit que% si Uon connait les limites supérieures des

modules de

C ..
= - a u
i Yio B Yio—F insi que celles de leurs

dérivées des % -+ 1 premiers ordres, il sera possible d'indiquer des limites
supérieures des modules des dérivées des m premiers ordres de z,’; et, en
particulier, on determmera les limites supérieures des modules des dérivées
des » premiers ordres par rapport & 6 de la fonetion — — log (/% 4y,%)
sur la circonférence C.

Done, en appliquant de nouveau le méme lemme & la solution H (si
elle existe) de l’équation (12) qui sur la circonference C se réduit a
— —12— log (w,'*+4,"%), on constate que H a toutes ses dérivées des 2 — 3
premiers ordres bornées sur la circonférence C aussi bien qu'd son intérieur.
Et enfin de I'égalité

oy + iy = (2 + iy, )

nous tirons des limites supérieures des modules des dérivées des » — 3
premiers ordres des fonctions z,,%, par rapport a z,y.

Cette conclusion est d'une importance capitale pour ce qui va suivre.

§9.
Soit
(10) ,jxg+ay,+ 3$+b ~+Fi=M

Véquation réduite que nous obtenons en mtrodmsant les variables (z,, ¥,)
3 la place de (z,y), ol

0z, 0%z, 8.@1 o, 3:3
a=‘Aax’+2B8x8y+O + 2D 1-i-ZE L
b=AZh 12BN +0”1 +2Day1+2an‘-

Ajoutons d’ailleurs que les dérivées secondes de x,, y, qui interviennent
dans les expressions de g, b, peuvent étre éliminées au moyen des équa-
tions (12).



102 Serce BervsTEIN.

Pour établir les inégalités fondamentales que nous avons en vue il
nous faut encore exprimer les coefficients de l'équation (10) au moyen
de z,, y, et fixer des limites supérieures des modules de leurs derivées
des deux premiers ordres par rapport & z,, ¥, .

Dans ce but nous allons chercher une limite supérieure du module
du déterminant fonctionel

0 dy oxoy 1

0w 0y, 0y, 0% 0% 0 oz oY )
dx oy oy ox

Il suffira manifestement de trouver des limites supérieures de

gz o] |9y | 9y|
oz |’ |0y, |’ 1oz |’ |a?/1
Or, en remarquant que
2y oz,
on _ 0% oz, _ _ 0%,
oz~ D’ dy D>
2y oz
?.y_l — yl_. a_yg o ox,
ox D 2y D
nous déduisons des équations (11)
oy __Box How oy Hoz Bz
(19) 373: 4 oz, A0y, 0y, A o + 4 oy,

od H=VAC— B

Done # satisfait & l'dquation
(20) (Bwl’ T g, ) t [’o’wl (“) - 5;2_ (g) g_ﬂz +

+|:8m1( )+8y1 (A) 55’52=

En effectuant les différentiations et tenant compte des égalités (19)
nous constatons que z satisfait & une équation de la forme

i ¢ 0* dx oz
(20°%) ’a‘;vis +@£2 =f (5?) 79,7 21y Y5 %, ?/),
0 0
dans laquelle / est un polynome du second degré par rapport a %E’ 9;1
Il est aisé de voir dans ces conditions que la fonction

+ )]

a:+R
z+ R

wo S [y

o,
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dans laquelle ¢ est un nombre positif fixe qui ne dépend que des coeffi-
clents de I'équation (20) et de leurs dérivées, et R le rayon du cercle C
(cCest & dire le maximum de |#|), ne peut pas avoir de maximum supé-
rieur & un nombre fixe. En effet, il v’y a rien a changer au raisonne-
ment employé dans le § 3 du chapitre précédent, puisque les dérivées de
y s'expriment linéairement au moyen des dérivées de z.

I1 reste done & établir les limites supérieures des modules des dérivées
premiéres de # sur la circonférence.

Nous allons encore appliquer le procédé des fonctions auxiliaires, mais
dans des conditions un peu différentes. En effet, les valeurs de 2 sur la
circonférence ¢ ne nous sont pas données; par confre, nous savons que,
sur cette circonférence, doit avoir lieu la relation 2® + y?= RZ

Or il est aisé de construire Véquation, & laquelle satisfait la fonction

o=Va' +y.
Introduisons dans ce but les coordonnées polaires
x=gcost, y=osinf.

Les équations (19) prennent alors la forme:

e 96 _ B xde _ 96\ H (xzde 08
?/aT"‘ dw, (Qawl yaxl) (98711 yayl)
Yoo 09 _ H (wde xde 00\
00y, T 0% ( EA Bac,) t7 (eayl y ayl)
En les résolvant par rapport i é@xﬁ’ g—g, nous obtenons:
de
(19bis) 20 3z, [B eo0s 26+— (4 — 0) sin 20:] H
7z, e-[Ccos 36+2Bcos@sm9+Asm26]
20 g Oe Lia—os
00 Tt 5 [B c08 20 + (4 — 0) sin 20]
2y, @ -[Ccos® § | 2B cos 0 sin 0 | A sin? 4]

«

d'ol résulte enfin 'équation & laquelle satisfait ¢

d% ‘“g"___‘jm 73!111 0B, 0B, oH, _a_p_
(21) dax,* + a?hg T H, (awl a%) 3-% + (ax!. + 93/1) a?h:]’
ol

H — H
17 ¢.[Ccos? 8 4+ 2B cos @ sin 6 -+ 4 sin® 6]’
B cos 20 -|— (4 — C) sin 20
B, =

¢ [Ccos®0 4 28 cosB sinf I 4 sin 28]

L’équation (21) est de la méme forme que I'égation (20"*), mais elle
en differe par la propriété que son second membre devient infini pour
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o= 0. La difficulté qui en résulte, pour appliquer notre procéds, peut
étre levée de la fagon suivante: 2, et y;, s’annulent en méme temps que %
et y; on a donc en vertu du théoréme des accroisements finis

2 0 21
ax’l x + wl ’ ?/1 ?/1 + ./1 y’

ol les dérivées parhe]les prennent certaines valeurs moyennes, inférieures
en valeur absolue a la limite supérieure m des modules de ces dérivées
partielles que nous avons déterminée précédemment.

Done

oi=z +yl=p [(3"61 cos0+ a L sin 0) + (%yl cosﬂﬁ?—i—ay1 8in 0) :l
<4 mlo
Et par conséquent, on a toujours
0> 5
Il en résulte que, si nous construisons dans le plan des Z, ¥, un
cercle G, concentrique & C, de rayon R,”<C 1, on peut affirmer que la
fonction ¢ reste toujours supérieure & —f—;ﬂ 4 Vintérieur de la couronne S

limitée par les deux cercles concentriques C, et C,’; on peut done & l'intérieur
de cette région indiquer une limite supérieure déterminée des modules des
coefficients de I'équation (21). Sans qu'il soit nécessaire d’appliquer aucun
procédé spécial, on voit que sur la circonférence C,

de
o =0
puisque sur cette circonférence ¢ = R tandis qu'a son intérieur on a p < B.
Mais pour trouver la limite supérieure positive de g?o sur la circon-
1

férence C,, posons
1
g=—o:—}—a10g—-1_%,,

ol & pourra étre déterminé ¢omme au § 2. On trouvera alors que

4 lintérieur de la region S, ou N est un nombre positif fixe qui pent
étre calculé comme & Vendroit cité.
En posant ensuite

"’"_“1+ (x1 + %%,

on a & lintérieur de S,
3w | Ou,

amlz+w<0~
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Et, enfin, si
Uy = vy + hy,

oit h, est la fonetion harmonique qui se confond avee u, sur les deux
circonférences C, et C,’, v, dannulera sur ces circonférences et vérifiera

également Vinégalité
a* v,
ox,®
& lintérieur de la couronne S;,. Tl en résulte que v; n’a pas de minimum
dans cette région et par conséquent
o,
de,

v,

+@;2<0

0

A

sur la circonférence.
D'autre part la fouetion %, (z,, y,) est représentée par une surface
a courbure, en général, négative (l'ensemble de points & courbure négative
et partout dense sur toute la surface, si celle-ci n’est pas un plan). Dans
ces conditions le plan tangent & la surface en un point 1?1 de C; (on
+a

tous les points de Ja surface sont & la méme hauteur 1 —e¢ * — _i\_T) est

ou bien horizontal, ou bien rencontre la surface en un point ayant sa

projection sur la circonférence interne C,".
oh,

Linelinaison du plan tangent 7o, Sere dans ce dermier cas inférieure &
1
1
1—R,’
Done,
ou, 1
THNEES X
en tout point de la circonférence O, d’on
ou 1 N
20, <iZ®’ T3
Et enfin
R4

de o (1 Ny
a_!:<056 (I_:AHT—*—?)-—L:I
Mais, puisque aa—s = 0 sur la circonférence C;, on a également
1

0 é

Fa < I [5g] <o
d’otl on tire sans difficulté an moyen des éguations (19") les limites su-
périeures de —gf , %ﬁ , sur la méme circonférence. Donc finalement,

1 1

grice au résultat de la page 103, nous savonsa assigneraune limite supé-
fa s . ox dx oy DY .
rieure des modules des dérivées partielles 92,0 Dy, Ba’ 3y, et aussi du

déterminant fonctionnel D sur la circonférence C, comme & son intérieur.
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I en résulte que st (comme nous l'avons supposé) on connait des
limites  supérieures des modules des derivées partielles des n -+ 1 premiers
ordres de (A, B, C) par vapport 6 (x, y), on peut assigner également des
limites  supdrieures des modules des derivées partielles des w — 3 premiers
ordres de (x, y) considérées comme fonctions de (%, y,). Les limites supé-
riewres des modules des dérivées des m — 4 premiers ordres par rapport é
(%1, Y1) des coefficients de Végquation (10) seront donc connues, si les dérivdes
des m — 4 premiers ordres des coefficients D, E, F sont bornées.

§ 10.

En Posant, en particulier # = 6, nous voyons que nous connaitrons
les limites supérieures des modules des dérivées partielles des deux pre-
miers ordres des coefficients de I'équation (10); nous serons donc en droit
de lul appliquer les inégalités (10) de la premidre partie de ce travail
(Math. Ann. 62, p. 260), qui prendront la forme

(22) (ehou <2 (M)os, (FH), <21 Mlosr (5], <7 (Mo,

dx,

si nous introduisons de nouvelles notations pour les modules trigonométriques
a Uintcriewr du cercle C, ou sur le segment 0.1. D’ailleurs nous désig-
Nnerons, en geénéral, par

by = Zmaxu (00)| + max | B.(e)

ce que mous appellerons le module trigonomeétrique sur le segment a b de
la fonction

Z= g 4,(0,) cosnb, +B, (o) sinnb, .

Nous arrivons ainsi & la proposition suivante:
Lemme. 8¢ 2z est une solution de Uéquation

8z

(9™=) A + Baxaj-{-(] +2D +2L’ +Fz==M, (FLO).
qui Sannule sur la circonférence C de rayon R; si les coefficients de Iéqua-
tion sont amalytiques & Uinddrieur du cercle et quw'on connaisse des limites
supérieures des modules des dérivées des sept premiers ordres de A, B, C et des
dewx premiers ordres de D, E, F'; si de plus Védquation peut ére réduite o lo
forme eamonique de lelle sorte que le cercle C se tramsforme en un cercle C,
de rayon 1, dans le plan des nouvelles variables x,, y, (et que le centre O
du cercle C et le centre O du cercle C, se correspondent): les modules tri-
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gonométriques sur le segment 0,1 de z, gz s gy considérdes comme fonctions

de (z,, y,) satisfont aux inégalités
{a}oq <k {M}o1, {%}oll <k{M},,, {%}011 <k}M},,,
on k ne dépend pas de M.
En effet, aprés la transformation de I'équation (9*) on trouve immé-
diatement les inégalités (22). Or
oz 07 O 9z 9y, 02 0z Duxy oz 2y,

% 0w ow ' 2y, oz’ By 0w 0y ' oy 0y

. . oyt oz, ¢ oz, 0 .
Mais les modules trigonométriques de &a;’ agi:, 8yl’ ay‘ sont finis en

vertu de ce qui précéde, donc les inégalités annoncées sont exactes.

Mais il n'est pas possible de donner des inégalités de la méme nature
relatives anx modules trigonométriques des dérivées secondes. Il est né-
cessaire de remplacer les modules trigonométriques par d’autres expressions
un peu plus compliquées.

§ 11.

Soit f(z) une fonction de la variable # sur le segment OR, qui sur
une partie 0.4 de ce segment est développable en série normale admettant
d Uintérieur dun confour [o4, (voir ,Sur la nature analytique ete.%, Math.
Ann. 59, ch. 2, fig. 2), une norme inférieure [f(2)] 4.3 supposons que sur
la deuxidme partie AR du segment OR la fonction f(x) admet son
module maximum égal a M.

Le plus grand des deux nombres [f(x)]4a et M sera appelé le mo-
dule de la fonction f(x) sur le segment OR normalisé a Uintériewr du con-
four Touq. Nous le désignerons par le symbole [£(2)]VP.

Si Pon considére la fonction de deux variables

flo,0)= 2 A4, cosn@ 4+ B, sinnf,

n=
ou 4, et B, sont des fonctions de ¢ qui sur le segment 04 se déve-
loppent en séries de la forme

A 2 (n) 0" P (A2 — gty VEbm 0" VP (42 — o7,
p=0 g= p=0 g=

on donnera le nom de module frigonomdtrique de la fonction f(o, 8) sur le
segment OR normalisé & Vintériewr du contowr Toua & Texpression

e 0197 = L4157+ [BIS.

=4y
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§ 12.

Ceci posé, soit & le rayon d'un cercle concentrique a C, & lintérieur
duquel tous les coefficients se développent en séries conveigoules puivantd
les puissances de -+ y7,  —yi. Remarquons que la région du plan (z;, ),
qui correspondra & ce cercle de rayon &, contiendra & son intérieur¥) un
cercle concentrique & () de rayon déterminé s, .

D’autre part, on pourra choisir un cercle ¢ de rayon r suffisamment
petit et lui appliquer la méthode des approximations successives (loc. cit.,
ch. 4) qui m’a permis d’établir le théoréme de M. Hilbert.

Puisqu’on connait les limites supérieures des modules des dérivées
troisitmes des fonctions z, et ¥;, on trouvera ainsi des limites supérieures
des mormes des fonctions 2, et y, 4 lintérieur d'un contour I' . bien

2
déterminé. Or en vertu de la théorie des séries mormales, la norme d'une
fonction & l'intérieur d'un contour I o dépasse nécessairement la somme

2
qu'on obtient en remplagant, dans le développement de la fonction suivant

les puissances de z 4 y3 et £ — yi, tous les termes par leurs modules, et en

r

posant % -+ yi =z — yi = - Par conséquent, du moment qu'on connait,

d’aprés ce qui précede, une limite supérieure du module du déterminant
fonetionnel

la théorie classique de la résolution de deux équations analytiques & deux
inconnues permet d'indiquer également des limites supérieures des sommes
quon obtient en remplagant dans les développements de z,y suivant les
puissances de z, 4 iy, et z; — iy, tous les termes par leurs modules et en
posant z; + iy, = 2, — iy, = 7, 7, tant un nombre suffisamment petit, mais
déterminé.

Dés lors, si nous prenons un cercle quelconque C,’ concentrique & C,
de rayon R, inférieur & r, et & &, nous sommes certains que les coeffi-
cients de I'équation (10) sont développables sur ce cercle et & son intérieur
suivant les puissances de z; + 9,i et z, — y,4 et (loe. cit., ch. 1) ont une
norme bien déterminée relative a E,. D'ailleurs nous pouvons choisir R,’

suffisamment petit, pour qu'on puisse résoudre le probleme de Dirichlet

*) C’est ce qu'on vérifie par un raisonnement identique 3 celui de la page 104

en tenant compte des limites supérienres qu’on a trouvé pour les modules de -aﬁ, 233,
oy oy o on
oz’ 8y,
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pour I'équation (10) & Vintérieur du cerele C,” par la méthode des approxi-
mations successives (loc. cit.,, ch. 1).

Le rayon R,’ étant ainsi défini indépendemment du second membre M
de notre équation, nous considérerons M comme fonction de z,, y, et nous
envisagerons son module trigonomsétrique sur le segment 0,1, normalisé &

lintérieur du contour ly z:,, oit pour fixer les idées r,” peut &tre pris
R’

égal & —; Nous obtiendrons ainsi les inégalités fondamentales suivantes

(en conservant les hypotheses du lemme énoneé au § 10):

), < a3 [ <apan®

R B'n'? | dxle, By
2270:11) o1 [0 0. 1)
(23) 5:;; Ry'ry! < A [M]Rl'ﬁ' ? E_-a:’ R/ < 2 [M}R.L’H' !

g%z 0.1) CRVN N A ©,1)
[satginene <ARORY. (il <apmyl,
4 étant une constante indépendente de BI.
Dans ce but nous remarquons d’abord que le module trigonométrigque
normalisé est toujours supérieur au module trigonométrique ordinaire;
done, des inégalités (22) on tire a fortiori

. \ i . i 1
@2 {8)o, <FOMoss {ga)on < IRT Loy o < ¥ IR

7
En mettant maintenant éguation (18) sous la forme
d*z oz o0z
m+>aa==~a%:—b'a&j‘FZ+M=Ml,

et en la considérant comme une équation de Poisson, on a (en tenant
compte des formutles (16), loc. cit., ch. 1)

o'z 0%z
{913712}0‘1<M{M1}011; {915351—35/7}0 el

{m%%}olﬁu{l‘fl}

et grice aux inégalités (22%%), on obtient a fortiori
o ‘ X 2%z : o
24) {91?:—51_’}0,1< x [M]S?,?,; {9’ aix, 09, } <x [M](R{?{;
(011)
{91 by } <% [ Y

%’ étant une constante déterminée (qui dépend de a, b, F mais non pas de M).
Des inégalités (24) nous tirons deux conséquences. Premiérement,

2%z " (0,1) _ 0z o R
{0.’6‘ }Rx < [M—JR'TI" {ax, oy, }R1’1< x [M]Rx"'x"

,t (0, 1)
{Wl‘} R1 <% [MjR:'r;‘ ’

ol x»” est une mouvelle constante.

0,17

(25)
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D’autre part, on a sur la circonférence C,

202——21’ cosnb, + @, sinnf,,

2 P+ 1] < TMIS

Donc, en désignant par % la fonction harmonique qui sur la circon-
férence C," se confond avec #, nous trouvons:

) oh ;
(Wl < [R5 [ e < DM

oh ) 9h 01 |
(i< TR [ < D00

3% Ry'n'? 397

0h 0,1 | o*h 0, 1)
Fmn v ey < M Ininss Lyl < M apy
%, étant une constante déterminée.
En posant ensuite
z="h-+v,

nous voyons que v s'annule sur la circonférence C,” et satisfait & I'équation

oh ,
(26) ax’+ay’+ aw—{—b —f—].”v-]ll—aaacl bay1 Fh =DM
Et puisque nous avons supposé plus haut que la circonférence C, est
choisie assez petite pour qu'on puisse lui appliquer la méthode des approxi-
mations successives, on a (en appliquant le raisonnement du ch. 1, loe. cit.)
1 3 1
[0)gy sy < % [M ]ggl'lr)l' ’ [9; < [M]Egl'lr)l' ’

E‘T'

[3 (’/1]12 ! KL [M]Egl'lr)l' ’

ol %, est une constante déterminée, car [M],, < [M]g)flr)l

Des lors nous pouvons considérer l’equat10n (26) comme une équation
de Poisson dont le second membre a une norme gui a Vintérieur du contour
s opa e ~ 0,1 2.
Foryr est inférieure & =, [M ];1‘ r)l” en désignant par x,” une nouvelle con-
stante déterminée. Donc (loc. cit., ch. 3, inégalité (36)), on a

® 1) o*v (0,1)
[ 2lry vy <% [M]Rl"]' ’ [aﬂh OYy dryry [M]Ra' n'?

%0 ' (0, 1)
_a—?;l—é R1’7‘1'< xz [M] 'TJ.'-
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Et, par conséquent,

0%
(1, < ot ) (M) 5[], < Cat ) (M50 5
(25') —ZJR < Gatm) Y [B5), < O+ ) IS5

oy, [P / i 1)
aaa, By, ]R r < Gt ng) [M]Rx lr)l [83/1 2]1%1' ' <(at+x) [M]gx'lr{ :

Les inégalités (25°*) jointes aux inégalités (25) et (22°) donmnent, &
cause de la définition des modules normalisés,

0,1 0,1 (0. 1) 0, 1)
[0, < W (1505 [ < A MR

_35_]011) 1[M}0‘n ] 2%z (011) <)L [M](o,l) .

39, R,r, Rn'? [ fx? By
2z 00 01 | [9"2 (%) ©1)
[8501 a% < 1 [M] 71 & a?/lz Ry’ 7‘1'< 11 [M]R1, n'?

d’ol, en remarquant que les dérivées partielles de x,, y, par rapport & x, ¥
ont des modules normalisés finis, nous obtenons, enfin, les inégatiics
fondamentales:

[ ](011) ,< l[M]“"”l g;:lo,n < l[ ](011)1 .
2 1 )
(29) Tl <Al [SAL <At

3’2 (011) ) (0, 1) N
[8508] <a[M; “a‘y] <[y,

Yy "1

Nous ferons d’abord I'usage suivant des inégalités obtenues.
g g

§ 13.
Mettons 1'équation (9%*) gous la forme
(1+P2) +2Panay+<1+ Q‘A‘) L+ 21) +2E —|—Fz—
a laquelle se réduit lequatlon contenant le parametre «
<1+u1”> %+ 20 JPQ8 +(1+ Q”)
(2 .
+2p¥ 428 T Fe=M,

lorsqu'on y fait ¢ = 1.
L'équation (27) pour « =0, est elle-méme de la forme réduite; on

a dans ce cas @, = %, Y= %— La possibilité du probleme de Dirichlet
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dans le cas de l'équation réduite est démontrée par M. Picard®) des
1901; les inégalités (23) sont donc dans ce cas une conséquence immédiate
des inégalités (22). Cela étant, nous établirons facilement l'existence des
variables de transformation (z,, y) pour des valeurs de « suffisamment
petites, et par conséquent nous reconnaitrons aussi la possibilité du pro-
bléeme de Dirichlet et 'exactitude des inégalités (23) pour ces valeurs de o

En effet, les fonctions z,” et H, au moyen desquelles on détermine 'z,
et y;, sont actuellement des solutions de I'équation

o | aterniiierelt] | [ePellta+eerl
7z | iR e | 0| Vizeadidd

définies par leurs valeurs sur la circonférence C.
Mettons cette équation sous la forme

(121)1;) (1 + “Pi) g;‘;-*_?aPQ +(1+ QS) +2D (x)y;a)
-+ 2E1 (zt,y, “)a'g;=

On pourra satisfaire a I'équation (12°*) pour des valeurs de « assez
petites, par une série

(28) v=v0+¢w,+ v,—}— + v, + -

ol v, prend les valeurs indiquées sur le contour C’ ot satisfait & I'équation
(12%#), lorsqu’ on y fait ¢ =0,

2
@) LT 4Dy 0iR + 25 (5y,0) 5e=0;
¥y, Yy+-+9, -+ s'annulent sur le contour et vérifient respectivement les
équations

@) Zay a”l+21) @50 2% +2E, (w,y,O)av‘ (P*a %

ozt ozt
2%, 90D, 3E, av,,)

ov
+2Pan +Q ay= kG °+2au 7

o', av
—5-5;--}- By +2D1 +2E1 -"M[Ps 3:2:’ +2PQ axay
éD, 89,, 1 0FE, 8v,_;q nin—1)r _9'D, v, _,
+92 ayt +23a re +2—8—a_.—3y ]._. 2 [ da'  dx
NE, 0v, _,
+2 o g

% E. Picard, ,Sur la généralisation du probléeme de Dirichlet", Acta Mathe-
matica 25.
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Les fonctions ¢, v,--- v, étant ainsi déterminées, il ne reste qu'a
montrer la convergence uniforme de la série (28) et de ses dérivées des
deux premiers ordres, pour « suffisamment petit.

A cet effet, remarquons qu'on peut certainement fixer un nombre g
tel que

(P <o (@ <o 2 —%% oy <95 2[ e

Ryry Ry'r,"

(30) 2 awT"‘” <nlgh 2 QZE o <l

Ryry
D’antre part, on déduit facilement des megaltxtes (23) que, si on connait
des limites supérieures des modules des dérivées des six premiers ordres
de la fonction & laquelle v, se réduit sur le contour (ce qui a lieu lors-
quil s'agit de la détermination de z,” et H), on peut fixer un nombre s
tel que

(0,1) 0 v (1) 20,0 2%, (01
(31) [UO]R "x ’ [a_'; Ry ' l’]}"’l ' ’ [WQ]RJ."'I' < s’
2%v, 701) 21y, ()
Bzay](m' ' <s, oyt ]R{ " <s.
Supposons d’ailleurs gu'on a choisi $ de sorte que
(319 s> 8ig, s>2¢.

Je dis que dans ces conditions, on aura d’'une fagon générale

N (0,1)
62 o2, <mvss, [0 <mtomen, 200 <misne,
VY 2
0 ’l’n ](011) | an+41 _2’_1:1](011) ! an+l [3 U, (0,1) Y ond1
oat vt ry <mistT, 0xdyIn s, <RIt oy dryry <mistth

En effet, on voit immédiatement que les inégalités (32) sont véri-
fiées pour n = 1. Or, si elles sont vraies pour toutes les valeurs inféricures
& un certain nombre n, elles seront aussi exactes pour la valeur # elle-
méme, car en vertu des inégalités (23) on a moyennant les inégalités (30),
(31") et (31)

[ )50, < 6inlgs™ + 24n! (g% 1+ gs"=t 4 .. 4 g7s)
< 6An) gs* + 42n) glsn—r L Blgml st K mlsntl,
Les inégalités (32) qu’on établit ainsi de proche en proche, montrent

bien la convergence de la serie (28) et de ses dérivées des deux premiers
ordres, lorsqu'on a

<3
el <
Ainsi, pour une valeur &, quelconque de «, satisfaisant & cette inégalité,

le probldme de la réduction de l'équation (27) sera possible et les inéga-

Mathematische Annalen. LXIX, 8
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lités (23), od 4 est fixé a priori indépendemment de e, seront vraies. On
pourra alors, pour o= «,, répéter mot par mot le raisonnement fait pour
a =0, et on en conclura la possibilité du probléme de la réduction, lorsque

1
Ia_“0‘<”8_7

et aingi de suite. En répétant un nombre limité de fois le méwe rai-
sonnement, nous sommes certains d’arriver jusqu'a & = 1. Cette certitude
résulte du fait que la possibilité seule du probleme de la sréduction nons
a conduit & des conséquences guantitatives importantes et, en particulier,
aux inégalités (23) dans lesquelles 1 ne dépend que des coefficients de
Yéquation (sans second membre) qu'on examine; de sorte que, pour toute
valeur de @, on sait indiquer a priori une limite inférieure du rayon de

1 L. L »
convergence (?) de la série correspondant a la série (28).

Je nai pas Vintention d’indiquer ici une méthode rapide et pratique
de résolution du probléme de la réduction. Il nous suffit de savoir qu’il
est possible, pour en déduire la possibilité du probléme de Dirichlet pour
Péguation non réduite dans des conditions aussi générales que pour I'équa-
tion réduite, c’est & dire, quelle que soit la snccession continue de valeurs
que doit prendre sur la circonférence la solution cherchée. Pratiquement
ces deux problemes doivent étre traités séparément en cherchant dans
les deux cas directement les developpements en série de Taylor suivant
les puissances de o« et en effectuant ensuite le prolongement analytique
au moyen du développement de M. Mittag-Leffler. En terminant ce cha-
pitre je me hornerai de renvoyer au § 28 de mon mémoire russe cité plus
haut pour ce qui concerne l'application de ma méthode & des contours
autres que la circonférence et & des coefficients non-analytiques. Je
remarquerai seulement que les contours analytiques se raménent au cercle
par un changement des variables qui laisse invariante la forme de l'équa-
tion; quant aux données non analytiques (contours ou coefficients) on
les rameéne dans des cas étendus aux données analytiques par l'application
du théoréme de Weierstrass.

Je laisse également au lecteur le soin d’établir la possibilité du pro-
bleme de Dirichlet pour Déquation (9**) a lintérieur d’une couronne
circulaire (voir le § 21 et la fin du § 27 de mon mémoire russe).
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Chapitre III.
Théorie générale des équations du type elliptique,

§ 14.

La théorie générale de la résolution du probleme de Dirichlet s’appuie
sur le méme lemme fondamental que nous avons déja rencontré dans les
cas particuliers étudiés jusqu'ici.

Lemme. Si 2z, est une solution de UVéquation analytique du type
elliptique
2) F(r,s,t,p,¢,%%,4,6)=0 (F/F/ <£0)

correspondont 6 « = oy, qui samnule sur la circonférence C et admet des
dérivées bornées des neuf premiers ordres sur ceife circonférence aussi bien
qu'a son intériewr, il existe un nombre positif & tel que, pour foutes les valeurs
du paramétre o (rveel ow complexe) satisfaisant d Uindgalité |o — o] < ¢,
Véquation admette une solution jouissant des mémes proprictés que la solution
2, €& se confondant avec cette derniére sur le contour C.

La démonstration se fait comme il suit.

Construisons a priori la série

#=12+ (a—0) 2 +"'+(a_m%)"’gn+“‘,

ou 2, est la solution donnée pour e¢=e¢,; quant aux fonctions 2,2, 2,, -
elles s'annulent toutes sur la circonférence C et satisfont 4 son intérieur
aux équations linéaires suivantes: z, satisfait & I'équation

' agz ’ a*z 7 0%z ’ az ’ cz ’
Froé—ﬁ+F’om+FtoW£+FFo—a_i +F90’a_y1<+anzl=A1’

obtenue en différentiant I'équation (2) par rapport & «, 2, satisfait &
Yéquation
’ 8252

; 0% ¢ 0%, : 0% r 0%, v,
Frogw T o gagg T Fugys +¥0 55 + Fo 5y + Pty = 4y,

qu'on obtient en différentiant deux fois par rapport & « et ainsi de suite:
; 0%2, ¢ 9%n , 0%2 , 02 ’ 827,, ‘.
FTOW+FFDW+ Ffo —a'y?—l— F.Po'é’;n +F90W+F’ozn_An7

azn—l
da
On voit alors que la série z vérifie formellement V'équation (2), quel
que soit «; elle la vérifiera effectivement, pour les valeurs de o pour les-
quelles elle converge uniformément ainsi que ses dérivées des deux premiers
8*

en ayant soin de remplacer toujours « par e, et par z,.
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ordres. Nous allons voir que cette convergence a lieu pour des valeurs
de |¢—e,| suffisamment petites.

En effet, en tenant compte de la nature analytique de 2, (,Sur la
nature analytique des solutions ete* ch. 4, Math. Ann. 59,) on peut ap-
pliquer les inégalités (23) en attribuant & A une valeur fixe bien déter-
minée indépendante de »

1) \ 92, 1Y 0.1
[e. 1% < A [Am]i’,i’,; st <A 14,150,
: az (0, 2) ©,1) o
(23V) e < AT Z}x’:\ < a4,
0%%n (011) 0, 1) 2% (011) 0.1)
axay:IRl' r’l’ < l [An]Rxlhl ! [ayg ]R;’ ! < [A ]R 'y )

Les modules normalisés se rapportent naturellement & de nouvelles
variables «,, y, dont la détermination théorique a été faite dans le chapitre
précédent; mais pratiquement leur calcul est manifestement inutile — elles
ne servent que pour les besoins de la démonstration.

Construisons ensuite P'équation auxiliaire
(33) v =Ap(v, o)
ot

‘P("’: a)=[F(ry+v, 8o+, 4 +v, po+9, ¢+, 2, ¥, 0‘](011)
— [F (o) S0 tos Pos G0y %5 95 )]s — o {[F1e0, + [EIG + [FR),
+ [F;Ji‘i:f), + [Fo ), + [F, zt,]ii’;fz,} )
Pos Qo) Tos Sos % désignant les dérivées partielles des deux premiers ordres

de z,, de sorte que
9 (0, %) = 9,(0, &) =0,

la fonection ¢ ne dépendant evidemment pas de = et y. Jai & peine
besoin de dire que la fonction ¢@(v, ¢) est développable suivant les
puissances de v et « — «,, du moment qu'on suppose la fonction F
analytique pour toutes les valeurs reelles finies des variables #,s,¢, », ¢, 2,
pour les valeurs de x, y dans la région considérée et pour les valeurs de
o voisines de «,. Done, la solution v de I'équation (33) sera développable
en série convergente suivant les puissances de (o — e) .

(35) v=(o¢—oc0)v1+...+<“ “o) o, + -

Or, il est aisé de voir que
1) %]“’1 ) 2z ]wm
Y > [z"]Rl.’ n'? Un > dx_lr'r’ Un > oy rr'?
0%2,70:1) %z, ](011) 922,700
'vn _a?_ Ry ’ > aﬁ: ay R "1’ > 3?/2]

(34)

LA
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En effet, il résulte de la construction de la fonction (v, &) que
v = ke (0, o) = 1[&]2}’3; :

Et par conséquent, grice aux inégalités (28"%), les inégalités (34) sont
vérifides pour # =1. Supposons-les vraies pour toutes les valeurs de »
inférieures & n,, alors pour toutes ces valeurs de % on devra avoir

également
©n _ 90, )
[zl e < —gan—s

ot le second membre de l'inégalité représente la dérivée ni*=¢ complite
de @ par rapport & « pour o= g,, car cette dérivée s'obtient précisément

en remplagant dans [4,]5"

Ry’ 2’
0, 1) %](01 1) L. 0% Z,;](01 1) .
EAPOSeE [3 @ vy Fyidnssy POE U <)

Et par conséquent, en vertu des inégalités (23%#), on aura aussi

(0,1 de (0, ) 0%y 011 ar (0, o)
lnaliny <SG = v [F55 e <A = O

922,10

[ yt ryry = Uart
Les inégalités (34) se trouvent ainsi établies de proche en proche pour
toutes les valeurs entiéres de .

La convergence uniforme de la série z et de ses dérivées des deux
premiers ordres se trouve ainsi établie pour les valeurs de o — «,, dont
le module est inférieur au rayon de convergence & de la série (35). Il
ne reste plus qu’a établir que, pour les valeurs considérées de &, # admet
des dérivées finies des neuf premiers ordres.

Dans ce but différentions I'équation (2) par rapport & @; nous
obtiendrons une équation de la forme

s, 2, s,
R - e

ot 2= %% et A" ne dépend que de # et de ses dérivées des deux pre-

miers ordres.

La fonction 4 qui s’annule sur C et est régulitre & son intérieur,
satisfait & une équation linéaire qui se ramene & la forme réduite par le
méme changement de variables que plus haut. Par comséquent, la
connaissance du module trigonométrique normalisé du second membre
nous donne par l'application des inégalités (23), o la constante 1 n'est
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pas nécessairement la méme que précedemment, des limites supérieures
pour les modules normalisés
8":3'](011) 07 ](01 ] 8’2'](01 1

o x? Rx"‘x" axay RL"':." ayi Ry vy

En différentiant successivement par rapport 4 6 on obtiendra foujours des
équations linéajres dont les premiers membres sont identiques et les
seconds ne dépendent que de quantités dont ont connait déja des limites
supérieures des modules trigonométriques normalisés.

On trouvera ainsi des limites supérieures des modules des dérivées
(s Vi . onz
507! 307100 36Tg¢%
& ¢ l'équation donnée (2), on en tirera immédiatement une limite supérieure

L]
de ;%E)Es
férence C et une autre circonférence fixe ¢ suffisamment petite (puisqu’on
069 2 F000° Fo'd0
toujours une équation od il n'entrera qu'une seule dérivée dont la limite
supérieure n'est pas connue dans la couronne comsidérée; cette dérivée
n'entrant qu'an premier degré avec un coefficient non nul (dans S), on
déterminera également la limite supérieure de son module dans S.

Quant & la petite aire limitée par la circonférence €’ nous n'avons
pas & nous en préoceuper, car la méthode que j'al employée autrefois pour
établir le caractere analytique (loc. cit.) de la solution donne manifestement
des limites supérieures des dérivées de tous les ordres dans cette région.

Notre lemme est compldtement établi, et dailleurs il w'est pas sans
intérét de remarquer que mous avons prouvé non seulement lexistence de
dérivées bornées des 9 premiers ordres de la solution, mais de celles de
tous les ordres (sur le contour comme & son intérieur).

& au lien de sannuler, ln solution 2, se réduisait sur le contour @
une fonction analytique guelcongue de Varc, notre lemme resterait encore vraz;
pour sen convaincre, il suffirait de ramener ce cas au précédent em
refranchant de ¢, la fonction harmonique H qui se confond avec 2z, sur
lg circonférence C. Je remarquerai également qu'au lien d'introduire le
paramétre ¢ dans Déquation, on peub le faire entrer dans les valeurs de
la solution sur le contour comme nous Iavions fait dans le cas de
Péquation (1). II est clair qu'il 0’y a rien dimportant 3 changer dans
la démonstration, et d’ailleurs, sans qu'il soit nécessaire d'y insister, il
est évident que le dermier cas peut étre considéré comme un cas par-
ticulier du premier, puisqu'on peut toujours eliminer le parametre variable
du contour pour le faire entrer dans I'équation, tamdis que l'opération

quel que soit #. En différentiant par rapport

& Uintérieur d'une couronne ecirculaire § formée par la circon-

connait ) En différentiant plusieurs fois, on obtiendra
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inverse est, en général, impossible. Le lemme ainsi démontré nous montre
que la question de la possibilité du probleme de Dirichlet se rameéne &
la question de la possibilité de fixer a priori des limites supérieures des
modules de la solution et de ses dérivées des 9 premiers ordres, si om
admet seulement lexistence de cette solution et de ses dérivées de tous les
ordres. Ce résultat assez compliqué devient extremement simple grice &
Papplication de la méthode des fonctions auxiliaires.

§ 15.

Avant d’aborder le cas général, nous examinerons le cas particulier
de Véquation
3). Ar +2Bs + Ct=D

ot 4, B, U, D sont des fonctions analytiques de z, y, 2, p, ¢. Nous
montrerons que dans ce cas la connaissance des limites supérieures de |z|
et des modules de ses dérivées premicres |pl, |q| permet dassigner des
Limites supérieures des modules des dérivées de tous les ordres.

Désignons par M la limite supérieure de [z, |p|, [¢]- Formons
ensuite l'expression

ot « est un nombre qui sera déterminé plus tard. Noms nous proposons
d’indiquer une limite supérieure de w en un point od cette fonction
atteint son maximum.

Avant fout formons Véquation 3 laquelle satisfait p = %% Dans ce

but différentions 'équation (8) par rapport & z; ce qui nous donnera, en

remarquant que

op op
ALY __op L
_9p t=D Aax 2 oy

r=3%z 5T G2 y’ C

X
=
N

une équation de la forme

°p p 7P __ g (22) op) (20’ op)?
(36) Am+2B%@+08y"a(2w) +2b (8:1:) (8y)+c(5y)

op op
+ 24 oz + 2e “a"?; + f s
ot @, b, ¢, d, ¢, f sont des fonctions analytiques connues de z, ¥, #, P, g
En introduisant ensuite la fonction » définie par Végalité
p=—M+ alog logu,
on voib immédiatement que
w=Ap’ + 2Bp,q; + C2,’,
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d . . .
ol p, = g% , & = '5%' Daps la suite, nous emploierons également les

2 *u o*u
notations abrégées: r, = g—ﬁ, 5= 523y’ t = Eme En repetant alors le

calcul du § 3 on trouve Péquation

(87)  Ar,+2Bs, + Ot =—— [[A(1 +logu)+ xa]p?

% log u
u log u

+2[B(1-+logu)+2ab]pyg +H C(1+Hlogu)+acly® } +2dp +2eq+f — =0

D’autre part, au point ot w est maximum, on a:
(38) 50— (4p, +Be)r,+ B+ Cg) s+ X=0
350 = (A, + Bay) s, + By + Oa) b+ Y =0,
en posant, pour abréger:
X =5 (4. + 49 p +2(B, + Bo)py o + (C, + CB ¢,7]
+rutogal e’ + (4 + 2B, )p 0 + @B, + C)py ¢ + Cya¥,
Y—3|(4 + da+ 5 a)]pe+2 (B, + Big+ % B)p g,
+ (0 +e0+ 5O+ gt [~ 5 A0+ (4, 22 4~ 2B )0y,
+ (2BP’ - %i B, — % Oq’) PATL (op' - ?FB oq') 413:] .

Et en résolvant les équations (37) et (38) par rapport & n,, s, ¢, on
trouve

r o= & (Bp, +Cq))*+CY(Byp, + Cq)) + X[(2 B® ~ AC)p, + BCyq,]
| =

(4C— BHw
g = . (Bp, + Ca)(4p, + Bg,) — CY(4p 4 Bg)— 4X(Bp, 4 Cq)
1 (4C— BYHw ’
o A0+ B9+ Y[ABp, + @B*— A0)g,] + A X(dp,+ Bag),
t (4C— BYw

Dans ces expressions il est important de remarquer que X et ¥ se
composent chacun de deuz parties: d'un polynome de second degré en
(P15 ¢1) et d'un polynome de troisidme degré de ces mémes variables, les
coefficients de ce dernier contenant ¢ en facteur. On peut done éerire,
en tenant compte de I'équation (37),
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(AC—B2>W"1=W(BP1+OQ1)21+logu+ 0 + by 22— ulogu

ulog u w log u

(40) (4C— B*)ws, =—w(Bp, + Ca,) (Ap, + Bg,) 1 4 logu 4o

ulog u % log u

Iy ulogu

by g
(AO_B2)wt1=w(AP1+BQ1)21+log“+ I + & 3+lulogu

u logu u log w

ol ¢y, s, 95 sont des polynomes du quatrieme degré au plus par rap-
port & (p,, 91); By, Py, by sont au plus du troisitme degré par rapport
A P, i3 b, by Iy au plus du second degré par rapport aux mémes variables;
les coefficients de tous ces polynomes sont d’ailleurs des fonctions données
de 7, %, %, P, ¢

Mais, si w est maximum, on a

1 o*w
K-tufssmineoise  wo-mso,

car la supposition contraire jointe & la condition nécessaire du maximum
2o Py _ (o)
ox® oyt dxoy) =7

conduirait aux megalltes a >0, 3y, % > 0, incompatibles avec le maximum.

Or, en effectuant le calcul, on obtient

82 1 82 1 a 1
(89)  K=(dp +Be) (4525 + 2B 22 4 052

24, 2%q, 2%g
+ (B + 0a) (A 53+ 2B % + C58) + A(4dn*+ 2Brs + Os)
+ 2B[Ar,s, + Blrty + 5,5 + O8] + C(As,? + 2B,y + CY) + H,

ol

4 H+ o Hs+1+loguﬂ+ H,

% logw (u log u)® (% logw)®

en désignant par H, un polynome du premier degré par rapport & p, 7,
DS, P b, & ¥y O Sy 9y b par Hy — un polynome du second degré par
rapport & p,, ¢,; par H; — un polynome du premier degré par rapport
& oy, DS, PR, P G, Py Sy Pt by @ 4 Sy 4 4 et enfin,
H, et Hy sont tous les deux des polynomes du. guatriéme degré par rap-
port & p,, g,; les coefficients de tous ces polynomes sont en outre des
fonetions connues de z, y, 4, p, . L’expression de K peut &fre trans-
formée, si on remarque qu’ en différentiant (37) par rapport & x et y
respectivement, on obfient:
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; 9p @ 1+logut (g «(1 4 logu)
AGR 2B+ Ot =~ T g 2t g G
o of ulogu
+u10gu G, + (u log u)? Gs + Gy +_7z_— 5
et
g, 22q, g 1 4 log u 4 (log u)* (14 logw)
A%+2Baw%y+0 3y;=— (ulog u)? QIW'{" (ulog u)® G(l)
u log
+a I:gu G +amgar Go + o + 2252 G,

ou Gy, Gy, Gy, Gy sont des polynomes du froisiéme degré de p,, g3
G5 et Gy sont des polynomes du premier degré des mémes variables;
Gy et Gy sont des polynomes du premier degré par rapport & p,r,, p, s;,
Dty Gty @Sy Gy Y g @ eb enfin, G, et Gy sont des poly-
nomes du premier degré en p,, q,, 73, $;, t,. Les coefficients de ces poly-
nomes sont comme auparavant des fonctions connues de z, ¢, 2, p, ¢.

En substituant alors ces expressions dans la formule (39) et tenant
compte des égalités (40) on trouve

_ l4-logu-(ogmw® , 14 logw\? 4 1-+logu
WK = — (wiog w* + (Tlogu) w +a*—-(ulogu), Pow

«? 14 logu & ,, ulogu o, w_y (wloguy?
~‘}-(ulogu)"z)s_f* ulog_fP7+m§7¢P7 T Fe + By +( P ) B,
ol P; est un polynome du huititme degré; P, et P, — du septicme;
Py, Py, P” — du sixitme; P,, — du guairiéme degré par rapport
& p,, ¢,; tandisque les coefficients de tous ces polynomes sont des fone-
tions connues de %, y, 2, p, ¢ Les termes du huiliéme degré par rapport
& p,, ¢, sont done donnés par I'expression

_w 14-flogu ot
T T utlogu +e (u log u)® Pow + (u log 16)* B,
Par conséquent, en se rappelant que log w > 1 , on voit qu'on peut fixer
un nombre positif « suffisamment petit, mais bien déterminé tel que
pour |p|>1, |g,| > 1, on ait
1wt
T 8 > 'E‘ m@ *

Le nombre « étant ainsi déterminé, ensemble des autres termes de
w?K se réduit & un polynome 7T, bien déterminé du septitme degré au
plus par rapport & p;, g,. Il en résulte, qu'on peut fixer une valeur w,
telle que pour w > w,, Vexpression w'K soit néeessairement positive; ef,
comme d'autre part, on a w?K < 0 en un point, oi w est maximum, nous

en concluons gque w ne peut aucumement atteindre en ce point le nombre
ainsi fixé w,.
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Un raisonnement identique permettrait de déterminer une limite supé-
rieure du maximum de l'expression
il
Z(H-M 2¢ ¢

W =-:—2e ® g [4s* + 2Bst + Ctt].

§ 16.

Passons & présent & la recherche des limites supérieures de w et 2’
sur le contour lui-méme. La solution considérée se réduisant & une
fonction analytique de Vangle 6 sur le contour C, nous ne diminuons pas
la généralité de nos conclusions, en nous limitant au cas, ol cette solu-
tion 7 Sannule sur le contour. Cela étant, différentions l'éguation (3)

par rapport & 0; ce qui nous donne, en posant ?f =z,
9 078 92 0° 51 — A 05\ (84 02,\2
+2B9w9y+0 ( )+2b( )(8y>+c(3y)
+ 2d-a~z-1 + 202 az‘ +g Dy,

ot @, b,c d,e f, g sont des fonctions ana,lytxques de z, y, 2, p, ¢ bornées
lorsque R >Va*+ y* > R, R’ étant un nombre positif quelconque, par

’ R . .
exemple R’ = - Faisons ensuite

5, =—M— e+ alogu,

en nous réservant de fixer « dans un instant. « vérifie manifestement
P'équation

a2 op Pt 0Tt = (4G + 2B (3 )(§§)+C(%§)2]

o G () () 4o Gt 2oy ot

On choisira alors « de la sorte, qu'on ait
Q>—N

3 Tintérieur de la couronne S comprise entre les circonférences C de rayon

R et ¢’ de rayon R’ = —g, ot le nombre N se détermine comme au § 2.
Donc, en posant
W=+ (.’L'" +?/2),

ot u est le minimum de la fouctwn 2(4 + C), nous aurons

o2
+ 2Baw8y + 05 ay’

D'autre part, soit o' une fonection qui se confond avec # sur les
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deux circonférences C et C’ et qui & I'intérieur de S satisfait & I'équation
(voir la fin du ch. II) linéaire

2, 2, 3,7
AGE+2B 5 + 055 =0,

En remarquant que la courbure de la surface représentée par o' est,
en général, négative (I'ensemble des points & courbure négative est partout
dense), on voit que le plan tangent & la surface em un point du bord
extérieur (qui se projette sur C) horizontal devra, ou bien étre horizontal,
ou bien renconirer le bord intériewr (qui se projette sur C"); done, du moment
qUon connait le maximum de ||, on en déduit immédiatement le maxi-
mum de linclinaison du plan tangent sur le contour, ou, ce qui revient
au méme, on détermine un nombre L tel que

v
7o < L.

Or, en posant
’ ’
% = 4 v,
on constate que v, g'annule sur les deux circonférences C et C’ et satis-
fait & 1'inégalité

d%v 2%, ot
A};;; +2Bm+0—9—ﬁ>0.

De sorte que » n'a pas de maximum dans la région considérée, c'est i
dire qu'il ne devient jamais positif; il en résulte que sur le contour C

av
20
Pone, ou’ ? 2RN
k74 u
2L F2-I-=7
Et, enfin, -
Bz, "—a? 2R.N
T2 —ae [L +=

sur le contour C.
Par un raisonnement tout & fait semblable on obtient au moyen du
changement de fonction défini par la formule

zl=_M—-(x+alogii—u
une borne positive de %%-
a5

La limite supérieure de étant ainsi déterminée sur

i _ "3’3
de| |Doo@
le contour, on déduit immédiatement de Yéquation (2) une limite supérieure

2%z N
de Fral Du moment que toutes les dérivées secondes ont des Hmites
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supérieures connues sur le contour, on trouve aussi les limites supérieures
r RN » s ,. Py,

de w et ', d'ot résultent, enfin, des limites supérieures géndrales (sur

le contour C comme 3 son intérieur) des modules des dérivées secondes.

§ 117.

La méme méthode permet de limiter supérieurement les modules de
toutes les dérivées successives.

Supposons, en effet, que M soit la limite supérieure des modules
de toutes les dérivées de la solution z jusqu'a l'ordre # inclusivement;
proposons nous de limiter alors les modules des dérivées d'ordre = + 1.

Ayant posé dune fagon générale z,,= %ﬁ—, cherchons dans

ce but des limites supérieures des maxima des expressions

2(%p 1+ e 1+
Wy, = € (o, M)eza( k1T ) [A5E+11, -+ 2sz+1,lzk,l+1+05%:1+1]7

ot k, I sont des entiers quelconques, tels que k+1=n>1.
En différentiant 1'équation (3) %k fois par rapport & x, I fois par
rapport & y, nous obtenons une équation de la forme suivante

2 } | 2
97, ', 'z, 02, 073 'z

k=1,1
A~ + 2B Bw8y+0 oy® +E1'%—+F‘~§37—+F‘ 2y*
2%, ;.
+E2‘32;1+G=0r

dont les coefficients sont des fonctions données de z, y, # et des dérivées
partielles de ¢ d’ordre non supérieur & n. En remarquant d’ailleurs que

Rz, ,_, 0%, _ . . 2., 0%,
hi-l E-1,) g'expriment linéairement au moyen de —a—g—c‘—, «—a-?—;—, on

dxt ? FlE
peut faire E, = F,=0; on aura done D'équation plus simple
%5, A 0?2y, 9%, 08, _
AW+2B8w8y+ ¢ oy* S Tl B oy +6=0.

On voit bien alors quon aura qu refaire le raisonnement fait plus
haut, en introduisant la fonetion auxiliaire u définie par I'égalité

;= — M -+ log log u.

Le raisonnement est d’ailleurs simplifié & cause de l'sbsence de termes

0 0 .
du second degré en —;—';-”—, ~—;—§’i (k+1=n=>2), ce qui permet de prendre

a priori ¢=1 On verra ainsi que la fonction w,; au point, on elle
est maxima ne peut dépasser un certain nombre fixé d'avance N ,. Pour
avoir une limite supérieure do w,, en un point guelconque du cercle, il
nous suffira & présent de déterminer cette limite pour un point de son
contour seulement. A cet effet, il suffira de différentier Yéquation (3)
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. N . ik
n fols par rapport & 6, ce qui donnera, en posant 7, = sgn » U@

équation de la forme

22, 2%z, 2%z,
450t + 2B 55y + C 54 = Ds

& laquelle on pourra appliquer la méthode des fonctions auxiliaires sur
le contour C. On trouvera ainsi une limite supérieure de

;% _ aﬂ+1z
d¢| |[deoon

sur la circonférence; en tenant compte ensuite de I'équation obtenue en
différentiant I'équation (3) » — 1 fois par rapport & 6 on trouvera immé-
pgntig
d¢* §on1
considérant toutes les équations déduites de 1'équation (3) par » — 1
différentintions, on obtiendra des limites supérieures des modules de toutes
les dérivées de 2 dordre % + 1 sur la circonférence C. La limite
supérieure de w,, en résultera, et, par conséquent, on connaitra finale-
ment des limites supérieures des modules de toutes les dérivées de 2z dordre
w4 1 sur la circonférence C aussi bien quw'a son intérieur.

diatement la limite supérieure de ; et de proche en proche, en

§ 18.

Nous arrivons ainsi aux théorémes:
Théoréme A. Efant donnéde ume égquation du type elliptique

(8r) Ar 4+ 2Bs+4 Ct =0,

o A, B, C sont des fonctions analytiques de x, y, p, q, le probléme de
Dirichlet pour cette équation est toujours possible®).
Théoreme B. Le probléme de Dirichlet est possible pour Uéguation

(89 Ar 4 2Bs+ Ot = 1D (AC—B*>0)

dans laquelle 0 <A <e,, avec certaines dommées sur un contour délerminé,
si, en admettant Vexistence de la solution, on peut limiter supdrieurement son
module, ainsi que ceux de ses dérivées premiéres, quel que soit le nombre A
compris entre O et o.

Le premier de ces théorémes résulte de la remarque que la solution
dune équation du type elliptique de la forme

A+ 2B s+ C¢=0 (4,0, — B2>0)

*) Dans cet énoncé comme dans les suivants je n'indique pas les restrictions
plus ou moins ‘grandes qu'on doit faire sur la pature des contours. Je remarquersi
que, € on e vewb pas avemcer au-deld de ce gu'on a demoniré, i} faut sousentendre
que toutes les données sont analytiques.
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n’a pas de maximum, et d’autre part que l'ensemble des points, ou sa
eourbure est négative est partout dense, de sorte que les plans tangents,
3 la surface représentée par la solution rencontrent le bord de la sur-
face au moins en trois points distincts ou confondus; Vinclinaison maxima
¢est-d-dire la limite supérieure de |p| et |g| peut done &tre indiquée a
priori. On pourra donc, en vertu du résultat préeédent limiter les
modules de toutes les dérivées successives. Mais d'autre part I'équation
(38®) peut étre obtenue en faisant ¢ = 1 dans I'équation
1+eAd—1)]r+2aBs+[1+e(C-1)]=0

qui pour ¢ =0 se réduit 4 une équation de Laplace, et pour 0L X1
est toujours du type elliptique pourva qu’on suppose (ce qu'on peut faire
sans restreindre la généralité) que A>1, C> 1.

Le second théoréme est manifestement une conséquence du premier.
Un grand nombre d’équations rentre dans le type 3. Telles sont, en
particulier, les équations auxquelles satisfont les fonctions qui rendent
minima les intégrales doubles

fff(p,q)dxdy-

Parmi celle-ci, il faut indiquer en premibre ligne I'équation des surfaces
minima, qui a fait Pobjet de plusieures mémorables travaux.

§ 19,

Comme application du second théoréme, nous pouvons indiquer une
nouvelle classe d'équations pour lesquelles le probleme de Dirichlet est
également toujours possible.

Théoreme. Si dams Péquation (3"), D est au plus du second degré
par rapport & p, ¢, tandis que A — %2, C— EA—S et D, ont une limite
inférieure positive, le probléme de Dirichlet est toujours possible.

Pour le voir, il suffit d'indiquer a priori des limites supérieures de
|z}, |pl, |g)- Dans ce but mettons notre équation sous la forme

Ar 4+ 2Bs+ Ct=2[D(z,y,0,0,0) + 2D.(z,y, 02, 0p, 0g)
+ 2D, (z,y, 02, 0p, 0q) + ¢D/(%,y, 02, 0p, 09)],
avee 0 <O <1,

Nous voyons alors que, si |#| atteint quelque part son maximum,
auquel cas le premier membre est négatif ou nul et p =g =20, on aura
en ce point )

'D(m? y’ 07 O) O) + z'Dz (w, y’ 05’ 0p7 eg) é O'

. ol s . M N .
Done, le maximum de |2| est inférieur & — = ot M est lo maximum

du | D] et N la limite inférieure de D,
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Il nous reste encore 3 établir des limites supérieures de |pl, |g].
Nous appliquerons de nouveau le procédé des fonctions auwiliaires en
nous appuyant uniquement sur la croigsance de D.

En effet, posons pour fixer les idées,

D=oap’+2bpqg+cq’+ 2dp+ 2eq +f,
a, b, ¢, d, e, f étant des fonctions données de #, ¥, 2. Nous pouvons
supposer que z = O sur la circonférence C. En faisant le changement de
fonction
z2=—n—a«+alogu

on trouvera ’équation suivante 3 laquelle satisfait u:

G+ 2B+ Onn= [ G + 22 () () + o (53]

xZ

+ (o (29 420 (28) () +o(§—§)j+2d§—§ +2e 2042 — Q.

&

2 H .
Puisque les fonctions 4 — %, C— % ont une limite inférieure posi-

tive, quels que soient p, ¢, il suffit d'introduire un facteur numérique
convenable pour avoir 4 — %ﬁ> 1, 0—%2> 1. D’autre part, il

existera cerfainement un nombre M, tel que

lal <M, b <M, |o< M.
2u pu
cx’ 2y
de @ formeront dans ces conditions uue forme quadratique définie. En
effet, son discriminant est égal &
. Al 01’_ B12
-

. . 1 c
Cela étant, faisons @ = 1577 Les termes du second degré en

)
sl on pose

4 =4 +aa, Bi=B+ab, C =C+ac

Done, en remarquant que

1
[4—4|<g, IB—Bl<g, |6—Cl<z,

on reconnait facilement que
7
5 (AC~B)>(4,6,— B> 2 (40— B3,
On voit ainsi que

— Q< uf [RERREE T 4 o]

<2l (25EEE + 6x1f) < alu @+ 2 13017 < w,

ol N est un nombre bien déterming.
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Comme au § 16, on tire de 13 une limite supérieure de — —g% sur
le contour, et de la méme fagon, par le changement de fonction

g=—n—a+alog —r,

- o oz
on trouve une limite supérieure de + 5

Pour avoir des limites supérieures des modules des dérivées premitres
& lintérieur du cercle, le plus simple est de procéder de la fagcon suivante
(quoiqu’on laisse ainsi de coté le cas exceptionnel ol les coefficients des
termes du second degré dépendent de x et y sans dépendre de 2).

Considérons Vexpression p® - ¢?=w. Supposons qu'elle atteint son
maximum en un point M. On aura en ce point

1 ow

% 3z = pr+ s = O)
% w ps+ gt =0,
Ar+2.Bs+ Ct = D;
done
. Dg? — Dpy - Dp? .
A¢—2BpqF Cp®’ = 4 —3Bpg F Cp*’ Ag*—2Bpg+ Cp?

Formons ensuite Vexpression K, qui doit &tre négative,

1 2w\ _ o9, 90D 9D oD
'—"2_("4- +2Baxay+cay2)_(p+Q>az +P§5+Q"g‘g
+ A@*+s) +2Bs(r +-1) +0(52+t2)
D2
—@2+Q)[Aq —2qu-|—0p’+ Bz]-l— LT +q oy = <0
On voit bien que, pour des valeurs assez grandes de (p,q), K ne
saurait 8tre négatif, pourvu seulement que les termes du second degré

D . 4 .
en D et ?— ne soient pas nuls en méme temps tandis que ceux de

0D BD

5 ne sont pas nuls.

Comme exemple considérons le probléme suivant:

Mener par un contour onalytique donné une surface dont la courbure
moyenne est en chaque point proportionnelle & la projection de lo houtew
sur la normale.

L’équation des surfaces jouissant de la propriété indiquée a la forme

(L+g3r —2pgs + A+t =2(1+1°+4°).
Elle rentre bien dans le type quon vient d'étudier; le probleéme proposé
admet donc toujours une solution.

Mathematische Annslen. LXIX, 9
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8 20.

Examinons maintenant le cas général de 'équation du type elliptique.
Ce cas ne se distingue du cas particulier (3) que nous avons eludié que par
le fait g’ la connaissance des limites supdriewres des modules des dérivées
premiéres il faut ajouter celle des dérivées secondes pour powvoir limiter les
modules de toutes les dérivées successives.

En effet, soit M la limite supérieure des modules de 2 et de ses
dérivées des deux premiers ordres. Si nous différentions Péquation (2)
par rapport & z, nous obtenons l’équation

;0% ¥4 / ot v , 0% » ’ ,
F, st T ,3xay+F,ay +F +F +FP+F—0
qui considérée comme une équation & la.que]le d01t satisfaire la fonction p,

a la forme
ép op

ot 4, B, C, D sont des fonctions connues de Y % P g 50 4 (quant
a ¢, il sexprime au moyen de ces quantités en vertu de l'équation (2)
dans laquelle F, <= 0). En différentiant encore une fois par rapport & z=
nous aurons

(86") AZi+2B5i + 02 —a( )+2b( 7 (50) + o (5
—]—2d +2e +f,

o 4, B, C,a,b,c,d,e, f sont des fonctions analythues connues de

%Y 40,4, s
L’équation (36™¢) peut &tre traitée de la méme fagon que I'équation
(86): on trouvera sans peine une limite supérieure du maximum de

Pexpression
rey  TEHH

w=;15927626a [ ( )+ B(am)(ay)+c( )]’

oll o est un nombre déterminé.
On trouvera de méme une limite supérieure du maximum de I'ex-
pression

tra LY
L e\ (ot 21\
w=ge e AN+ 2B (E) () + o ()]
a lintérieur du contour.
Pour avoir des limites supérieures des modnles de toutes les dérivées

troisiémes, il suffit maintenant de trouver des limites supérieures de w
et w, sur le contour.
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Dang ce but nous différentions I'équation (2) deux fois par rapport

N 0%z
a 8. En posant 2z, = 5g7» DOUS avons alors

w5 2o e () e e () (5) +¢ (5

’ az2

+2d +21322+f’

on A, B, C,a,V,c,d,e,f sont des fonctions comnues bornées de
2,4,2,0, 475t & Vintériear de la couronne S comprise entre les circon-

férences C de rayon R et C' de rayon B’ = g, gt ou A'C'— B'*>0;

on peut done appliquer sans modifications le raisonnement du § 16.

Aprés avoir limité de cette facon les modules des dérivées troisiemes,
on limite, de proche en proche, les modules des dérivées successives,
comme au § 17, car, & partir de la troisieme différentiation, les équations
qui résultent de Véquation (2) ne se distinguent en rien de celles qui
résultent de 'équation (3).

Ainsi se trouve démontrée l'exactitude du théortme suivant:

Théoreme C. Eiant donnée une équation onalytique du type elliptique
(3) F(’"r $60,4,5 %, 9 0‘) = O;
on F,'F, <0, le probleme de Dirichlet avec des donndes determinées sur
un contour délerminé sera possible pour toute valewr de o comprise entre
@, e e, st on sait que le probleme est possible pour o« — e, et si, en ad-
mettant a priori Uexistence de la solution, on peut limiter supérieurement
a priori aw moyen des donndes sur le contour les modules de 2 et de ses
dérivées des deux premiers ordres.

Pour ce qui concerne les applications de ce théoréme je me bornerai
4 renvoyer a mon Ouvrage russe plusieurs fois cité, et aussi & un article
qui paraitra prochainement dans les ,Ann. Sc. de U'Ecole Normale Sup.“
Je tiens plutét & conserver & ce mémoire som caractére général et & le
terminer par quelques remarques générales.

1v.
Conclusions générales.
§ 21.
L’analyse qui précéde mous conduit & faire une distinetion importante

entre les solutions du probleéme de Dirichlet. On se rappelle que par la
définition méme de ce probleme*), les solutions sont continues & lintérieur

* ,Sur la généralisation du probleme de Dirichlet*, Math. Ann. 62, page 258.
9*
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du contour C ainsi que leurs dérivées des deux premiers ordres; ces der-
nidres peuvent pourtant ne pas exister sur le contour lni-méme, ou du
moins ne pas &re bornées sur le contour et dans son voisinage. Si ce
cas se produit, nous dirons que la solution est wrrégulicre sur le contour C;
au contraire, elle sera rdgulidre sur le contour C dans le cas on ses
dérivées des deux premiers ordres seront bornées sur le contour comme
% son intérieur. Pour abréger, nous omettrons souvent, lorsquaucune
confusion ne sera possible, les mots ysur le confour C¥ d'autre part,
pour fixer les idées, nous supposerons dans la suite le conforr C circulaire
et les domnées sur le contour amalytiques.

Il est clair que notre méthode n'est directement applicable que dans
le cas ol la solution cherchée est régulitre.

Je remarquerai, en passant, que toutes les fois oll cette méthode est
applicable, on peut affirmer, d’aprés ee qui précede, que la solution qu'elle
donne est analytique sans faire appel o Vhypothése de Uexistence des déri-
vdes troisiemes, que j'ai ét6 obligé d’admettre dans mon mémoire ,Sur la
nature analytique des solutions etc. Il y aurait intérét & se débarrasser
de cette restriction dans le cas général; on y parviendra, je pense, en
perfectionnant encore en quelques points la méthode exposée. Quoi qu'il
en soit, et méme si des solutions non analytiques ayant des dérivées
continues des deux premiers ordres (ce qui est peu probable) pouvaient
exister pour certaines équations, nous les laisserons de cdté dans ce qui
va suivre.

Le point important & signaler est que, réeiproquement, toutes les
fois qu'un probléme particulier de Dirichlet admet une solution réguliére,
son éxistence peut éfre prowvée par notre méthode qui donne en méme temps
un moyen pour la calculer.

D'une fagon plus précise, je dis que, si I'équation

F(r,s,t,p,9,2,2,9)=0, (F/F/<0, F'F/ —F*>0)

admet une solution régulitre du probléme de Dirichlet avec des dommnées
porticulieres sur le confowr, il est toujours possible d’introduire dans Uégquation
un paramétre o« (dune infinité de facons différentes), de telle sorte que,
pour o« =0, lo possibilité du probléme soit évidente, powr « infériewr ow
égal @ 1 on puisse indiquer des limites supérieures des modules des dérivées
des deuz: premiers ordres, et que powr o =1, Uéguation se réduise & Uéqua-
tion donnde.

§ 22.

Examinons d’abord les équations qui n’admettent que des solutions
régulitres, telles d’ailleurs que, du moment quslles existent, la limite
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supérieure des modules de leurs derivées des deux premiers ordres soit une
fonction bornée de R et K, ot R est le rayon du cercle C, n! K* étant
la limite supérieure du module de la dérivée d’ordre # (pour toute valeur
de #) de la fonction de l'arc & laquelle la solution se véduit sur le
contour. Nous appellerons de telles équations éguations réguliéres. 11 est
aisé de voir que le probléme de Dirichlet pour une égquation réquliére est
toujours possible.

En effet, en appliquant les principes exposés dans ce travail, on peut
démontrer la généralisation suivante d'une proposition bien connue de
de M. Schwarz: Une solution du probléme de Dirichlet régulicre (sur la
circonference C de rayon B, on elle se réduit a ume fonction analytigue de
Parc) peut étre prolongée analytiquement o Vextérieur de la circonférence,
ou moins jusqu'd une circonférence C, de rayon By, lel que Vinverse de la
différence R, — R soit ume fonction bornée de R, K (voir plus haut la
signification de K) et des limites supérieures des modules des dérivées des
deux premiers ordres de la solution (dans le cas des équations régulieres
ces dernieres sont elles-mémes, par définition, des fonctions bornées de
R et K).

D’autre part, il résulte du lemme fondamental (§ 14) que, si une
équation réguliere admet ume solution du probléme de Dirichlet pour
des données particulidres sur la circonférence C, elle admettra également
une solution, quelle que soit la fonction (analytique) donnée sur cette
circonférence. Or, choisissant une circonférence 6 de rayon ¢ suffisamment
petit, on est certain quil existe au moins une fonction donnée sur ce
contour, pour laquelle le probleme de Dirichlet est possible. En vertu
de la dernidre remarque, le probleme de Dirichlet sera possible, quelle
que soit la fonction donnée sur cette circonférence. Mais, & cause de la
proposition rappelée plus haut, en prenant la solution qui sannule sur
la circonférence & on est certain qu'on pourra la prolonger au deld dune
eirconférence 6, de rayon 6 + d;. En raisonnant de la méme maniere
sur la circonférence 6,, on verra que le probléme de Dirichlet est toujours
possible sur cefte circonférence, et ensuite sur la circonférence o, de
rayon & + 0, + ;. On arrivera ainsi de proche en proche & démontrer
la possibilité du probléme sur un cercle guelcongue de rayon fini, car la
différence des rayons de deux cercles consécutifs ne tend jamais vers zéro.

Il y a lien de remarquer que si on ne fait pas d’hypothése spéciale
sur la nature de la régularité des solutions, s'il existe une équation dont
toutes les solutions somt régulitres sans que leur régularité puisse étre
mise en evidence par une fonction bornée des éléments indiqués plus
haut, le probléme de Dirichlet pour une telle équation (pseudoréguliere)
ne sera pas foujours possible.
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En d'autres termes, si le probléme de Dirichlet pour ume certaine
équation est toujours possible, et que sa solution soit towjours réguliere, on
peut affirmer que Uégquation est régulitre (suivant la définition donnée).
Toutes ces équations pewvent done ére découvertes par notre méthode. 11
faut ajouter pourtant qu’il n'est nullement évident a priori qu'il n’existe
pas d’équations pour lesquelles le probleme est également foujours possible,
mais qui admettent quelquefois des solutions érrégulicres; il est probable
quil n'y en a pas, mais je n'en posséde de démonstration rigoureuse que
dans le cas de l'équation (1).

Quoi quil en soit, étant donnée une équation déterminée du type
elliptique, nous sommes en état, d’aprés ce qui précede, de reconnaitre,
si elle admet foujours une solution réguliere, ou non, c’est-a-dire de
reconnaitre, si elle est réguliére ou non. Il est naturel de lui donmer dans
le second cas le nom d'dquation irrégulicre.

Nous avons rencontré dans ce travail plusieurs types d’équations
régulidres; par exemple, I'équation des surfaces minima et I’équation

(14+¢0r—2pgs + A +pHt =21 +p2+¢Y);

il est facile de vérifier que ’équation

(1 +g9r—2pgs + (1+p)i=p"+ &,
quoique ne remplissant pas toutes les conditions du théordme du § 19
est aussi régulitre. Par contre, et je tiens & souligner ce fait que jai
laissé dans I'ombre dans la premiere partie de ce travail (Math. Ann. 62,
page 264), dans le cas on la dérivée du second membre D,’=0, on
n’a pas toujours une équation réguliere.*) Ainsi, par exemple, I'équation
r+ti=(+y"—2)(P*+¢)—4

est pseudoréguliere. Pour cette équation le probleme de Dirichlet n’est
pas toujours possible; mais, lorsqu’il est possible, sa solution est nécessai-
rement régulietre. On se rend compte facilement que le probleme a
Vintérieur d'un cercle ayant le centre & lorigine est possible, si le rayon
du cercle est inférieur a 1; impossible, si le rayon est supérieur ow égal
d¢ 1. L'exemple d’une équation irreguliére nous sera fourni par I'équation
des surfaces & courbure moyenne counstante

A+¢)r—2pgs+ A +pHt=0104+p"+4¢*

En effet, on vérifie facilement que

3
T
= —Vi—F—

* Voir les pages 90 et 127 dn présent travail. La classe des équations régulieres
de la forme (3) est d’'ailleurs & trés peu prés épuisée par le théoréme de la page 127.
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est la solution de cette équation qui anpule sur la circonférence C' de
rayon 2; la dérivée normale sur le contour étant infinie, on voit que la
solution considérée est #rrédguliére. On vérifie sans peine, sur cet exemple,
et c’est 13 un fait général, que la solution irrégulidre est un cas limite
qui partage les cas ol le probleme est rdguliérement possible (solution
g'annulant sur un cercle de rayon inférieur 2 2) de ceux o le probleme
est impossible (si le rayon du cercle est supérieur & 2).

Il nous reste & montrer encore que méme pour une équation irré-
gulizre notre méthode, convenablement appliquée, permet dans chague
cas particulier de reconnaitre, si le probleme de Dirichlet avec des données
déterminées admet ou non une golution réguliére.

En effet, si le probléeme de Dirichlet admet une solution régulitre
déterminée, ses dérivées des deux premiers ordres sont bornées, par
définition; il doit donc étre possible d’en indiquer des limites supérieures;
si on pouvait affirmer que de telles limites ne peuvent pas &tre trouvées,
cela prouverait que le probléme est impossible. Mais, méme quand ces
limites supérieures sont trouvées, et quoique ce soit le plus souvent la
senle condition essentielle, V'existence de la solufion n'est pas encore
assurde. il n'est pas possible d’introduire le parameétre o comme l'exige
notre théortme ' (§ 20), la solution n'existe pas; car, si elle existait,
il serait manifestement possible d’y arriver, en partant d’une solution
réguliere quelconque dans le voisinage de Vorigine et en passant par des
solutions uniformément régulitres, au moyen de la variation continue®)
d’'un paramétre «.

En résumé, en se hornant aux solutions réguliéres ou peut corpléter
le théoreme du § 20 et lul domner la forme suivante.

Théoréme. Etant donnde Véguation analytique

@) F(r,s,t,p,0,229=0 (FF L0, 4F F —(F)y>0

du type elliptique, la condition nécessaire et suffisamte pour que cetbe dquation
admette une solution regulicre &wn probléme particulier de Dirichiel, est
qw’il soit possible dintroduire dams Uéguation (ou dans les données sur
le comtour) wnm paramétre o de telle sorte: que, pour «= 0, on ait une
solution dvidente; pour o infériewr ou égal & 1 on puisse indiquer &
priovi des Wimites supérieures des modules des dérivdes des deux premiers
ordres de la solution, ¢ que pour o =1, Véquation se réduise & Uéguation
donnde. ¥*)

#) Je n’ai pas 3 insister sur la transformation €vidente par laguelle on peut faire

passer le paramdtre dans 1'équation. )
*) Il est inutile de rappeler comment doit étre simplifié I'enoncé si 1’équation

(2) se réduit & la forme (3).
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On pourrait donner une proposition analogue relative aux solutions
irréguliéres. 11 suffirait de remarquer que ces solutions peuvent toujours
étre considérées commes des limifes de solutions régulieres.

J’ajouterai que le cas général ol I'on n’a pas nécessairement F,' F,' <0,
peut &tre traité par la méme méthode; quoique les résultats deviennent
un peu moins simples.

On voit que Vapplication des principes exposés dans ce fravail ouvre
un large champ de recherches: parmi elles, et en premiére ligne, je
dois signaler I'étude des problemes avec des données sur le contour
autres que celles de Dirichlet.




