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Ober  den  , , h n o r m a l e n  Fal l"  be im Lagrangeschen  u n d  M a y e r s c h e n  

P r o b l e m  mit~ gemisch ten  Bed ingungen  und  var iab len  E n d p u n k t e n .  

~on 

OSK~R BOLZ~ in Freiburg i. Br. 

In einer in Band 64 der Mathematischen Annalen erschienenen Arbeit*) 
babe ich die Lagrangesche Multiplikatorenregel und die Grenzgleichungen 
fiir des Lagrangesche Problem in s allgemeiner Formulierung ab- 
gelei~e~: 

Das Integral 
tl 

J Yl, "" ",Yn, Y l , ' "  . , y / ) d t  
to 

zu einem Ex~remum zu machen mi~ der iNebenbedingung, dab die in 
Parameterdarstellung vorausgesetzten zul~ssigen Kurvenbogen 

y, - -  ~ , ( t ) ,  t o ~ t ~ ,  i=1,2,...,** 
Differen~ialgleiohungen 

(1) ~ ( Y ,  " " ", Y,, Yl',"" ", Y') ---- 0, ~ = 1, 2 , . . . , p  

und q endliehen Glelehungen 

(2) V~(y,, �9 .., y~) = 0, iS = 1, 2 , . . . ,  q 

genfigen sollen, w~ihrend die Koordinaten (Y~o, "" ",Y~o), (YI~,'" ",Y nl) der 
beiden Endpunkte der zuliissigen Kurvenbogen r Bedingungsgleichungen 

(3 )  xy(y,o,  �9 �9 v~0; y ~ , - ' ,  v ~ )  = o ,  r - -  1, 2 , . . . , r  

geniigen. 
Ich habe dabei eine yon Herrn Hilbert**) flit den einfachsten Fall  

�9 ) ,Die zLagrangesche Multi~likatorenregel i~r der Variationsreehnu~g fii/r den -~all 
yon gemischten .Bedingungen ~nd die ~ugeh6rigen Grenzgleivhumgen bei variabeZn End-  
~unkten, Math Ann. 64 (1907), S. 370--387. 

�9 *) tt i lbert,  Zur Variationsrechnung, G~it~inger Nachr. 1905, S. 159 und Ma,~h. 
Ann. 62 (1906),~S. 351. 
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des Mayerschen Problems entwickelhe Methode benutzt, bei welcher die 
Aufgabe auf ein gewShnliches Extremum mit Nebenbedingungen zuriiek- 
gefiihr~ wird. Die Methode hat  den Vorzug, dab es dabei nich~ nStig ist, 
zwischen dam sogenaanten ,normalen" und dem ,anormalen" Fall za 
unterscheiden. 

Nachdem jedoch Herr  Hadamard in dem interessaaten Kapite[ fiber 
das Mayersche Problem ia seinen ,,Lemons sur le calcul des variations" 
(Paris 1910) den Gegensa~z zwischen diesen beiden F~tlen so scharf betont 
hat, scheint es mir w[inschenswert, als Erg~nzung zu meiner fr~iheren Arbeit 
den anormalen Fall bei der dort zugrunde gelegten aUgemeinsten Formu- 
lierung des Lagrangeschen Problems genauer zu diskutieren, wobei sich 
zugleieh GelegenheR bieten wird, meinen frfiheren Beweis in wosentlichen 
Punkten zu voreinfachen. 

Um dabei einen hinreiehend allgemelnen Standpunk~ ffir die Ver- 
gleiehung der Probleme yon Lagrange und Mayer zu gewinnen~ will ieh 
gleichzeitig die Aufgabe so verallgemeinern, da~ sie die beiden eben ge- 
nannten. Probleme als Spezialfglle unter sich enthglt, indem ieh die Auf- 
gabe dahin formuliere, den Ausdruek 

t~ 

f f (  ' , U = y~, . . . ,  y~, y~, . . . ,  y,,) dt + G(y~o , ..., Y,o; Y~ , ' "  ", Y~I) 
to 

in Beziehung auf die eben definierte Gesamtheit yon zul~issigen Kurven 
zu einem Extremum zu maehen. 

Abgesehen yon dieser Ver~llgemeinerung sollen die Voraussetzungen*) 
und Bezeichnungen**) genau dieselben sein, wie in der frfiheren Arbeit, 
auf die ich mit (I) verwelsen werde. Ausdrficklich wiederhole ich noch 
die Voraussetzung dab die Determinaute 

~ ~v~ . . .  0~___~ 

(4) ~:1~ ~r~ ~ d  =~0 enflang ~o. 

a =  l~2~.. . , .p;  f l =  1,2~..bq; m~_pq-~.  

*) Den dort gemach~en Ste~igkeftsvomussetznngen fiigen wJr noah die welfare 
hinzu, da~ die Funktion G ale Funk~ion ihrer 2n Argumen~e stetig diffe~entfierb~.r 

0 0 9 0 sein soll in einer gewissen Umgebung de~ Stelle (;a~,..-, Yn~, Y~,'" ",Yn~)" 
**) Insbesonde~e soll die Yerabredung fiber den Gebraueh tier Indices yon S. S72 

[estgeh~lten werden, wonach s~ets: i = 1, 2~...,n; k ~ 1, 2,...,m; a -~- 1~ 2,...,~; 
6~---1,2,-..~/; ~,=l,2,.-. ,r;  o = l ,  2,..-,n--m. 
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w  

t teduktion der Anfangsbedingungen.*) 

Um zu einer rich~igen Definition des nach der Terminologie yon 
Herrn Hahn**) als ,,anormal" zu bezeichnenden Falles zu gelangen, is~ 
es vet allem nStig, die Anfangsbedingungen dutch Ausseheiden tiberz~hliger 
"Bediagungen in geeigneter Weise auf ein System yon unabh~ngigen Be- 
dingungen zu reduzieren. 

Die Koordinaten der beiden Endpunkte der zuliissigen Kurvenbogen 
genfigen auiser den explizite gegebenen Gleichungen (3) s~ets noch den aus 
den endliehen Gleiohungen (2) folgenden 2q Gleichnngen 

(5) ~----r $ ~ - - = r  f l = l , e , . . . , q ,  
o o 

", Yn0), 0 und es wird vorausgese~z~, dab die Koordinaten (ylo~- "', Y.1) 
der Endpunkie der Kurve 

o ~o: y , = y , ( t ) ,  t o ~ t ~ t ~ ,  i = l ,  2 , . . . , n ,  

yon weleher angenommen wird, dab sie ein Extremum flit den Ausdruck U 
liefer~, diesen Bedingungen geniigt, sodaB also 

i o o 
(6) L o )  = o ,  = o ,  

o o .. y .1)  o ,  "",Y~o; Ylx, ", 
fl ~ 1, 2, .-., q; 7 ~ 1~ 2, ..., r. 

Wit bezeichnen je~zt die linken Seilen der @leiehungen (3), (5) in 
irgend welcher Reihenfolge mit 

~ '" ", Y,o; Ytl, "" ", Y~I), g = l ~ 2 ~ . . . , 2 q + r ,  

und es sei R der Rang der Matrix 

(7) Oylo' ' Oy.o' Oy~i' ' Oy.1 ' 9 =  1,2, . . . ,  

in dem Sian, daiS alle Determinanten (/~+ 1) u~ Grades derselben in einer 
gewissen Umgebung der Stelle 

0 0 0 0 

Ao(Y~o, "" ", Y,o; Yl~, "" ", Y,~) 

identiseh versehwinden, wiihrend mindestens eine D e t e r m i n a n t e / ~  Grades 
in derselben Umgebung nich~ iden~isch versehwindet; es ist dann jedeafalls 

*) Bei der Abfassung dieses Paragraphen sifld mir UnCerhalh~ngen mlt Her in  
Professoz Alfred Loewy yon wesen~lichem Nui~zen gewesen. 

**) Ma~h. Ann. 58 (1904), S. 152. 
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Es kSnnte nun vorkommen, daft ~rotzdem gerade an der Stelle A~ 
auch noch alle Determinanten B t~'~ Grades verschwinden. Das wiirde be- 
deuten, dab die Stelle A o fiir das durch die Gleichungen (3) und (5) 
definierte Gebilde im Gebie~ der Variabeln Ylo, '" ", Y~o; Yll, "" ", Y~l eine 
singul~ire Stelle wfire. 

39iesen Fal l  singulSrer .End~unkte schlieflen wi t  ~us, nehmen also an, 
dal~ mindestens eine Determinante ~te~ Grades gerade an der Stelle A~ 
yon Null versehieden ist. Es set dies bet passender Wahl der Reihenfolge 
der Funktionen ~g eine aus den ~ ers~en Reihen tier Matrix (7) gebildete 
Determinante. 

Sollte R ~ 2q -t- r seth, so sagen wir, die Anfangsbedingungen in der 
Form, in weleher sie gegebea sind, seien ,red~ziert". 

Wenn dagegen /~ ~ 2q q-r ,  so folgt naeh bekannten S~tzen fiber 
Funkt~onaldeterminanten, dal~ die Funktionen toa + l, �9 �9 ", eo~ ~ + ~ sich durch 
die Funktionen eoi , - . . ,  o~R ausdriieken lassen: 

( s )  = . . . ,  = 

identiseh in 
Ylo, "" ", Y~o; Yll, "" "~ Y~I. 

Indem wir hierin das spezielle Wertsystem A o einsetzen, folgt wegen 
der Voraussetzung (6), dab 

~+~(0 , . - . ,0 ) - - - -  0 , . . . ,  ~ + , ( 0 , . . . , 0 )  = 0, 

und hieraus ergibt sieh, dab jedes Wertsystem Ylo, "" ", Y~o; Yll ,  "" ", Y,z 
in ether gewissen Umgebung yon Ao, welches den ~ Gleichungen 

(9)  co~ - 0 ,  - . . ,  co~ = 0 

geniigt, stets aueh den iibrigen Oleichungen 

eoR+l ~ 0, �9 �9 -t c~sz+r ~ 0 

genfigt. Man kann also die letzteren Gleiehungen aus dora System der 
Anfangsbedingungen einfaeh weglassen. 

Ffir unsere Zwecke ist es nun wiehtig, daft mart es stets so einrichtea 
kann, dali unter den iibrig bleibenden Gleiehungen (9) gerade die 2~/ Glei- 
ehungen (5) vorkommen. Denn nach Voraussetzung (4) is~ an jeder S~elle 
des Intervalls [total mindestens eine Determinante ~/~ Grades der Matrix 

~ , ~y , , ~y~+~ ,,, ~ =  l , 2 , . . . , q  

yon Null versehieden, und daher ist mindestens eine Determinante 2q ~ 
Grades der Matrix 



43 4  O. BOLZA. 

o11 . . . . .  , ~ 

~Yio ' ' Oy=o ' ' ' 

o4  ' 0 , . . - ,  0 , ~ y ~ , ' " " O y ~ ,  

fl ----- 1, 2,-. -, q 

an der SWlle A 0 yon Null verschieden, woraus zun~chs~ folgt, dab / ~  2q  

Ferner folg~: Wenn wir nach (8) die 2q Funktionen ~fl, ~fl durch 
die unabhi~ngigen Funktionen ~ol , . - - ,  ~o~ ~usdriieken, so ist -mindestens 
.eine De~erminanb 2~/t~ ~rades der ~Iatrix 

~ [ , . . - ,  ~ 
' f i = 1 , 2 , - . . ,  

.an der Sbl le:  co 1 = 0, . . . ,  coR = 0 yon Null verschieden, uad daraus 
folgt, dab wit  2q der GrSBen col, . . . ,  ~oR~ eiwa col, . . . ,  o~q durch die 

2q GrS~e~ ~;~, ~.~ und die iibrigen 0riigen ~ + l ,  " . . ,  ~ ausdriicken 
kSnnen. Wir kSnnen also die Fu~k%ionen 

~P~ ' ' ' ,  . . . ,  . .  

ffir die unabhingigen untor den Funktionen co, wiihlen, womi~ unsere  
~Behauptung bewiesen ist. 

Das so erhalteno System yon B unabh~ngigen Anfangsbedingungen, 
unter welchen die 2q Gleichungen (5) enthalten sind, nennen wir dana 
wieder ,,reduzierfq 

Indem wit uns diese Reduk~ion bereits im voraus ausgeftihri denken, 
kiinnen wit sagen: 

S atz  I. Werua wit  den Fall singul~irer .Endpunkte ausschlieflen, so 
diirfen wi t  ohne Beschr~nkung der Allgemeinheit annehmen, daft das System 
(3), (5) der Anfangsbedingungen reduziert isi, d. h. daft 2q + r ~ 2n,  wad 
daft mindestens eine Determinante (2q-k r) T M  Grades der Matrix 

0 Y i o  ' " " "' 0 y = o '  

~%y ~gr 

OYlo ' "" "" OY~l ' 

2 " ' "~ 0 

OYl, ' ' ~Y~I ' 
~ Zr ~ Zr 

O Y l , '  "" "~ Oynl 

fl = l, 2, . . ., g; 7 = 1 , 2 , ' " , r  
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a n  der Stelle 
0 0 0 ~'n 1) A 0  ( ~ 1 0 ,  ""  ', VnO; V l l ,  " "  ", 

vo~ _Nu~t verschieden ist. 
Alsdann gibt es kein System yon 2q + r Multiplikatoren 

~elche nicht alle gleich Null sind, und fi~" welche an der SteUe Ao 

(lO) 

435 

r 

r 
i---- 1~ 2, �9 .., n. 

In der ganzen weiteren Entwicklung wird der Fall singuli~rer End- 
punkte  ausgeschlossen uud verausgesetzt, dal3 die hnfangsbedingungen in 
4em angegebenen Sinn rec]uziert sind. 

w  

Die Euler-Lagrangesehen Differentialgleichungen und die 
Grenzgleichungen. 

Ich will nun nochm~ls kurz auf die Ableitung dot Euler-Lagrang~- 
schen Differen~ialgleichungen und der Grenzgleiehungen eingehen, dabei 
jedoch einige nicht unwesentliche Vereinfachungen meines friiheren Be- 
weises andeuten. 

Man beweist zunRchst den 
Hi l f s sa tz .  Sind q + r + 1 Systeme yon Funktionen 

O" 6 
~ ( t ) ,  ~ l , ( t ) , . .  ", ~i~(t), ~ =  1,2 , . . . ,  q + r - - k l  

gegeben, welche im Inter~all [to t~] zweimal stetig differentiierbar sind und 
den m = p + q Differentialgleichungen 

_.~, ~~,l ~ ~," ~ + ~ ~[) = 0, k = I, 2,. .- ,  m (11) 

geniigen, wobei, wie in (I) 
~'~'fl , 

i 

gesetzt ist, so kann man stets eine ( q + r +  1)-parametrige Schar yon 
Kurven 
( i 3 )  v, = ~ , ( t ,  ~1, ~,,." ", ~=,+,) 
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konstruieren, welche die erforderlichen S~e~igkeitseigenschaften besi~zt, 
den m Differentialgleichungen 

~ ( % , ' " , 9 ~ ,  % ' , " ' ,  9;)---- 0, 

und den Gleichungen 
9~(~, o,  o,  ., o)  o �9 . = ~ ( t ) ,  

gentigt, und flit welehe 

k : i, 2,. �9 ", m 

i =  1 , 2 , . . ' , n  

wobei der Index 0 die Substitution: ~l = 0, ~ = 0,. .  ",~+~+l = 0 andeutet~. 
Zum Beweise setze man 

und 15se dann die m Differentialgleiehungen 

~(Y~ , ' " ,Y~ ,  9 , ~ + , ' " , % ,  Y~', '",Y:, 9 : + , ' " , % D  = 0 ,  k = l ,  2 , . . - , m  
nach Yl,'" ", Y~ auf mit den Anfangsbedingungen 

,,i,o = 2,~ + ~  ~o,;,Cto). 
(7 

Unterwirf~ man nun die q + r + 1 Gr51~en ~o den q + r Bedingungen  

(14) / ~Pg(% ( t~ %(t~ = 0, 
z~(%(t0) ,  . . ,  %<to); % (t~),. . . ,  %(t~)) = o,  

so stellen die Gleichungen (13) eine zulilssige Variation der Kurve $o dar .  
Bezeichnet man d~her 

q 

u(~, ~," , ~+~+,) = f  f(%,..., %, 9,',..., 9") ~t 
to 

+ v ( %  (to), . . ., 9~(to);  %(~,),..., 9 , ( t ~ ) ) ,  

so mul~ die Funktion U(el, ..., zq+~+l) an der Stelle sl = 0 , . . . ,  e~+r+ 1 ~ 0 
sin Extremum mit~ den Nebenbedingungen (14) besi~zen. Daraus folgf~ a b e r  
nach der Theorie der gewShnlichen Extrema mit~ Nebenbedingungen: Be-  
zeichnet man allgemein fiir ein beliebiges FunktGionensystem ~71,"" ", ~ ,  

r(~) = ~ / , . g - ~ ,  +~-~7 '~' ~ t + ~  ~,(to)+-x~,~ , 

(15) ,v~(~)=X, ~ / v~(to), 
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wobei sieh die Argumenb der Funktionen 

Of O f .  OG OG 09,e. OZ r bz r 
OYt ~ ~Y~" ~ OYio ~ OYil; Oy~ ' OY~o' Oy~l 

auf die Kurve ~o beziehen~ so mu~ es konstanie Mulliplika~oren 

die nich~ alle Null sind, geben, derart dab die q + r + 1 Gleichungen 
bes~ehen 

c~ 0 a a 

r 
a---- 1 , 2 , . . . q + r + l .  

Man zeig~ dann welter wie in w 4 yon (I), dab die Mul~iplikabren 1 
yon der Wahl mindesions eines der q + r + 1 Funk~ionensysteme " ~. 
aaabhingig sind, sodal~ also wegen der noeh vorhandenen Willkfirlichkeit 

der Funktionen ~ die Gleichung 

(16) l~ + Z  l~ T~(~) +~--I l~+rXr({) = 0 

mit denselben Multiplikatoren 1 ffir alle in [totl] zweimal stetig differentiier- 
b~ren Funktionensysbme ~1~ "" ", '~, welehe den m DifferenBialgleichungen 

( i7 )  7, + = ~  = 1, 2 , . . . , /  
i 

gentigen~ bestehen muB. 
Der k~rzeren Ausdrucksweise halber werden wit in dor Folge die 

Gesamttieit aller Funk~ionensysieme %, y~, �9 �9 V,, welche in [tot~] zweimal 
stetig differen~iierbar siad und den ~ Differentialgleiehungeu (17) geniigen, 
mi~ ~ bezeiehnen und dann sagen: :Eine Gleichung wie (16) gilt in ~, 
(was wir nach dem Vorgang yon E. H. Moore durch Hinzuffigung der 
Klammer (~)) andeu~en), wenn sie ffir alle Elemente yon ~ gil~. 

Nunmehr mul~ipliziere m~n die T ersbri der Gleiohungen (17), 

(18) Z iOq%\-~- ~h + ~~0q~':' ~{) - 0  , a-~l,2, . . . ,p 
i 

rail unbes~imm~en Muttipl~kabren ;~( t )mid  inbgriere yon t o bis tl; ebenso 
multipliziere man die nach (12) fib 1~ ~ 2  + fl dutch Integration aus (17) 
folgenden q Gleichungen 

(1~) , ~  ~ ,~-~_~, ~--~: ~,(t0) = o, p=i,~,...,q 
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mit unbes$immt-en Multiplikatoren/~8(t) und integriere yon ~o his tl; ferner  
midtipliziere man die aus (19) ffir t = t 1 folgenden Gleichungen 

mit willkiirlichen konstan~en Mulfiplikatoren l J,  summiere in allen Filler,  
nach r und ~ und addiere die erhaltenen Resultate zu (16). 

Schlioglich wende man noch die Lagrangesche parfielle In t e~a t io~  
an; so erh~lt man 

worin 

Q - -  

Itt0 -~ - 

Hiz= 

= o ,  @) 
i i 

ts 

r 

r~ r 

to 

Nunmehr bestimmo man die Funktionen ~ ( t ) ,  #8(t) und die Kon- 
stanten lJ so, dab gloichzeRig die Gleichungen 

a~ a ~ = 0 ,  ~ = 0 ,  
~Yk tit ~y~ 

bestehen, so erhiil~ man die Gleichu.ng 

k = 1, 2, . .  "~ ~n 

to Q 

Nun kann man aUe Funk~ionensys~me ~/i yon ~) erhalten, indem man die 
Funk~ionen %~+~, . . . ,  %) willkiirlich w~ihR und dana noch die Werte  yon 
~1, ' "  ", ~/,, fiirt---- t o willkiirlich vorschreib~; hierdurch und dutch die 
Differentialgleichungen (17) sind dann die Funk~ionen %, . . . ,  ~/m eindeu~ig 
bes~immt. Indem man hiervon in passender Weise ~tebrauch machO, erhiilt 
man aus (23) den in (I) auf e~was umstiindlichere Weise bewiesenen 

Sa~z II. Wenn die Kurve ~o ein .Extrernum fiir den Ausdruck U unter 
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den angegebenen Bedingunge~ liefert, so gibt es 2 + q yon t abh~ngige 
2gultiplikatoren Z.(t), t~(t) und gleichzeitig 2q + r + 1 konstante Multipli- 
katoren: lo, Z~, l~ l~+ r derart~ daft die n Differentia~fleiehungen 

(24) O~ d ~ ___ O, i =  1,2, ..., n 
~y~ dt Oy/ 

und die 2n Gren~gleichungen 

(25) ~ , o =  O, ~ / =  0 

erfiillt sind, und iiberdies die g + r + 1 Multi2likatoren lo, l,~, l~+ r nicht 
aUe gleichzeitig gleich Null sin& Dabei sind die G-r~flen ~, tt~ ~ Hi ~, l~ 
dutch die Gleichungen (22) definiert. 

Weiter gil~ die s Umkehrung*) hierzu: 
Satz I Ia :  Wenn es ein System yon Multi plikatoren 

gibt, in welchen l o #- O, und fiir welches die Differentialgleichungea (24) und 
die Gren~gleichungen (25) bestehen, so ist 

. -  o 

fiir jedes System yon zu~issigen ersten Variationen, d. h. f'~r jedes zweimal 
stetig differentiierbare ~unktionensystem v11,...~ V,, welches den t~ Differen- 
tialgleichungen (18), den q endtichen Gleichungen 

i 

and den r Anfangsbedingu~gen 

geniigt. 
Zum Beweis bride man mit den in der Yorausse~zung genann~en, 

Muliiplikatoren, wobei man 1 o = 1 setzen darf, den &usdruck 
t~ t~ 

a to ~ to 
0 1 " 

o' f l  r 

Derselbe is~ gleieh V(~), wenn die ~7, den Gleiehungon (18), (26) trod (27), 
geniigen und andererseits reduziert sich derselbe naeh Ausflihrung der 
La~angeschen partiellen Integration anf die linke Seite yon (21), trod isL 
daher wegen der vorausgesetz~en Gleiehungen (2~) und (25) gleich Null.- 

*) u eines Resul~a~es yon Hadam~.rd, vgl. ,Lemons" Nr. 20~:. 
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w  

Der  normale und der anormale Fall. 

In den Entwicklungen des vorigen Paragraphen haben wir nach dem 
u yon Hilber~ dutch Einfiihrung des Multiplikators l o zwei wesent- 
lich verschiedene F~lle zusammengefaBt, die nunmehr getrenn~ betrachtet 
werden sollen. 

Nach der Theorie der gewShnliehen Extrema mit Nebenbedingungen 
haben wir n~imlich bei der Behandlung des Extremums der Funktion 
U(el , . . . ,  eq+~+l) folgende zwei F~lle zu unterscheiden:*) 

Fa l l  I: Es ist mSglich q + r  + 1  Funktionensysteme ~ l , ' "  ", ~, yon $~ 
so auszuw'~Men, dal3 mindestens eine Determinante q + r ~n Grades der 
Mat~rix 

yon Null versehieden isk 
Alsdann is~ in den Formeln des vorigen Paragraphen 

l o = 1 

zu setzen. Dies ist de r ,  Hau~tfall"; wir sagen in diesem Fall, die Kurve ~o 
verhalte sieh ,,normal". 

Im Hauptfall kann man die q + r Gleichungen (14) nach q + r tier 
Gr~Ben e l , . . - ,  ~q+~+~ auf]Ssen und erh~iR so durch Einsetzen der ge- 
fundenen Werte in (13) eine einparametrige Schar yon zuliissigen Varia- 
tionen der Kurve ~o. 

Zugleich beweist man leicht den zuerst yon WeierstraB ffir das ein- 
fachste isoperimetrische Problem bewiesenen Satz, den ich dem ,,Funda- 
mentallemma" der Variationsrechnung gegenfiber als ,]~'rg~nzungslemma" 
,bezeichnel habe**): 

Is~ ~ l , ' "  ', ~/, ein System yon zul~ssigen ersten Variationen der 
Kurve ~o, so gibt es stets eine einparametrige Sehar yon zul~ssigen Kurven 

Yl = ~(t, ~), i =  1,2,.. .,n, 

in weleher die Kurve ~0 ffir ~ = 0 en~halten is~, und ffir welehe 

- ~ - /  = ~.  

F a l l  ILl: S~imtHche Determfiaanten der Matrix (28) versehwinden, wie 

man aueh die ~/+ r + 1 Funktionensysteme ~l, ~ "" ., ~, yon ~) w~ihlen mag. 

*) Vgl. meine ,, Vorlesungen i~ber Variationsrech~v~ng", S. 5~7. 
**) Ibid. S. 4.60 und 566, und H~damnrd, Legons ~ S. ~28. 
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Alsdann ist in den En~wieklungen des vorigen Paragraphen 

Z0=0 
zu se~zen. Wir sagen in diesem Fall nach dem Vorgang yon Hahn, d ie  
Kurve @o verhal~e sieh ,,anormal". 

Aus (16) folgt daher:*) 
Im anormalen Fall gibt es ein System von q + r Multil~likatoren 

ll, 1~, . . . ,  lq+~ 

die nicht alle ~ d I  sind, sodafl 

f l  r 

Da dies offenbar im Hauptfall nich~ mSglich isL so is~ diese Eigen-  
~iimlichkei~ charakteristisch ffir den anormalen Fall. 

Im anormalen Fali ist es, wenigstens auf dem oben beim Haup~fall 
angegebenen Weg, nich~ mSglich, Seharen von zuli~ssigen Varia~ionen tier 
Kurve @o zu kons~ruieren, und dementsprechend wird aueh das Ergi~nzungs- 
]emma hinfiillig. 

Der Hauptsatz des vorigea Paragraphen nimm~ nunmehr folgende 
Form an : 

S atz III: .Damit die K~vrve ~o sieh anormal verhalte, ist notwe,zdig 
und hinreichend, daft es ein System yon Multiplikatoren 

, / t ) ;  G l,L 
gibt, fi& welche 1. die n Differentialgleiehungen bestehen 

~2o d a~o = O, i---- 1~ 9,- �9 n 
~y, -- d~ ~y~' (30) 

mit 

(31) 

2. die 2n Grenzgleichungen geIten 

(32)  ;' Y 

C t r 

3. die q + r  Konstanten la, l~+~ nicht alle .aleich !~'ull sind, wo 
tl 

(33) l# = l~ + l~ + f & , ( t )  dt. 
to 

*) Vera~lgemelnerung eines Besul~ates yon Hadamard, Lemons, S. ~28. 
Mathemat i sche  Amaalen. L X X I V .  29  
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Dag diese Bedingungen notwendig sind, folgt unmittelbar uus Satz II 
ftir l o = 0. DaB sie auch hinreichend sind, ergibt sich folgenderma•en: 
Fiir jedes Funktionensystem ~ yon ~ gelten die Differentialg]eiehungen (18), 
die Gleichungen (19) und die Anfangsbedingungen (20). Wir multiplizieren 
diese Gleichungen der Reihe nach mit den im Satz vorkommenden Multipli- 
katoren Z~, ~#, l~, integrieren die beiden ersten zwisehen t o und tl, sum- 
mieren dann naeh a und fi und addieren die erhaltenen Resultate. Sodann 
wenden wir die Lagrangesche partielle Integration an und driicken schlieB~ 
lich mit Hilfe der Voraussetzung (32) die GrSBen 

~o/~" 0~o/" ~ , - /  und ~ y , /  

dutch die fibrigen GrSl3en aus. ]:)ann ergibt sieh als Resultat die Glei- 
chung (29), gtiltig in ~0, mit Multiplikatoren l~, l~+r, die nieht alle gleich 
Null sind. Daher ist @o anormal. 

Zusa tz :  Die ti'unktionen )~(t), #~(t) sind dabei nicht alle identisch 
#eich in [tot ]. 

Dies folgt nach Satz I d~raus, dal~ die Anfangsbedingungen als 
reduziert vorausgesetzt sind und der Fall singul~rer Endpunkte ausge- 
sehlossen ist. 

Aus Satz IlI ergibt sieh ein wichtiges Resultat fiir den normalen Fall :  
Satz  IV: Wenn die Kurve ~o sieh normal  verMilt, und es ein Multi- 

~likatorensystem 
4 ( t ) ,  ~ ( t ) ;  l L l~, 4+r 

gibt, fiir welches die Differentialgleichungen (24) und die Grenzgleichungen 
(25) mit 1 o = 1 erfiiUt sind, so gibt es nut  ein einziges solehes S y s t e m  
yon .Mutti~likatoren. 

Denn giibe es ein zweites System 

L(t), 4 §  
so subh'ahiere man yon den zugeh6rigen Differentialgleichungen und  
Grenzgleichungen 

~ d ~ -- -- 
~y~ dt ~y~' = 0 '  .[-t~ 0 = 0~ .Hi 1= 0 

die Gleiehungen (24), resp. (25). Das so orhaltene System yon Differea- 
tialgleichungen und Grenzgleiehungen wtirde dann nach Satz III ausdrfieken~ 
dal~ ~o anormal w~ire (was der Voraussetzung widersprechen wiirde), auger  
wenn die siimtliehen Differenzen 

versehwinden. Es muB also insbesondere: t ~ + r -  l~+r----0 sein. 
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Nunmehr folg~ aus den Gleichungen 

_~o _ ~ o  = o ,  ~ , ,  - H,~ _- o 

auf  Grund yon Vorausse~zung (4), dab 

~ (to) -- ~,~ (to) = O, i, ~ -- 1~ = O, 

L( t~ )  - ~.(t~) = o ,  ~-) - z~ = o 

sein mu6. Endlich schliet3~ man aus den Differentialgleichungen 

o ( ~ - u )  d s ( ~ - n ) ~ o  

wieder auf Grund der u (4), dab 

~ ( t )  - zo ( t )  ~- o ,  ~ ( t )  - # A t )  = o ,  

ide~atisch in t, womR der Satz bewiesen isk 
Es mSge mit ~Yt die bisher betGrachtet~e Gesamtheit yon zul~ssigen 

Kurven bezeiehnet werden, also die (abgesehen yon Stetdgkeitsbedingungen 
und Gebietseinschr~nkungen) dutch die Bediaguugen (1), (2), (3) charakte- 
risier~e Kurvenmenge, mit ~ '  dagegen diejenige Kurvenmenge, welche 
dutch dieselben Bedingungen mit Weglassung der Anfangsbedingung 

Zro(Yl~, " "', Y~o; Yl~, "" ", Y~1) = 0 

churakterisier~ ist, we 70 eine der Zuhlen 1, 2 , - - . ,  r is~. 
Dem bisher betraehteten P rob lem I: 

U-----Extremum in 

stellen wir dann das P r o b l e m  II: 

Zro(Ylo,"" ", Y,o; Y i l , ' "  ", Y~ I )~  Extremum in ~I~' 

gegentiber. 
Schreib~ maa ffir dieses neue Problem die Differentialgleichungen (24) 

und die Grenzgleiehungen (25) bin, so sieht man, dal~ dieselben mit den 
Differentialgleichungen (31) und den Grenzgleichungen (32) fiir den 
anormalen Fall des Problems I identisch werden, wenn man start I o 
schreibt l~+ro, und man erh~ilt so den 

S~tz V: .Erfiillt die Kurve ~o die jOifferentialgleichu~cgert und die 
Grenzgteichungen fiir das ~rob~em II, so ist ~o anormal f '~  das Problem I~ 

u~cd umgekehrt. 
Zusatz :  Is~ die Kurve ~o anormal ftir Problem I und ist dabei der 

in Sa~z III vorkommende MuRiplika~or lq+n~f~ O~ SO i$~ ~0 normal ftir 

Problem II. 
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w  

Bemerkungen fiber einige Spezialfiille. 
Wir wollen die vorangehenden Resultate noch auf einige Spezialfiille 

anwenden. 
a) Das Lagrangesehe Problem mit reinen Diff erentialgleichungsbedingungen 

und festen Endpunkten wird erhal~en s G _~ 0, wean die Bedingungen (2) 
wegfallen und die Bedingangen (3) die spezielle Form annehmen: 

( a 4 )  y,o - ~,o = o ,  

Die Grenzgleiehungen (25) lauten 

a ~ /  t l~ = O, 

0 Y~l -- Y~I = 0, i = 1~ 2,.- -, n. 

a~)7' / -t-/~+i = O" 

Sie drficken keine Bedingung ftir die Kurve 60 aus, sondern dienen nur  
dazu, die Multiplikatoren l zu bestimmeli. 

Die S~tze III, IV, V gehen in bekannte S~tze*) fiber den normaIen 
uad anormalen Fall fiber. 

b) Das Lagrangesche Problem ~nit gemischten .Bedi/agungen und flesten 
_Endpunkten. 

Schon A. Mayer hat in seiner grundlegenden Arbeit fiber die Lagrange- 
sche Multiplikatorenmethode**) davor gewarnt~ das Lagrangesche Problem 
mit gemischten Bedingungen und festen Endpunkten durch Differentiation 
tier endliehen Gleiehungen auf den Fall reiner Differentialgleichungsbe- 
dingungen zuriiekzufiihren, da man hierbei stets auf den anormalen Fall  
gefiihrt werde, und neuerdings haben Hadamard***) und ich selbstt) diese 
Warnung wiederholt. 

Die erw~ihnten Bedenken sind jedoeh unbegriindet: Wenn man, wie es 
fiir eine richtige Definition des anormalen Falles notwendig ist, vor Ein-  
tritt in die Untersuehung die Anfangsbedingungen in der angegebeaen 
Weise reduziert~ so wird man im allgemeinen nicht auf den anormalen 
Fall gefiihrk 

Im gegenwiirtigen Fall hat man wieder G ~ 0 und an Stelle der 
Anfangsbedingungen (3) treten die Gleichungen (34), zn denen noeh die 
stets vorhandenen Anfangsbedingungen (5) kommen. Liil3t man nun die 
Anfangsbedingungen in dieser nnmittelbar gegebenen Form, so lau~en die 
Bedingungen (29) flit den anormalen Fall dahin, dab es q + 2n Multipli- 
katoren 11, l~, . . . ,  lq+2,, nich~ alle gleich Null, geben mail derart, dab 

*) Vgl. melne ,,Vorlesungen" w 69, d). 
**) Math. Ann. 26 (1886), S. 80, Ful~note. 

***) Legons , ~z. 207. i )  ,,Vorlesungen": S. 582. 
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und dieser Bedingung kann man auf Grund der in ,~ g~iltigen Glei- 
chungen (20) stets geniigen, indem man z. B. 

w~hl~ und es scheint also in der Tat~ als ob immer der normale Fall 
eintreten mfil~/~e. 

Dem ist aber nichl so. Denn aus der u (4) folgt, dat$ 
es zwei Systeme yon q Zahlen il, i~, . . . ,  i~ und kl~ k~, .. . ,  kq aus der 
Reihe 1: 2 ~ . . . ,  n gibt~ ffir welche 

I'%o. ~ ;  ~,,, :: :;, ~,~) t ~(~;j y~,; :::; %-5/ 
Daher sind nach dem Dinischen Satz fiber implizite Funktionen die 2q 
Gleiehungen 

o o o 
- -  Y~,o  Y~,o - -  Y~ ,o  ", ( 3 0 )  I y;''~ = 0 ,  = 0 ,  . .  Y~,o - Y~,o = 0 ,  

0 0 0 
Yk~.1-- 0, -- = 0, .. Yk~,o -- Y~,o = 0 Y~,~ = Y~,,o Y~,.o ", 

eine Folge der iibrigen 2 n -  2q Gleichungen (34) und der Gleichungen 
(5), und erst nach Weglassung dieser 2q Gleichungen (36) wird das 
System der Ans in dem in w 1 definierten Sinn reduzier~. 

In der Bedingung (35) s den anormalen Fall sind also jetzt bei 
den beiden Summationen nach i die Indizeswerte i~,..., iq, resp. k~. . . ,  k~ 
auszulassen, und die so reduzierte Bedingung ist nun im allgemeinen 
durchaus keine Folge der Gleiehungen (20) mehr, womit der oben er- 
w~ihnte Einwand widerlegt ist. 

Dieses Beispiel zeigt, wie nStig es fiir die Charakterisierung des 
anormalen Falles ist, daI~ man vor Eintritt in die Untersuehung die An- 
fangsbedingungen in der in w 1 angegebenen Weise reduziert. 

e) Das Mayersche Troblem, wie es A. Mayer selbst s ha~, 
ergib~ sich fiir 

f = O ,  G-~y,~, 

wenn die Bedingungen (2) wegs und die Bedingungen (3) die spezielle 
Form annehmen: 

o o o 
Y~o--Y,o=0,  Y~o--Y~o=0, . . - ,  Y,o--Y~o=0,  

(37) o o 
Y~I - -  Y~I = 0 ,  "" ' ,  Ynl  - -  Y,~ ---- 0. 
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Man erhil~ die bekannbn Differeu~ialgleichungeu, und you den Grenz- 
gleiehungen ist uur die auf Yll bez~igliche Gleichung 

~ ~  lo = 0, y~' 
4 

w e  

Qo -- ~_ l  ~,~ ~= 
og 

yon Bedeutung, insofern sie zeigt, dab im normalen Fall 

aye" 0, 
im anormalen Fall dagegen 

~o / i 
ay /  = 0 .*)  

}air diesem Mayersohen Problem voUstgndig iiquivaleut ist das folgende 
Lagrangesche Problem: In Beziehung auf dieselbe Gesamthei~ ~ yon 
zulgssigen Kurven, - -  also insbesondere mit denselben Anfangsbedingungen 
(37), - -  das Integral 

l l  

J = f Y l '  dt 
to 

zu einem Ex~remum zu machen, da auf Grund der ersten der Anfangs- 
bedingungen (37) 

o 
J---- Yn -- Yl0 

ist, sich also yon der im Mayerschen Problem zu einem Extremum zu 

maehenden GrSl3e Yu nur um die additive, in ~ koustante, GrSI~e Ylo 
unterscheidet. 

In der Tat erh~lt man auch nach w 2 genau dieselben Differential- 
gleichungen und Grenzgldchungea far beide Probleme, und wenn die 
Kurve @o normal (resp. anormat) f~ir das eine Problem ist, so ist sie 
auch normal (reap. anormal) fiir das andere. Man darf also das _~ayer- 
sche Problem als S1)ezialfall des Lagran#eschen Problems mit einer frei 
variabeln Endkoordinate auffassen **). 

F r e i b u r g  i. B., den 11. Januar 1913. 

*) In t~oereinstlmmung mi~ Hadamard, ,,Le~ons"~ Nr. 204. 
**) Die Einwinde, die Hadamard gegen die Behandlung des Ylayersehen Problems 

a]s Spezialf~ll des Lagrangesehen erhoben ha~ (,,Legons" , Nr. 197, 206) finden auf 
die obige Bebsoh~ung keine Anwendung, ebensowenig auf den Beweis, den ich in 
w 70, ~) meiner ,,Vorlesungen" f~ir die Multiplikatorenregel beim Mayerschen Problem 
gegeben babe. 


