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Uber den ,Anormalen Fall“ beim Lagrangeschen und Mayerschen
Problem mit gemischten Bedingungen und variablen Endpunkten.

Von
Oskar Borza in Freiburg i. Br.

In einer in Band 64 der Mathematischen Annalen erschienenen Arbeit¥)
habe ich die Lagrangesche Multiplikatorenregel und die Grenzgleichungen
fiir das Lagrangesche Problem in folgender allgemeiner Formulierung ab-
geleitet:

Das Integral

4
J=ff(%; T s Yia 0 Y,) dE
b

zu einem Kxtremum zu machen mit der Nebenbedingung, daf die in
Parameterdarstellung vorausgesetzten zuldssigen Kurvenbogen

?/t‘:"yi(t)} <t Hh 1=1,2,--n
p Differentialgleichungen
1 Pal¥is s Yns 15 3 ¥) =0, e=1,2.-p
und g endlichen Gleichungen
(2) wp"‘(yl’ ) yn)=07 ﬁ=‘172)"'yq

gentigen sollen, wihrend die Koordinaten (44, - #no)s Wa1r -~ ¥, der
beiden Endpunkte der zulissigen Kurvenbogen » Bedingungsgleichungen

(3) x-y(ylo)' *y Yuod Yr1s ynl) =O: ?’=1727"'.7'
geniigen.
Ich habe dabei eine von Herrn Hilbert**) fiir den einfachsten Fall

*y Die Lagrangesche Multiplikatorenregel wn der Variationsrechnung fir den Fall
von gemischien Bedingungen und die zugehirigen Grenzgleichungen bei variabeln End-
punkten, Math Ann. 64 (1907), S. 370—387.

**) Hilbert, Zur Variationsrechnung, Gottinger Nachr. 1905, 8. 159 und Math.
Ann. 62 (1906), °S. 351,
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des Mayerschen Problems entwickelte Methode benutzt, bei welcher die
Aufgabe auf ein gewthnliches Extremum mit Nebenbedingungen zuriick-
gefihrt wird. Die Methode hat den Vorzug, daB es dabei nichf ndtig ist,
zwischen dem sogenannten ynormalen” und dem ,anormalen® Fall zu
unterscheiden.

Nachdem jedoch Herr Hadamard in dem interessanten Kapitel iber
das Mayersche Problem in seinen ,,Lecons sur le caleul des variations®
(Paris 1910) den Gegensatz zwischen diesen beiden Féllen so scharf betont
hat, scheint es mir wiinschenswert, als Ergéinzung zu meiner fritheren Arbeit
den anormalen Fall bei der dort zugrunde gelegten allgemeinsten Formu-
lierung des Lagrangeschen Problems genauer zu diskutieren, wobei sich
zugleich Gelegenheit bieten wird, meinen friiheren Beweis in wesentlichen
Punkten zu vereinfachen.

Um dabei einen hinreichend aligemeinen Standpunkt fir die Ver-
gleichung der Probleme von Lagrange und Mayer zu gewinnen, will ich
gleichzeitig die Aufgabe so verallgemeinern, daf sie die beiden eben ge-
nannten - Probleme als Spezialfélle unter sich enthilt, indem ich die Auf-
gabe dahin formuliere, den Ausdruck

23
U=ff(y1, o Y Y Y ) AL Gy Yuos Yr15 05 Ya)
to

in Beziehung auf die eben definierte Gesamtheit von zulissigen Kurven
zu einem Extremum zu machen.

Abgesehen von dieser Verallgemeinerung sollen die Voraussetzungen®)
und Bezeichnungen**) genau dieselben sein, wie in der fritheren Arbeit,
auf die ich mit (I) verweisen werde. Ausdriicklich wiederhole ich noch
die Voraussetzung daf die Determinante

99 0%g . 09g
oy’ 9y 7 Oya |
4) bu, 29, o, =+ 0 entlang €,.

0y, ’ ays"“,m
«=1,2,--p; f=1,2,---,g; m=p+g.

*) Den dort gemachten Stetigkeitsvoraussetzungen fiigen wir noch die weitere

hinzu, daf die Funktion @ als Funktion ihrer 2 Argumente stetig differentiierbar

. . . 0 0
sein soll in einer gewissen Umgebung der Stelle @m JETR ;n or Y111 s Yn 1)_

**) Insbesondere soll die Verabredung iiber den Gebrauch der Indices von S. 872
festgehalten werden, wonach stets: = 1,200 E=1,2,--,m; a=1,2-2;
B=1,2,-,4; y=1,2,-+,7; ==1,2,....n —m.
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§ 1
Reduktion der Anfangshedingungen.¥)

" Um zu elner richtigen Definition des nach der Terminologie von
Herrn Hahn**) als ,anormal® zu bezeichnenden Falles zu gelangen, ist
es vor allem nétig, die Anfangsbedingungen durch Ausscheiden tiberzéhliger
‘Bedingungen in geeigneter Weise auf ein System von unabhingigen Be-
dingungen zu reduzieren.

Die Koordinaten der beiden Endpunkte der zulissigen Kurvenbogen
gentigen aufler den explizite gegebenen Gleichungen (3) stets noch den aus
den endlichen Gleichungen (2) folgenden 2¢ Gleichungen

(5) a’ﬂ = '4’(9(3/10, Y yno) = O’ d’ = wﬂ(yll) T ?/nl) =0, g= 1:27 4,
und es wird vorausgesetzt, daB die Koordinaten @)1 0y " Yn0)s (‘7211,---, g}’nl)
der Endpunkte der Kurve

€,: ?/£=3?i(t): (X2, i=1,2n,
von welcher angenommen wird, daf sie ein Extremum fiir den Ausdruck U
liefert, diesen Bedingungen geniigt, sodaB also

8 4’,9(?/010; Tt .’3,.0) =0, ’9(9(?/011, Y ’!3“1) =0,
( ) 0 ] (4} 0
x;'(ylm 0 Ynod Y11s 000 ynl) = O)
B=1,2,-c,q; y=1,2,--4 7.
Wir bezeichnen jetzt die linken Seiten der Gleichungen (3), (5) in
irgend welcher Reihenfolge mit
mg(ylw * 0 Ynot Yirs o Y1)y 9=1,2,--,2q+r,
und es sei R der Rang der Matrix

Dog . Dey Oag | Bag|l 4 _q9...

(7) ” Yy’ P 0Yno’  Oyn’ 7 Y L g 1’ 2 ’2q T
in dem Sinn, daB alle Determinanten (R+ 1)*® Grades derselben in einer
gewissen Umgebung der Stelle

Ao(?gm: cev ﬁnO? &11; Y :31;1)

identisch verschwinden, wihrend mindestens eine Determinante R**® Grades
in derselben Umgebung nicht identisch verschwindet; es ist dann jedenfalls

RZ2g+r, RZ2n.

*) Bei der Abfaseung dieses Paragraphen sind mir Unterbaltungen mit Herrn
Professor Alfred Loewy von wesentlichem Nutzen gewesen.
** Math. Ann. 68 (1904), S. 152.
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Es konnte nun vorkommen, daf trotzdem gerade an der Stelle 4,
auch noch alle Determinanten R*" Grades verschwinden. Das wiirde be-
denten, daB die Stelle 4, fiir das durch die Gleichungen (3) und (5)
definierte Gebilde im Gebiet der Variabelu ¢4, « - < Yu03 i1y * - 5 Yny €IS
singuliire Stelle wire. -

Diesen Fall singuldrer Endpunkte schlieffen wir aus, nehmen also an,
daB mindestens eine Determinante R** Grades gerade an der Stelle 4,
von Null verschieden ist. Es sei dies bel passender Wahl der Reihenfolge
der Funktionen @, eine aus den R ersten Reihen der Matrix (7) gebildete
Determinante.

Sollte B = 2¢ +  sein, so sagen wir, die Anfangsbedingungen in der
Form, in welcher sie gegeben sind, seien ,redusziert.

Wenn dagegen R < 2¢ + 7, so folgt nach bekannten Sitzen iiber
Funktionaldeterminanten, daf die Funktionen @gi1, -+, @344, 8ich durch
die Funktionen w,, - - -, @p ausdriicken lassen:

(8) DR+ = %R+1(wl’ Tty WR)’ cry D24y = %sgw(ﬁh, Tty “JR)

identisch in
Y10 " s Yuos Y11 " Yar-

Indem wir hierin das spezielle Wertsystem 4, einsetzen, folgt wegen
der Voraussetzung (6), da8

%R+1(O: Y O) = 0: Ty %2q+r<oa ) O) = O)

und hieraus ergibt sich, daB jedes Wertsystem w0, - * *, ¥no5 %115 " Ym
in einer gewissen Umgebung von 4,, welches den E Gleichungen

¢ 0, =0, wp=0
geniigt, stets auch den iibrigen Gleichungen
Op 1 = O; oy 0344 = O

gentigt. Man kann slso die letzteren Gleichungen aus dem System der
Anfangsbedingungen einfach weglassen.

Fiir unsere Zwecke ist es nun wichtig, daf man es stets so einrichten
kann, daB unter den iibrig bleibenden Gleichungen (9) gerade die 2q Glei-
chungen (5) vorkommen. Denn nach Voraussetzung (4) ist an jeder Stelle
des Intervalls [#,f,] mindestens eine Determinante ¢*" Grades der Matrix
Gy 0¥ AL

oy, By, 7 Yyt

’ ﬂ=1!2;"')q

von Null verschieden, und daher ist mindestens eine Determinante 2¢*®
Grades der Matrix
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1 31‘2’,3 31‘;’)’, 0 0
aym ) ’ ayno’ bl b
1 L2 ﬁ=1727 s q
0,00y 0, 20, 20
! i a?{m

an der Stelle 4, von Null verschieden, woraus zuniichst folgt, daB R< 2¢

Ferner folgt: Wenn wir nach (8) die 2¢ Funktionen 1;919, d?ﬂ durch
die unabhingigen Funktionen w,, - - -, oz ausdriicken, so ist mindestens
eine Determinante 2¢*» Grades der Matrix

awﬁ 3_@?;‘@

1 R ﬂ=1;2""; q
P 0P,
0,7 Dag

an der Stelle: o, =0, -+, 0z =0 von Null verschieden, und daraus
folgt, daB wir 2¢ der GroBen o, .-, wg, etwa o, - @y, durch die
29 GrdBen «ﬁﬁ, JJ‘@ und die tbrigen GroBen wagp1, -, wr ausdricken

konnen. Wir konnen also die Funktionen

12)1’ Ty f&q; ¢11’ .

fir die unabhiingigen unter den Funktionen o, wahlen, womit unsere
Behauptung bewiesen ist.

" '}’95 @39+1, * 4 Oz

Das so erhaltene System von R wnabhingigen Anfangsbedingungen,
unter welchen die 2q Gleichungen () enthalten sind, nennen wir dann
wieder ,reduziert”.

Indem wir uns diese Reduktion bereits im voraus ausgefithrt denken,
kionnen wir sagen:

Satz L. Wenn wir den Fall singulirer Endpunkte ausschliefen, so
diirfen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daff das System
(3), (5) der Anfangsbedingungen reduziert ist, d. h. daf 2q + r Z 2n, und
daf3 mindestens eine Determinante (2q +r)* Grades der Matriz

0 0

51P,g 3%}
%0’ 7 0no’ 055 0
o ,.... 0 a“’gﬁ __a.’_;ﬁ
’ ? ’ By’ ? 0Yn, ’
o 0y Oy Oy
Y10’ T O0Ypy? Oy’ 7 0Yns

ﬂ=1;2:"')95 7’—"—‘172,"'17‘
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an der Stelle

0
4, (?/10’ T f&no5 yon’ Tty yom)
von Null verschieden ist.
Alsdann gibt es kein System von 2q + r Multiplikatoren

Cis Cgy "y Cogprs

awelche wicht alle gleich Null sind, und fir welche an der Stelle 4,
s
2% gy 2 G e
I
BQ‘D Y
S st Sner oy =0
g t

F=1,2, .0

In der ganzen weiteren Entwicklung wird der Fall singulirer End-
punkte ausgeschlossen und vorausgesetzt, daB die Anfangshedingungen in
dem angegebenen Sinn reduziert sind.

(10)

§ 2.

Die Euler-Lagrangeschen Differentialgleichungen und die
Grenzgleichungen.

Ich will nun nochmals kurz auf die Ableitung der Fuler-Lagrange-
schen Differentialgleichungen und der Grenzgleichungen eingehen, dabei
jedoch einige nicht unwesentliche Vereinfachungen meines fritheren Be-
weises andeuten.

Man beweist zundchst den

Hilfssatz. Sind g + » + 1 Systeme von Funktionen

"(7,1@)7 ﬂz(t); Y ﬂn(t): 6=12., g+r+1

gegeben, welche im Intervall [4,4] zweimal stetig differentiierbar sind und
den m = p + ¢ Differentialgleichungen

(11) 2(3—?1 o+ 52 1) =0, Fe=1,2,.m

%

geniigen, wobei, wie in (I) ;
P
(12) Pors = 2 ﬁ

gesetzt ist, so kann man stets eine (q+4~+1)-parametrige Schar von
Kurven

(13} v, =9, e 8,0 8q-‘-r+1)
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konstruieren, welche die erforderlichen Stetigkeitseigenschaften besitzt,
den m Differentialgleichungen

‘Pk@)n' D D5y 97:)= 0, k=1,2,---,m
und den Gleichungen
@i(tﬂ Oa 07' " O) =§i(t)7 ’5*—“‘1;2;"‘:"
geniigt, und fiir welche

(3 s,,) i 7:(%);

wobei der Index O die Substitution: & =0, & =0,
Zum Bewelse setze man

9m+g(t) TR 8q+r+1) = ym+9 t) +2 onm+g(t)) o= 1 2

und ldse dann die m Diﬁerentia.lglelchungen

(Pk(yn Yo g)m.;.u"'; @m ylr; i "yn,n 2)7;+1: ) 2)7:) =0, k= 1,2,--.,m
nach ¢, -, ¥, auf mit den Anfangsbedingungen

Yl = ?/01:0 +2 84 ’(Yrk(to)
o

. q+r+1“‘0 andeutet.

Unterwirft man nun die ¢+ 71 GroBen ¢, den g+ r Bedingungen
(14) {%}(@1 UYPRE @n(t())) =0,
17(91 to)s -5 Dulle); Dy, Bpt)) =0,

so stellen die Gleichungen (13) eine zuléissige Variation der Kurve &, dar.
Bezeichnet man daher

11
Ules 80575 814 r41) =ff@)1: "5 Y Dy D) dt
t
+ G(@1 (YR @n(to)i @1 () AR @n(tl)))

so muB die Funktion U(s, -+ &,,,,,) an der Stelleg, =0,... & gtre1 =0
ein Extremum mit den Nebenbedingungen (14) besitzen. Daraus folgt aber
nach der Theorie der gewdhulichen Extrema mit Nebenbedingungen: Be-
zeichnet man allgemein fiir ein beliebiges Funktionensystem s, - - -, N

b

V0) =S |\ St Zoni} a4 52 niy+ 2% s},
19 ¥y — 3 55 [ “nto)

X <n>—2 B ) + o 6],
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wobei sich die Argumente der Funktionen
af of. a6 a6, ¥ Oy by
oy’ 0y Oy Oy’ by’ Oy dyy
auf die Kurve &, bezichen, so mub es konstante Multiplikatoren
l(n Z17 e 1

7 g

die nicht alle Null sind, geben, derart daB die ¢+ » + 1 Gleichungen

bestehen
n)+2w +2’zg+,,n) 0,

6=L%~-+7+L

Man zeigt dann weiter wie in § 4 von (I), daB die Multiplikatoren !
von der Wahl mindestens eines der g+ r -~ 1 Funktionensysteme 1, -- -, 4,
unabhingig sind, sodaf also wegen der noch vorhandenen Willktirlichkeit
der Funktionen 7, die Gleichung

(16) LV + 2 8 Va(n) + 2 by X, () = 0

mit denselben Multiplikatoren I fiir alle in [£,¢,] zweimal stetig differentiier-
baren Funktionensysteme %, - - -, 7,, welche den m Differentialgleichungen

0 0
(17) (Dk(’?) “Z’( (pk "7,, + a;k ) O, ].,7—-—-'1,2,-- -’m

gentigen, bestehen muB.

Der kiirzeren Ausdrucksweise halber werden wir in der Folge die
Gesamtheit aller Funktionensysteme %, , 9,, - - - 7,, welche in [##] zweimal
stetig differentiierbar sind und den » Differentinlgleichungen (17) geniigen,
mit § bezeichnen und dann sagen: Eine Gleichung wie (16) gilt in 9,
(was wir nach dem Vorgang von E. H. Moore durch Hinzufiigung der
Klammer (§) andeuten), wenn sie fiir alle Elemente von § gilt.

Nunmehr maultipliziere man die p ersten der Gleichungen (17),

(18) 2(3%‘ ’7;"*‘2;% "7;) 0, e=1,2,.-4p

mit unbestimmbten Multiplikatoren 4,(¢) und integriere von %, bis #;; ebenso
multipliziere man die nach (12) fiir & = p + $ durch Integration aus 17
folgenden ¢ Gleichungen

19 8y "7» —2 o’?i(to)zoy f=1,2,-q
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mit unbestimmten Multiplikatoren ps(¢) und integriere von 4, bis #;; ferner
multipliziere man die aus (19) fiir ¢ = ¢, folgenden Gleichungen

(20) =% [0t~ 3t [ty =

mit willkiirlichen konstanten Multiplikatoren I}, summiere in allen Fillen
nach « und B und addiere die erhaltenen Resultate zu (16).

SchlieBlich wende man noch die Uagrangesche partielle Integration
an; so erhdlt man

21
o0 [ 3 (52— 52)at+ 3 Hon + 2 Hin) =0, ©)
worin

Q= Lf +2 AP, ‘|"21«‘ﬂ'¢'{97
H=~ b 3y +210 8%/ +Zlg+, 0

Hi = 68233 00./ +2 113%/ +2 bty gjv

= -0 —ju«ﬁ(t) dt.
ty

(22)

Nunmehr bestimme man die Funktionen 1,(¢), p,(f) und die Kon-
stanten 1} so, daB gleichzeitig die Gleichungen

?B_il_?_g’:()’ H/}“"‘O’ k=172;"':m

bestehen, so erhilt man die Gleichung

(23) j St sy et + 2 ol

+ D B oo =0, (9)-
4

Nun kann man alle Funktionensysteme 7, von § erhalten, indem man die
Funktionen %, ,,, - - - 7, willkiirlich wihlt und dann noch die Werte von
Ny - M, fir ¢ =14, willkirlich vorschreibt; hierdurch und durch die
Differentialgleichungen (17) sind dann die Funktionen 7, - - -, 3, eindeutig
bestimmt. Indem man hiervon in passender Weise Gebrauch macht, erhilt
man aus (23) den in (I) auf etwas umstéindlichere Weise bewiesenen
Satz Il Wenn die Kurve G, civ Extremum fiir den Ausdruck U unter
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den angegebenen DBedingungen liefert, so gibt es p+q von t abhingige
Multiplikatoren 1,(t), us(t) und gleichzeitig 2q + r + 1 konstante Multipli-
katoren: Ly, 13, 13, L+, derart, daf die n Differentialgleichungen

o d 29 ,
(24) oy, dt 5?—/7=0, i=12-mn
und die 2n Grenzgleichungen
(25) Hp=0, H}=0

erfilllt sind, und dberdies die g +r + 1 Multipkikatoren 1y, 1y, 1, wicht
alle gleichzeitig gleich Null sind. Daber sind die Grifen Q, HY, H, 1,
durch die Gleichungen (22) definiert.

Weiter gilt die folgende Umkehrung®) hierzu:

Satz I1a: Wenn es ein System von Multiplikatoren

Aa(t), wa(t); by 13y 1y byyy
gibt, in welchen 1, &= 0, und fiir welches die Differentialgleichungen (24) und
die Grenzgleichungen (25) bestehen, so st
Vin)=0
fiir jedes System wvom suldissigen ersten Variationen, d. h. fir jedes sweimal
stetig differentiierbare Fumktionensystem vy, - - -, 1,, welches den p Differen-
tialgleichungen (18), den g endlichen Gleichungen

2y
(26) W,(n) = 2 Tl =0
und den r Anfangsbedingungen
ax 8
(27) %00 =3 {2 n) + 2 i)} =0
geniige.

Zum Beweis bilde man mit den in der Voraussetzung genmanntem.
Multiplikatoren, wobei man I, =1 setzen darf, den Ausdrock

V(”i) +2f;'acba(n> di +Zﬁ/’f;’ﬂwp‘("?> di

0 _
+ s0n) + V) + 2 ler Xy )
¥ B Y

Derselbe ist gleich ¥(3), wenn die 7, den Gleichungen (18), (26) und (27)
gentigen und andererseits reduziert sich derselbe nach Ausfiihrung der
Lagrangeschen partiellen Integration auf die linke Seite von (21), und ist.
daher wegen der vorausgesetzten Gleichungen (24) und (25) gleich Null.

# Verallgemeinerung eines Resultates von Hadamard, vgl. ,Lecons* Nr. 204.
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§ 3.
Der normale und der anormale Fall.
In den Entwicklungen des vorigen Paragraphen haben wir nach dem

Vorgang von Hilbert durch Einfithrung des Multiplikators [, zwei wesent-

lich verschiedene Falle zusammengefaBt, die nunmehr getrennt betrachtet
werden sollen.

Nach der Theorie der gewthnlichen Extrema mit Nebenbedingungen
haben wir néimlich bei der Behandlung des Extremums der Funktion
U(ey, -+ + &4 41) folgende zwei Fille zu unterscheiden:*)

Fall I: Es ist moglich ¢4 +1 Funktionensysteme 7, - - -, %, von

so auszuwilhlen, daB mindestens eine Determinante ¢ + 7*® Grades der
Matrix

(28) ” l?ll(ﬁ)’ Y \?!q(';?’), Xl(ﬁ): T Xr(ﬁ) ”7 g = 172)"';Q+r+ 1
von Null verschieden ist.
Alsdann ist in den Formeln des vorigen Paragraphen
o =1
zu setzen. Dies ist der ,, Hauptfoll“; wir sagen in diesem Fall, die Kurve €,
verhalte sich ,mormal®.

Im Hauptfall kann man die ¢ 4+ » Gleichungen (14) nach ¢ + » der
GroBen &,---¢,,,,, auflosen und erhilt so durch Einsetzen der ge-

fundenen Werte in (13) eine einparametrige Schar von auléissigen Varia-
tionen der Kurve €.

Zugleich beweist man leicht den zuerst von WeierstraB fiir das ein-
fachste isoperimetrische Problem bewiesenen Satz, den ich dem ,Funda-

mentallemma® der Variationsrechnung gegeniiber als , Ergdnesungslemma®
bezeichnet habe®¥):

Ist %, -, %, ein System von zulissigen ersten Variationen der
Kurve €, so gibt es stets eine einparametrige Schar von zuldssigen Kurven

y.;==37,'(t; 8): i=1}2;"')”7
in welcher die Kurve €, fiir ¢ = O enthalten ist, und fiir welche

oWy, [e=0
e/ =

Fall II: Samtliche Determinanten der Matrix (28) verschwinden, wie
man such die g7+ 1 Funktionensysteme 7, - - -, 4, von § wihlen mag.

*) Vgl. meine ,, Vorlesungen riber Variationsrechnung', S. 547,
**) Ibid. 3. 460 und 568, und Hadamard, Legons, 8. 228.
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Alsdann ist in den Entwicklungen des vorigen Paragraphen
l,=0

zu setzen. Wir sagen in diesem Fall nach dem Vorgang von Hahn, die
Kurve €, verhalte sich ,anormal®.

Aus (16) folgt daher:¥)

Im anormalen Fall gibt es ein System wvon ¢ + r Multiplikatoren

ll) Z‘u 5 lq+r

die nicht alle Null sind, sodaf

(29) Zl‘l’(nHZ ey Xy() = 0, (D).

Da dies oﬁ’enbar im Ha.uptfall nicht moglich ist, so ist diese Higen-
tiimlichkeit charakteristisch fiir den anormalen Fall

Im anormalen Fall ist es, wenigstens auf dem oben beim Hauptfall
angegebenen Weg, nicht mdglich, Scharen von zuldissigen Variationen der
Kurve €, zu konstruieren, und dementsprechend wird auch das Erginzungs-
lemma hinfallig.

Der Hauptsatz des vorigen Paragraphen nimmt nunmehr folgende

Form an:
Satz III: Damit die Kuwrve §, sich anormal verhalte, ist notwendig
und hinreichend, dafy es ein System von Multiplikatoren

ha(t)y s ()3 185 1y Ty
gibt, fiir welche 1. die n Differentialgleichungen bestchen
2%, d 8%, .
(80) dv; "oy — O =12 yn
mit

31) Q zZ’ Ao P +Z “s¥s,
« 8

2. die 2n Grenzgleickungen gelten

ot/ +22W =,
PSS e

8. die g+ v Konstamten 1y, 1,., nicht alle gleich Null sind, wo

(82)

tl
(33) b~ 1y + 1+ f wp(e) at.
13

*) Verallgemeinerung eines Resultates von Hadamard, Legons, S. 228,

Mathematische Annalen. LXXIV. 29
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DaB diese Bedingungen notwendig sind, folgt unmittelbar aus Satz II
fir I, = 0. DaB sie auch hinreichend sind, ergibt sich folgendermaflen:
Fir jedes Funktionensystem 5, von § gelten die Differentialgleichungen (18),
die Gleichungen (19) und die Anfangsbedingungen (20). Wir multiplizieren
diese Gleichungen der Reihe nach mit den im Satz vorkommenden Multipli-
katoren A., ug, Iy, integrieren die beiden ersten zwischen #, und #,, sum-
mijeren dann nach ¢ und 8 und addieren die erhaltenen Resultate. Sodann
wenden wir die Lagrangesche partielle Integration an und driicken schlieB-
lich mit Hilfe der Voraussetzung (32) die GroBen

09, / fo 0%, / b
oy und TR

durch die iibrigen Grofen aus. Dann ergibt sich als Resultat die Glei-
chung (29), giltig in §, mit Multiplikatoren I, l,;,, die nicht alle gleich
Null sind. Daher ist €, anormal.

Zusatz: Die Funkiionen i (t), us(t) sind dabei nicht alle identisch
gleich Null in [t,t,].

Dies folgt nach Satz I daraus, daf die Anfangsbedingungen als
reduziert vorausgesetzt sind und der Fall singulirer Endpunkte ausge-
schlossen ist.

Aus Satz IIT ergibt sich ein wichtiges Resultat fiir den normalen Fall:

Satz IV: Wenn die Kurve €, sich normal verhilt, und es ein Multi-

plikatorensystem
2.(8), py(t); B By loey
gibt, fiir welches die Differentialgleichungen (24) und die Grensgleichungen
(25) mit ly=1 erfillt sind, so gibt es nur ein einziges solches System
von Multiplikatoren.
Denn gibe es ein zweites System

}—'Of(t)) Eﬁ(n; Zg’ i/?) Zq+y;
so subtrahiere man von den zugehdrigen Differentialgleichungen und
Grenzgleichungen

die Gleichungen (24), resp. (25). Das so erhaltene System von Differen-
tialgleichungen und Grenzgleichungen wiirde dann nach Satz III ausdriicken,
daB €, anormal wire (was der Voraussetzung widersprechen wiirde), auBer
wenn die simtlichen Differenzen

l/? - l/?’ Z9+7 - la+ ¥
verschwinden. Hs muB also insbesondere: ?g r— lq = 0 sein.
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Nunmehr folgt aus den Gleichungen
E—_io“‘-H;o‘__O; Eil_‘ﬂ;l=0
auf Grund von Voraussetzung (4), daB
Ao (to) — Aa(to) = 0O,
he(ts) — Aalts) =0,
sein muB. Endlich schlieft man aus den Differentialgleichungen
oe—2) 28— ,
3y, at - oy,
wieder auf Grund der Voraussetzung (4), da8
2,() = 4,(8) = 0, is(t) — us(5) = O,
1dentisch in #, womit der Satz bewiesen ist.

Es moge mit M die bisher betrachtete Gesamtheit von zulissigen
Kurven bezeichnet werden, also die (abgesehen von Stetigkeitsbedingungen
und Gebietseinschrinkungen) durch die Bedingungen (1), (2), (3) charakte-
risierte Kurvemmenge, mit I dagegen diejenige Kurvenmenge, welche
durch dieselben Bedingungen mit Weglassung der Anfangsbedingung

lya<y10) 0y Ypod Y ot ynl) =0

charakterisiert ist, wo p, eine der Zahlen 1,2, ... r ist.
Dem bisher betrachteten Problem I:

U = Extremum in M

stellen wir dann das Problem II:

Zy,(yio» “ Ypos Y11yt Yaa) = Bxtremum n W

gegeniiber.

Schreibt man fir dieses neue Problem die Differentialgleichungen (24)
und die Grenzgleichungen (25) hin, so sieht man, daB dieselben mit den
Differentialgleichungen (31) und den Grenzgleichungen (32) fir den
anormalen Fall des Problems I identisch werden, wenn man statt
schreibt 1, ., , und man erhiilt so den

Satz V: Erfillt die Kurve €, dic Differentialgleichungen wund die
Grenagleichungen fiir das Problem 11, so ist €, anormal fir das Problem 1,
und umgekehrt.

Zusatz: Ist die Kurve &, anormal fiir Problem I und ist dabei der
in Satz III vorkommende Multiplikator 7,,, =40, so ist &, normal fir
Problem IL
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§ 4.
Bemerkungen iiber einige Spezialfiille.

Wir wollen die vorangehenden Resultate noch auf einige Spezialfille
anwenden.

a) Das Lagrangesche Problem mit reinen Differentialgleichungsbedingungen
und festen Endpunkten wird erhalten fir G = 0, wenn die Bedingungen (2)
wegfallen und die Bedingangen (3) die spezielle Form annehmen:

(34) yi()“??i():O: Yir “‘:&-;:0, i=1,2,--- 1
Die Grenzgleichungen (25) lauten

2Q /% o9 /"
_.@:/ +1,=0, 37/ +1,,,=0.

Sie driicken keine Bedingung fiir die Kurve §, aus, sondern dienen nur
dazu, die Multiplikatoren ! zu bestimmen.

Die Sitze III, IV, V gehen in bekannte Sétze¥) iiber den normalen
und anormalen Fall tber.

b) Das Lagrangesche Problem mit gemischien Bedingungen und festen
Endpunkten.

Schon A. Mayer hat in seiner grundlegenden Arbeit tiber die Lagrange-
sche Multiplikatorenmethode**) davor gewarnt, das Lagrangesche Problem
mit gemischten Bedingungen und festen Endpunkten durch Differentiation
der endlichen Gleichungen auf den Fall reiner Differentialgleichungsbe-
dingungen zurtickzufiihren, da man hierbei stets auf den anormalen Fall
gefiihrt werde, und neuerdings haben Hadamard™**) und ich selbst{) diese
Warnung wiederholt.

Die erwihnten Bedenken sind jedoch unbegriindet: Wenn man, wie es
fiir eine richtige Definition des anormalen Falles notwendig ist, vor Ein-
tritt in die Untersuchung die Anfangsbedingungen in der angegebenen
Woeise reduziert, so wird man im allgemeinen nicht auf den anormalen
Fall gefiihrt.

Im gegenwirtigen Fall hat man wieder G =0 und an Stelle der
Anfangsbedingungen (3) treten die Gleichungen (84), zu denen noch die
stets vorhandenen Anfangsbedingungen (5) kommen. LBt man nun die
Anfangsbedingungen in dieser unmittelbar gegebenen Form, so lauten die
Bedingungen (29) fiir den anormalen Fall dahin, daB es ¢ + 2% Multipli-
katoren 1,4, < -+, [, 3., nicht alle gleich Null, geben muB derart, daB

*) Vgl. meine ,,Vorlesungen* § 69, d).
*¥) Math. Ann. 26 (1886), 8. 80, FufBinote.
**%) Legons, Nr. 207. $) nVorlesungen“, 8, 582.
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0
35 DLV + D it + 2 L) =0, (§)
5 i i

und dieser Bedingung kaon man auf Grusd der in 9 giiltigen Glei-
chungen (20) stets gentiigen, indem man z. B.

2y, [% dy, Jn

wahlé, und es scheint also in der Tat, als ob immer der normale Fall
eintreten miifite.
Dem ist aber nicht so. Denn aus der Voraussetzung (4) folgt, daB

es zwei Systeme von g Zahlen i, %y, -+, 3, und Kk, &, -+, k, aus der
Reihe 1,2, ..., n gibt, fir welche

O(W1s Pys ooy ) [l O(Wss e, W) |
JALELE.LL IR LS g QTN UL ),
(50 Yipo "0 y,-g)/ +9; 3(yklu Yo "t ykg) / +

Daher sind nach dem Dinischen Satz tiber implizite Funktionen die 2¢
Gleichungen

0 0 0
(36) ]?/il,o —Y0=0, Yo — Yy = 0, Y0 =Yg 0= 0,
0 0
lyk,.l‘— Yo1= 0, Yry0— ?37:,,0 =0, Yeg,0 = Yrg0 = 0

eine Folge der iibrigen 2% — 2¢ Gleichungen (34) und der Gleichungen
(5), und erst nach Weglassung dieser 2¢ Gleichungen (36) wird das
System der Anfangsbedingungen in dem in § 1 definierten Sinn reduziert.

In der Bedingung (35) fiir den anormalen Fall sind also jetzt bei
den beiden Summationen nach ¢ die Indizeswerte 4,,--- 4, resp. ky, -+ k,
auszulassen, und die so reduzierte Bedingung ist nun im allgemeinen
durchaus keine Folge der Gleichungen (20) mehr, womit der oben er-
wiahnte Einwand widerlegt ist.

Dieses Beispiel zeigt, wie nétig es fiir die Charakferisierung des
anormalen Falles ist, daB man vor Eintritt in die Untersuchung die An-
fangsbedingungen in der in § 1 angegebenen Weise reduziert.

¢) Das Mayersche Problem, wie es A. Mayer selbst formuliert hat,
ergibt sich fiir
f=0, G=y,,

wenn die Bedingungen (2) wegfallen und die Bedingungen (3) die spezielle
Form annehmen:

0
?/10'—?3xo=07 ?/20"‘?220"’0; ) ?/no“?/mo=0;

(37)
?/21“?/021=0; ) yn1"?3n1=0~
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Man erhilt die bekannten Differentialgleichungen, und von den Grenz-
gleichungen ist nur die auf y,, beziigliche Gleichung

Q 1
gy:’/ +h=0,

QO =2 A’cx Po

von Bedeutung, insofern sie zeigt, daB im normalen Fall

WO

09, [*

ayi?/ +0,
im anormalen Fall dagegen

22, [*

sl =0

Mit diesem Mayerschen Problem vollstindig dquivalent ist das folgende
Lagrangesche Problem: In Beziehung auf dieselbe Gesamtheit 3t von
zuléssigen Kurven, — also inshesondere mit denselben Anfangsbedingungen

(37), — das Integral
21
J = f Y, di
.23

zu einem Extremum zu machen, da auf Grund der ersten der Anfangs-
bedingungen (37)

J =y, — ?(/)10
ist, sich also von der im Mayerschen Problem zu einem Extremum zu
machenden GroBe y,;, nur um die additive, in R konstante, GréBe 9,
unterscheidet.

In der Tat erhilt man auch nach § 2 genau dieselben Differential-
gleichungen und Grenzgleichungen fiir beide Probleme, und wenn die
Kurve €, normal (resp. anormal) fir das eine Problem ist, so ist sie
auch normal (resp. anormal) fiir das andere. Mon dawf also das Mayer-
sche Problem als Spezialfall des Lagrangeschen Problems mit einer fret
variabeln Endkoordinate auffassen™*).

Freiburg i B, den 11. Januar 1913

% In Ubereinstimmung mit Hadamard, ,Legons®, Nr. 204,

*¥*) Die Einwinde, die Hadamard gegen die Behandlung des Mayerschen Problems
als Spezialfall des Lagrangeschen erhoben hat (,Le¢ons*, Nr. 197, 206) finden auf
dis obige Betrachtung keine Anwendung, ebensowenig auf den Beweis, den ich in
§ 70, ¢) meiner ,,Vorlesungen* fiir die Multiplikatorenregel beim Mayerschen Problem
gegehen habe.




