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25.
Demonstration de la solutjon du probl&me de Malfatti,
donnee par Mr. Steiner p. 178. du tome L caL 2.

;(Par Mr. Zornow, .professejir au College de Kneiphof, a Königsberg.)

trouve dans le tpmeL de ce Journal une coiistruction tres remar-
cjuable du probleme suivant, connu sous le nom du probleme de Malfatt i :
9y A un triapgle dpnne (juelconque, inscrire trois ceroles de maniere, que
chacuii d'eux touche exterieurement les deux aiitres et deux cotes du
triangle·" Cette construction egalement distinguee par sä simplicite et son
eleganee, n'a pas ete demontree par son auleiir, et a ce que je sais, nulle
Demonstration en a ete publiee depuis ce tems lä. C'est ce qui me four*·
jnit l'oce^sion de communiquer aux Geometres la demonstratjop suivante^
qui pie parait assez simple pour meriter leur indulgence.

Commencons par quelques considerations connues·
1. Soient (Taf* V. Fig. l,) et b deux cercles*), qui se touchent

exterieurement ; par leur point de contact z menons une tangente com*
mime ". Soit u" v" une autre taugente, qui rencontre la premiere
au point wu

y von aura:
= w"v" = w11 z

2. Etairf; mene par u" et v11 un troisieme cercle quelconque
qui coupe a et b dans deux autres points y et xy la droite cjv1

perpendiculsure ä la droite unvu. EU mcme tems la droite u4' y sera per«
peiidiculaire ä la droite a.cl9 qui joint les centres des deux cercles a, <v

3. Les cercles et peuvent etre touctes dans les points y et
par un meme cercle c.

4. Soit A* le point de rencojitre des deux droftes a^ et u"vu pro-
longees conven^blement, la droite A1 y touchera le cercle a au point y, et
par suite aussi le cercle c dans le meme point.

5. Soit decrit du centre c\ im secoxid cercle^ cpii touqhe u" v11 au
point wu ***). Le point A1 sera le point de similitucie exterieur des deu^c
cercles a et c0 donc la droite A' y touchera aussi le cercle c±.

*) Nous desigoerons, pour abr^ger, le cer,cle, son ceßtre, et epn r^yoo par la
ineine lellre de l'alphabet.

**) Ce cercle n'est päs constrtiit dans la iigure, poar ne pas la rendre trop
comliquee.

C'est ce cercle et son rayon c^wu^ que noa& designerons desormais par c^
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6. Reciproquement la tangente γ t commune aux cer tes a et c,
men^e par leur point de contact γ, touche le cercle ci9 De la meme ma-
niere on prouve^ que Ia tangente χ s, commune am; cercles b et e, menee
par leur point de contact #, touche le cercle c^ .

7. Les droites zwu> χ s, γ t se coupent dans un point uniqueP, que
Γόη peut regarder comrne le centre du cercle inscrit au triangle abc. D'ou suit ;

= .P = yP =
8. Le point P etant le point de similitude interieur des deux cercles

ct et cy les trois points cl9 P, c sont sur une meme droite, et par suite
les deux triangles cPx et c^Ps sont semblables. On tire de la:

9. Px : $x = c : cx + c ; ou t^^^i : ν^(Α ̂ ) = c: cx + c ; d'ou vient
), ou bien c* = c(a-f-4 — 2c4)»

10. Soit s* la tangente menee du point a au cercle cl9 on a:
s = (*O'-'t = (a — rj^+e-fi — < = «(0 + 6—2-00 = f.*%
11· Soit u't;' une tangente exterieure commune aux cercles a et c,

et qui ne rencontre pas le troisieme b9 u eile coupe la droite Py au
point iv') on a, comme ci dessus 1.:

Z^ /W / 5= J^^' = ^y CSS ^/"(^O?

et par oonsequence:

On voit par la, que les deux triangles rectaoglqs c1c,s/ et wf au* soiit
dou suit:

1 au*.
12. Soit ^f le point de rencontre des deux droites «'#', u" v" 3 le

cercle β etant inscrit au triangle AA'w', on a toujours:
Z w /ew'-+ Z ̂ «^' = 2 S.

On aura donc aussi:
Z ^a^' + / AaA* = 2 jR.

On voit par la, que les droites -^a et α^χ se confondent en une droite
unique, c'est a dire: la droite-^ a, qui divise en deux parties egales l'angie^
forme par les deux droites u1 v1 et u" vu

y touche enmeme tems le cercle cl9

13* Soit de plus u v tangente commune exterieure aux cercles b et
cy et qui ne rencontre pas le troisieme eercle a $ soient B et C »es points
de rencontre avec les droites u"vn et u' 'v', on prouve de la meme ma-
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302 25* Zornow* probleme de Malfatti.

niere, que 1̂  droite J5C touche le cerele CL* Donc im triangle ̂  5C etant
clrconscrit aux trois cercles a, b, c de maniere, que chacun de ses cotes
touche exterieurement deux de ces cercles, si Γόη partage les aagles A,
By C en deux parties egales au moyen des droites A0> B0f C0> le cercle
c^ sera inscrit au triangle ABO.

14. Reciproquement le cercle c% inscrit au triangle ABO> est touche
de deux des trois tangentes χ P, y P, z P, menees aux cercles α, δ, c par
leurs poiats de contact communs #, yy z, et touche en raeme tems le
cote AB au meme point w", auquel il est rencontre par la troisieme
tangento P^.

15* Soient de plus at et bt les cercles inscrits aux deux autres trian-
gles BCO et CAO, on prouve de la meme maniere, qu'ils sont touches
respectiyement des droites yP9 zP, et des droites z P, χ P. Donc du
point &/', auquel le cercle ct touche le cote AB, on peut mener une tan-
gente P z commune aux quatre cercles a, b, a19 blr et qui touche en
meme tems les deux premiers a leur point de contact commun»

16, Etant donne le triangle ABC, si Γόη cherche les trois cercles
, , c, determines de maniere, que chacun d?eux touche les deux autres

et en meme tems deux des c tes du triangle ABCy on partagera en pre*
mier lieu les angles A, B, C en deux parties egales au moyen des droites
A0y B , CO) apres cela etant inscrits aux triangles BCO, CAO, ABO les
eercles al9 bl9 cL9, dont le cjernier touche AB au point wif

y si Γόη mene
du point ivu une tangente au cercle a\ tellement choisie, quyelle touche
en meme tems le cercle bi9 ce fqui est toujburs possible, eile touchera
aussi deux des cercles cherches a et b9 qui sont par la entierement deter-
mines· Par une construction semblable on trouve le troisieme cercle c.

La construction precedente du probleme de Malfa t t i est precise-
ment celle, qui a ete donnee par Mr^ Steiner a Kendroit cite.

K nigsberg, le 30, Oct. 1832,
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