
Uber getrennte gemeinsame Convergenzgebiete zweier 
Potenzreihen zweier Verhnderliehen. ') 

Von Konrad Zindler in Graz. 

Es seien zwei Potenzreihen zweier Ver~nderliehen 

gegeben~ welehe each g e m e i n s a m e Convergenzstellen besitzen. 
Wenn (x'~ y') eine solehe ist~ ferner der Sehnittpunkt der Normalen 
dutch x' auf die Gerade a a' der x-Ebene mit l~ der Sehnittpunkt 
der Normalen dutch y' auf die Gerade b b' der y-Ebene mit ",~ be- 
zeiehnet wird, so geh{Jrt die Stelle (!~ ",~) demselben Sttiek des ge- 
meinsamen Converg'enzbereiehes wie (z:~ y') an. Die Gesammtheit 
der Stellen (i~ ~)heil~t  ,der  redueierte gemeinsame Convergenz- 
bereieh"~ und der wirkliehe gemeinsame Convergenzbereieh besteht 
aus ebensoviel getrennten Stiicken~ wie der redueiert% wobei m~n 
sieh noch, wenn es sieh blol~ um Abztthlung dieser St~ieke handelt~ 
auf die Werte ~ z w i s e h e n  a und a' und auf die Werte -q z w i -  
s e h e n b und b! besehri~nken kann. Der redueierte gemeinsame 
Convergenzbereieh ist bei Potenzreihen zweier Veritnderliehen einer 
anschauliehen Darstellung in e i n e r Ebene fithig. Zun~tchst ist 
ngmlieh der wahre Convergenzbereieh einer solehen Potenzreihefl  

1) Die im ersten Absatz Zusammengestellten Sittze riihren yon E. P h r a g m d n  
(Om konvergensomrgdet hos potensserier af tvs variabler; Stockholm, Vetenskaps- 
Akad. FSrh. 1883)und a.  M e y e r .  (Ore konvergensomrgdet hos potensserier af 
ttere variabler; Upsala, Almquist & Wiksell~ 1887; cJ'. namentllch Abschn. I I I  und V) 
her, welehe daselbst aueh Beispiele ftir Potenzreihen mit z w e i  getrennten gemein. 
semen Convergenzgebieten angegeben haben. P h r a gmd n verwendet, um zu einem 
redueierten Convergenzbereich zu gelangen, geometriseh gesprochen statt  der 
Normalen die Winkelhalbierende im Punkte x '  des Drelecks a a '  x ~ und analog 
in tier y-Ebene. Die u tier Normalen hat  den Vortbeil; dass die Mannig- 
faltlgke~t tier Stellen des wirkliehen geme~nsamen Convergenzbereichs, welehe der- 
selben Stetle des redueierten gemelnsamen Convergenzberelehs zugeordnet s ing  
dureh gerade Linlen darstellber ist. Wir nehmen aueh die Definition des Con- 
vergenzeontinuums nach M e y e r  (a. a. O. S. 8) an, beriiekslchtigen also nieht 
die ;,Auslgufer" n~edrigerer Dimension des Convergenzgebietes, well sie far Fragen 
tier Fortsetzung nieht in Betraeht kommen, kus  i~hnliehem Grunde werden zwei 
Stellen des gemeinsamen Convergenzeontinuums nur dann als demselben Sttieke 
desseiben angeh~rig betreehtet, wenn sic dutch Wege verbunden werden k~nnen, 
die :genz i m I n n  e rn  des gemeinsamen Convergenzeontinuums liegen (a. a. O. S. 4). 
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dureh eine Function ~ ~---% (p) gekennzeiehnet, welche zu jedem 
Werte I x - -  a [ ~ p den wahren Convergenzradius ~ der Potenz- 
reihe der nunmehr einzigen Veranderliehen y - - b  angibt. Ist ftir 
die andere Potenzreihe fe die entspreehende Function z ' ~  % (p)~ 
ist ~ eine Stelle zwisehen a und a' und [ ~ - - a  I ~ P ~  so werden 
zum Werte E Werte ~ der Streeke b b' gefunden werden kSnnen~ 
welehe mit ~ im I n n e r n des redueierten gemeinsamen Convergenz- 
bereiehes liegende Stellen ausmachen~ wenn die beziehungsweise 
yon b und b' ins Inhere der Streeke b b' aufgetragenen Streeken 
der L~nge ?~ (p) und ~% (8 - -  p) ttbergreifen~ wobei ~ = ] a - -  a' I, 
oder wenn 

(P) + - -  P) > I b - -  b' I �9 

Eine solehe Function ? ist monoton and stetig; wenn sic 
differenzierbar ist~ kSnnen der vorw~rts und der rriekwarts ge- 
nommene Differentialquotient versehieclen sein. -Wir nehmen Potenz- 
reihen an~ deren zugeh0rige Funetionen ? durch Curven darstellbar 
sind und beschreiben ein Rechteek O A O'B, wobei 

O A - ~  BO'  -~- l a - - a '  i~ 

O B = A O ' =  b'l. 

Wir denken uus fitr die Curve ~-~-~.l(P)~ O A  als positive 
p-Aehse~ OB als positive ~-Aehse~ die Curve a'---~ qo~(p) dagegen 
so verzeichnet, dass f(ir sic O'B die positive p-Achs% O'A die 
positive a'-Aehse ist. Der Flaehentheil, der yon der crsten Curve 
begrenzt wird~ und einem Randtheil des Reehtecks~ welcher 0 eat- 
halt, heige ~1; der Fl~chentheil~ der yon der zweiten Curve begrenzt 
wird~ und einem Randtheil des Rechteeks, weleher O' enth~lt~ heige 
~,~. Dann wird also obiger Ungleiehung gemag die Zahl der gemein- 
samen Convergenzgebiete beider Potcnzreihen dureh die Zahl der 
den Flachentheilen ~1 and ~ gemeinsamen Strieke der Ebene an- 
gezeigt~ wobei Stticke, die nut dutch einen Punkt zusammenhangen, 
als getrennt zu zahlen sind. 

Nit ttilfe des Umstandes, dass die Curven ~ Eeken haben 
kSnnen~ l~tsst sieh nun ein Verfhhren angeben, in d e r  T h a t  zwe i  
P o t e n z r e i h e n  z w e i e r  V e r a n d e r l i e h e n  a u f z u s t e l ! e n ~  
d e r e n  g e m e i n s ~ m e s C o n v e r g e n z g e b i e t  a u s k g e t r e n n t e n  
S t r i c k e n  b e s t e h t ~ w o b e i  k e i n e  b e l i e b i g  ~ e g e b e n e  An-  
z ah l  i st. Es sei r eine positive Zahl, ),tund )~,~ seien ganze po- 
sitive Zahlen~ die keinen gemeinsamen Theiler haben, Wir betraehten 
dasjenige Sttiek der Carve 
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gehen~ wobei m r tndn reelle positive Zahlen sind~, und. soil zugleieh 
ihre Tangente in diesem Punkte eine gegebene Rlchtung haben, 
welche dutch die trigonometrische Tangente z ihres Winkels mit 
der p-Aehse bestimmt ist~ so sind die Gleichrtngen zu erftillen: 

(1) m~' n~+ *;~ ~,+ n 

d. h. es sind ganzzahlige positive Werte t'1~ ~2 und ein positiver 
Wert r zu finde% welehe diesen Gleichungen gentigen. Wenn 
also ,: rational und negativ ist~ so kann der Au~gabe ftir jedert 
ratienalen Punkt (m~ n) gentigt werden Je zwei solehe Curven 
schneiden sich irt eirtem einzigen Punkt% aul~er wenn )~i und k~ 
ftir beide identisch sind. 

Wir stellen nun die Potenzreihe f l  (x, y I a~ b) arts folgende 
Weise artf: Wit wghlen [ a - - a '  [ und I b ~ b'[ rational~ nehmen 
auf der Diagonale B A  des Rechtecks OA O'B k - -  1 ratiortale Punkte 
(m ~n)  an (~ ~ 1~ 2~ . . .  k - - l )  und bestimmen ftir jeden solchen 
Punkt nach den Gleichungen (1) eine Curve ~ (hx,~ ~2,~+: r )  oder 
kurz ~+~ welche die Diagonale im Punkte (ms, n )  bertihrt. Wi~hlen 
wir eine Potenzreihe ~ ,  (z) mit dem wahren Convergenzradius rt, 
so ist 

%~+ (x~,,~ + y~, ") 

eine s zweier Ver+mderliehe% deren zugehSrige Function 
dureh die eben bestimmte Curve ++, dargestellt wird. Wir w~thlen nrttl 

k l (  ) 
s (~, u I . ,  b) = ~ % (~ - -  a) ~'' ,'~ (U-- b) ~:'" - 

/r 

Das zu f l  gehiirige Flitehensttick ~1 ist in diesem Falle auger yon 
einem Randtheil des Rechteckes yen einer Curve ~ begTenzt~ die 
aus k - - 1  Bogen je einer der Curven ~t+ zusammengesetzt ist. Da 
(m+, n )  auch s das Coerdinaten-System der Curve a ' :  % (p) ein 
rationaler Punkt ist~ so lassen sieh Potenzreihen ~ und zugehtirige 

~''X" Curven ( 1, t+~ k~, ~+~ r),  bestimme% sodass jede Curve ~'~ die Dia- 
goua!e B A i m  Punkte (mr+ ~ n )  bertihrt~ jedoch als aug das andere 
Coordinaten-System bezogen auf der entgegengesetzten Seite der 
Diagonale liegt, wie die Curve ~c  Wahlen wir nun 

k--1 / \ 
+',+'>=E ++[+-+,+, ), 
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so haben f l  uncl f~ k getrennte gemeinsame Convergenzgebiet% wie 
(far k -  4~) nebenstehende Figur schematisch veranschaulicht, in 
welcher der reducierte gemeinsame Convergenzbereieh schmffiert ist.*) 
Um clas Beispiel zu verMlgemeinern, k~nn man zu jeder Potenzreihe 
eine best/~nclig eonvergente Potenzreihe der beiden Ver/s 
addieren. 

.B O' ", I 

O A 

Man kann nach einem ~thnliehcn Verfahren sich zwei Potenz- 
reihen zweier Veranderlichen versehaffen~ die u n b e g r e n z t v i e  1 c 
getrennte gemeinsame Convergenzgebiete haben. Nehmen wir namlieh 
auf der Diagonale B A eine unbegrenzte Folge rationaler Stellen 
(m ,  n )  an~ deren tI/tufungsstelle (m, n) ebenfalls rational sei, was 
zu Folge unsererVoraussetzung fiber die Rationalitat yon a a ' !  
und ] b - - b '  I geschehen kann~ w~hlen 

1,-~0 \ / t /  

so setzen wit: 

1) Will man aueh noeh den Zusammenhang tier Gebiete des redueierten 
gemeinsamen Convergenzbereiehs i n  e l n z e l n e n  P u n k t e n  vermeiden, so kann 
man b" an Stelle yon b' im Ausdruek fiir f2 setzen, wobei 

Ib" b I - - I  b ' - -b ld-~  
und j3 eine positive Gri~ge ist. Damit keines der Convergenzgebiete versehwinde, 
gentigt es fiir ~ z. B. folgende Begrenzung anzugeben: Die Begrenzung jedes 
solehen Gebiets wird dureh die Diagonale B A in zwei Ziige getheilt; die Differenz 
der Ordinaten dieser Ziige (in Bezug auf  ein und dasselbe tier beiden Coordinaten- 
systeme) fiir dieselbe A'oseisse hat  in jedem Gebiet ein Maximum. "~ muss nun 
kleiner als das kleinste dieser Maxima genommen werden. 
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wobei die $ (~) passend zu bestimmende Convergenzfaetoren sind: 
Es sei ~ (kl~),~ r) diejenige Curve g. welche die Diagonale B A  fin 
Punkte (m~ n) bertihrt. Fassen wir eine bestimmte Stelle [(x--a), (y--b)] 
in's Auge~ welehe im I n n e r n des Convergenzbereiehs jeder einzelnen 
Potenzreihe ~ ,  liegt und setzen 

so ist 

wobei k < 17 ferner 

lim ~;"'" @'" k, 
~ --:- oc r 

d. h. der absolute Betrag der Exponenten der geolnetrisehen Reihen ~ ,  
nahert sieh ffir das betraehtete Argmnent bei wachsendem ,,, einer be- 

1 
stimmten Grenze~ die kleiner als Eins ist. Es genfigt daher 6 (bt) - -  

zu nebmen. Analog setzen wir 

) Z~ (x, u I a', ~') --,~1_ ~ ~,, (~--.')~,,,,, (y - -  b ' / :  ,, , 

v ~v f wobei Xl,,, , ~,~ ~t~ dieselbe Bedeutung wie frtiher haben, f~ und f2 
sind nun zwei solche Potenzreihen yon der verlangten Eigenschaft~ 
die naeh einem wohldefinierten Verfahren aafgestellt wurden. E s 
g i b t  a l s o  P o t e n z r e i h e n  z w e i e r  V e r g n d e r l i c h e n ,  w e l e h e  
u n b e g r e n z t  v i e l e  g e t r e n n t e  g e m e i n s a m e  C o n v e r g e n z -  
g e b i e t e  h a b e n ;  diese maehen naeh einem Satze yon C a n t o r  
(Math. Ann. XX~ S. 117) immer eine Mange e r s t e r  Maehtig- 
keit aus. 


