Uber getrennte gemeinsame Convergenzgebiete zweier
Potenzreihen zweier Verinderlichen, ')

Von Konrad Zindler in Graz.

Es seien zwei Potenzreihen zweier Veriinderlichen

Ji@,y | ab) and fy (2, y | a0

gegeben, welche auch gemeinsame Convergenzstellen besitzen.
Wenn (2',4") eine solche ist, ferner der Schnittpunkt der Normalen
durch ' auf die Gerade @ o' der z-Ebene mit £ der Schnittpunkt
der Normalen durch ' auf die Gerade b6’ der y-Ebene mit » be-
zeichnet wird, so gehort die Stelle (¢, 7) demselben Stiick des ge-
meinsamen Convergenzbereiches wie (z,y') an. Die Gesammtheit
der Stellen (& 4) heifit ,der reducierte gemeinsame Convergenz-
bereich“, und der wirkliche gemeinsame Convergenzbereich besteht
aus ebensoviel getrennten Stiicken, wie der reducierte, wobei man
sich noch, wenn es sich bloffi um Abzihlung dieser Stiicke handelt,
auf die Werte ¢ zwischen o und ¢ und auf die Werte 4 zwi-
schen & und &' beschrinken kann. Der reducierte gemeinsame
Convergenzbereich ist bei Potenzreihen zweier Veriinderlichen einer
anschaulichen Darstellung in einer Iibene fihig. Zunichst ist
nimlich der wahre Convergenzbereich einer solchen Potenzreibe f;

1) Die im ersten Absatz zusammengestellien Sitze rithren von E. Phragmén
(Om konvergensomridet hos potensserier af tva variabler; Stockholm, Vetenskaps-
Akad. Forh. 1883) und A. Meyer. (Om konvergensomridet hos potensserier af
flere variabler; Upsala, Almquist & Wiksell, 1887; ¢f. namentlich Abschn, III und V)
her, welche daselbst auch Beispiele fiir Potenzreihen mit zwei getrennten gemein-
samen Convergenzgebieten angegeben haben. Phragmén verwendet, um zu einem
reducierten Convergenzbereich zu gelangen, geometrisch gesprochen - statt der
Normalen die Winkelhalbierende im Punkte 2’ des Dreiecks e o’ @’ nnd analog
in der y-Ebene, Die Verwendung der Normalen bat den Vortheil, dass die Mannig-
faltigkeit der Stellen des wirklichen gemeinsamen Convergenzbereichs, welche der-
selben Stelle des reducierten gemeinsamen Convergenzbereichs zugeordmet sind,
durch gerade Linien darstellbar ist. Wir nehmen "auch die Definition des Con-
vergenzcontinuums nach Meyer (a. a. 0. 3. 8) an, beriicksichtigen also nicht
die ,Ausliiufer® niedrigerer Dimension des Convergenzgebietes, weil sie fir Fragen
der Fortsetzung nicht in Betracht kommen. Aus #hnlichem Grunde werden zwei
Stellen des gemeinsamen Convergenzcontinuums nur dann als demselben Stiicke
desselben angehdrig betrachtet, wenn sie durch Wege verbunden werden kinnen,
die .ganz imInnern des gemeinsamen Convergenzeontinuums liegen (a. a. 0. 8. 4).

8%



116 Konrad Zindler. — Uber getrennte gemeinsame

durch eine Function ¢ = ¢, (p) gekennzeichnet, welche zu jedem
Werte | £ — a | == p den wahren Convergenzradius s der Potenz-
reihe der nunmehr einzigen Veriinderlichen y — b angibt. Ist fiir
die andere Potenzreihe f, die entsprechende Function &' = ¢, (p),"
ist ¢ eine Stelle zwischen ¢ und ¢’ und | § —a | = p, so werden
zum Werte ¢ Werte y der Strecke bd' gefunden werden konnen,
welche mit ¢ im Innern des reducierten gemeinsamen Convergenz-
bereiches liegende Stellen ausmachen, wenn die beziehungsweise
von b und &' ins Innere der Strecke bb' aufgetragenen Strecken
der Linge @, (p) und ¢, (8 — p) ilbergreifen, wobei 8 = | e —a’ |,
oder wenn

91(9)+‘P2(6—P)> [o—0b .

Eine solche Function = ist monoton wund stetig; wenn sie
differenzierbar ist, konnen der vorwirts und der rickwirts ge-
nommene Differentialquotient verschieden sein. Wir nehmen Potenz-
reihen an, deren zugehorige Functionen ¢ durch Curven darstellbar
sind und beschreiben ein Rechteck O A4 O'B, wobei

’ 04=B0 =|a—ad|,
OB=A40"=|b— 1|

Wir denken wuns fir die Curve 6= o (p), 04 als positive
p-Achse, OB als positive a-Achse, die Curve o' = ¢,(p) dagegen
so verzeichnet, dass fiir sie O'B die positive p-Achse, 0’4 die
positive ¢’-Achse ist. Der Flichentheil, der von der ersten Curve
begrenzt wird, und einem Randtheil des Rechtecks, welcher O ent-
bilt, heilie §§;; der Flichentheil, der von der zweiten Curve begrenzt
wird, und einem Randtheil des Rechtecks, welcher ¢ enthiilt, heifie
&e. Dann wird also obiger Ungleichung gemiils die Zahl der gemein-
samen Convergenzgebiete beider Potenzreihen durch die Zahl der
den Flichentheilen §; und §§, gemeinsamen Stiicke der Ebene an-
gezeigt, wobei Stiicke, die nur durch einen Punkt zusammenhingen,
als getrennt zu zihlen sind.

Mit Hilfe des Umstandes, dass die Curven o Ecken haben
konnen, lisst sich nun ein Vertahren angeben, in der That zwei
Potenzreihen zweier Verdnderlichen aufzustellen,
derengemeinsamesConvergenzgebietauskgetrennten
Sticken besteht, wobel £ eine beliebig fegebene An-
zahl ist. Es sei r eine positive Zahl, » und ), selen ganze po-
sitive Zahlen, die keinen gemeinsamen Theiler haben. Wir betrachten
dasjenige Stick der Curve
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gehen, wobei m und % reelle positive Zahlen sind, und soll zugleich
ihre Tangente in diesem Punkte eine gegebene Richtung haben,
welche durch die trigonometrische Tangente t ihres Winkels mit
der p-Achse bestimmt.ist, so sind die Gleichungen zu erfiillen:

1) m = r, b= — .1,

d. h. es sind ganzzahlige positive Werte 2, A, und ein positiver
Wert » zu finden, welche diesen Gleichungen geniigen. Wenn
also = rational und negativ ist, so kann der Aufgabe fiir jeden
rationalen Punkt (m, n) geniigt werden Je zwei soleche Curven €
schneiden sich in einem einzigen Punkte, aufler wenn ), und ),
fiir beide identisch sind.

Wir stellen nun die Potenzreihe f;(x,y | a,b) auf folgende
Weise auf: Wir wihlen | @~—a' | und | 56 — 3" | rational, nehmen
auf der Diagonale B A des Rechtecks 0.4 O' B k —1 rationale Punkte
(m,,m,) an («=1,2,...k—1) und bestimmen fiir jeden solchen
Punkt nach den Gleichungen (1) eine Curve € (A, ,, A, ,7,) oder
kurz € , welche die Diagonale im Punkte (m, # ) beriihrt. Wihlen
wir eine Potenzreihe B, (2) mit dem wahren Convergenzradius 7,
so st

GBH (x/"hl, " yi.z, ‘u)

eine Potenzreihe zweier Verinderlichen, deren zugehtrige Function ¢
durch die eben bestimmte Curve €, dargestellt wird. Wir withlen nun

Leylen=3 2, <(x“‘“>l"‘“(?/~b>z”#).

=1

Das zu f, gehorige Flichenstiick ¥, ist in diesem Falle aufler von
einem Randtheil des Rechteckes von einer Curve & begrenzt, die
aus k—1 Bogen je einer der Curven € zusammengesetzt ist. Da
(m,, n,) auch fir das Coordinaten-System der Curve s'= 9, (p) ein
rationaler Punkt ist, so lassen sich Potenzreihen 3, und zugehorige
Curven €& (A ,, A, ,, 7,) bestimmen, sodass jede Curve ¢, die Dia-
gonale BA im Punkte (m,, ) beriihrt, jedoch als auf das andere

Coordinaten-System bezogen auf der entgegengesetzten Seite der
Diagonale liegt, wie die Curve &, Wihlen wir nun

fH@yla,bt)= B. ((x——a')ﬁ’, “ (z/—'br)l;,*‘)y

=1
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so haben f; und f; k getrennte gemeinsame Convergenzgebiete, wie
(fir £ = 4) nebenstehende Figur schematisch veranschaulicht, in
welcher der reducierte gemeinsame Convergenzbereich schraffiert ist.)
Um das Beispiel zu verallgemeinern, kann man zu jeder Potenzreihe
eine bestindig convergente Potenzreihe der beiden Verinderlichen
addieren.

B 0’

(mﬂ, n/")

g ' A

Man kann nach einem #hnlichen Verfahren sich zwei Potenz-
reihen zweier Vertinderlichen verschaffen, die unbegrenzt viele
getrennte gemeinsame Convergenzgebiete haben. Nehmen wir némlich

auf der Diagonale BA eine unbegrenzte Folge rationaler Stellen

(m,, m,) an, deren Hiufungsstelle (m, n) ebenfalls rational sei, was

zu Folge unserer Voraussetzung iber die Rationalitit von | @a—a' |
und | 6 —b' | geschehen kann, wiihlen '

[e'e} 2 %k
B =D (-],
k=0 .
$0 setzen wir:

je'e]
; N Ayy e oy 4
fi@y | ab) =4 @B, | @—a" y—0""),
©pe=1
1} Will man auch noch den Zusammenhang der Gebiete des reducierten
gemeinsamen Convergenzbereichs in einzelnen Punkten vermeiden, so kann
man b"” an Stelle von &' im Ausdruck fiir f, setzen, wobei

| 0"—b|=]b—b| 48

und B eine positive Grofle ist. Damit keines der Convergenzgebiete verschwinde,
geniigt es fiir 8 z. B. folgende Regrenzung anzugeben: Die Begrenzung jedes
solchen Gebiets wird durch die Diagonale B A in zwel Ziige getheilt; die Differenx
der Ordinaten dieser Ziige (in Bezug auf ein und dasselbe der beiden Coordinaten-
systeme) fiir dieselbe Abscisse hat in jedem Gebiet ein Maximum. '§ muss nun
kleiner als das kleinste dieser Maxima genommen werden.
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wobei die ¢ (p) passend zu bestimmende Convergenzfactoren sind:
Es sei € (A, Ay, #) diejenige Curve @, welche die Diagonale BA im
Punkte (m, n) beriihrt. Fassen wir eine bestimmte Stelle [(x—a), (y—0)]
in's Auge, ‘welche im Innern des Convergenzbereichs jeder einzelnen
Potenzreihe 5 liegt und setzen

le—al=y]y—=0b]=0y,
so ist
Yy = ko,
wobei £ < 1, ferner

lim g;'ul"' t)}-zx I
RN B—
0 = o0 r ’
"

d.h. der absolute Betrag der Exxponenten der geometrischen Reihen 3}3

nihert sich fiir das betrachtete Argument bei wachsendem p. einer be-
. . . o 1
stimmten Grenze, die kleiner als Eins ist: Es geniigt daher‘q)(p) ==
0l

zu nehmen. Analog setzen wir

— 1 s it )’
L@y ld by =23 s B (<H Yiou(y—byee )
p=1

wobel )\1 oy A, w ﬂS dieselbe Bedeutung wie frither haben. f, und f
sind nun zwei solche Potenzreihen von der verlangten Eigenschaft,
die nach einem wohldefinierten Verfahren aufgestellt wurden. Es
gibtalso Potenzreihen zweier Verdnderlichen,welche
unbegrenzt viele getrennte gemeinsame Convergenz-
gebiete haben; diese machen nach einem Satze von Cantor
(Math. Ann. XX, 8. 117) immer eine Menge erster Miichtig-
keit aus.



