Zur Theorie der Flussigkeitsstrahlen.

Von

W. Vorer in Gottingen.*)
(Mit einer Figurentafel.)

Obgleich durch Herrn von Helmholtz und Kirchhoff eine
Methode gegeben ist, fiir den Fall einer ebenen Flissigkeitshewegung
Probleme zu losen, bei welchen die Fliissigkeit eine theilweise freie
Oberfliche besitzt, sind doch erst wenige Beispiele der Art durchge-
fithrt; es hat daher die folgende Mittheilung, welche eine Anwendung
der Kirchhoff’schen Methode auf den Zusammenstoss von mehreren
Flussigkeitsstrablen bringt, vielleicht einiges Interesse.

Bezeichen ¢, @, fiir zwei Flissigkeiten die Geschwindigkeits-
potentiale stationfirer Stréomungen, so gelten bekanntlich bei ebenen
B ewegungen innerhalb der Fliissigkeiten die Gleichungen:

o Viid 0* e
(a) 5 T 9 =0 Gt 5 =0

_,___0 _ﬂ_((a‘p:)_%_(a%)) %___ , — ((B¢2)+ 0%)>

an den freien Oberflichen:

(b) 094 =01 _3_97_1_=0’ _2)‘1'::61) 172=621

ony Ong
worin p,, p, die Drucke, &, & die constanten Dichtigkeiten, C,, C,
und ¢;, ¢, Constanten bezeichnen.
Léngs der Trennungsfiiche beider Fliissigkeiten, welche ans Strom-
curven gebildet wird, die wir die singuliren nennen wollen, gilt:

g 79 - -
(C) aii a”gf’ = O) Pi= P2.

Wir wollen den Fall betrachten, dass zwei Strahlen aus dem Un-
endlichen kommen und im Endlichen zusammentreffen; die Geschwindig-

*) Abgedruckt aus den Nachrichten von der K. Gesellschaft der Wissen-
schaften zu Gattingen, 1885, Nr. 9
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keiten seien im Unendlichen in den Querschnittep constant &, und &,,
im Endlichen variabel ¥, und V,, an den freien Oberflichen sei der
Druck gleich Null; dann giebt die Grenzbedingung P = po die
Relation:
& (.G12 - T’12) =& (G2 — ?22)

oder
(¢) 8§07 — &G =g AN S

Diese Formel zeigt, dass wenn 4m Unendlichen die lebendigen
Krifte der Volumeneinheit fur beide Strahlen gleich sind, dieselben
auch i jedem Punkie der gemeinsamen Grenze gleich sein wmiissen.

In diesem Falle kann man also die Bewegungen in beiden Strahlen
durch das eine modificirte Geschwindigkeitspotential

b
nmfassen, welches im Gebiet der ersten Flilssigkeit gleich Vs, ¢,, in

dem der zweiten gleich /&, ¢, ist und der Bedingung zu geniigen hat,
dass fiberall:

1) A =0,
in den freien Grenzen aber:

o 76\, (o)
2 %;_.-: und (75) + _51,!_> — &

sein muss; hierbei ist & G? = &,G,* = G* gesetzt.

Der Bequemlichkeit wegen wollen wir weiterhin ® kurz das Ge-
0% 80
dx? oy
nennen, obgleich sie sich davon noch durch den Factor }/¢ unter-
scheiden.

Ein specieller, in diesem allgemeinen enthaltener Fall ist der,
dass zwei Strahlen derselben Flissigkeit, welche im Unendlichen die
gleiche Geschwindigkeit besitzen, zusammenstossen.

Nach einem Grundsatz der Hydrodynamik bleiben Flissigkeits-
theilchen, die sich einmal in der Oberfliche befinden, immer in der-
selben. Hiernach kdnnen die an der Oberfliche beider Strahlen be-
findlichen nie zn inneren werden, die beiden Btrabhlen kbdnnen also
nie zu einem zusammenfliessen, sondern miissen, indem sie sich theilen,
wiederum gwe; in verschipdenen Richtungen auseinanderfliessende er-
geben, von denen der eine in den Raym zwischen den beiden Stoss-
richtungen, der andere in den gegeniiberliegenden fillk. Dieselben vier
Stromcurven, welche die Grenzen der stossenden Strahlen bilden,
begrenzen in anderer Combination auch die resultirenden Strahlen.
Von den im Innern der beiden stossenden Strahlen liegenden Strom-
curven muss je eine sich in zwei Zweige theilen, welche nach dem

schwindigkeitspotential, die Geschwindigkeitscomponenten
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Zusammenstoss die Grenze zwischen der urspriinglich den verschiedenen
Strahlen angehorigen Fliissigkeit bilden. Wir nennen sie, wie schon
festgesetzt, die singuldren Stromcurven. An der Stelle der Verzweigung
dieser singuliiren Stromecurven muss die Geschwindigkeit verschwinden,
und daher muss diese Stelle fir die singuliren Stromeurven beider
Flissigkeiten nach Gleichung (¢) gemeinsam sein. Wir nennen diese
Stelle,, in welcher die Geschwindigkeit verschwindet und die singuliren
Stromeurven sich verzweigen, das Stosscentrum.

Die obige Betrachtung lisst sich sogleich aunf das Problem des
Znsammenstosses beliebig vieler aus dem Unendlichen kommenden
Fliissigkeitsstrahlen erweitern. Besitzen sie im Unendlichen gleiche
lebendige Kraft der Volumeneinheit, so auch tberall lings der Curven,
in welchen sie sich berithren, und man kann daher in diesem Falle
anch fiir sie ein gemeinsames Geschwindigkeitspotential ¢ einfiihren,
welehes durch die Bedingungen (1) und (2) bestimmi ist. Wir wollen
das Problem zuniichst in dieser Allgemeinheit in Angriff nehmen und
pur die eine Beschrinkung einfithren, dass die von der Flissigkeit
bedeckte Fliche eine einfach zusammenhingende ist. Damit ist tibrigens
der Fall nicht ausgeschlossen, dass sich die Grenzen verschiedener
Strahlen schneiden, denn man kann in solchen Fillen die Dicke der
Fliissigkeit senkrecht zur zy-Ebene unendlich gering und die Strahlen
an einander vorbeigefiibrt denken.

Sei
Q=0 +i¥
eine Function von z == 2 -} 4y, so giebt bekannntlich
Y = Const.

das System der Strémungscurven, welche dem Geschwindigkeitspotential
& entsprechen.
Es ist dann auch:

A . oo
oz V' oy

oz
@) QT (09V, (99
720 +(55)
»Nun setzen wir#®):
(5) %=§=%+in=9(eosﬁ+isinﬂ)

und betrachten £ und % als die rechtwinklichen Coordinaten eines
Punktes in einer Ebene, die wir die ¢-Ebene nennen werden; die
£-Axe soll dabei parallel der z-Axe, die x-Axe parallel der y-Axe
gewihlt sein. Die Vergleichung der Gleichungen (4) und (5) zeigt
dann, dass, wenn man von dem Punkte {==0 nach dem Punkte §

*) Kirchhoff, Mechanik p. 201, 1876.
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eine gerade Linie zieht, die Linge dieser, also ¢, das Reciproke der
Geschwindigkeit und ihre Richtung die Richtung der Bewegung in
dem Punkte z ist¥,

Da in unserm Problem » Strahlen mit gleichen (reducirten) Ge-
schwindigkeiten aus dem Unendlichen kommen und in’s Unendliche
gehen, so kann derselbe Werth Q an #» verschiedenen Stellen der
z-Ebene stattfinden mit Auysnahme derjenigen Werthe, weiche der
Geschwindigkeit Null entsprechen und welche an den oben definirten
,,otosscentren® eintreten.

Sind % stossende Strahlen vorhanden, so gehen nach dem Zusam-
menstoss auch # Strahlen in’s Unendliche hinaus. Die Anzahl der
Stosseentren ist hierbei, wie man leicht durch die Anschauung erkennt,
im Maximo (#n — 1); in diesem Falle sind alle Stosscentren auf der
Grenze von pur je zwei Strablen gelegen. Hingen in einem Sfoss-
centram (A -+ 1) Strahjen zusammen, so kann man dasselbe als ein
h-faches durch Zusammenriicken von % urspriinglich getrennten ein-
fachen Stosscentren entstandenes betrachten. Der Grenzfall ist der
nur eines (n— 1) fachen Stosscentrums.

Denken wir also die Werthe Q, welche allen Punkten im Innern
der Fliissigkeit entsprechen, auf einer Q-Ebene ausgebreitet, so wird
dieselbe #n-blittrig zu wihlen sein und innerhalb des Bereichs der
Flissigkeit in den (n—1) Punkten, welche den Stosseentren entsprechen
und simmilich im Endlichen liegen, zusammenhingen, Das letztere
Resultat liefert auch direct der von Riemann gegebene Satz*): Ist
die Anzahl der Umdrehungen, welche die Grenze eines einfach zy-
sammenhingenden endlichen Bereichs macht, gleich »n, so ist die An-
zahl der auf ihm liegenden einfachen Verzweigungspunkte gleich (3—1).

Die freien Grenzen des Bereichs der Fliissigkeit sind in der #-
Ebene Stromcurven, miissen also in der Q-Ebene Parallele zur ®-Axe
sein, Wir nehmen an, dass sie im ersten Blatt durch

Y=ta Y=+
) ] Y=H4a ¥Y=41b,

6) im dritten durch
Ye=da ¥Y=-+125

im zweiten durch

im nten durch
Ye=ta, ¥Y=-+b
gegeben seien; Punkte im Innern der Flissigkeit entsprechen dabei
Punkten zwischen diesen Geraden, das Gebiet der Fliissigkeit ist also
der zwischen ihnen liegende n-fache Streifen. Damit derselbe zusam-
menhiinge muss sein:

*) Riemann's Werke, Edit. H, Weber p. 106, Leipzig 1876.
Mathematische Annalen, XXVIIL 2
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g > by, Gy > by, ..,a,> b,
und auch

a, > by, @y > by, oy, @y > by

Da in den freien Grenzen ferner die constante (reducirte) Ge-
schwindigkeit G stattfindet, so miissen sie sich in der §-Ebene nach

dem Obigen als Theile eines Kreises vom Radius B = 1@ um den

Coordinatenanfang darstellen; Punkte im Innern der Flilssigkeit ent-
sprechen dabei Punkien aqusserhalb des Kreises, da die Geschwindig-
keit in der Grenze die grosste sein muss, das ganze Gebiet der Fliissig-
keit also der ganzen Umgebung des Kreises.

Dabei ist aber Folgendes hervorzuheben.

Die Radienvectoren von O nach £ geben durch ihre Richtung an
einer Stelle £ = R cos &, 5 = B sin & die Richtung der Bewegung,
welche an der durch == § - in abgebildeten Stelle 2 stattfindet.
Die simmtlichen beim Umlaufen der gesammten Fliissigkeit in den
Grenzen anzutreffenden Bewegungsrichtungen miissen also beim Um-
lanfen des Kreises vom Radius B (das beiliufig in entgegengesetzter
Richtung geschieht, da das Junere der Fliissigkeit der Umgebung des
Kreises entspricht) durch die Richtungen der Radien wiedergegeben
werden. Ist die Anzahl aller sich in’s Unendliche erstreckenden
(sowobl kommenden als gehenden) Strahlen gleich m, so ist die Summe
der bei der Umlaufung angetroffenen Richtungsiinderungen der Fliissig-
keitsbewegung gleich

(m — 2=

oder, da, wie oben gezeigt, m eine gerade Zahl = 25 sein muss, weil
ebenso viele Strahlen auns Unendlich kommen, wie nach Unendlich
gehen miissen,

=2n—1)=.

Ebenso gross muss also auch die Summe der Richtungsiinderungen bei
Umlanfung des Kreises in der {-Ebene sein, d. h. die {Ebene muss
(n — 1) Blatter besitzen, welche ausserhalb des Kreises vom Radius
R in % — 2 Punkten zusammenhingen, sodass ein Umlauf lings des
Kreises durch alle (» — 1) Blitter fithyt. Dies folgt aus dem oben
citirten Riemann’schen Satz sogleich, wenn man nach der Methode
der reciproken Radien die Umgebung des Kreises vom Radius B auf

das Innere einer Kreisfliche vom Radius % abbildet.

Wir betrachten die Abbildung des oben definirten n-fachen Streifens
in der Q-Ebene auf dieser (n — 1) blittrigen {-Ebene und wollen sie
vermitteln durch die Abbildung auf einer eimblittrigen {-Ebene.

In dieser soll der n-fache Streifen auf einem Kreis vom Radius R’
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so wiedergegeben werden, dass im ersten Blatt der Q-Ebene der
Punkt @ = -+ oo entspricht dem Punkt § = R’ der §-Ebene,

ebenso ¢ = — ¢ == R e
im zweiten Blatte analog
@ = - oo entspricht ¥ = R’ &b

D= — ¢ == Reid
im dritten Blatte

® =+ oo g — Row

D= — g’ = R et
im nten Blatte o ) ' ’ _.,

¢ =+ ¢ — R oPut

D == — g — R,eium,

wobeil
O<e) <P/ <oy <Py << ey <P, und B,=2mx ist.
Es muss also lings des Kreises vom Radias R’ sein:

Q=via, fir 0 <& <«

QR=14b, , e« <¥< .6,'

Q=ia, , ﬁl <H <L O”
M , Coe .
Q=ia, , .37;-1 <& < dy
Q=1b, , o, <<d& <ps.

Diesen Bedingungen wird geniigt durch die Function:
Q= [(a1 bye) +(b—a,)By +(ay—byle) 4+ +(ai—bs) “7;+2’”bn]
® += [(a, —bi(1—& e—"%') + (b — ) (1 — b )
o (a1~ )]

Da bei der conformen Abbildung je ein innerer und ein Rand-
punkt sich beliebig entsprechend gewihlt werden kann und letzterer
bereits durch die Annahme, dass dem Punkt ® = - oo im ersten
Blatt der Q-Ebene ¢ = - R’ entspricht, bestimmt ist, so kann nur
noch tber einen innern Punkt verfiigt werden. Dem scheint zu
widersprechen, dass bei willkiirlich gewihlteh a,, b, noch (2m» — 1)
Grbssen «,, f, disponibel sind. Indess ist zu beachten, dass die Ver-
figung tiher die a, und b, keineswegs den abzubildenden #n-fachen
Streifen in der Q-Ebene vollstandig bestimmt, sondern dazn noch die

Q¥
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Angabe der auf ihm liegenden (n—1) Verzweigungspunkte nach Ort
und Art erforderlich ist.

Die Bilder der Verzweigungspunkte in der {-Ebene sind gegeben
durch die Wurzeln der Gleichung:

_d_f;,_ =0
oder
_ (o —bye™ (b — az) e~ .
(9) O'— 1__§L e—iﬂx' + lm_g" e—iﬂ;
K R

Die Gleichung ist vom (2n — 2)ten Grade, da der Coefficient
von (§)?#! identisch verschwindet. (n—1) Wurzeln miissen Punkte
innerhalb des Kreises vom Radius R’ ergeben, da nach dem Rie-
mann’schen Safz (n—1) Verzweigungspunkte im Bereich der Fliissig-
keit liegen miissen®),

%) Man kann aber diesen Nachweis hier einfach direet fiihren und somit
sich der Anwendong jenes Satzes vollstindig entschlagen.
Dazu bedenke man zunfchst, dast

a9

ar =Y
gesetzt eine einwerthige Punction von ¢ ist. . .
@ wird unendlich in den 2# Pankten R'&% , R &%, ... es muss also

ebenso oft verschwinden. Zwei Nullpunkte fallen in’s Unendliche, die tbrigen
im Allgemeinen in’s Bndliche. Wendet man den Satz, dass das Randintegral

1 "

iiber eine beliebige geschlossene Curve ausgedehnt die Anzahl der umsehlossenen
Nullpunkte weniger der der umschlossenen Unendlichkeitspunkte giebt, auf einen
Kreis an, der um den Punkt ¢ =% mit einem unendlich wenig grésseren oder
kleineren Radius als B’ beschrieben ist, so kann man die Anzahl der auf der
Kreisfiiche liegenden Nullpunkte von Q bestimmen.

Hierzn bemerke man, dass, weil die Grossen @,, b, einen zusammenhingen-
den Streifen in der Q-Ebene bestimmen sollen,

al—b1=+A1') azwb2=+'ﬁ‘2'7'
—(h—a) =+ By, —(bo—ay) =+ By, ...

siimmtlich positive Grossen sein missen.
Die Gleichung Q" = 0 kann also geschrieben werden:

Ay B/ -
0= . - — i +eee=@ 3y
RéY—¢ BéH ¢ — +
und stellt in ihrem reelien und imaginiiven Theil ® und ¥ '— mit enfgegen-
gesetztem Vorzeichen genommen — die & und 9-Componente der Attraction dar,

welche an der Stelle ¢ stattfinden wiirde, wenn in den Punkten B'é™ , B'¢F/, ...
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thre Lage wird bei unserm Problem kaum direct gegeben, son-
dern nur durch Verfugungen iiber Breite, Richtung und Lage der
Strahlen bestimmt sein. Sie ist bestimmi, wenn (2n-—2) veelle Re-
lationen zwischen den g, b, und «,, B. gegeben sind; da (2n—1)
¢, Pu verfligbar sind, so bleibt, wie auch hothig, bel festgesetzten
@n, ba, noch eine ubng, einen innern Punkt in den bezden auf
einander abgebildeten Fla,chen sich entsprechen zu lassen®). Wir wollen
auf diese Verfligungen erst eingehen, wenn wir allgemein den Weg
der Losung vollstéindig angegeben haben.

Um die gewonnene Abbildung des nfachen Streifens aul dem
Kreis in der einblittrigen £-Ebene fiir unser hydrodynamisches Problem
zu verwerthen, verfahren wir folgendermassen.

Wir bilden zunichst den Kreis in der einblitirigen {-Ebene so
in einer (n— 1)-blittrigen {"-Ebene auf einen Kreis vom heliebigen
Radius R” um den Coordinatenanfang ab, dass die Pupkie des
ersteren, welche durch die Wurzeln der Gleichung (9) gegeben sind
{d. b. die Bilder der Verzweigungspunkte in der Q-Ebene) in letzterem
iibereinander und zwar in den Mittelpunkt fallen. Dass dies gllgemein

die Massen 4, — By, 4;, — By,... angebracht wiren und nach dem Gesetz
der (— 1}ten Potenz der Entfernung wirkten. Das Integral

Jaae

T p ‘o . @
_j d[—gl{dh 24y )»}—zalrctg(w,)},
und wenn man berficksichtigh, dass @ 4 W2 das Quadrat dey resultirenden

wird hiernach

KEraft, :g« die negative Tangente des Winkels zwischen ihrer Richtung und der

£-Axe ist, so erkennt man ohne alle Rechnung, dass der reslle Theil des Integrales
iiber eine beliebige geschlossene Curve gemommen verschwindet, der imagindire
die Summe aller Richiungsinderungen der resultivenden Kraft bei der Umlanfung
der Curve ergiebt,

Fiir Punkte, welche einem Aftractionscentrum unendlich nahe liegen, ist
die Kraft nach diesem Centrum hin oder von ihm hinweg gerichtel je nach dem
Vorzeichen der daselbst befindlichen Masse, Daher kapn man fiir einen Kreis
um den Popkt ¢ == 0, der unendlich nahe dem das Flissigkeitsgebiet begrenzen-
den legt, sogleich durch die Anschauung die Grisse der obigen Richtungsiinderung
finden. Auf der Grenze selbst kounen keine Nullpunkte legen, da in der Grenze
die Geschwindigkeit gleich G, in den Versweigungspunkten gleich Null ist.

Liegt der Kreis innerhalb desjenigen vom Radiug R’ so findet sich der
Werth der Richtungsinderung —(»—1)2%, liegt er aunsserhalb -}-(n-1)2z; im
ersteren Falle umschliesst er nur die Nullpunkte im Innern des Kreises B'; im
letzteren Falle auch die 2# Unendlichkeitspunkbe; beides ergiebt uberemstnn-
mend, dass sich insgesarmawmt (n—1) Nullpunkte auf der Fliche, also anch {r-1)
ausserhalb befinden.

%) In der Festsetzung der a
®-Axe in der Q-Ebene,

legt nimlich bereits die Begtimmung der

u’n
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moglich ist erkennt man nach einer miindlichen Bemerkung meines
verehrten Freundes H. Weber in Marburg leicht in folgender Weise.

Allgemein kann man ausser einem Randpunkt nur einen innern
Punkt bei der Abbildung sich entsprechen lassen. Geschieht die Ab-
bildung des einfach zusammenhingenden Bereiches auf einer (n — 1)
blittrigen Ebene, so sind die (n— 2) im Ionern liegenden Ver-
zweigungspunkte verfiighar und man kann durch ihre Wahl weitere
(n — 2) innere Punkte sich entsprechen lassen; es konnen demmach
im Ganzen die Bilder von (» — 1) Punkten des einblittrigen Kreises
beliebig gewihlt werden.

Schliesslich bilden wir durch die Substitution

, 1
3
den Kreis vom Radius R” in der (n — 1) blittrigen {’-Ebene ab auof
der Umgebung des Kreises vom Radius R =~Ri—,,~ in der gleichfalls
(n— 1) blitirigen ¢-Ebene, dass das Bild des Centrums ins Unendliche
fallt. Dann ist zogleich der nfache Streifen in der Q-Ebene ebenda
so abgebildet, dass die Bilder seiner Verzweigungspunkte, d. h. der
Rtosscentren, im Unendlichen, die seiner Grenzen auf der Peripherie
des Kreises vom Radius B liegen.

Die gewonnene Relation zwischen @ und ¢ giebt dann fiir jedes
System der darin vorkommenden Constanten a,, b, und «,, f, die
Losung eines Problemes des Stosses fiir » Fliissigkeitsstrahlen. Nach
(5) erhilt man durch:

) 2= f £dQ -+ Const.

zu jedem Punkt £ oder Q einen entsprechenden z der xy-Ebene; der
Grenze des Streifens in der Q-Ebene und zugleich dem Kreis vom
Radius B in der {-Ebene entspricht die freie Grenze der Fliissigkeit,
ein negativer Umlanf des Kreises ergiebt einen positiven der Grenzen
der Flissigkeit. Wird auf dieser Kreislinie an den Punkten

— &=0, a;, B, ¢, Bos .-, t, Pu
(wobei B, == 2m(n—1) ist) Q@ abwechselnd gleich + oc und — oo,

8o geben
(@ —0), (By—as), (ay—F1), - ., (Bn—an)
die Richtungsinderungen der Stromung lings der 2n die freie Grenze
der Fliissigkeit bildenden Stromfiden von Unendlichen aus bis wieder
in’s Unendliche.
g=0,7—uo,2x 8,3 —a,...,Cn—1)x — o,

sind daher die Winkel der 2-Axe gegen die Radienvectoren nach den
unendlich fernen Theilen der Strahlen oder gegen die Richtungen der
Strahlen im Unendlichen selbst, diese Richtungen nicht im Sinne der
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Stromung, sondern stets in’s Unendliche hinaus positiv gerechnet.
Ist eine der Differepzen a;, — fiz-1 oder f;-— e, grosser als # so schneidet
das entsprechende Stiick der Begrenzung sich selbst.

Fig. 1 giebt den Zusammenhang zwischen diesen Richtungen fiir
eine zweiblitirige {-Ebene, also fiir drei zusammenstossende Strahlen
das untere Blatt ist schraffirt. Tig. 2 zeigt wie etwa bei gegebenen
Constanten diese Fliissigkeitsbewegung verlaufen kann. Die punktirten
Linien deuten die singuliren Stromcurven an, ihre Schnittpunkte die -
Stosscentren. Die Gleichungen der singuliren Stromcurven -erhilt
man, wenn man in der Formel (10), in welcher Q = ¢ - 4¥ ist,
dem ¥ successive diejenigen constanten Werthe beilegt, welche den
Wurzeln der Gleichung (9)

ag
entsprechen; die Oerter der Stosscentren geben sich, wenn man iiber
¢ und ¥ demgemiss verfiigh.

Wir wollen den vorstehend beschriebenen Weg der Losung in
dem einfachen, immer noch sehr aligemeinen Falle wirklich gehen,
dass alle (» —1) Stosscentren zusammenfallen, d. h. die (n—1) Ver-
zweigungspunkte auf dem Kreis yom Radius B identisoh werden. Da
dieser (n— 1) fache Verzweigungspunkt in den Coordinatenanfang von
¢ gebracht werden soll und dies nur auf eine Weise moglich ist, kann
man jhn ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gleich bei der ersten
Abhildung dahin fallen Jassen. Hierzu ist erforderlich, dass die Glei-
chung (9) die (n— 1) fache Wurzel { = O besitzt und dies findet statt,
wenn die (n—1) Bedingungen erfiillt sind:

(1 0= (@ —b)ehe/ - (by—a)e=4h + - .
fiir

d9=0

h= 1, 2, ey (n——-l).
Dies giebt die (2n—2) reellen Gleichungen®):
(12) 0==(a;—b,)cos hey + - - -
0 = (a@,—by) sin hay 4 - -
fir
h=1,2,...,(n—1).

Soll dieser (n—1) fache Windungspunkt Q = O entsprechen, was
wegen der Willkiirlichkeit des Coordinatenanfangs keine Beschrinkung
ist, so ist noch erforderlich, dass dic b, sdmmilich negativ sind
und gilt:

(18) 0=(a,~b)ea, + (by—a)p +---.

_*) Man iiberzengt sich leicht durch Rechnung, dass bei Erfillung dieser
Rﬂa.tmnen die dbrigen (n — 1) Verzweigungspunkte simmflich in’s Unendliche
fallen. .
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Es sind also die (2n — 1) Grbssen a;, fi du}'ch diese (2n — 1)
Gleichungen bestimmt, wenn die a;, b; gegeben sind.
Nun werde gesetat:

¢ =@y

o1 11
g =—§—~, a.lSO g’ =(?)
so wird: #

Qs—:;[(ai—b‘)l(lw—(g) ‘)

F ot (=@ )+

Hierin fithren wir noch ein:

1
Cp

o =ty W=ty B

und vertauschen die B, mit — b, so erhalten wir:

(14) Q =%{(a1 + )1 [1 T Re—g—ia.);i—::l

S T o PO e

als diejenige Function, welche in dem behandelten Specialfall das
Problem 16st, wenn man dazu nimmt die Nebenbedingungen:

R——ﬁ,
O=(a,+b)e; — (b + @), + -+ - — bu2a
0= (a; + ) cos — h“‘ i — (b, + a,) cos Jﬁﬁ%.;...
(15) + (@, + b.) cos —2— hen — (bs + @)

0——(a1+b)s1n }w’ — (b + a) Sin?:iT"f"

h
+ (an -+ bn) sin . 5
fiir n-t

h=1,2,...,2—1.
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Stossen nur 2 Strahlen zusammen, so ist #n = 2, die ¢{-Ebene
also einbldttrig. Die obigen Formeln ergeben, wenn man dies einfiihrt:

s (1= F") - @ ai(1— 22
=

) — (3, +a1)z(1-——)

0= (a;+4b;) ey —(bs+a,) Byt (ay4b,) ¢, —2xb,
(17) 0= (a,+b;)cosey — (bx +-a,) cos f, 4 (@, -+ b,) cos oty — (b, +-ay)
0 = (ay+by)sin e, —(b;+ ay)sin fy (g, - b,)sin ,.

Die Gleichung fiir 2 wird hiernach wegen

(16)

+ (a1 (

- =f§d§2 - Const.

und falls man verfigt, dass z mit Q verschwinden, d. h. das Stoss-
centrum in den Coordinatenanfang fallen soll:

=2 L@+ b) e mlE— Roie) — (b, ap) et ({— Be—itr)
F (@ +-by)emiwl(t— Bemio)— (b, + a) s ~ B)} -

Hieraus folgt, wenn man:

g=1x-11y, {=o(cos¥3isind)

as) °

setat:
% {(ax'l‘b )|: cosey.l (¢ R*— 20 R cos (9-1-e,))
o o aelg (L2 2F B
— (@) g cospy Lo+ B — 20 R cos (94 By)
19 +sin B, aretg (£ FERTE)

+ (a2+62)[ cosa,.l (9?+R2—2¢R cos (8 +a,))

. . ¢ sin & - R sin o,
-} sin a, . arctg (gcos«&—-Rcos o

— (btay) - 5 Uo*+ R2—20 R cos 3‘)}
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Y = {(ai—i—b,{ sin ;.1 (e B*—20 B cos (¥4 a,))

— cO% a,.arctg(”m&'}'ESm “‘)

@ cos & — B cos &y g
~(b+ﬂd[smml@~kw-@93wﬂﬁ+mn

(19) — cos f, . arctg ( gsin & + B sin fy )

cos & — B cos §,

+(a2+b2)[ sine, (0> + B2 — 20 B cos (94 a))

— €08 @, . arctg (Qsmﬁ"}‘amde)}

o cos & — B o8
o 8in &
- (bz+ax)[— arctg m]}‘

Nimmt man ¢ = R und lfsst & von 0 bis — 2z abushmen, so
umlinft man zugleick in positiver Richtung die gesammie Flitssigkeit.
Die Schwierigkeit, die in der Bestimmung des Werthes des arctg in
den Ausdriicken von z und y liegt, umgeht man, indem man in (18)
die Logarithmen entwickelt und den imaginiren Theil pach der Formel:

—;—(n_x)=2 Sinhh’ fir 0< g <2

—-—;—(n-{-x)az smhhz fir 0>g>— 22

summirt, Man erhilt so:

z=2 {(a,—;-b,)[ cos .1 (4sin? 2 24)
4 sin g (u?(a,—{—@)) F.- ]

e~

@) .
Y= T{(ar}‘bt){—-sma, Z<4sz 1)

immw+m+m$~yﬁ>

Das obere Zeichen gilt fiir 0 < (o, + &) < 2%, das untere fiir
0> (e, 4+ &) > — 2x; analog in den anderen Gliedern.
Hiernach erkennt man sogleich, dass beim Passiren des Werthes
# = — g, springt:
z um — R(a,-+b,)sin g
y um — R{a,+b,) cos g,.

# Hiernach kann nach Formel (17) unter dem Logarithmus der Factor 4
beliebig weggelassen werden,
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Es ist also R(a,+4b)= A, die Breite des in der Richtung a,
aus Unendlich kommenden Stromes.

Ganz ebenso findet sich:

R(a,+b,) == 4,
die Breite des in der Richtung «, kommenden,
B(b +a,) = By, E(b,+a,) = B,

die Breiten der in der Richtung B, und B, (==0) in’s Unendliche
fliessenden Strahlen,

Dass 4, 4 4, = B, -+ B, ist, sagt also aus, dass ebenso viel
Fliissigkeit zu-, wie abfliesst.

Man kann hiernach die Resultate schreiben:

Q= 1 {4,1¢— Re) — B,1(§— Re %)
+ 4,16 — Re~™) — B,l({—R)}

g= {4 cm§—Rein) — B e—hl(g—Ret)
+ 4,¢"=}((— Re~) — B,l({—R)}

@1

4 .
2= {5 U RS R cos 94 a)
. o Bsin(@te) T
e + sin a, arctg o —FEcos Fa) ] + }

[__ _Sl%i”t_ l(9*+ B*—2 R cos (#-+«,))

. R sip O] _
~+ cos &, arctg TR s (8_}_“1)]_*_ .. }

Dazu die Bedingungen:
O=4d,e, — B, f + 4,0, — 25, R
©2) 0= 4, cos &, -— B, cos §;, 4 A, cos &, — B,
O0=4, sine, — Bysinf, 4 4,sin a,
O=4,— B, + 4y — B,.

Die zweite und dritte Glejchung hiervon hat den einfachen Sinn,
dass die Schwerpunktsgeschwindigkeit der im Unendlichen in gleicher
Zeit durch einen Querschnitt zu- und abstromenden Fliissigkeit gleich ist.

- Es driickt sich nach diesen Formeln night Alles vollstindig durch
die Breiten und Richtungen der Strahlen aus, sondetn es bleibt
noch eine Grosse (b,) in den Formeln, die wesentlich von der Lage
des Stosscentrums abhingt. Da dieselbe nur in einer Gleiebung vor-
kommt, so kann man sie wilikiirlich lassen und durch gegebene
A, B und «, 8 bestimmen. Dabei ist nur das Eine zu beachten,
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dass b, sich positiv und kleiner als —%’— und % ergeben muss, da
A, = (a,+b) B, B,= (b,4-a,) B ist und die @, und b; simmtlich
positiv sind; eine Bestimmung tiber den Zusammenhang zwischen den
A, B und e, # giebt die erste Formel aber nicht.

Nach. der Ableitung sind 4,, 4, die Breiten der aus Unendlich
kommenden B, B, der in’s Unendliche gehenden Strahlen. Fiir die
Discussion ist es bei der im Uebrigen gewihlten Bezeichnung be-
quemer, diese Bedeutungen zu vertauschen. Dies ist erlaubt, d. h. die
ganze Flissigkeitsbewegung kann einfach wmgekehrt werden, weil wenn
man in der Q-Ebene das Coordinatensystem mit dem entgegengesetzten
vertauscht, also die Bewegungsrichtung umkehrt (da wachsende @ in
abnehmende verwandelt werden) z nichts weiter als das Vorzeichen
#ndert, also die Gestalt der Fliissigkeit erhalten bleibt und das ganze
Bild nur um 180° gedreht wird. Da es aber auf die absolute Lage
der Hrscheinung nicht ankémmib, konnen wir diese Drehung auch
ignoriren.

Die Bedingungen, um die es sich handelt, schreiben wir, indem
wir alle Breiten durch B, = B ausdriicken:

L= - +F
1=—-%‘—cosal——;%—cosﬁi+—%608a2
= 0 = % sin @, — 2+ sin f, + 7% sin w,
2z b%R =%“x ‘——%‘51"}"%“2'

Hs giebt dabei:
0<e <8, <a,<2x.

Man bemerkt: Sind alle drei Richtungswinkel «,, 8, %, gegeben,
so sind die Verhilinisse der Breiten 4, B vollstindig bestimmt.
Es wird nimlich:

A, __ sin{ay—f,) — (sine,—sinf,y)
B A

By _ sin(ep—e) — (sing,— sin ey)
B A

Ay sin(f —a,) — (sin Br—siney)
B A

wenn :
A == sin (a,— B,) + sin (B, — &) — sin (2, — )
ist,
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Einen physikalischen Sinn geben patiirlich nur die Fille, welche
die 4 und B simmtlich positiv werden lassen. ’
Die gewdhnliche Fragestellung wird die sein, dass das Verhiltniss

der Breiten %—‘— der stossenden Strahlen und ihre gegenseitige Rieh-

tung, also 8, gegeben ist, und die Breiten 4,, 4, und Richtungen
a,, &, der resultirenden Strahlen gesucht werden.

Hier reichen die drei ersten Gleichungen (23) zur Bestimmung
nicht aus, sondern es giebt unendlich viele Lsungen. Bestimmt wird
das Problem erst, wenn noch eine der GrOssen fiir die resullirenden
Btrahlen gegeben ist, oder #iber 8, B, d. h. iiber die Lage des Sioss-
centrums in der Flassigkeit verfiigt ist. Im letzteren Falle werden die
Gleichungen zur Bestimmong der Unbekaniten transcendent. Ist im
ersteren, hiernach giinstigeren Falle a, gegeben, so wird:

4, B, {1~ cosf;)

B = By{1 —cosey) - B, (;1—cos(ﬁ,—-a,)) 3

alles Uebrige ergiebt sich hierans leicht.

Die Rolle, welche b, B bei dem Problem spiel, iibersicht man
am deutlichsten in dem Falle gleich breiter, in entgegengesetster
Richtung zusammenstossender Strablen. Dann ergiebt sich wegen:

By=B, B==«

Bi=A =4, o« =n-g¢
und aus der vierten Formel (23) folgt:

sogleich:

5 ==y,

Es wird also %93 == () oder 1 wenn &, = 0 oder z ist; im Falle,
dass die Strahlen aneinander hingehen, riickt also das Stosscentrum in
die Oberfliiche; je mehr der Stoss central ist, um so niher liegt es
der Mitte der Strahlen. Analoges gilt auch fiir den directen Stoss
zweier ungleich breiter Strahlen.

Dies ist mit der directen Anschanung in vollkommenem Einklang.
Ueberraschend ist aber, dass die Theorie auch- fiir den schiefen Stoss
in gleicher Weise eine verschiedene Lage des Stosscentrums und dem-
geméss bei demselben gegemseitigen Richtungswinkel einen verschie-
denen Verlauf der Erscheinung szulisst. Man kann sich von der
Nothwendigkeit dieser Thatsache etwas Rechenschaft geben, indem man
tiberlegt, dass wenn man urspriinglich endgegengeseiet gerichtete stossende
Strahlen um einen unendlich kleinen Winkel gegeneinander neigt,
nothwendig auch nur eine wmendlich kleine Aenderung der ganzen
resultirenden Bewegung eintreten muss und hiernach bei verschiedenen
in verschiedener Weise excentrisch stossenden Paaren durch diese kleine



30 W. Voier,

Neigung nicht die gleiche Bewegung entstehen kann, sondern eine
Verschiedenheit bestehen bleiben muss, wenngleich die verschiedenen
Paare gleiche Breite und gleiche Richtung der stossenden Strablen
besitzen.

Es muss also die stationfire Bewegung bei dem Zusammentreffen
mehrerer Fliissigkeitsstrablen von den Umstiinden beim ersien Beginn
dieser Bewegung abbingig sein. Etwas Aechnliches hat sich auch in
andern Gebieten der Hydrodynamik ergeben.

Wir wollen schliesslich ein einfaches Beispiel in Riicksicht auf
das eben Erbrterte ausfiihrlicher bebandeln.

Es sei gegeben

B, =B, ﬁ;m%

d. b. der Zusammenstoss zweier gleich breiter Strahlen unter rechtem
Winkel. Dann geben die 4 Bedingungen:

____‘.A.+A3
2_,,_.._'__3_.__.

1= A, eos ay + 4y 608 @,
B

24 1= A, sin ey 4 Ay sin o,
B
B, -41“1 + g, 1
B 2x B 4
also:
1 — &
A 1 to P 2
B 2 ~— {C08 &y~}sin @) ° €2 1-3tg—%—‘—
Ferner:

Q= 5 {3 W~ Re)+ 21— Be) —L((—B) ¢+ R))},
+ i{[‘%’ eos g I sin? Z 22 3+“’)+ 2 eos &, l(smﬁ«?ﬁ)ml(sin?i)]
oy +[EF e @TF (o)t Feine,. Tt T(+FE +9))

- o47 5
ymmé‘%{-}»[% sine,.J szn?'&"_a‘)-i— *sine, . { sin? + ) —l{5in? —p—

—i—-{ tﬁ»eosai (x+(a,+ﬁ))+ cosé,. (m+(a2+ﬁ))+(sz+«ﬂ")]}

Das obere Zeichen gilt in den 6 Gliedern, wenn resp. (&, 4+ 8), (@, 8,
& und (32’— -+ 3) zwischen O und 2, das untere, wenn es zwischen O
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und — 2z liegt. Bei einem Umlauf der Flissigkeit in positiver Rich-
tung nimmt & von O bis — 2x ab, die Zeichenwechsel treten also bei
0, —a, — —g—, — fy, — 22 ein.

Wir wollen einige einfache Specialfille untersuchen ond durch
Figuren eine ungefihre Vorstellung von dem Verlaufe der Flissig-
keitsbewegung zu geben versuchen. Nach dem Vorstehenden ist eine
der beiden Grossen e, und a, beliebig zu wihlen. Wegen der allge-
meinen Relation

0<a <y <ey<fy=2n
muss dabei aber sein:

0<a1<;, -;i<u2<:2m:.

1) Sei zundchst:
o, =0
so folgt:

B
m=’;£: 4, =4, =DB; Gy =0y =7 b= =9

Die letzteren Werthe zeigen, dass der Streifen in der Q-Ebene
in beiden Blittern ibercinanderfallt und ganz oberhalb der @-Axe
liegt; der Verzweigungspunkt liegt auf der Begrenzung. Dieser Fall
ist also nicht moglich, er giebt kein Problem des Stosses; wir haben

uns vorzustellen, dass dabei die beiden unter %5 gegeneinander geneigten

{normal zur z-Ebene gemessen unendlich diinnen) Strahlen tibereinander
hinwegfliessen ohne sich zu treffen,
Nimmt man ¢, uvnendlich klein, so wird:

“2=_7;‘+°‘1’ 4 = B,(} +ay),
4, = B,(1—e), by, = (% . ‘:T) B,

der Verzweigungspunkt liegt also auf dem Streifen. PDieser Fall ist
durch Fig. 3 angedeutet.
2) Setzt man

o=
so wird tg (%L = 31, also @, nahe 02z Zugleich folgt:
5 1
4,=38, 4,=1B3,
4 =092F, a,=022, 3, =012, b=0082;

die letzteren Werthe sind nur angenihrt, Die Gestalt des Streifens
in der Q-Ebene ist in Fig. 4 gegeben.
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Was die Fliissigkeitshewegung selbst anbetrifft so bietet der
Umstand eine Schwierigkeit, dass wegen f, = 2m, &, = = zwei ent-
gegengesetzte fliessende Strahlen sich parallel der 2-Axe in’s Unend-
liche erstrecken. Ihre gegenseitige Lage erhellt ans der Gleichung

- B Sinirztﬂ 2—4 — 1, — —_—
== i ® F3(a (e + ) Tg(rF (@) H(@+ )} -
sin 22

c . . . 3 4.
Hierin ist bereits benutzt, dass sin &) == —, cos &) = — ist.
Fir @ = O erhiilt man

y=+ 5 I6) + T 4 21 F D)}

Der Strabl B liegt also im Unendlichen zwischen diesen beiden
Ordinaten.
Fiir & = = aber folgt:

= 2~ = £ )

Hiernach werden die beiden parallelen Strablen etwa so liegen wie
die Figur 4 angiebt, nédmlich im Unendlichen mit ibren benachbarten
Grenzen um etwa 0,37 B von einander entfernt.

3) Sefzt man

a’lﬁ——

4
so resulirt:

5 B 3—~2}32
oy =, A1=2_V_—17IB A, =B _V.—QQQB

@ =085 2, a,—0,145 %,

b= 08552, b,=01452

Der Streifen in der Q-Ebene liegt, wie Fig. b zeigt, symmetrisch
um die ®-Axe und den Verzweigungspunkt. Die Fliissigkeitsstrahlen
selbst sind in ihrer Gestalt leicht vorzustellen und ebenda angedeutet.

4) Betzt man

__ 8=
oy = -
. 1
so wird tg (—“él- = 5, @ also nahe 0,3, ferner

5
A, =<B, 4,=3B,

4 =053, a,=0088%, b =092%, b—02 2.
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Der Fall ist das Gegenbild zu 2) wie die Fig. 6 weiter darlegt.

5) Setzt man endlich o, = %, so erhilt man den zweiten Grenz-

fall, welcher (1) entspricht, Xs wird
0=21, di=4,=B, a,=06,=0, bj=bh =2,

Fig. 7 giebt das zugehbrige Bild.

Die singuliren Stromeurven und die Stosscentren sind nur nach
Schitzung eingezeichnet. Thre genaue Bestimmung ist schwierig.
Sie werden erhalten, wenn man in der Formel (25) fiir Q den ima-
gindren Theil gleich Null setzt und die dieser Gleichung geniigenden
Paare ¢ und & in die allgemeinen Gleichungen (21) fiir 2 und y ein-~
fithrt. Eine Discussion der Gestalt dieser Curven diirfte ohne hdchst
umstindliche Rechnungen selbst in den einfachsten Specialfillen nicht
miglich sein.

Gottingen, Sommer 1885.




