
Zur Theorie der Flfissigkeitsstrah]en. 

Von 

W. Vom~ in GStgngen.*) 
(l~[it einer ~iguxeataf~l .)  

Obgleich durch Herrn yon H e l m h o l t z  und K i r c h h o f f  eine 
Methode gegeben ist, fiir den Fall einer ebenen Fliissigkeitsbewegung 
Probleme zu 15sen, bei welchen die FliissigkeR eine theilweise freie 
Oberfl~che besitzt, sind doch erst wenige Beispiele der Art durchge- 
fiihrt; es hat daher die folgende Mittheilung, welche eine Anwendung 
der K i r c h h o f f ' s c h e n  Methode uuf den Zusammenstoss yon mehreren 
Fliissigkeitsstrahlen bringg, vielleicht einiges In~eresse. 

Bezeichen epi, q~2 fiir zwei Fliissigkeiten die GeschwindigkeRs- 
potentiale sta~ion~er StrSmungen, so gelten bekannEich bei ebenen 
B ewegungen innerhalb der Fliissigkeiten die Gleichungen: 

~2cp I ~cp~ ~--~ O, ~cp~ ~q~2 ~ O~ 

an den freien Oberfli~chen: 

worin iol, p~ die Drucke, sl, s2 die constanten Dichtigkeiten~ Cj, C 2 
und el, c 2 Constanten bezeichnen. 

L~ags der Trennungsfl~iche beider Fliisdgkeiten, welche aus Strom- 
curven gebilde~ wird, die wir die singull~ren nennen wollen~ gilt: 

Wir wollen den Fall betxachten, dass zwei Strahlen aus dern Un- 
endliehen kommen und im Endlichen zusammentreffen i die Geschwindlg- 

*) Abgedruck~ aus den Nachrichten voa der K. GeseiI~chaft der Wissen- 
~chaf~ea zu GS~ti~gen, 1885, Nr. 9~ 
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keiten seien im Unendliehen in den Querschni~-ben eonstan'~ G~ and G~, 
im Endlichen variabe] V t and F2, an den ffeien Oberfl~,ehen sei der 

Druek gleieh Null; dann giebt die Grenzbedingung ~ ~ ~ die 
Relation: 

oder 

(e3  IG, -- - -  F / .  

Diese Formel zeigt, dass wenn tm Unen~flichen die lebendigen 
Kr~ifte der Volumeneinheit fiir beide 8trahlen gleiclt sind, diesdben 
auch i~ jedem PunI~te der gemeinsamen Grenze gteieh sein miissen. 

In diesem Falle kana man also die Bewegungen iu beiden Strahlen 
durch das eine modificirte Geschwiadigkeitspotential 

r 

umfassen, welches im Gebiet der ersten Fliissigkei~ gleich//~'~ q~  in 
dem der zwelten gleieh ~/~q~e ist und der Bedingung zu genfigen hat, 
dass iiberall: 
0 )  ~X~ - -  0, 

in den freien Grenzen aber: 

sein muss; hierbei ist ~1G[' ~ aeG~ ~ -  G 2 gesetzt. 
Der Bequemlichkeit wegen wollen wir weiterhin r kurz alas Ge- 

sehwindigkeitspotential, 3o 0o die Gesehwindigkeitscomponenten ~x ~ ~y 
nennen~ obgleicb sic sich davon aoch dutch den Factor V~ un~er- 
scheiden. 

Ein specieller, in diesem allgemeinen enthaltener Fall ist der, 
dass zwei Strahlen derselben Fliissigkei~, welche im Unendlichen die 
gleiche Geschwindigkeit besitzen, zusammenstossen. 

Nach einem Grundsatz der Hydrodynamik bleiben Flfissigkeits- 
theilchen~ die sich einma] in der Oberil$che befinden, immer in der- 
selben. Hiernach kSnnen die an der Oberit~che belder S~rahlen be- 
findlichen hie zu inneren werden, die beiden Strahlen kSnnen also 
hie zu einem zusammenfliessen, sondern miissen, Jndem sic sieh theilen~ 
wiederum zwei in verschiedenen Richtungen auseinauderfliessende er- 
geben, yon denen der eine in den Raum zwischen den beiden St~ss- 
richttmgen, der ande~e in den gegeniiberliegenden fMl~. Dieselben vier 
Stromeurven, welche die Grenzen der s~ossenden SLrahlen bilden, 
begrenzen in anderer Combination auch die resultirenden Strahlen. 
Von den im Ianern der beiden stossenden Strahlen hegenden Strom- 
curven muss je eine sich in zwei Zweige theilen, welche nach dem 
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Zusammenstoss die Grenze zwischen der ursprfinglich den verschiedenen 
Strahlen angehSrigen Flfissigkei~ bilden. Wir nennen sie, wie schon 
fes~gesetzt, die singuliiren S~romcurven. An der S~elle der Yerzweigung 
dieser singulliren Stromcurven muss die Geschwindigkeit verschwinden, 
and daher muss diese Stelle fiir die singulKren Stromcurven beider 
Flfissigkeiten nach Gleichung (c') gemeinsam sein. Wir nennen diese 
Stelle, in welcher die Geschwindigkeit verschwindet and die singuliiren 
Stromcurven sigh verzweigen, das Stosseentrum. 

Die obige Betraehtung l~sst sich sogleich auf das Problem des 
Zasammenstosses beliebig vieler aus dem Unendlichen kommenden 
Fl(issigkeitsstrahlen erweitern. Besitzen sie im Unendlichen gleiche 
Iebendige Kraft der Volumeneinheit, so auch fiberall l~ngs der Curven, 
in welchen sie sigh bertihren, uncl man kann daher in diesem Falle 
aach ftir sie ein gemeinsarnes Gesehwindigkeitspotential �9 einffihren, 
welches dutch ~lie Bedingungen (1) and (2) bestimmt is~. Wit wollen 
das Problem zunKchsf in dieser Allgemeinheit in Angriff nehmen and 
nur die eine Beschriinkung einftihren, dass die yon tier Flfissigkeit 
bedeckte Fliiche eine einfach zusammenh~ngende ist. Damit ist fibrigens 
der Fall nich~ ausgeschlossen, dass sich die Grenzen verschiedener 
Strahlen schneiden, denn man kann in solchen F~llen die Dicke der 
Fliissigkeit senkrecht zur xy-Ebene unendlich gering und die Strahlen 
an einander vorbeigeffihrt denken. 

Sei 
Q = O + i ' /  

eine Function yon z ~ x + i y ,  so giebt bekannntHch 
W ~ Cons~. 

das System der StrSmungscurven, welche dem Geschwindigkeltspotential 
�9 entsprechen. 

Es ist dann auch: 

(4 )  - - =  (~-)*-....Oy,' 
,,Nun setzen wit*): 

dz (5) d~ ~ ~ = ~ + i~ ---~ 0(COS ~ -~ i sin ~) 

und betrachten ~ und ~ als die rechtwinklichen Coordinaten eines 
Punktes in einer Ebene, die wir die ~-Ebene nennen werden; die 
~-Axe sou dabei parallel der x-Axe, die ~oAxe parallel der y-Axe 
gew~hlt sein. Die Vergleichung der GleiGhungen (4) und (5) zeigt 
dann, dass, wenn man yon dem Punkte ~ ~ 0 naeh dem Punkte 

"*) Kirchhoff, Mechanik p. 291, 1876. 
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eine gerade Linie zieht, die Liings dieser, also Q, alas Reciproke der 
Geschwindigkei~ und ihre Richtung die Ridltung tier Bewsgung in 
dem Punkte a ist", 

Da in unserm Problem n Strahlen "nit gleichen (reduzirten) Ge- 
schwindigkei~en aus dsm Unendlichen kommen and in's Unertdliehe 
gehen, so kann derselbe Werth ~ aa n vsrsehiedenen Stslten der 
z-Ebene stattfmden ,nit Ausnah.ne derjenigen Werthe, weiche der 
Geschwindigkeit Null entsprechen und welche an den oben dsfinirt.en 
,,Stosseentren" ein~reten. 

Sind n stosssnds Strahlen vorhanden, so gehen naeh dem Zusam- 
.nenstoss aueh n Strahlen in's Uaendliehe hinaus. Die Anzahl der 
Stosscentren is~ hierbei, wie "nan leieht dureh die Ansehauung erkennt, 
i.n Maxi.no (n - -  1); i~t diess.n Falle sind alls Stosscentren a~ff der 
Grenze yon nur je zwei Sfa'ahlen getegen, H~ngen in einem S~oss- 
eentrum (h-4-1) Strahien zusa'n.nen, so kann man dasseibe als sin 
h-faehes dureh Zusammenrazken yon h ~rsprfinglieh getreanten ebl- 
fachen Stosscentren entstandenes be~achSen. Der Grenzfall ist der 
nur eines (n--1) faehen S~osscentrums. 

Denken wir also die Werthe Q, welche allen Punkten im ]~nern 
der Flfissigkeit entsprechen, auf einer Q-.Ebene ausgebreite~, so wird 
dieselbe ~bl~t~rig zu wKhlen sein und innerhalb des Bereichs der 
Ftiissigkei~ in den (n--1)  Punkten, welehe den S~osseentren sntsprschen 
und s~.n.n~lich im Endlichen liegen, zusa.n.nenh~ingen, Das l e~e r s  
Resultat liefert auch dirse~ der yon l~ iemann  gegebene Sa~z*): Is~ 
die Anzahl dsr Umdrehungen, welehe die Grenze eines einfach zu- 
sammenhiingenden endhehen Bereiehs macht, gleich n, so ist die An- 
zahl der auf ih.n liegenden einfaehen Verzweigungspunkte gleieh (n--1) .  

Die /}eien Grenzen des Bereiehs dsr Fliissigkeit siad in der Z- 
Ebene S~romcarven, .ntissen also in der Q-Ebsns Parallele zur e-Axe 
sein. Wit nehmen an, dass sie i.n erstea Blair. durch 

im zwsi~en darch 

(6) i.n dritten durch 

b~ 

---~n u a  2 ~t s ~ + b ~  

�9 * �9 . . , * �9 

im nten dutch 
'F ~- -}- a,  �9 ~ . +  b, 

gegeben seien; Punkte im Innern der Flfissigkeit entsprechen dabei 
Ptmkten zwischen diesen Geraden, das Gebiet der Fl~sigkei~ ist also 
der zwisehsn ihnen lisgende n-faehe Streifen. Da.nit dsrselbe zusam- 
menh~nge muss sein: 

�9 ) l~iemana's Werke ,  Edit. H. Weber  p. 106, Leipzig 1876. 
xCathe~ti~ehe 2kuu~len~ X.X~rlH, 2 
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at>b1, a 2 > b 2 ,  . . , a , ~ > b , ,  
und aueh 

a 2 > bl, a a >  b 2 , . , . , a  I > b~. 

Da in den freien Grenzeu ferner die constante (reducir~e) Ge- 
sehwindigkei~ G stattfindet, so mlissen sie sich in der ~-Ebene nach 

1 dem Obigen als Theile eines Kreises yore Radius /~ ~ -  um den 

Coordinalenanfang darstellen; Punkte im Innern der Fliissigkeit ent- 
sprechen dabei Punkten ausserhalb des Kreises, da die Gesehwindig- 
keit in der Grenze die gr5sste sein muss, das gauze Gebiet der Fliissig- 
kei~ also der ganzen Umgebung des Kreises. 

Dabei ist abet Folgendes hervorzuheben. 
Die Radienvee~oren yon 0 naeh ~ geben dureh ihre Richtung an 

einer Stelle ~ = / ~  cos ~?, ~ -~-/~ sin & die Riehtung der Bewegung, 
welehe an der dutch ~-~---~-~-i~ abgebildeten Stelle z stat~findet. 
Die siimmtlichen beim Umlaufen der gesammten Fliissigkeit in den 
Grenzen anzutreffenden Bewegungsriehtungen miissen also beim Um- 
laufen des Kreises yore Radius ~ (das beil[iufig in entgegengesetzter 
Riehtung geschieht, da das Innere der Fliissigkeit der Umgebung des 
Kreises entsprieht) durch die Richtungen der Radien wiedergegeben 
warden. ]st die Anza~hl aller sich in's Unendliehe erstreckenden 
(sowohl kommenden als gehenden) Strahlen gleich m, so ist die Summe 
der bei der Umtaufung angetroffenen Richtungs[inderungen der Fliissig- 
keitsbewegung gleich 

(m - -  2)~ 

oder, da, wie oben gezeigt, m eine gerade Zahl = 2n sein muss, well 
ebenso vide Strahlen aus Unendlieh kommen, wie nach Unendlieh 
gehen mtissen ~ 

- - - -  2 ( ~ - - 1 ) = .  

Ebenso gross muss also aueh die Summe der Richtungsiindertmgen bei 
Umlaufung des Kreises in der ~-Ebene sein, d. h. die ~-Ebeae muss 
( n -  1) Bl~iiter besiizen~ welche ausserhalb des Kreises veto Radius 
/~ in n -  2 Punkten zusammenhiingen, sodass ein Umlauf l~ings des 
Kreises dureh alle ( n -  1) Bliitter fiihrt. Dies folg~ aus dem oben 
citir~en R iemann ' schen  Satz sogleich, wenn man naeh der Methode 
der reciproken Radien die Umgebung des Kreises yore Radius /~ auf 

1 das Innere einer Kreisfli~che yore Radius ~ -  abbildet. 

Wix betraehten die Abbildung des oben definirten n-fachen Stxeffens 
in der Q-Ebene auf dieser (n ~ 1)bl~ttxigen [-Ebene und wollen sie 
vermitteln dutch die Abbilduag auf eiaer einbl~ttrigen ~'-Ebene. 

In dieser soil der n-faehe Strdfen auf einem Kreis yore Radius ~ '  
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so wiedergegeben werden, dass im ersten Blatt der ~2-Ebene der 
Punkt �9 ~ - 1 - o ~  cntsprieht dem Punk~ ~ ' ~  .R" der ~'-Ebene, 

ebenso (1) -~- - -  o~ ~ : ~ �9  ~a,' 

im zweiten Blatte analog 

�9 = -~ c~ entspricht ~' ~ 17'e~fl ," 

im dri~ten Blatte 

im n tea Blatte 

<l> : - -  ~ ~' ~ / t ' d ' o '  

�9 . . . o o �9 . ? 

t ~a~ 

wobei 

0 < =~" < 3 ( <  %" < 3~' < " " '  < a~ < f l ;  und #~ = 2~  ist. 

Es muss also liings des Kreises yore Radias R '  sein: 

Q = i a  1 fiir 0 < ~ '  < a l "  

----- ib~ ,, r < @' < ~q~' 
r t Q--~ ia2  , ~l" < ~" < a~ 

r * . . . . . .  o . o 

Diesea Bedingungen wird genfigt dutch die Function: 

(7) 

(8) 

Q = ~ [(al--bl)ez 1 ..~-(bi--a2)fl 1 .q_(a~_b2)a ~ Af . . . . .  ~-(a,,--b,~)a.q-.,z~b,,] 

+ " - +  

Da bei der conformen Aibbildung je ein innerer und eia Rand- 
punkt sigh beliebig entsprechend gew~htt werden kann mad letzterer 
bereits dutch die Annahme, dass dem Punkt (I)~-----[-a~ im ersten 
Blatt der f2-]~bene ~'~-- --1- _~ enkspricht, bestimmt ist, so kama nur 
noch fiber einen innern Punkt verffig~ werden. Dem scheint zu 
widersprechen, dass bei wi]lkfirlich gew~hlteh a ~  b~ noch ( 2 n -  1) 
GrSssen ~ ,  ~. disponibel sind. Indess ist zu beaehten~ dass die Ver- 
ffigung fiber die a ,  und b~ keineswegs den abzubildenden n-fachen 
Streifen in der Q=Ebene vollstJ4ndig bestimmt, sondern dazu noch die 
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Angabe der auf ibm liegenden ( n ~  1) Verzweigungspunkte naeh Ort 
und Art erforderlieh ist. 

Die Bilder der Verzweigungspunkte in der ~'-Ebene sind gegeben 
dutch die Wurzeln der Gleichung- 

d ~  
d ~  "-~ 0 

oder 

(9) 0 ~ (a~-- b,)~ - ~ ;  

Die Gleichung ist yore ( 2 n -  2)ten Grade, da der Coefficient 
yon (~')s~-~ ident~sch versehwJndeL ( n - - l )  Wurzeln miissen Pankte 
innerhalb des Kreises yore Radius //" ergeben, da nach dem Rie-  
m a n n'schen Sa~z (n - -  l) Verzweigung~punkte im Bereich der Fl~issig- 
kei~ liegen mfissen*). 

*) Man kann aber diesen Nachweis hier einfach direct ffihren und somit 
sich der Anwendung jenes Satzes vollst~ndig entschlagen. 

Dazu bedenke man zunRchst, dast 

dR = ~ ,  
dg" 

gese~zt eine einwerthige Function yon ~' ist. 
~2' wird uaendiich in den ~n Punl~en R ' e  i a l  , /~ 'ei#~' , . . .  es muss also 

ebenso oft verschwinden. Zwei Nullpunkte fallen ia's Unendliche, die fibrigen 
im AllgemeJnen in's Endliche. Wende~ man den Satz, dass da~ Randintegral 

tiber eine beliebige gesohlossene Curve ausgedehnt die Anzahl der umsehlossenen 
iNullpunkte weniger der der umsehlossenen Unendlichkeitspunk~e ~ebt, auf einen 
Kreis an, der um den Punkt ~" ~-~ mit einem uuendiich wenig gr6sseren oder 
kleiueren Radius als J~' beschrieben is~ ~o kann man die Anzahl der aaf der 
Kreisfl~che l[egenden Nullpunkte yon 2 '  bestimmen. 

Hierzu bemerke man, dass, weil die GrSssen a~, b~ einen zusammenhRngen- 
den S~reifen in der ~2-Ebene bestLmmen sollen, 

ai  - -  bl ~ -J- A l ' ,  a 2 ~  b2 ~=,-~- A,~" . . . .  

- - ( b ~ - - a ~ ) = - J - W ,  - - ( ~ - - ~ ) = +  Je; . . . .  

s~mmffivh positive Gr~ssen sein m~issen. 
Die Gleichung ~ ' ~ - 0  kann also geschriebea werden: 

o =  J~' B[  + . . . .  r 

trod sieUr in il~em reellen trod imagini~en Theil O" and ~ '-- mit en~gegen- 
gese~ztem u genommen -- die ~- und ~-Oomponento der A~f~action dar, 

welche an der 8telle ;" sta~tfinden w~irde, wenn in den Pankten JT~ Ja' '  , ~'e~fl~',... 
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lhre Lage wird bei unserm Problem kaum dlree~ gegeben~ son- 
dern nur dureh Verfiigungen fiber Breite, Rich~ung und l.~ge der 
Strahlen bes~immt sein. Sie ist bestimm~, wenn (2n~2) reelle t ~  
lationen zwischen den a~, b~ und a~, ~ gegeben sind; da ( 2 ~  I) 
a~, fl~ vefffigbar sind, so bleibt, wie auch hSthig, bei ~estgesef~en 
a~, b , ,  noch eine ~ibrig, tun ehlen innern Punk~ in den beiden atff 
einander abgebildeten Fl~.ehen sich entsprechen zu lassen*). Wir  wollen 
auf diese Verfiigungen erst eingehen~ wenn wit allgemein den Weg 
der LSsung volls~ndig angegeben habeu. 

Um die gewonnene Abbildung des ~faehen S~reifens auf dem 
Kreis in der e h , b l~ r ige n  ~'.Ebene ffir unser hydrodynamisches Problem 
zu verwerthen, verfahren wit folgendermassen. 

Wi t  bilden zun~chst den Kreis in der einbl~trigen ~-Ebene so 
in einer ( n ~  1)-bl~ttrigen ~"-Ebene m~ eiuen Kreis v0m beliebigen 
Radius 1~" um den Coordinaten~afang ab, dass die Punk~e des 
ers~eren, welche durch die Wurzeln der Gleichung (9) gegeben sind 
(d. h. die Bilder der Verzwei~ngspunkte  in der ~-Ebene) in letz~erem 
fibereinander und zw~r in den Mit~elpunk~ fallen. Dass dies allgemei~ 
die Massen Af, ~ ]9~, Az. - - ~ z , . . .  a~gebraeh~ w~ren und naeh dem 8ese~z 
der (--1)~n Potenz der Entfernung wh-k~n. Da~ Integral 

wird hiern~eh 
=j'd[1-1(r 

und wenn man ber~iCk~ieht~g~, da~s *'~ + ~'2 das Quadr~ dot resultiren4en 

Kraft, ~ die negative Tangente des Winkels zwi~chen ihrer Richtung trod der 

~-Axe ist, so erkennt man ohne alle Rechnung, dass der reelle Theil des In~egr~les 
fiber eiue belieb~ge geschlossene Curve genommen verschwindet, tier imagin~re 
die Summe aller Rich~ungs~uderungen der re~ultSxenden Kraft bei der Umlaafung 
der Curve ergiebt. 

~/r Punkte, ~elche einem A~traetionseen~rum unendiich nahe liegen, is~ 
die Krat~ nach diesem Centrum bin eder yon ihm hinweg gerichtet je n~w.h dem 
Vorzeichen der daselbst befindHchen Masse. Daher kaan man f~r einen Ereis 
am den Ptmk~ ~" ~ 0, der unendlich n~he dem das Flfissigkeitsgebie~ begrenzen- 
den liegt, sogleieh dutch die Anschauung die Gr0sse der obigen Riehtungs~nderung 
finden. Auf der Grenze selbst kbnnen keine ~ullpunkte tiegen, da in der Grenze 
die Geschwindigkeit gleieh G, in den Verzweigungspunkten gleich Null is~. 

Liegt der Kre~s ~nnerhalb desjenigen veto Radius ~" so finde~ sieh der 
Wer~h der Richh~ugs~mderuug ~(n.--l)2~, lieg~ er ausserhalb + ( n + t ) 2 ~ ;  im 
ersteren Falle umsehlies~ er nut di~ Nallpunk.~e im Innern des Ka.eises /~'; im 
le~zteren Falle aaeh die 2~ Onendliehkeitspunk~e; beides ergieb~ fibereinstim- 
mend, d~ss sich insgesammt (~--1)Nullpunk-te auf der Fl~che, also auch (n--t)  
ausserhalb befinden. 

*) In der Festse~ung der a~, b~ lieg~ nfianlich bereit~ d~e Bes.fi~amung der 
O-Axe in der ~-Ebene. 
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mSglich ist~ erkennt man nach einer miindlichen Bemerkung meines 
verehr~en Freundes l~I. W e b e r  in Marburg leicht in folgender Weise. 

Allgemein kann man ausser einem Randpunkt nur e/ne~ innern 
Punkr bei der Abbildung sich en~prechen lassen. Gesehieht die Ab- 
bildu~g des einfach zusammenh~ngenden Bereiches auf einer ( n -  1) 
blilt~rigen Ebene, so sind die ( n -  2) im Innern liegenden Ver- 
zweiguagspuukte vefftigbar und man kann dutch ihre Wahl weitere 
( ~ -  2) innere Punkte sieh entsprechen lassen; es kSnnen demnach 
im Ganzen die Bilder yon (• - -  1) Punkten des einbliittrigen Kreises 
beliebig gew~hlt werdem 

Schliesslich bilden wit dutch die Substitution 
~,,=• 

den Kreis veto Radius /t" in der ( n -  1)bliittrigen ~"-Ebene ab auf 
1 

der Umgebung des Kreises veto Radius /t  ~ - - ~  in der gleichfalls 

(n--1)bliittrigen ~-Ebene, dass das Bild des Centrums ins Unendliehe 
f~llt. Dann ist zug|eich der nfache Streifen in der Q-Ebene ebenda 
so abgebilde~, class die Bilder seiner VerzweigungspunkCe, d. h. tier 
Stosscentren, im Unendlichen, die seiner Grenzen auf der Peripherie 
des Kreises veto Radius ~ liegen. 

Die gewonnene Relation zwisehen Q mad ~ gieb~ darn f/it jedes 
System der darin vorkommenden Constanten a~, b~ und a~, fl~ die 
LSsung eines Problemes des Stosses fiir n Fltissigkeitsstrahlen. Naeh 
(5) erhNt man durch: 

F a  

Const. 

zu jedem Punkt ~ oder Q einen entsprechenden z der xy-Ebene; der 
Grenze des Streifens in der fhEbene und zugleieh dem Kreis veto 
Radius t t  in der ~-Ebene entsprieht die freie Grenze der F1/issigkeit, 
ein negativer Umlauf des Kreises ergiebt einen positiven der Grenzen 
der Fliissigkeit. Wird auf dieser Kreislinie an den Puakten 

(wobei f l~ -~ -2~ (n~ l )  is~) Q abwechselnd gleich -{-ov und - - ~ ,  
so geben 

(~-0),  (t~-~,), (~- t~) , . . . ,  (~--~) 
die Richtungsiinderungen der S~rSmung l~ngs der 2n die freie Grenze 
der Fl~sigl~eit bfldenden Stromf~den yon Unendlichen aas bis wieder 
in's Unendliche. 

g ~ 0 ,  ~ - -  u~ ,  2 ~  ~ ~ ,  3 ~  ~ a ~ , . . . ,  ( 2 n - - 1 ) ~  - -  ~, 
sind daher die Winkel tier x-Axe gegen die Radienvectmren naeh den 
unendlich fernen Theilen der Strahlen oder gegen die Rieh~ungen der 
Strahlen im Unendliehen selbst, diese Riehtu~ugen nicht im Sinne der 
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StrSmung, sondern stets in's Unendliche binaus p~sitiv gereehnet. 
Ist eine der Differenzen aj, - -  flu-1 oder f l~--a+ grSsser als zt so schneide~ 
das entspreclaende StIick der Begrenzung sich selbsk 

Fig. 1 giebt den Zusammenhang zwIscheu diesen Richtungeu fiir 
eine zweibl~ttrige ~-Ebene, also ffir drei zusammenstossende St,rahlen 
das untere Blurt ist scbraffirt. Fig. 2 zeig~ wie e~wa bei gegebenen 
Constanten diese Fliissigkeitsbewegung verlaufen kanm Die punk~irten 
Linieu deuten die singulEren Stromcurven an, ihre Schnit4punkte die 
Stosseentren. Die Glefchungen der singulih'en Stromcurven erhilt  
man, weun man in der Forme] (10), in weleher ~-----(I)-[-itY is~; 
dem ~ successive diejenigen cons~antea Weft,he beileg~, welche den 
Wurzeln der Gleichung (9) 

d~2 2 0  

entsprechen; die Oerter der S~osscen~ren geben sieh, wenn man fiber 
@ und ~ demgemiiss verffigr 

Wir wollen den vorstehend ~besehriebenen Weg der LSsung in 
dem einfachen, immer noch sehr altgemeinen Faile wirklich gehen, 
dass alle (n- -1)  Stosseentren zusammen{allen, d. h. die ( n ~ l ) V e r -  
zweigungspunkte auf dem Kreis yore Radius 1~" identiseh werden. Da 
dleser (n ~ 1) s Verzweigungspunk~ in den Coordinatenanfang yon 
~" gebracht werden soll und dies nur auf eine Weise mSglich ist, kann 
man ihn ohae Besehriinkung der s gleich bei der ersten 
Abbildung dahin fallen lassen, l=Jierzu ist erforderlieh~ dass die Glei- 
chung (9) die ( n -  1) fache Wurzel ~" ~ 0 besiSzt und dies finde~ start, 
wenn die ( n - - l )  Bedingungen erfiillg sind: 

( 1 1 )  0 = ( a  t - -  b l )  e -''+~," -{-- (b 1 - -  a~)  e-i'~r - b  " ' "  

ffir 
h = 1,  2 , . . . ,  (n-- D. 

Dies giebt die (a .n-- -2)  reellen Gleichungen*): 

0 ~ ( a l - - b ~ )  cos h a  1" ~-  �9 �9 �9 

0 -~- ( a t - - b 1 )  sin h a  I" ~ . . �9 
fiir 

h----- 1, 2 ,  . . . ,  (~  - -  1).  

Soll dieser ( n - - l ) f a c h e  Windungspunkt Q-----0 entsprechen, was 
wegen der Willkiirlichkeit des Coordinatenanfangs keiae Beschr~nkung 
ist, so ist noch erforderlich, chtss die b~ sgimmtlich negativ  sind 
und gilt: 

( i 3 )  o = ( a ~ -  b , ) ~ / +  ( b , - -  a~)~, '  A . . . .  

�9 ) Man iiberzeugt sich leieh~ dutch Rechnung, dass bei Erfiillung dieter 
Relationen die fibrigen (n -- 1) Verzweigungspunkte s~mm. tlich in's Unendlich~ 
fallen. 
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Es sind also die (2n --  1) GrSssen a~, 0f durch diese ( 2 n -  1) 
Gleiehungen bestimmt, wenn die an~ bn gegeben sind. 

Nun werde gesetzt: 
1 

~ , =  ((,),,-~ 

und 
1 

~ = T '  also ~ ' =  

so wird: ,r 
1 

1 

.?)+...]. 
Hierin ffihren wit noch ein: 

1 

' ~ 1  

und vertauschen die bl, mit - -b~ ,  so erhalWn wir: 

1 

1 1 

als diejenige Function, welche in dem behandelbn Specialfall das 
Problem 15st, wenn man dazu nimmt die Nebenbedingungen: 

(i5) 

~ r  

G '  
0 = (a~ + bl)a, - -  (b~ + a2)~1 + . . . .  b . 2 ~  

ha~ ht~l (b, + a2) cos n---~i- -1- "" " 

h a . .  (b,~ --~ a,) + (a. + b.) cos ~ _ 1 

+ (a.  + b.) sin h~. 
~ 1  ~ 

0 = (al + hi) cos 

O~--(a l + b i )  sin n - - i  

h = 1, 2, . . . ,  ~ - -  1. 



S~ossen n u r  
also einbl~ttrig. 

(16) 

(17) 
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2 Strahlen zusammen, so ist n - -=2 ,  die ~-Ebene 
Die obigen Formeln ergeben, wenn man dies einfithr~: 

+ (ae+b~)l (1 

0 = (a~ + b~) cos ~ - (b, + a~) cos ~ + (a~ + b:) cos ~ - -  (b~ + a~) 

0 --~ (a~ "4- b~) sin a t - -  (b~ "4- a~) sin/J~ + (a~ + b~) sin %. 

Die Gleiehung ffir z wird hiernach wegen 

= f + ConsL 

und falls man verftigfi, (lass ~ mJt Q verschwinden, 
centrum in den Coordinatenanfang fallen s011: 

Os) 

setzt: 

09) 

d. h. das Stoss- 

Hieraus folgt, wenn man: 

z ~ x + iy ,  ~-~- r  

x ----- - z  (a, +b~) 7 c o s , ,  .z ( o ~ + / ~  ~ -  2 q n  cos ( a + ~ , ) )  

+ sin fl,. arctg ( o sin a ~_-R_si__a_ ~21 '~] 
r cos e -- R cos ~ ),J 

+ (a~ + b~)[~ cos a~. Z (r + ~-- 2 ~ cos C~ + a~)) 

+ sin a 2 . aretg o cos a - / ~  cos '~t ) j  

1 
- (b2+a~) .~ -  ~(0~+ ~ 2 - - 2 0 / ~  cos a ) } ,  
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- -  cos a t ,  a rc tg  ( '  sin ~ + B sin a ' ) ]  
o cos ,9 ~ / ~  cos r 

+ (~ + %) [:~ ~,  ~.z(r  + n ~ -  ~ ~ ~o~ (~+ ~)) 

{ ~ ~ + ~ ~ ~, "~7 - -  cos a~. arctg \ q cos #--/~ co~ ~ }J  

- - ( b ~ +  a,) [ - -  arctg q cos'sin~ _ i% I f"  

Nimmt m~n ~ = i9 u~d l~isst • yon 0 his - -2~r  abaehmen, so 
umlKuft man zugleich in 2ositiver l{ichhtng die gesammte Fliissigkeit. 
Die Schwierigkeit, die in der Bestimmung des Werthes des arctg in 
den Ausdriicken yon x und y liege, umgeht man, indem man in (18) 
die Logarithmen entwickelt und den imagin{iren Theil nach der Formeh 

summirt ,  

(~o) 

• (~-- z) =~ s6 hz 
~ h 

I Z sinh~ 

Man erh~l~ so: 

fiir 0<:Z < 2 z  

ffir O > z > - - 2 z  

cos ~ l . / (4sm~- t~)  

+_ 

Das obere Zeiehen gil~ ffir 0 < (~ + #) < 2 ~, das untere ffir 

0 > (~l at- #)  > - -  2 ~ ;  analog in den anderen Gliedern. 
Hiernach erkennt  man  sogleich~ dass beim Passiren des Werthes  

urn - - / ~ ( a l + b l )  sin a~ 

um - -  l{(alJ--bl) cos a l .  

*) Hbrnach kama nach FormeI (17) unter dem Logarithmus der Factor 4 
beliebig weggela~sen werden, 
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Es ist also ~ ( a ~ + b , ) = ~ A t  die Breite des in der Richtung a t 
aus Unendlich kommenden Stromes. 

Ganz ebenso finde~ sieh: 
/ t  (a~ + b~) ~ A., 

die Breite des in der Richtung a~ kommenden, 

die Breiten der in der gichtung fl~ ~md fl~ (~--0) in's Onendliche 
fliessenden Strahlen. 

Dass A t + A~ ~ B~ + ~ is[, s~gt also aus, dass ebenso viel 
Ftfissigkeit zu-~ wie abfliess~. 

Man kann hiernach die Resul~ate schreiben: 

(21) 
+ A~(~-- ~e-'~,) - -  ~ ( ~ - - ~ ) }  

{A~ e-~,/(~--/~e-~,) --/-,'~ e-~,l(~--1~e-~ ~) 

+ A~e-'~',l(~--t~e - ' ~ )  - -  .B.zl (~--/ t )} 

(21) 

2 

+ sin a~ ~rctg ~ _ /~  cos (a-k~) j :-i:" " "I 

~" ~' ~ ( ~ + ~ - - ~  cos (e+ . , ) )  
2 

+ cos.~ arctg ~ia__(a+~,~ _l 
Q-~r ~os (a+~a j -T- - "}- 

Dazu die Bedingmngen: 

0 ~ -  A l e  , - -  t~jflj + A~a 2 -  2 ~ b 2 R  

0 = zl I cos ~1 "-- B, cos ~j -4- A2 cos % 

0 ~ A  1 s ina  I - - B  1sin fit + A ~ s i n a 2  
0 = A  1 - -  B1 + A~ --  B~. 

- -  B 2  

Die zweite und drive GleJehung hiervon hat den einfaehen Sinn, 
dass die Schwerpunktsgeschwindigkeit der im Unend]iche~ in gleieher 
Zeit dutch einen Querschnit~ zu- und absi~Smenden Fliissigkeig gleich ist. 

Es drfickt sich naeh diesen Formeln night Atles volls~ndig dutch 
die Breiten und Rich~ungen der Strahlen aus, sondera es bleibt 
noch eine Gr5sse (b~) in den Formeln, die wesentlich yon der Lage 
des Stosseentrums abh~ng% Da di~selbe nur in einer Gleiehung vor- 
kommt, so kann man sie wil|kfirlich lassen und durch gegebene 
A, B und a, fl bestimm#n. Dabr isL nur das Eine zu beachten, 
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d~ss b~ sich 10osi~iv mud kleiner als ~ and -~- ergeben muss, da 

A~ ~ (a~.q-b~)~, ~ B ~  (b~q-a~)/~ ist und die g~ und ba sKmmflich 
positiv sind; eine Bes~immung tiber den Zusammenhang zwisehen den 
A, ~ und g, fl giebg die erste Formel aber niche. 

Nach. der Ableitung sind A~, A~ die Breiten "der aus Unendl[ch 
kommenden ~ ~ der in's Unendliehe gehenden Strahleu. Ffir die 
Discussion ist es bei der im Uebrigen gews Bezeichnung be- 
quemer, diese Bedeutungen zu vertauschen. Dies ist erl~ubt, d. h. d/e 
gauze ~liissigt~tsbeweg~g kann einfach ~mgekehrt werden, weil wenn 
man in der f~-Ebene das Coordinatensystem mit dem entgegengesetz~en 
ver~uscht, also die Bewegungsrichtung umkehr~ (da wachsende r in 
abnehmende verwandelt werden) z nichts weiter als das Vorzeiehen 
~indert, also die Gestalt der Flfissigkeit erhalben bleibt and das gauze 
Bild nut um 1800 gedreh~ wird. Da es aber auf die absolute Lage 
der Erscheinung nicht ankSmmt, kSnnen wit diese" Drehung auch 
ignoriren. 

Die Bedingungen, um die es sich handelt, schreiben wir~ indem 
wit alle Breiten dutch B~ ~ ~ ausdriicken: 

(~3) 
At Bl 1 -~  - g  cos ~1 - -  -B-  cos ~t q- ~ oos ~2 

0 -~- -~- sin gl --  -~- sin/~l q- sin g2 

bt/~ A~ B~ A~ 2~ --g- - ~ - ~  gl -- - ~  ~ -k --g ~ .  

Es giebt dabei: 

0 < ~ l ( ~ l ~ a 2 < 2 ~ r .  

Man bemerkt: Sind alle drei Richtungswinkel al, ~,, g~ gegeben, 
so sind die VerhElmisse der Breiten A, /~ vollst~ndig bes~immt. 

Es wird n~mlich: 

At sin (~ -- ~) ~ (sin ~ - -  sin ~t) 
B Z~ 

B A 

w e ~ :  

ist, 

A.~ sin (~ -- gl) -- (sin ~t-- sin uj) 
B A 

A ~ sin ( a ~ - ~ )  q-  sin ( ~ -  '~l) - -  Sin ( ~ - - , ~ 1 )  
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Einen physikalisehen Sinn geben natflrlich aur die F~lle, welehe 
die A und B s~mmtlich positiv werden lassen. 

Die gewShnliche Fragestellang wird die sein~ dass das Verh~ltniss 
Bi 

der Brei~en -~- der stossenden Strahlen und ihre gegenseitige Rich- 

tung, also /~ gegeben ist, and die Breiten A1, A.~ and Richtungen 
aj, tz 2 der resultirenden Strahlen gesucht werden. 

Hier reichen die drei ersten Gleichungen (23) zur Bes~immung 
nieht aus, sondern es giebt unendlich viele LSsungea. Bestimm~ wird 
das Problem erst, wenn noch eine der Gr5ssen ffir die resultirenden 
Strahlen gegeben ist, oder fiber b2R, d. h. fiber die Zage des St4)ss- 
centrums in der Fl~ssigkett verfiig~ ist~ Im letzteren Falle werden die 
Gleichungen zur Best~mmung der Unbekamden transcendent. Ist im 
ersteren, hiernach giinstigeren Fatte a 1 gegeben~ so wird: 

a~ ~ (I-- cos ~,) 
-:B- ----- / ~ ( 1 - c o s ~ , )  + B, (1- -cos(~t- - .~) )  ; 

alles Uebrige ergiebt sieh hieraus leieht. 
Die Rolle, welche b 2/~ bet dem Problem spielt t iibersieht man 

am deutliehsten in dem Falle gleich breiter, in entgegengesetzter 
Riehtang zusammenstossender Strahlen. Dana ergiebt sieh wegen~ 

sogleieh: 

und aus der vierten Formel (23) folg~: 

Es wird also -// ..... 0 oder I wenn ~l ~ 0 oder ~ ]sg; im Falle, 

dass die Stxahlen aneina~uler hingehen, riiekt also das Stosseentram in 
die Oberfl~che; je mehr der Stoss central ist, um so nii~er lieg~ es 
der Mitre der Strahlen. Analoges gilt auch far den directen Stoss 
zweier ungleich breiter Sirrahlen. 

Dies ist mir der direef~n A~chauung ia vollkommenem Einklang. 
Ueberrasehend ist aber~ dass die Theorie auth. fiir den schiefe~ Stoss 
in gleiaher Weise eine verschiedene Lage des Stosscentrums und dem- 
gem~ss bei demselben gegenseitigea Riehtungswinkel einen verschie- 
denen Verlauf tier Erseheinung zuli~sst. Man kann sieh v o n d e r  
Nothwendigkeit dieser Thatsaehe etwas Reehensehaft geben, indem man 
iiberleg~, dass wenn man ursprtinglieh entgegengesetzt geriehtete s~ossende 
Strahlen am einen unendlieh kleinen Winkel gegeneinander neigt~ 
nothwendig aueh nut eine unendtich kleine Aendertmg tier ganzen 
result;irenden Bewegung eintreten mass und hiernach bet verschied~en 
in versch~edener Weise excentrisch stoasenden Paaren dutch diese kleine 
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Neigung nicht die gleiche Bewegung entstehea kman, sondern elne 
Verschiedenheit bestehen bleiben muss, wenngleich die verschiedenen 
Paare gleiehe Breib und gleiche Rich~ung tier s~osseaden Strahlen 
besi~zen. 

Es muss also die sL~tionilre Bewegung bei dem Zusammentreffen 
mehrerer Fliisslgkeitssta'ahlen yon den Umst'inden beim ersten Beginn 
dieser Bewegung abhs sein. E~was Aehnliches hat sich auch in 
andern Gebieten der Hydrodynamik ergeben. 

Wir wollen schliesslich ein einfaches Beispiel in Riicksicht auf 
das eben ErSrter~ ausfiihrlicher behandeln. 

Es sei gegehen 
B ~ =  B ,  ~----  ~-- 

2 

d. h. der Zusammens~oss zweier gleich brei~er S~rahlen unter rechtem 
Winke]. Dann geben die 4 Bedingungen: 

(~4) 

also: 

Ferner: 

2 ~ At.-b A~ 
B 

1 = A, cos ~t + A~ cos a~ 
B 

B 2=B 4 

A1 1 ~ I - -  t g - ~  

AI i~l 

, [• ~,,o ~ {~ T-(o, + o)) +_+_ ~,, .  o,. (~T(o~+ o)) T ( .T ( ;  + r  

'F~ A~ . - ~q-~l ~a~ . . 2 ~ + ~  ~ l { s i n ~ T "  

- -  , 4  t 

Das obere Zeichen gilt in den 6 Gliedern, wenn resp. (aj + a ) ,  (a~ + a), 

# und ( 2  + #) zwischen 0 und 2z G das uutere, wenn es zwischen 0 
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und -- 2~ liegt. Bei einem Umlauf der Fliissigkeit in positiver Rich- 
tung nimmt I~ yon 0 bis --2~ ab, die Zeichenwechsel treten also bd 

O, ~ a  l, - - - ~  - - ~  - - -2~  ein. 

Wir wollen einige einfache Speclalf~lle untersuchen und durch 
Figuren eine ungefghre Vorstellung yon dem Verlaufe der Fliissig- 
keitsbewegung zu geben versuehen. Nach dem Vorstehenden ist eine 
der beiden GrSssen a Iund  a e beliebig zu w~hlen. Wegen der allge- 
meinen Relation 

muss dabei aber sein: 

0 < a j <  .~, ~ - < a  2 < 2 ~ .  

1) Set zun~tchst: 

so folgt: 

%~-ff ,  A t~--A~-- .B;  a l==a~---~- ,  b t==b 2 ~ 0 ,  

Die letzteren Werthe zeigen, duss der Streifen in der Q-Ebene 
in beiden Bliittern tiberelnande~f~tllt und ganz oberhalb der t0-Axe 
liegt; der Verzweigungspunkt liegt auf der Be~m'enzung. Dieser Fall 
ist also nieht mSglieh, er giebt keln Problem des Stosses; wir haben 

7g 
uns vorzustellen~ dass dabei die beiden unter -ff gegeneinander genei#en 

(normal zur z-Ebene gemessen unendlich dfinnen) Strahlen fibereinander 
hinwegfliessen ohne sieh zu treffen. 

Nimmt man % unendlich klein~ so wird: 

7g 
a~ = g + ~ ,  & = B~(1 +"1 ) ,  

der Verzweigungspunkt liegt also auf dem Streifen. Dieser Fall ist 
durch Fig. 3 angedeutet. 

2) Setzt man 

so wird tg a(~-2~ ) 1 --~ ~-, also a t nahe 0~2~r. Zugleieh folgt: 

5 1 A l = - g B ~  A~--~-gB, 

B B B B a~--~--0~92 , a~---0~25-~, / h~0 ,75 -N ' ,  b 2 ~ 0 , 0 8 3 ~ - ;  

die letzteren Werthe sind nur angen~ihrt, Die Gestalt des Streifens 
in der 12-Ebene ist in Fig. 4 gegeben. 
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Was die Fliissigkeitsbewegung selbs~ anbetrifi~ so bietet der 
Umsland eine Schwierigkeit, dass wegen f12-~-2~ u~ ~ - ~  zwei en~- 
gegengesetzte fliessende Strahlen sich parallel der x-Axe in's Unend- 
liche erstreeken. ]_hre gegenseitige Lage erhellt aus der Gleichung 

I / -  , ~ + - , \  ~" I / s , n  ~ \ _ _ ~  

4 
Bierin ist bereits benutzt, dass sin ~l = ~ ,  cos a I ----- 7 ist. 

Fiir @ ~ - 0  erhKlt man 

Y =  +-~-~  i / ( 5 ) +  3 + ~ ( 1 - T 1 ) i "  

Der Sh~hl B liegt also im Unendlichea zwischen diesen beiden 
0rdina~en. 

Fiir @ ~ ~ abet folg~: 

l ' " ) t  + 
1 ( 2 )  �9 

2~  3 

Hiernach werden die beiden parallelen Strahlen etwa so liegen wie 
die Figur 4 angiebl, n~imlich im Unendlichen mit ihren benachbarf~n 
Grenzen um etwa 0~37 B yon einander entfernl. 

3) Seize. man 

~1 "~- 4 -  
so resulir~ : 

5~ B A 1 =  _ - - 2 ~ 1 ~ 7 1 B ,  A ~  a - - ~ / / ~ 2 , 2 9 B ,  

at = 0,855---~, a., = 0,145 ~-,  

B b 1 -~- 0,855 ~ ,  b~ ~ 0,145 -~. 

Der Streifen in der Q-Ebene liegt, wie Fig. 5 zeigt, symmetrisch 
um die @-Axe und den Verzweigungspunkt. Die Fliissigkei~ss~rahlen 
selbst sind in ihrer Gestalt leicht vorzustellen und ebenda angedeutet. 

4) .Se~zt man 
3~ 

so wird ~g (-~)-~-21--, ai also nahe 0,3~, ferner 

5 1 A I = E B ,  A~-~B, 

a t ~  0,75~--, a ~ 0 ~ 0 8 3  B B ~ ,  b 1 - ~ - 0 , 9 2 ~ ,  b ~ 0 , 2 5 ~ .  



Ueber Fliissigk eitss~r ahten. 33 

Der Fall ist das Gegenbild zu 2) wie die Fig. 6 weiter darleg~. 

5) Setzt man endlich a I ----- ~-, so erh~l~ man den zwei~en Grenz- 

fall, welcher (1) entspricht, Es wird 
B 

a 2 = 2 ~ ,  A 1  ~ -  A 2  =-= .B., a l  = as  ~ O, bl ~-: t)2 -=  - ~ .  

Fig. 7 giebt das zugehSrige Bitd. 
Die singul~iren Stromcurven und die Stosscentren sind nur nach 

Schiitzung eingezeichnet. Ihre genaue Bestimmung ist schwierig. 
Sie werden erhalten, wenn man in der Formel (25) ffir Q den ima- 
gin~ren Theil gleich Null setz~ und die dieser G]eichung gentlgenden 
Paare • und @ in die allgemeinen Gleichungen (21) fiir x und y ein- 
fiihrt. Eine Discussion der Gestalt dieser Curven diirfte ohne hbehst 
ums~mlliche Rechnungen setbst in den einfachsten SpecialfXllen nicht 
mSglich sein. 

G 5 t t i n g e n ,  Sommer 1885. 


